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Resumo

Este trabalho trata da analise do processo de propagacao de ondas transversais numa
corda ideal e sua sintetizacao, através de técnicas de modelamento fisico de instrumentos
musicais, com o objetivo de produzir sons musicais afinados a uma altura arbitraria.
Métodos simples de determinacao de altura e afinagao sao propostos. Sao apresentadas
as técnicas de Guias Digitais de Ondas e o algoritmo Karplus-Strong para a sintese de
sons complexos de altura bem definida, com a utilizagao de filtros Interpoladores de
Lagrange como solugoes para sua afinacao. A analise dos sons produzidos pelo prototipo
implementado é apresentada ao final do trabalho.

Palavras-chave: sintese, audio, computacao musical, Interpolador de Lagrange, guias
digitais de ondas, Karplus-Strong, corda ideal



Abstract

This paper concerns the analysis and synthesis of transversal wave propagation on
an ideal string, using techniques for physical modeling of musical instruments, with the
objective of producing sounds well tuned to an arbitrary pitch. Simple methods for pitch
determination and tuning are proposed. Digital Waveguide and Karplus-Strong algorithm
are presented as techniques for pitched sound synthesis, and Lagrange Interpolators as
tuning solutions. The analysis of sounds produced by the implemented prototype is
presented at the end of the paper.

Keywords: synthesis, audio, computer music, Lagrange Interpolator, Digital Waveg-
uides, Karplus-Strong, ideal string
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Capitulo 1

Introducao

Desde os tempos antigos, o homem se vé encantado com o fascinio misterioso que a
musica nos causa. Seja por simples contemplacao da natureza ou para a sua propria sobre-
vivéncia, as informacoes percebidas por nosso sentido auditivo sempre foram de enorme
importancia. A partir do momento em que conseguimos certa estabilidade, e consequente
alivio na luta pela sobrevivéncia, a musica foi a consequéncia natural para a nossa espécie.
O trabalho dos luthiers ganhou importancia crescente ao longo da histéria, inicialmente
para garantir maior uniformidade na producao de sons musicais e, posteriormente, para
a propria evolucao do conceito de producgao musical.

A revolugao cultural e cientifica possibilitada pela invencao da energia elétrica no
século XIX também abracou a musica. No século seguinte, diferentes técnicas de sintese
de dudio culminaram em instrumentos totalmente novos, como o MiniMoog, e o proprio
computador. [1-3] Com a facilidade de implementagao da Transformada Réapida de Fourier
(FFT) e de filtros digitais, a relevancia da computagao na musica cresceu enormemente
através do desenvolvimento dos Processadores de Sinais Digitais (DSPs). O resultado
foi uma avalanche de novas técnicas de sintese de dudio, das quais daremos destaque ao
modelamento fisico de instrumentos musicais. [4-15]

O modelamento fisico consiste na descricao e simulacao de caracteristicas andlogas a
de instrumentos reais, como a tensao e densidade de uma corda, no ambiente computa-
cional. Sao criados modelos matemaéticos que aproximam os fendmenos fisicos inerentes
da propagacao de ondas sonoras. Assim como um [uthier procura a melhor combinagao
de materiais e formatos para obter um instrumento tinico, os modelos fisicos miram na
mesma direcao através das equacoes que os compoem.

Este trabalho

Este trabalho trata da analise do processo de propagacao de ondas numa corda e
sua sintetizagao, através de técnicas de modelamento fisico de instrumentos musicais. O
objetivo é obter sons musicais afinados a uma altura arbitraria. O modelo de sintese
consiste num misto entre as técnicas de Guias Digitais de Ondas e do algoritmo Karplus-
Strong. Nao se trata, portanto, de uma nova técnica de sintese, mas sim da anélise e,
principalmente, experimentagao de técnicas amplamente utilizadas e estudadas no meio
académico para a producao de sons musicais.

O Capitulo 2 tem o objetivo de possibilitar a leitura do restante do trabalho por
pessoas nao-musicalizadas. L& serao expostos, de forma breve, alguns dos conceitos e



defini¢oes a respeito de teoria musical, como intervalos, escalas, sons simples e complexos,
a relagao entre frequéncia e altura, dentre outros.

No Capitulo 3 o problema da corda vibrante serd analisado. A equacao de d’Alembert
foi utilizada como forma de resolucao da equacao de onda, dada a sua facilidade de
implementagdo em sistemas computacionais. Os algoritmos Karplus-Strong [5] e Guias
Digitais de Ondas (Digital Waveguides |6]) serdo analisados e discutidos, e servirdo como
base para o modelamento fisico da corda.

Apesar de bastante simples e versateis, por si s6 os algoritmos analisados sao capazes
de produzir apenas sons com alturas especificas. A limitacao de producao de sons com
periodo discreto, que constitui o problema a ser atacado pelo presente trabalho, sera
exposta e discutida no Capitulo 4, onde serd proposta uma maneira de minimiza-la.
Conforme citado na bibliografia da area, o emprego de filtros digitais para a aproximacao
de delays fracionarios representa numa forma eficaz de contornar o problema, permitindo
a afinagdo a uma escala musical arbitraria dos sons musicais produzidos [9, 16]. Em
especial, filtros que implementam a Interpolacao de Lagrange serao analisados.

Tudo isso culmina no Capitulo 5, onde sera apresentado o protétipo implementado,
bem como a apresentacgao e analise dos sons produzidos.



Capitulo 2

Sons Musicais

Numa proposta de sintese de dudio voltada para a producao de sons musicais, como é a
presente, faz-se necessario o estabelecimento de regras que definam quais as condigoes em
que determinada resposta em frequéncia é desejada, e qual nao é. Neste capitulo alguns
dos conceitos-chave sao discutidos de forma breve, de maneira a possibilitar a leitura do
restante do trabalho. Leituras posteriores sao encorajadas para um entendimento mais
profundo [17-19].

Sons simples e complexos

No contexto do presente trabalho, um som simples é aquele que pode ser descrito como
uma func¢ao senoidal de apenas um fator. Em outras palavras, um som simples possui
um espectro de frequéncia que assume um valor diferente de zero em um tnico ponto.
Em contrapartida, um som complero possui um espectro que apresenta mais de uma
componente de frequéncia, constituindo uma combinagao de dois ou mais sons simples.

Série harmonica

Consideremos o exemplo de uma corda vibrante com extremidades fixas. De forma
natural, ela produz um som complexo com componentes de frequéncia da forma N - f,
sendo f um valor constante e N um ntimero natural nao-nulo. Tal caracteristica também
¢ prontamente observada em outros sistemas vibrantes, como em tubos actsticos. Cada
uma destas componentes é definida como um harmdnico, ou sobretom deste som complexo.
A combinacao destas componentes para a formacao do som complexo foi um conceito
herdado pela matemaética para definicao homonima.

Altura

A altura constitui-se uma caracteristica do som intimamente relacionada a sua resposta
em frequéncia, ainda que nem todos os sons possuam altura perceptivelmente definida [18|.
Definimos grosseiramente os sons sem altura perceptivel como barulhos, os quais nao fazem
parte do escopo deste trabalho.

No caso particular de sons simples, a sua resposta singular em frequéncia elimina am-
biguidades na definicao de sua altura, de modo que elas constituem um relacionamento
funcional bijetor entre frequéncia e altura. Generalizando, a altura é percebida em sons



complexos cujo espectro de frequéncia revela uma predominancia de componentes harmo-
nicos (sons harmonicos) sobre outros componentes de frequéncia.

Com efeito, sons complexos com alturas bem definidas apresentam correspondéncia
com a altura de sons senoidais simples e tnicos [19]. No caso de sons complexos harmonicos
como aqueles produzidos pelos modos de vibragao de uma corda de extremidades fixas, a
correspondéncia ocorre na regiao de frequéncia do primeiro harménico. Desta forma, esta
componente de frequéncia é chamada de frequéncia fundamental.

Timbre

Sons complexos de mesma altura podem apresentar diferentes sonoridades de acordo
com as magnitudes de suas componentes de frequéncia. Em geral, cada instrumento
possui a sua “assinatura” de resposta em frequéncia, & qual dé-se o nome de timbre. Esta
caracteristica marcante possibilita que um ouvinte identifique, por exemplo, que dois
instrumentos diferentes estao produzindo a mesma nota simultaneamente.

Intervalos e Escalas

Apesar de fundamental em todo o processo de producao de sons musicais e da misica
propriamente dita, o conceito de altura, por si s6, nao é suficiente. Alguns sons, quando
reproduzidos simultaneamente ou em sequéncia, sao mais “agradéaveis” de se ouvir que
outros, constatado através de anélises psicoacisticos [18]. Ao conjunto de relagoes de al-
turas que possuem maior afinidade entre si da-se o nome de escala musical, a qual engloba
intervalos musicais significativos. Um intervalo musical no contexto atual é definido pela
razao entre as frequéncias fundamentais de dois sons complexos.

Em linhas gerais, intervalos harmonicos sao comuns em varias dos exemplos de defini-
¢oes de escalas musicais. Os intervalos 1:1, 2:1 e 3:2, correspondentes aos trés primeiros
harmoénicos de um som harmoénico, sao chamados na misica ocidental de unissono, oitava
e quinta. Eles estao presentes na grande maioria das escalas documentadas e utilizadas
na producao musical. Um destaque especial deve ser dado ao intervalo de oitava: notas
musicais com alturas equivalentes as de frequéncias da forma X - 2V, N natural e A po-
sitivo constante, recebem o mesmo nome, tamanha a similaridade percebida pelo ouvido
humano.

Discussao

Tomemos o piano padrao de 88 teclas como exemplo de instrumento musical. Usual-
mente, sua extensao vai de 27,5H z até 4186, 01 H z, abrangendo pouco mais de 7 oitavas.
A afinacao usada é chamada de temperamento igual, na qual o intervalo musical entre
duas notas adjacentes quaisquer é o mesmo para toda a extensao do instrumento. Cada
oitava é dividida em 12 intervalos, chamados de semitons. Logo, a frequéncia fundamental
fn de cada tecla N é definida como

N—
12

fyv=fo 272, {N,k} C N*, (2.1)
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Figura 2.1: Frequéncia fundamental nas teclas do piano.

fixando-se a frequéncia f; da tecla N = k. E comum que seja usada como referéncia a
altura fy9 = 440Hz. A Figura 2.1 apresenta o grafico da fungao

r—49

y(x) =440 -2 1

(2.2)

sobreposta pelos pontos descritos em (2.1) com k£ =49 e 1 < N = z < 88 para valores
inteiros de x. O comportamento assintotico de (2.2) é um reflexo de como o crescimento
exponencial da frequéncia fundamental é percebido pelo ouvido humano como um aumento
linear da altura. Esta caracteristica tem repercussoes importantes no desenvolvimento de
modelos fisicos de instrumentos musicais, as quais serao apresentadas e discutidas no
decorrer deste trabalho.



Capitulo 3

Guias Digitais de Ondas

3.1 Introducao

Conforme apresentado no capitulo anterior, a definicao dos intervalos de uma escala
musical é baseada num processo psicoaciistico quanto a “agradabilidade” daqueles ao ou-
vido humano. No entanto, processos desta natureza fogem do escopo do presente trabalho.
O que deve ser analisado sao as caracteristicas reticentes dos sons musicais considerados
afinados, presentes e descritas na bibliografia da area. Para isso, mostra-se prudente que,
dados os recursos disponiveis, sejam adotados modelos computacionais o mais proximos
quanto possivel de sistemas fisicos ja existentes, conhecidos e estudados para a producao
destes sons, primando pela capacidade de replicagao e mensuragao. No contexto atual foi
escolhido o modelamento de ondas transversais numa corda unidimensional, dada a sua
simplicidade e disponibilidade de interpretacao dos resultados devido a sua simplicidade.

Neste capitulo sao interpretadas caracteristicas do sistema real, que posteriormente
serao levadas para o dominio teoérico ideal. Quanto & implementacao, sao discutidas duas
técnicas de modelamento fisico: o algoritmo Karplus-Strong [5] e as Guias Digitais de

Ondas [6].

3.2 A Corda Vibrante

Uma corda vibrante é um dos cenérios mais simples de andlise das propriedades de
propagacao de ondas, em especial devido as suas dimensoes fisicas: dado que a diferenca
nas ordens de grandeza entre suas medidas permite que sua secao transversal seja despre-
zivel em relacao ao seu comprimento, um sistema unidimensional é satisfatério como um
ponto de partida [5, 6, 8, 10]. Colunas de ar em instrumentos cilindricos também séo con-
siderados sistemas simples, e podem ser generalizados de maneira muito semelhante |6, 9].

Sabe-se que a propagacao de ondas numa corda possui caracteristicas transversais e
longitudinais [20]. Enquanto as ondas transversais estdo mais ligadas a altura e timbre,
ondas longitudinais conferem detalhes de dispersao, atenuagao e conceitos mais abstratos
como “forma” e “leveza’. Estes conceitos serao retomados de maneira breve, visto que sao
importantes na produgao musical em instrumentos reais, mas contribuem pouco para o
objetivo deste trabalho. Foi adotada a estratégia de simular todas estas caracteristicas
apenas com a explicitacao de ondas transversais contidas em um tnico plano, emulando



nelas, através da utilizagao de filtros digitais, os efeitos causados por ondas longitudinais.
Como consequéncia, obtém-se um modelo bastante simplificado, e que atende o requisito
proposto quanto a afinacao.

3.2.1 Equagao da Corda Ideal

y(x,t)

Tensao

/K\

Densidade linear

£
-

Figura 3.1: A corda vibrante ideal.

Consideremos uma corda eléstica unidimensional, com densidade linear £ constante,
que repousa ao longo da dimensao x sob uma tensao K, também constante. Caso um
ponto arbitrario da corda seja deslocado, surgirao forcas que tendem a restaurar a corda
a sua posicao inicial. De maneira concorrente, a inércia da corda ira retardar o retorno
imediato & posicao de equilibrio, causando dois fenémenos importantes: a forca restau-
radora que acelera a corda ira conferir momento as suas porg¢oes infinitesimais, as quais
irao ultrapassar a posicao de equilibrio, “espelhando” o fendémeno; e a perturbagao, que
inicialmente era apenas local, deverd se propagar ao longo da corda com o passar do
tempo. Tais fendmenos sao explicados através das leis de conservagao da energia e da
transferéncia de momento [21].

De maneira a simplificar a anélise, serao impostas algumas restrigoes a este modelo.
Definimos que y(z,t) descreve o deslocamento da corda em fungao de sua posigdo x e
do tempo t. Todo deslocamento da corda a ser considerado estara contido no plano
xy. Além disso, assumimos que o deslocamento em qualquer ponto da corda é pequeno
o suficiente para que a magnitude da tensao seja considerada constante, o angulo de
inclinagao da corda deslocada em relagao ao eixo x é pequeno, e o deslocamento de uma
por¢ao infinitesimal da corda pode ser considerado como perpendicular (ou transversal)
ao eixo x. Efeitos de dissipacao de energia, como atrito, resisténcia do ar, rigidez da corda
e for¢a da gravidade serao desprezados.

Seja Ax um segmento infinitesimal da corda. Ao ser deslocado, este segmento sofreré
a acao da tensao em diregoes opostas, que por sua vez exercera forgas proporcionais ao seu
angulo nas extremidades em relacdo ao eixo z, aqui notados como 6; e 6. E importante
salientar que os angulos sao ligeiramente diferentes [21], o que resultara na forga restau-
radora no sentido de retorno a posi¢ao de equilibrio. Ksen(f) e Kcos() correspondem,
respectivamente, as componentes vertical e horizontal da tensao nos pontos de fronteira,
de maneira que a for¢a resultante em Az terd componentes K (sen(6z) — sen(6;)) na
direcdo y e K (cos(fs) — cos(61)) na dire¢ao z. Como 6; e 65 sdo pequenos, podemos



considerar que

sen(0) ~ tan(0) = %

cos(01) =~ cos(0y),

onde y representa o deslocamento médio de Az. Desta forma, as componentes horizontais
das forcas exercidas serao desprezadas, e o comprimento de Ax serd aproximado a sua
projecao no eixo .

Figura 3.2: Forcas atuantes num segmento da corda vibrante.

Aplicando a Segunda Lei de Newton, temos que a forca resultante no segmento Az
deve ser igual a sua massa vezes sua aceleragao. Logo, temos que

Ay O\ 9%y
K (83: 893) =cAzx 52 (3.1)

A medida em que Az tende a zero, o deslocamento médio aproxima-se do deslocamento
propriamente dito. Além disso, podemos dividir os dois lados de (3.1) por Az, resultando
em 92 92
KeY =27 (3.2)
Ox? ot?
Como resultado das restrigdes impostas, percebe-se que y(z,t) é fungao da posicao x
e do tempo t, ja que apenas o deslocamento transversal sera considerado. Logo, faz-se

pertinente as seguintes definigoes:

Y= %y(:ﬁ,t) (3.3)
y = %y(x,t). (3.4)

A forga restauradora relevante é justamente a tensdo na corda vezes a sua curvatura
(Ky"). Tal forga é balanceada a todo momento pela inércia da corda, que ¢é igual a sua

8



densidade linear vezes a aceleragao transversal (£3j). Sendo assim, aplicando as defini¢oes
anteriores em (3.2), obtemos a seguinte equagao diferencial da corda:

Ky" = ejj. 3.5
Y Y

Modos de Vibragao

Ao se considerar um tamanho finito para a corda, e determinar extremidades fixas,
interpretados como deslocamento transversal nulo, observa-se a reflexao das ondas resul-
tantes do deslocamento inserido. Através de processos construtivos e destrutivos resul-
tantes das interferéncias destas chamadas ondas propagantes, observa-se a caracterizagao
de ondas estacionérias, conforme observado na Figura 3.3.

|
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Figura 3.3: Modos de vibracao de uma corda ideal.

Esta configuracao corresponde aos diferentes modos de vibracao da corda, que corres-
pondem a frequéncias da série harmonica. Desta forma, uma corda ideal com extremidades
fixas, quando deslocada, sempre ira vibrar em frequéncias harmonicas [21], resultando na
producao de sons complexos com altura bem definida.

Equacao de d’Alembert

D’Alembert propds a substituicao de variaveis na equagao da onda unidimensional,
de maneira que uma onda pudesse ser descrita por duas componentes que propagam em
sentidos opostos, a saber

y(w.t) = yelt =) Fuilt + 7). (3.6)

A figura 3.4a apresenta um cenario em que a corda é tangida em trés pontos simultaneos
p, provocando um deslocamento triangular. Este deslocamento é interpretado como a



e e Componentes
p P de onda propagantes

(a) t =0 (b) t = to

Figura 3.4: Visualizagao do teorema de d’Alembert.

sobreposi¢ao das duas componentes, cujas posigoes inicialmente coincidem. A figura 3.4b
apresenta a mesma regiao da corda apdés um curto espago de tempo ty, apoés o qual
visualiza-se a decomposicao do deslocamento & medida em que as componentes propagam
em sentidos opostos com velocidade c.

Como estamos tratando de ondas unidimensionais numa corda eléstica e sem perdas,
num sistema causal e invariante no tempo, o deslocamento vertical de cada componente
é transferido ao longo da corda de forma inalterada. Por ser um sistema linear, o deslo-
camento vertical da onda resultante é a simples soma de suas componentes. Ambas y, e
y; sao duplamente diferenciaveis, de maneira que elas respeitam as mesmas propriedades
matematicas da equagao da corda (3.5).

Amostrando as Ondas Propagantes

Os passos para a amostragem das ondas ja foram delineados anteriormente. A seguir,
eles serao apresentados de forma explicita.

Tomemos novamente o intervalo temporal de amostragem 7' = 1/ f,, onde f, = 1/T,
e o intervalo espacial de amostragem X = ¢T'. Devemos agora substituir as variaveis de
dominio continuo pelas de dominio discreto, da seguite forma

r = rym=mX,
t—t, =nT.

Aplicando esta substitui¢ao em (3.6), obtemos
Y(@ms tn) = yr((n = m)T) + yi((n 4+ m)T). (3.7)

Ja temos descritas em (3.7) as componentes de ondas ja amostradas, cujas interferén-
cias resultarao na equacao da corda vibrante unidimensional sem perdas. Percebe-se que
o intervalo temporal de amostragem esta presente em todos os parametros. Logo, para
simplificacao de notacao, definimos

y*[n]
y~[n]

Cada componente é simulada em uma linha de retardo. Neste arranjo, os pontos de
excitagao e captacao podem ser arbitrariamente escolhidos para qualquer posicao mX ao

Yr (nT>
y(nT).
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longo da corda, oferecendo maior flexibilidade e, consequentemente, fidelidade de dindmica
e timbre.

3.3 Realizacoes

3.3.1 Guias Digitais de Ondas

Seguindo esta linha, Julius Smith cunhou a técnica de modelagem fisica de instru-
mentos musicais utilizando Guias Digitais de Ondas (Digital Waveguides) [6]. Trata-se
de uma generalizagdo do algoritmo Karplus-Strong [5], que pode ser estendido para sis-
temas n-dimensionais. Isto foi alcancado ao se explicitar a solugao de ondas propagantes
da equacao de d’Alembert através de linhas de retardo distintas. Desta forma, ganha-
se em flexibilidade quanto & observacao de interferéncias entre as ondas. A seguir sera
apresentada a aplicacao deste método no sistema unidimensional presente.

Topologia

yi(n) - y*(n-1) 7 y*(n-2) - y*(n-3)
C+ y(0,nT) G— —=y (3X,nT)
yi(n) ] y(n+1) y(n+2) y(n+3)
.- z z1 bl ...
(x=0) (x=cT) (x=2cT) (x=3cT)

Figura 3.5: Topologia do algoritmo de Guias de Ondas Digitais.

Nas Guias de Ondas digitais, as linhas de retardo podem ser desmembradas até a
menor parte factivel, que ¢ o retardo unitario, aqui denotado por z~!. Conforme discutido
anteriormente, o retardo unitério corresponde a um retardo de periodo temporal 1" ou,
numa analogia a um instrumento real, a um intervalo espacial X percorrido por uma
onda de velocidade ¢ num periodo T'. Esse desmembramento permite que caracteristicas
variaveis de dispersao e atenuacao ao longo do corpo do instrumento sejam distribuidas no
modelo. E comum que estas caracteristicas sejam aproximadas através de multiplicadores
lineares, ou filtros digitais andlogos ao filtro de laco presente no algoritmo Karplus-Strong.

Correspondéncia com fen6menos fisicos

A grande flexibilidade das Guias Digitais de Ondas oferece novas possibilidades, como
a selecao de pontos de excitacao e de observacao. Além disso, devido a natureza linear e
causal do sistema, fatores de perda podem ser consolidados em pontos arbitrarios, assim
como os proprios blocos de retardo, simplificando a implementacao do modelo.

Uma das condicgoes presentes numa corda com extremidades fixas é a de deslocamento
zero em suas extremidades. Ao contrario do algoritmo Karplus-Strong, que apresenta esta

11



caracteristica de forma implicita, na técnica de Guias Digitais de Ondas ela é apresentada
explicitamente na modelagem do processo de reflexao.

y*(n) —-—| Linha de retardo de comprimento L }—» y*(n-L)

Terminagao
rigida

Terminagéo

JANR y (hT.) AV rigida

y(n) <—| Linha de retardo de comprimento L ‘<— y(n+L)

(x=0) (x=L=NX=NcT)

Figura 3.6: Guia de Ondas Digitais com linhas de retardo consolidadas e terminagoes
reflexivas.

Sempre que uma das componentes de onda propagantes chega & terminacao fixa, ela é
refletida através da mudanca de fase em 7rad, obtida pela multiplicacao do sinal por —1.
Posteriormente, este sinal é entregue a outra linha de retardo, simulando a sua propagacao
na direcao oposta.

O resultado sonoro da simulagao pode ser obtido a partir da soma das amostras pre-
sentes em pontos equivalentes das duas linhas de retardo, caracterizando em um ponto
analogo & posicao em um instrumento fisico. De maneira semelhante, a excitacao é intro-
duzida no sistema seguindo a mesma analogia.

A principal caracteristica dos sons produzidos pelo método de Guias Digitais de Ondas
¢ a harmonicidade, ou seja, a producao de sons harmoénicos, com altura bem definida. O
comprimento L das linhas de retardo utilizadas definem a frequéncia fundamental f do
som produzido como f = f;/L Hz, onde f, é a frequéncia de amostragem utilizada. A
Figura 3.8 apresenta o espectro de um som produzido por esta técnica.

3.3.2 Algoritmo Karplus-Strong

O algoritmo Karplus-Strong foi uma das primeiras propostas que associaram uma
linha de retardo com o comprimento de uma corda vibrante, constituindo o pioneiro dos
modelos de sintese de sons por modelamento fisico de instrumentos [5].

Um sinal amostrado z[n], com larga banda de frequéncia, ¢ oferecido a saida y[n| ao
mesmo tempo em que preenche uma linha de retardo de L amostras. A partir da amostra
xz[n + L], observa-se a interferéncia com a amostra y[n|, correspondente a amostra z[n|
atrasada em L amostras e atenuada pelo filtro de laco. Este sinal, da mesma forma, é
oferecido a saida e reintroduzido na linha de retardo.

Observa-se que o som resultante depende do sinal de entrada, do comprimento da linha
de retardo e do filtro de laco. Em linhas gerais, o comprimento da linha de retardo estéa
intimamente ligado com a altura do som produzido: dada uma frequéncia de amostragem
fs, uma linha de retardo de L amostras ird produzir um som com frequéncia fundamental
de fs/L Hz, de maneira semelhante ao que se observa na técnica de Guias Digitais de
Ondas. A natureza do sinal de entrada e a definigao do filtro de lago interferem em seu
timbre.

12



o |-+ yin]

Filtrode lagco +— Zt1

Figura 3.7: Esquema do algoritmo Karplus-Strong.

O algoritmo Karplus-Strong consiste numa generalizagao da técnica de Guias Digitais
de Ondas, apresentando caracteristicas bastante semelhantes. A Figura 3.9 apresenta o
espectro de um som produzido seguindo o algoritmo Karplus-Strong, o qual pode ser com-
parado com o espectro presente na Figura 3.8. Note-se a predominancia de espacamento
constante entre os varios valores de frequéncia, configurando a caracteristica harmonica
dos sons apresentados.

Podemos dividir o algoritmo em trés eventos principais: excitagao, atenuagao e
calculo de interferéncias.

Excitacao

A excitacao consiste numa curta rajada de ruido branco, que é inserida no sistema.
E comum que o ruido passe inicialmente por um filtro passa-baixas, a fim de evitar um
acimulo exagerado de energia no sinal de saida. Outras formas de excitagao que podem
substituir o ruido branco consistem num periodo de onda quadrada ou dente de serra, ou
qualquer outra forma de onda com grande banda de frequéncia. A forma da excitacao
tera impacto direto no timbre do som produzido.

Atenuacao

Numa corda real, a energia da excitacao ¢ perdida devido & sua natureza resistiva,
devido ao atrito entre suas particulas e na interacao com o ar. Estas perdas sao concen-
tradas no filtro de lago, que consolida e simula as perdas que uma onda propagante sofre
entre as terminacoes da corda. E importante que este filtro provoque uma atenuac¢ao no
sinal, a fim de, novamente, evitar o acimulo exagerado de energia no sinal, e manter o
sistema estavel.

Calculo de Interferéncias

Conforme o que se observa numa corda, a interferéncia causada por uma excitagao
pode ser descrita pela simples soma com o sinal presente no sistema. O algoritmo im-
plementa esta caracteristica com apenas um somador, demonstrando a sua simplicidade
computacional.
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Figura 3.8: Espectro de um som com frequéncia fundamental de 440H z, produzido pela
técnica de Guias Digitais de Ondas.
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Figura 3.9: Espectro de um som com frequéncia fundamental de 440H z, produzido pelo
algoritmo Karplus-Strong.

14



Capitulo 4

Calibrando a Linha de Retardo

4.1 Introducao

Sabe-se que as guias digitais de ondas produzem uma frequéncia fundamental fy
respeitando a equacao

fn = fs/N [6], (4.1)

onde f, é a frequéncia de amostragem e N o comprimento da linha de retardo. No entanto,
por se tratar de uma técnica de sintese digital, existe a limitagao de que o tamanho das
linhas de retardo deve ser inteiro. Tal caracteristica esta presente tanto no algoritmo
Karplus-Strong quanto nas Guias Digitais de Ondas.

Esta limitacao é crucial num sistema de sintese de sons musicais, pois pode impossi-
bilitar a afinacao das notas a determinada escala.

Tomemos como exemplo uma nota com frequéncia fundamental de 220H z, que corres-
ponde & nota La mais proxima da nota D6 central do piano. Utilizando uma frequéncia
de amostragem de 44100H z, que ¢é a frequéncia de amostragem mais comum em sistemas
digitais, e uma linha de retardo de comprimento N = 200 amostras, a frequéncia fy
produzida é de 220,5H z, enquanto que se aumentarmos a linha de retardo para 201, a
frequéncia alcancada é, aproximadamente, 219,4H z. Ou seja, a menor alteragao possivel
na linha de retardo, em uma amostra, nessa vizinhanca gera uma mudanga de mais de
um Hz na frequéncia fundamental produzida.

uuuuu

uuuuu

uuuuu

nnnnnnnnnnnnnnn
Frequincia dessjada (Hz

Figura 4.1: Frequéncias obtidas por uma linha de retardo de comprimento inteiro.
Considerou-se uma frequéncia de amostragem de 48000Hz.
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Com o aumento da frequéncia desejada, e consequente diminuicao da linha de retardo
necessaria, cada amostra torna-se crescentemente significativa. Em suma, a resolucao de
frequéncias diminui drasticamente & medida em que aproxima-se da frequéncia de Nyquist.

Ao retomarmos o exemplo anterior, percebe-se que para se obter uma frequéncia fun-
damental de 220H z seria necesséaria uma linha de retardo de, aproximadamente, 200, 45
amostras. A fim de se alcancar a afinacdo desejada, faz-se necessario empregar alguma
técnica para aproximagao de um retardo fracionario [16].

4.2 Filtros Digitais

O processo de retardo de um sinal pode ser interpretado como um processo de in-
terpolagao que segue os mesmos principios da reamostragem de sinais, [16] sendo que a
ferramenta mais usada para tal procedimento é o emprego de filtros digitais adequados.
Vérias sao as técnicas utilizadas no design de filtros digitais para aproximagao de retardos
fracionarios [9, 16, 20, 22-24|. A escolha do design a ser implementado depende do grau
de fidelidade requerido, ou seja, da proximidade ao filtro de retardo ideal a ser alcancada.

x[n]

Z-1 Z-1 Z-1 P Z-1

hio]\/  h1] h[2] h[N]

AN
Figura 4.2: Realizagdao de um filtro FIR de ordem N em sua Forma Direta.

O filtro de retardo ideal

A resposta em frequéncia de um filtro digital ideal que realiza um retardo D é dada
por ' '
Hig(e™) = 74P |w| < . (4.2)

Percebe-se que sua magnitude é unitaria, enquanto sua fase é dada por —wD, configurando
um sistema allpass de fase linear [9].

O comportamento de um filtro digital' ¢ observado através de sua resposta ao impulso
unitario. Para valores inteiros de D, a resposta do filtro de retardo ideal consiste em
uma Unica amostra nao nula, correspondendo ao impulso atrasado em D amostras. No
entanto, para atrasos de valores nao inteiros, observa-se valores nao-nulos para todos os
pontos amostrais da func¢ao sinc(-), estendendo-se infinitamente antes e depois do ponto
de referéncia temporal.

Tal caracteristica impossibilita um comportamento causal ao sistema. De fato, foi
constatado na literatura que isso impossibilita a propria realizacao de um filtro de retardo

L As figuras Figura 4.3, Figura 4.4, Figura 4.5 e Figura 4.6 foram obtidas de [9].
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Figura 4.3: Funcao sinc atrasada em D = 3 e D = 3.3 amostras.

fracionario ideal [9]. Como este trabalho tem por objetivo apresentar uma implementagao
pratica, é necessaria a ado¢ao de um modelo causal que aprozrime, de maneira satisfatoria,
um valor fracionario de retardo.

4.2.1 Interpolador de Lagrange

O Interpolador de Lagrange consiste num filtro de resposta finita ao impulso (FIR)
com a conveniente caracteristica de oferecer planaridade méxima de frequéncia em torno
da frequéncia zero. Tal caracteristica é garantida ao se definir sua funcao de erro e
as N primeiras derivadas como zero no nivel DC. Desta forma, um filtro interpolador
de Lagrange de ordem N apresenta uma resposta ao impulso com comprimento de N
amostras [9, 16]. Planaridade méxima na frequéncia zero se encaixa perfeitamente com
sistemas de sons musicais, visto que a audigao humana percebe melhor sons graves que
agudos.

Dado um valor de retardo fracionario D a ser aproximado pelo filtro, seus coeficientes
podem ser determinados a partir da seguinte formula

~r D~k

h(n)znm,paranzl,l...,]\ﬂ (43)
k=0
k#n

onde N representa a ordem do filtro.

Uma caracteristica importante do interpolador de Lagrange é a passividade, que con-
siste numa resposta de magnitude menor ou igual a 1 em todas as frequéncias quando
aproxima um delay fracionario [9]. Em sistemas que implementam retroalimentagao, como
¢ o caso dos algoritmos Karplus-Strong e Guias Digitais de Ondas, com a particularidade
de nao ser desejavel a imposicao de restricao de banda além da frequéncia de amostragem,
esta caracteristica é fundamental para a viabilidade da implementagao. Qualquer ganho
de magnitude maior que o unitario confere instabilidade ao sistema devido a possibilidade
de actimulo exagerado de energia no sinal.
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E importante salientar que a passividade do filtro ¢ restrita & aproximacdo de um
retardo D contido num intervalo especifico identificado pela sua ordem. 9, 23] Para filtros
de ordem N impar, este intervalo encontra-se em

(N-1)/2<D<(N+1)/2, (4.4)
enquanto que para ordem par,
(N/2) =1 <D< (N/2)+1. (4.5)

Aplicabilidade

Tomemos um retardo fracionario D = D + d a ser aproximado por um filtro inter-
polador de Lagrange, onde D & inteiro e 0 < d < 1 corresponde a parte fracionaria.
Percebe-se que filtros de ordem par sao mais versateis, pois sao passivos numa amplitude
de aproximacao de 2 amostras, enquanto que nos filtros de ordem impar esta caracteris-
tica é restrita a amplitude de trabalho de 1 amostra. No entanto, a menor amplitude ja
é suficiente para que o filtro aproxime D qualquer que seja o valor de d em seu dominio.

0 T T T
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Figura 4.4: Interpolador de Lagrange de primeira ordem.

Além disso, para um mesmo N, o intervalo descrito em (4.4) esta contido em (4.5).
De fato, filtros de ordem N par apresentam erro minimo de aproximacao para valores
contidos naquele intervalo [9], o que generaliza a definigao do intervalo de trabalho dos
filtros.

A paridade do filtro também apresenta caracteristicas marcantes quanto a sua resposta
de amplitude e linearidade de fase. Filtros de ordem impar serao sempre notch filters na
vizinhanga da frequéncia de Nyquist quando aproximam um valor d = 0.5 amostras,
enquanto que filtros de ordem par apresentam atenuacgao mais suave para frequéncias
mais altas. Em compensagao, a aproximacao do retardo de fase é mais proxima do ideal
em filtros de ordem impar [16].
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Figura 4.5: Interpolador de Lagrange de segunda ordem.
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Capitulo 5

O Protoétipo

5.1 Consideracoes iniciais

Conforme discutido no capitulo anterior, o uso de filtros de aproximacao de retardo
fracionario possibilitam uma resolucao de frequéncia muito maior para sons produzidos
utilizando métodos baseados ou derivados do algoritmo Karplus-Strong. De maneira ge-
ral, a aproximacao melhora com o aumento da ordem do filtro, independente da paridade;
e como qualquer aproximacgao assintotica nao-linear, o aumento na complexidade compu-
tacional se traduz em ganhos comparativamente menores para altas ordens. Em contra-
partida, o intervalo de trabalho do filtro também se desloca, acompanhando o aumento
no nimero de blocos de retardo usados em sua realizagao, mas de forma linear.

Com efeito, limita-se a frequéncia fundamental méxima produzida pela linha de re-
tardo, conforme observado em (5.3). De maneira a respeitar o limite de Nyquist, o valor
minimo de N deve ser 2, que corresponde a um retardo total (linha de retardo mais filtro
de retardo fracionério) de duas amostras. Logo, para possibilitar a utilizagao de toda a
banda de trabalho de uma determinada taxa de amostragem para produzir uma deter-
minada frequéncia fundamental, a ordem méxima do filtro utilizado deve ser 3, conforme
discutido em 4.2.1.

Estas constatagoes sao importantes para a determinagao do ambiente de trabalho que
servira como base para a implementagao do prototipo, a comecar pela determinagao da
frequéncia de amostragem.

Escolhendo a frequéncia de amostragem

Um dos instrumentos mais versateis e difundidos no mundo é o piano de 88 teclas.
Sua extensao engloba a de grande parte dos instrumentos existentes, produzindo alturas
que vao de, aproximadamente, 30H z a 4200H z, conforme apresentado na Figura 2.1. Por
esta razao, é conveniente que o protétipo possa produzir, no minimo, estas frequéncias
fundamentais. No entanto, como diferentes componentes de frequéncia sao responsaveis
pelas caracteristicas de timbre, e também porque podem mudar a percepcao de altura de
um som complexo, é desejavel que sejam produzidos tantos harmoénicos quanto possivel.

Os primeiros processadores digitais de sinais foram criados num periodo em que tanto
a memoria quando o préprio poder computacional limitavam a escolha da frequéncia de
amostragem. Felizmente, hoje a situacdo é diferente. E comum vermos frequéncias de
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amostragem desde 8000Hz a 192000H z para sinais sonoros. Como o ouvido humano
dificilmente consegue discernir sons de frequéncia superior a 20k H z, define-se um limite
minimo de 40kH z para a frequéncia de amostragem. O limite superior seria dado pelo
poder computacional do sistema no qual o prototipo sera executado.

Primando pela economia de recursos, e visando maior maleabilidade de replicacao
em diferentes sistemas, optou-se pela frequéncia de amostragem de 48000H z. Esta é a
amostragem usada em sons digitais de sistemas modernos de DVD e Blu-ray, por exem-
plo. Uma frequéncia de amostragem mais alta traria beneficios quanto a resolucao de
frequéncias como um todo, mas também mascararia o desempenho dos filtros de retardo
fracionario utilizados.

5.1.1 Modelo

O diagrama de blocos da Figura 5.1 a seguir representa o modelo do prototipo imple-
mentado. Trata-se de um modelo simplificado do algoritmo de Guias Digitais de Ondas,
num caso que se reduz ao algoritmo Karplus-Strong: as linhas de retardo foram consoli-
dadas, de maneira que os pontos de reflexao podem ser suprimidos. A aproximacao das
dispersoes ocorridas durante a propagacao das ondas ¢é realizada através da multiplicagao
de cada amostra por um valor de amortecimento v no intervalo 0 < ¢ < 1. Esta operacao
funciona como um atenuador para todas as frequéncias presentes no sinal de forma equi-
valente. Além disso, o filtro de aproximacao de retardos fracionéarios também atua como
um atenuador para altas frequéncias, visto que ele tem, em geral, um comportamento
passa baixas.

Amortecimento Ganho

i X[l . . yIn]
Excitador + | > q_b_

Delay | | Linhade

fracionario retardo

1o > Cordem>
Frequéncia
de prova

Figura 5.1: Diagrama-modelo implementado no protoétipo.

O filtro pode ser escolhido entre interpoladores de Lagrange de primeira a terceira
ordem, ou ignorado caso seja selecionada ordem 0. Neste caso, o arredondamento sera
feito para o inteiro mais proximo. Um oscilador senoidal pode ser habilitado para a
producao de uma frequéncia de prova, para fins de comparagao com as alturas produzidas
pela linha de retardo. Este sinal é adicionado logo depois do lago da linha de retardo.
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5.2 Implementacao

O objetivo do presente trabalho consiste na obtengao de sons musicais afinados a
uma escala musical arbitraria. O método utilizado consiste na realizacao de um modelo
de sintese de audio por modelamento fisico de instrumentos musicais, num misto entre
as técnicas de Guias Digitais de Ondas e do algoritmo Karplus-Strong. Nao se trata,
portanto, de uma nova técnica de sintese, mas sim da analise e, principalmente, expe-
rimentagao de técnicas amplamente utilizadas e estudadas no meio académico para a
producao de sons musicais. A seguir serao discutidos os componentes implementados no
prototipo do sintetizador.

Linguagem de programacao

Dentre as vérias opcoes disponiveis para modelamento e sintese de sons musicais, uma
delas merece destaque pela sua facilidade de manipulacao e disponibilidade de apresen-
tacdo, aliadas a versatilidade: trata-se da linguagem de programacao visual PureData’
(PD), criada por Miller Puckette.

A versao utilizada foi 0.43.4-extended, em sistema Linux com driver de audio ALSA.
Nas configuragoes do PD foram configurados os seguintes parametros:

e Frequéncia de Amostragem: 48000H z

Delay: 50msec

Tamanho de bloco: 64 amostras

Output: 2 canais

Simbolos com um prefixo $ representam variaveis definidas dentro do prototipo, e sao
significativas precisamente no escopo do PD.

5.2.1 O excitador

A excitacao consiste no percorrimento de um vetor de 240 posicoes, feito em 5 milis-
segundos. Desta forma, cada posi¢ao corresponde, numa frequéncia de amostragem de
48000 H z, a exatamente uma amostra.

tanger

Figura 5.2: Esquema do Excitador. Cada amostra ¢é oferecida diretamente & saida.

Thttp: //www.puredata.info
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Este vetor pode ser facilmente editado, seja visualmente ou através de uma tabela.
Esta caracteristica confere ao sistema a facilidade de observagao da influéncia que a exci-
tacao confere ao timbre do som produzido.

5.2.2 Linha de retardo

A linha de retardo foi realizada seguindo um misto entre o modelo Karplus-Strong e o
de Guias Digitais de Ondas [5, 6]. Seu comprimento D é determinado pela equagao (5.3)
a partir de uma frequéncia alvo f previamente estabelecida, onde N = D + d, sendo D
inteiro. O comprimento total necessario é recebido na variavel $clr = N. O valor de d
seré determinado de acordo com a ordem do filtro de retardo fracionario utilizado.

A entrada corresponde ao sinal proveniente do excitador, que é somado com a posicao
corrente da linha de retardo ja atrasada pelo filtro de delay fracionario. Em seguida, sofre
a acao do fator de amortecimento antes de ser realimentado na guia de ondas. Para ser
entregue a saida, o sinal ainda é atenuado para evitar efeitos indesejados de overflow.

5.2.3 Afinacao

A linha de retardo implementa uma parte inteira do retardo total necessario. A parte
nao-inteira, é definida de acordo com a ordem do filtro de retardo fracionario a ser utili-
zado. Filtros com ordens mais altas oferecem maior fidelidade na aproximagao da parte
fracionaria do retardo necessario, mas limitam a frequéncia fundamental méxima de uma
linha de retardo, conforme descrito em 3.3.2, 4.2.1 e discutido em 5.1. Foram implemen-
tados filtros interpoladores de Lagrange de primeira, segunda e terceira ordens, de modo
a observar o efeito da ordem do filtro na fidelidade da afinagao alcangada.

O filtro interpolador de Lagrange é realizado através da implementagao de sua forma
direta. O valor do retardo fracionario é recebido pela variavel $fd, e seus coeficientes sao
calculados conforme (4.3).

5.2.4 Usabilidade

A defini¢ao da frequéncia fundamental é feita através de uma frequéncia base e de
deslocamentos de semitons ou comas. A frequéncia base pode ser definida através de um
slider ou da entrada por teclado em uma caixa de edicao, e fica disponivel na variavel
$HO. Os deslocamentos sao obtidos através do clique nos botoes radio correspondentes:
os maiores correspondem aos 0 + 12 semitons ( presentes numa oitava, numa escala de
temperamento igual, e os menores as 0+9 divisoes ¢ de um tom, chamadas de comas. Esta
divisao foi alcancada através de testes empiricos, e representa o menor intervalo musical
consistentemente perceptivel pelo autor e por diversos estudantes com formagao musical
equiparavel. A frequéncia fundamental $FF é obtida através da equacao

9+ 2

FF = $HO - 2° = Nl
$ $ K 08 (5.1)

Depois de definida a frequéncia fundamental, um som de altura equivalente ser& pro-
duzido a cada clique no botao de entrada. Dois sliders sao responsaveis por alterar
linearmente o amortecimento e o ganho do sinal de saida.
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5.3 Resultados

A anélise dos resultados obtidos tem o objetivo de qualificar a performance dos dife-
rentes filtros de aproximacao de retardos fracionarios quanto & afinagao alcangada. Este
trabalho foi idealizado para ouvintes humanos, de maneira que o requisito minimo e sa-
tisfatorio a ser alcancado é a do limiar da percepcao de afinacao pelo ouvido humano.

Além disso, conforme discutido no Capitulo 4, a propria natureza da sintese de au-
dio utilizando linhas de retardo garante maior resolucao de frequéncias para frequéncias
fundamentais graves. De fato, a utilizacao de filtros digitais para aproximagao de re-
tardos fracionarios s6 tem efeito para linhas de retardo com comprimento menor que
290, visto que, para comprimentos maiores, a diferenca sonora causada pela alteracao
da linha de retardo em uma amostra ¢ audivelmente imperceptivel.? Para a taxa de
amostragem aqui utilizada, isso significa que, por construgao, frequéncias menores que
48000/290 ~ 165, 5H 2 estarao sempre perceptivelmente afinadas.

A seguir sao apresentados os resultados que corroboram com as informagoes apresen-
tadas.

5.3.1 Metodologia

Todos os arquivos wav analisados constituem uma copia direta da saida entregue ao
conversor digital-analogico (DAC') da placa de som pelo PD. Trata-se de arquivos de canal
tnico, com 240000 pontos amostrais — 5 segundos a uma taxa de amostragem de 48k H z
— codificados como valores de ponto flutuante de 32 bits.

Cada arquivo foi analisado preliminarmente pelo programa de gravagao e edigao de
audio Audacity® na versiao 2.0.6, através da funcao Plot Spectrum. Esta funcao executou
o algoritmo de FFT com os seguintes parametros:

e Algoritmo: Spectrum
e Funcao: janela de Hanning

e Tamanho da janela: 2'® amostras

Este tamanho de janela confere grande resolucao de frequéncia, oferecendo intervalos de
frequéncia (bins) de largura 6 = f,/2'6 ~ 0,732422Hz. Esta margem de erro pode
mascarar diferengas audivelmente perceptiveis [17] na regido grave, mas torna-se despre-
zivel para frequéncias maiores que 210.966Hz. Com efeito, o tamanho fixo de janela
oferece precisao crescente com a frequéncia analisada. No entanto, sons produzidos com
frequéncia fundamental na regiao entre 165,5H z e 210,966 H 2 permanecem sucetiveis a
mascaramento de imprecisoes perceptiveis ao ouvido. Logo, a utilizagao de uma janela de
menor comprimento mostrou-se necessaria.

Como o maior tamanho de janela disponivel no Audacity era justamente 2'¢, optou-se
pela utilizacao do programa Octave em sua versao 3.8.1. Nele é possivel calcular a FFT
com um tamanho arbitrario, aqui definido como 2!”. Desta forma, a precisao alcancada no

2Um ouvido bem treinado consegue perceber uma alteracdo minima de 6 cents, correspondente a um
. . 1
intervalo musical de 1 : 2200 [17, 1§]

3http:/ /audacity.sourceforge.net /
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espectro de frequéncia supera a do ouvido a partir de 105,483 H 2. A Figura X apresenta
os graficos das fungoes

p1(f) = 1200 - log, (;i——g;g) L0 = f5/217Hz (5.2)
p2(f) = 1200 - log, (1 + fi> (5.3)

de maneira sobreposta. O gréfico de (5.2), representado na cor azul, apresenta intervalos
equivalentes a janela ¢’ que, quando observado nos pontos N*¢’, N = 1,2, 3, ..., equivale &
precisao de cada bin de frequéncia analisado pela FFT. O grafico de (5.3), representado em
vermelho, apresenta os intervalos em cents correspondentes & mudanca em uma unidade
no comprimento inteiro da linha de retardo em funcao da frequéncia a ser produzida,
com destaque para frequéncias obtidas por tamanhos inteiros L da linha de retardo no
intervalo de 2 < L < 290. A Figura Y consiste numa ampliacao da imagem anterior na
regiao de intersecao dos dois graficos. Note-se a regiao com intervalos inferiores a 6 cents,
indiscriminéaveis pelo ouvido.

p (cents)

700 | | | | | | | - pe
600
5001 | | | | | — -~
400
300

200 A

o 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000

Figura 5.3: Precisao unitaria da linha de retardo e binaria da FF'T.

A Tabela 5.1 apresenta a analise de sons produzidos pelo protétipo, com alturas equi-
valentes a algumas notas do piano. As 8 primeiras frequéncias alvo coincidem com a
altura da primeira nota do piano e das proximas 7 distantes entre si por um intervalo de
oitava. A penultima frequéncia alvo representa a altura da tultima nota do piano. Foi
feita, ainda, a extrapolacao da extensao do instrumento para a altura correspondente a
um intervalo de 8 oitavas da primeira nota, que esté representada na ultima frequéncia
alvo. Bin Maximo representa o bin de frequéncia com a maior magnitude na regiao da
frequéncia alvo. L+ FD representa o tamanho inteiro L da linha de retardo utilizada, mais
um valor fracionario de retardo aproximado pelo filtro. As linhas nas quais a ordem do
filtro € 0 denotam situacgoes em que nao foi utilizado filtro para aproximagao de retardo
fracionario, para servir de base de comparacao. Nestes casos, o tamanho da linha de
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@

p (cents)

Figura 5.4: Detalhe da Figura 5.3.

retardo foi arredondado para o inteiro mais proximo. O desvio p foi calculado conforme

(5.4)

Bin Maxi
p:1200~10g2( in Maximo )’

Frequéncia alvo

com resultado em cents. Desvios de modulo inferior a 6 cents sao imperceptiveis ao
ouvido.

Conforme observado em Figura 4.4, Figura 4.5 e Figura 4.6, o erro maximo do interpo-
lador de Lagrange corresponde a aproximacgoes de retardos fracionarios da forma D +0, 5,
D inteiro. A Tabela 5.2 apresenta os desvios para estas aproximagoes em diferentes regices
de frequéncia.

5.3.2 Analise

Conforme discutido anteriormente, os filtros interpoladores de Lagrange tém eficiéncia
maxima para aproximacao de retardos da forma d = 0. Além disso, esperava-se que a
eficiéncia apresentasse duas tendéncias: ela diminuiria & medida que d aproximasse de
0,5; e também diminuiria & medida que a frequéncia produzida aproximasse da frequéncia
de Nyquist, ou seja, & medida que o comprimento da linha de retardo aproximasse de
0. Ambas as tendéncias foram observadas nos resultados apresentados, com excecao do
desvio para frequéncia 7040H z do filtro de primeira ordem, que ultrapassou o desvio
do filtro de segunda ordem apenas neste ponto. Além disso, observa-se uma aparente
anomalia ao se analisar o desvio do peniltimo valor de frequéncia presente na Tabela 5.1,
referente & ultima nota do piano, a qual apresenta um valor discrepante na auséncia de
filtro de correcao — ordem zero. Isto se deve ao fato de que o simples arredondamento da
linha de retardo para o inteiro mais préximo nao constitui a melhor aproximacao possivel,
de modo a se obter o menor desvio da frequéncia alvo. No entanto, este problema nao
foi enderecado pela pouca relevancia que oferece ao restante do trabalho: o menor desvio
teodrico seria alcancado com o arredondamento do valor fracionério que corresponda a
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metade dos intervalos descritos em (5.3), ainda assim muito superiores ao observado pelos
resultados com filtros de aproximacao estudados.

Os resultados de anélise espectral apresentados para aproximacoes de retardos da
forma N + 0.5, N inteiro, presentes na Tabela 5.2 representam o méaximo desvio possivel
nos intervalos de aproximacao de cada filtro. Eles foram, em geral, satisfatérios, dados
0s requisitos iniciais do projeto. Mesmo o filtro de primeira ordem foi bastante eficaz na
afinacao percebida pelo ouvido até cerca de 500H z, a partir de onde a comparacao simul-
tanea com a frequéncia de prova denuncia a desafinacao através do efeito de batimento.
Apenas a partir de 1200H z o desvio ficou perceptivel ao ouvido, também devido ao efeito
de batimento. H& que se observar que para frequéncias agudas uma desafinagao de mais
de 6 cents ultrapassa a distancia méxima das frequéncias para que o efeito de batimento
seja percebido pelo ouvido. Nesses casos, a analise de desvios de altura usando a FFT
se faz necessaria. O filtro de terceira ordem nao apresentou desafinacoes perceptiveis em
toda a extensao considerada, e apenas nas mais altas frequéncias o filtro de segunda ordem
apresentou desvios perceptiveis. O caso anoémalo do filtro de primeira ordem na producao
de sons com frequéncia fundamental de 7040H z nao pdde ser analisado pelo ouvido, pois
a forte atenuacao causada pelo filtro impossibilita a sua compreensao de altura. O filtro
de terceira ordem foi preciso mesmo na extrapolacao da extensao do piano em quase uma
oitava. Desta forma, o filtro interpolador de Lagrange de terceira ordem mostrou-se uma
6tima ferramenta de afinagao.

Apesar de se mostrarem, de forma quase unanime, sempre dentro da margem de erro
considerada, houve casos em que foram percebidas ligeiras desafinacoes por alguns ouvin-
tes expostos aos sons produzidos. Como o método de determinagao da altura utilizado
levou em conta apenas a frequéncia fundamental produzida, infere-se que os componen-
tes de frequéncia superiores podem ter sofrido alteragoes em sua estrutura harmonica,
por motivos nao enderecados pelo autor, causando a desafinacao percebida. A anélise
do impacto dos filtros apresentados na harmonicidade dos sons produzidos, bem como
o emprego de técnicas mais elaboradas de determinagao de altura de sons complexos,
constituem empolgantes areas para estudos futuros.
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Frequéncia alvo | Bin Méaximo | Ordem do filtro | L+FD | Desvio (cents)
27 46582H 2 0 174500 | ~ —2.15
27 46582H 2 1 174545 | ~ —2.15
27,504 2 27,46582 H » 2 174545 | ~ —2.15
27 46582H 2 3 174545 | ~ —2.15
54,931641H ~ 0 873,00 | ~ —2.15
54,931641H » 1 872,73 | ~ —2.15
55,0042 54,931641Hz P 872,73 | =~ —2.15
54,931641H » 3 872,73 | ~ —2.15
110,229492H » 0 436,00 |~ 361
109,863281H 2 1 436,36 | ~ —2.15
110,004~ 110,229492H = P 436,36 |~ 361
110,229492H = 3 436,36 |  ~ 361
920,092773H ~ 0 218,00 | ~0,73
920,092773H » 1 21818 |  ~ 0,73
220,004 2 920,092773H » p 218,18 |  ~ 0,73
920,092773H > 3 218,18 |  ~ 0,73
440,551758 H 2 0 109,00 |  ~2.17
440,185547H » 1 109,09 | ~0,73
440,004 z 440,185547H 2 2 109,09 |  ~0,73
440,185547H » 3 109,09 | ~0,73
872,680664H ~ 0 55,00 | ~ —14.46
880,004882H » 1 5455 |  ~ 0,01
880,00H z 880,004882H » p 5455 |~ 0,01
880,004882H » 3 5455 |  ~0,01
1777,954101H » 0 2700 | ~ 17,57
1760,009766 H » 1 9797 | ~0,01
760,000 | 1 260 0007661 - 2 2797 | ~0.01
1760,009766 H = 3 9727 | ~0,01
3428,466797H 2 0 14,00 | ~ —45,61
3518,920808 H » 1 13,64 | ~ —0,53
39200002 o517 080844 12 P 13,64 | ~ —1,43
3520,019531 H » 3 13,64 | ~0,01
4363,769531 H » 0 11,00 | ~ 72,00
4186,157226 H » 1 11,47 | ~0,06
86,01z | 199 38981317 p 1147 | ~2,63
4186,157226 H 2 3 1147 | ~0,06
6857,209805H 2 0 7.00 | ~ —45,52
7002,685547 H » 1 682 | ~ —9.20
104000021 7015 50203 H » p 682 | ~ —6,03
7037,109375H 2 3 682 | ~—071

Tabela 5.1: Picos de amplitude para sons de alturas presentes no piano e extrapolacao da
ultima altura.
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L+FD | Ordem do filtro | Bin Méaximo | Frequéncia alvo | Desvio (cents)
1 165,893555 165,80H =z ~ 0,94
289.,5 2 165,893555 165,80 H = ~ 0,94
3 165,893555 165,80H = ~ 0,94
1 249,389648 249,35H 2 ~ 0,27
192.5 2 249,389648 249,35H 2 ~ 0,27
3 249,389648 249,35H 2 ~ 0,27
1 497,314453 49741 H = ~ —0,33
96,5 2 497314453 | 497.41H > ~ —0,33
3 497,314453 497 41H =z ~ —0,33
1 989.501953 | 989,69H 2 ~ —0,33
48,5 2 989,868164 989,69H = ~ 0,31
3 989,868164 | 989,69H z ~ 0,31
1 1315,063477 | 1315,07H = ~ —0,007
36,5 2 1315,063477 | 1315,07H 2 ~ —0,007
3 1315,063477 | 1315,07H 2 ~ —0,007
1 1573,608398 | 1573, 77Hz2 ~ —0,18
30,5 2 1573,974609 | 1573,77H = ~ 0,22
3 1573,608398 | 1573,77H z ~ —0,18
1 1959,228516 | 1959,18H = ~ 0,04
24,5 2 1959,594727 | 1959,18H = ~ 0,36
3 1959,228516 | 1959,18H = ~ 0,04
1 2594,604492 | 2594,59H =z ~ 0,007
18,5 2 2595,703125 | 2594,59H 2z ~ 0,74
3 2594,604492 | 2594,59H ~ 0,007
1 3839,72168 3840,00H z ~ —0,12
12,5 2 3844,848633 | 3840,00H = ~ 2,18
3 3840,087891 | 3840,00H = ~ 0,04
1 7382,812500 | 7384,62H 2 ~ —1,80
6,5 2 7445,43457 7384,62H = ~ 14,20
3 7384,277344 | 7384,62H 2 ~ —0,08

Tabela 5.2: Aproximagoes de retardos de 0.5 amostras, correspondentes ao erro maximo

de aproximacao.
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Capitulo 6

Conclusao

Analisamos o processo de propagacao de ondas numa corda unidimensional focando
naquelas que produzem sons com altura determinével, mais especificamente os sons harmo-
nicos naturalmente resultantes do cenério considerado. A partir disso, foi criado um mo-
delo computacional para a sintese de sons musicais utilizando como base os modelos de
Guias de Ondas Digitais e o algoritmo Karplus-Strong. A afinagao dos sons produzidos foi
alcancada através do emprego de filtros de resposta finita ao impulso que realizam a Inter-
polacao de Lagrange. Foi discutido o impacto que diferentes ordens do filtro interpolador
exercem no som produzido.

Através da metodologia e nivel de fidelidade definidos no escopo do trabalho, concluiu-
se que todos os filtros apresentam resultados satisfatérios para a extensao do piano, com
destaque para o interpolador de Lagrange de terceira ordem. Ressalvas sao feitas ao filtro
de segunda ordem nas mais altas frequéncias analisadas.

No entanto, ainda que satisfatérios quanto & afinagao, todos os filtros provocam altera-
¢oes de timbre para aproximagoes de diferentes valores de retardos fracionérios. Quando
aproximam valores inteiros de retardo, todos se comportam como filtros de atraso ideais.
No entanto, apresentam caracteristica de passa-baixas para outros valores, sendo maximo
também para aproximagoes de retardos da forma N + 0.5. Apesar de mais complexos
computacionalmente, uma alternativa viavel seria a utilizacao de filtros all pass, de modo
a manter a uniformidade de timbre [16]. Destaca-se o filtro de Thiran, o qual apresenta
caracteristicas semelhantes as do interpolador de Lagrange, como a planaridade maxima
no nivel DC'| por exemplo.

Deve-se destacar, também, o potencial do modelamento fisico de instrumentos musi-
cais como forma de desenvolvimento da producgao musical. Seja para o aperfeicoamento de
instrumentos reais, seja para a criagao de novos conceitos, a grande disponibilidade de sin-
tese e teste de modelos matematicos constitui uma ferramenta que alavanca a criatividade
dos luthiers.
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