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RESUMO

SELECAO DE PARAMETROS ADI PARA RESOLUCAO DA EQUACAO

DE LYAPUNOV.

Autor: Tiago Costa Borges

Orientador: Francisco Damasceno Freitas

Palavras-chave: equacgéo de Lyapunov, reducéo de nmeld, iteracdo ADI.
Brasilia, dezembro de 2007.

O presente trabalho apresenta estudo sobre aaé&bicpara solucdo da equacgao
de Lyapunov. Sao abordadas de forma preliminarnadgutécnicas de resolucdo. No
entanto o trabalho € voltado para a técnica ADjual para a sua aplicacdo depende da
escolha de parametros especificos. Dois destedogtstudados aqui sdo o método de
parametros o6timos, proposto inicialmente por Wadsg) e um método heuristico
modificado, proposto por Peter Benner, Hermann Men#ean Saak, que combina as
vantagens do método de Wachspress e Thilo Penalaetay procura evitar suas

desvantagens.

Sado apresentados testes a respeito das duas $écoitsideradas para avaliar 0s

desempenhos de cada uma.
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1 — INTRODUCAO

1.1 — CONSIDERAGOES INICIAIS

A equacdo de Lyapunov apresenta papel importantedeias areas da engenharia.
AplicacOes desta equacdo sao encontradas, por eExampreducdo da ordem de sistemas
lineares e na solucgéo iterativa de equactes datRiacanalise de estabilidade de sistemas
ndo lineares e no controle 6timo, dentre outrasasEaplicacdes sdo encontradas em
especial na area de sistemas de controle, comondlesea de estabilidade de sistemas

lineares e em controle 6timo.

O aprimoramento dos sistemas de controle condum aumento na complexidade
da representacdo do sistema e consequentemernitegramento do nimero de variaveis.
Por isso, os calculos numéricos tornaram-se cadamass dispendiosos, ultrapassando
muitas vezes a capacidade de processamento dositeaioges. Surgiu entdo a necessidade

de diminuicdo do nimero de variaveis e de estudwsrelacdo aos de célculo.

Com o objetivo de tornar possivel o célculo deesists que ultrapassavam a
capacidade computacional da época, Donald Peacemdanry Rachford [10] trabalharam
no desenvolvimento do método ADAl{ernating Direction Implicit no ano de 1955. A
proposta inicial deste método visava a solucaoiaitpldo problema de fluxo de calor, por
meio de uma equacao diferencial parcial parablkea, duas dimensdes. Em seguida
estendida para trés dimensdes.

Atualmente, o método é utilizado em varias areassfedo, devido ao seu baixo
custo computacional, rapidez na convergéncia e equabilidade para uso em
processamento paralelo. Como exemplos, pode-se mitdblemas para simulacdo de

reservatorios de petroleo, em aplicacdes na asittafé na bioengenharia.

1.2 - OBJETIVO DO PRESENTE TRABALHO

O objetivo do presente trabalho € avaliar o redoltda resolucdo da equacao de

Lyapunov através da técnica que considera os p&@naDIl. Com o uso do software



Matlab® foram implementadas duas rotinas de calcdts parametros que sao
apresentados nos apéndices A e B, que foram tegta@dteriormente em um algoritmo que

resolve a equacao [12].

O algoritmo implementado gera os parametros p@arelites métodos, e estes sédo
usados em outro algoritmo que resolve a equacdgyajgunov. A analise de desempenho

aborda as duas etapas.

O projeto apresenta alguns métodos de solucédo dac&g de Lyapunov, com
énfase no meétodo de iteracdo ADI [13] e a escothaalis parametros. Os algoritmos
implementados para o calculo dos parametros forapoptos por Rachford [13] [5] e
Peter Banner [9], enquanto que a resolu¢cédo de aquadeita por algoritmo que utiliza
rotinas daLYAPACKdesenvolvido por Thilo Penzl [17] utilizando otsadre Matlab®.

1.3 - ORGANIZACAO DO TRABALHO

O Capitulo 2 apresenta uma revisdo do estado eaa@lite a equacéo de Lyapunov,
descrevendo suas principais aplicacbes e os métodds comuns utilizados na sua

resolucéo.

O capitulo 3 descreve o método ADI, e dois outrésodos derivados: o LR-ADI
(juntamente com o método LR-Smith, que serve coase)e CF-ADI, propostos por Thilo
Penzl [4] e Rebecca Li [11], respectivamente, al@descricdo dos principais algoritmos

para a escolha de parametros utilizados na iteracao

A metodologia dos testes realizados é apresentadapitulo 4 e os resultados das
simulacdes realizadas neste trabalho junto cona asélise sdo apresentados no capitulo 5,

com a comparacédo dos dois métodos de escolha @@ ¢taos.
No capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdealuiito.

Dois apéndices ao final mostram os codigos em Matlaesenvolvidos para

analise de desempenho das técnicas estudadas.



2 — EQUACAO DE LYAPUNOV

Considere o seguinte sistema linear invariante empb caracterizado pelas

seguintes equacoes:

(2.1)

O vetor x(t) é o estado no instante de tentp® temn componentes. A entrada
u(t)e a saiday(t) possuem, respectivamentey e p componentes. As matrizes

AOR™, BOR™™, e CORP™", sd@o respectivamente, a matriz de estado do sistam

matriz de entrada, e a matriz de saida.

Se todos os autovalores da ma#ipossuem parte real negativa, isto €, estdo no
semi-plano esquerdo do plano complexo, existe um@asolucdo positiva-definida para o

sistema (2.1). Em regime permanente tenXge), que € a solucdo da equacao algébrica
de Lyapunov (EAL)
A" X+ XA+ R=0 (2.2)

A solucéo de (2.2) € dada pela seguinte expressao:
X = j 'R d (2.3)
0
Esta integral é denominada graminiana do sistemso @ matriR esteja na forma
C'C, pode-se definir
X. 2 T et CT Cce' d (2.4)
0

como sendo a graminiana de observabilidade davsasli@ear (2.1), assim pode-se

escrever a equacao (2.2) da seguinte forma

ATX.+X.A=-C C (2.5)



Com o mesmo raciocinio, pode-se definir escregraminiana de controlabilidade

do sistema, neste caso cdd+ BB da seguinte forma
X éje‘“ BE €' d (2.6)
0

O que resulta em uma equacao da forma
AX,+ X, A =- BB (2.7)

Estas duas formas, (2.5) e (2.7), da equacdo dpubpa sdo as mais comuns
quando o sistema linear esta representado em edpagstados. Sendo as matriB& e
C'C simétricas e positivamente definidas, entdo ascdek dadas pelas graminianas de

observabilidade e controlabilidad&; e Xg, também o seréo.

A importancia fisica dos autovetores dominantes damminianas de
observabilidade e de controlabilidade é que elédoeassociados, respectivamente, a

elementos mais sensiveis a saida e a elementgsi@ssa entrada influencia mais.

2.1 — APLICACOES DA EQUACAO DE LYAPUNOV

2.1.1 — Reducéo de sistemas lineares

Em muitos casos a equacdo de Lyapunov é utilizamta peduzir sistemas
dindmicos representados na forma de espaco degstano o sistema (2.1). O propoésito

da reducéo do sistema é substitui-lo (as matAzBse C) por um sistema de ordem menor,

A A N

ou sejaA B e C, comAORM, BOR™ e COR ™ ek << n. Porém, esta aproximagao nao
pode apresentar comportamento muito diferente skersa original, ou seja, o0 sistema
aproximado deve comportar-se de maneira analogastama original, mas deve possuir

ordem menor.

Para exemplificar a reducdo de um sistema lirmensiderar-se-a aqui uma técnica
de balanceamento truncado proposta por Safonovaa@[i], que faz uso das graminianas
de controlabilidadeXs, e de observabilidad&c. O truncamento balanceado faz parte de

uma classe de métodos que procura identificar ealizacdo para o sistema original, que



identifigue os estados menos importantes, pernatdepois a operagdo de truncamento de

estados. Considere as matriged) e = e as seguintes relagdes:
FTF=X, (2.8)
USUT =FX.F' (2.9)

ondeU e I definem uma possivel decomposi¢do EX.F' em valores singulares.

Considere que a particdo dee ~ sejam dadas por:

U £[u,U,] (2.10)
zé[zl 0} (2.11)
0 3,

SendoU, OR™4,Z, OR* comq < n. O modelo reduzido é dado por:

A=R AT
B=R B (2.12)
C=CT,

em queR; e T, sdo obtidas a partir &g U, e Z, da seguinte forma:
T2FUz" (2.13)
R 2 F'uz¥ (2.14)

A idéia central do truncamento balanceado é quadestpouco observaveis ou
pouco controlaveis tém pequena influéncia no sieasaida. Entretanto pode ser dificil a
identificacdo destes estados pois é frequente (g sejam simultaneamente pouco
observaveis e muito controlaveis ou muito obsengagepouco controlaveis. A solucéo
para este problema de reducdo é encontrar umaagi@h em que as graminianése Xc
do problema original sejam matrizes diagonais idésf denominada realizac&o
internamente balanceada que existem para todonsidieear semelhante ao (2.1). Como a
controlabilidade e observabilidade de um sistentdoemtimamente relacionadas aos

valores singulares em seus graminianos, estesegak#io utilizados para determinar os



modos de menor influéncia. O modelo reduzido &oldi partir do truncamento dos modos

menos controlaveis e menos observavei¥geXc.

2.1.2 — Controle 6timo

Considere um sistema linear como em (2.1). Deleesed derivar 0 seguinte

problema linear-quadratico de controle 6timo [15]
1 00
Y00 =2 [ Y () + U (1) Rr) d (2.15)

Com
Q=Q" 20eR= R>0 (2.16)

Ou seja, a matrif) positiva semi-definida & positiva definida. A solucdo do

problema de controle 6timo é representado pelaweatacao linear
u(r) =-R'B PXr) = - K X1), (2.17)
OndeP é a solucdo da equacdao algébrica de Riccati
C'QC+ A P+ PA- PBR B RO, (2.18)

A solucdo desta equacdo é denominada estabilizadocada autovalor da matriz
A-BR'B F tem a parte real negativa. Assumindo-se que exmteente uma solucdo
estabilizadora da equacao (2.18). O método de Newt@ procedimento padrdo para
encontrar a solucdo desta equacdo. Usando-se edtmlansurge uma equacdo de
Lyapunov, e a solucdo desta equacao é uma apraxinesg casos onde a solugdo explicita
€ muito volumosa para ser armazenada na memoriga @antagem é que em varias
situacBes no ambito do controle 6timo, desejatsataiz de realimentaca&) ao invés da

solucéo do problemd}j.

2.1.3 — Aplicagdes em sistemas de poténcia

Um problema de particular interesse no comportameimamico de sistemas de
poténcia é avaliar a estabilidade de um sistemja i uma aproximacéo deste problema,

um passo importante é identificar grupos de geesdoperentes, ou seja, maquinas que



tendem a girar sincronamente quando o sistema sdfien distdrbio. Trata-se de um
problema complicado quando se estuda um sistergaadele porte constituido por muitas

maquinas.

Um meétodo usado para resolver este problema éalgams programas de analise
transitoria, gerar graficos para a resposta do tmmpara-los, um a um, para se obter as
relacbes de maquinas coerentes. Como se pode enagiste método consome muito
tempo.

Por outro lado, utilizando-se modelos simplesiedrizados das maquinas, pode-se
montar sistemas lineares que descrevem matematitemeonjunto de maquinas e fazer
assim a comparacgdo para se identificar os grupesetes. A comparacao de grupos é
realizada via equacao de Lyapunov

Outra aplicacdo da equacédo de Lyapunov em sistdmasténcia € no estudo das
oscilacbes fracamente amortecidas de poténcia 2], dos maiores problemas nas
operacdes em sistemas de poténcia. Consegue-se oste@mento utilizando-se
estabilizadores de sistemas de poténBawer System Stabiliser - PS&u pelo uso de
dispositivos de sistemas de transmissdo CA flexif@dexible AC Transmission Systems -
FACTS. Os estabilizadorePSSaumentam o torque de amortecimento de um gerador
afetando seu controle de excitagdo, enquanto dispesFACTSfazem o amortecimento

modulando o angulo de poténcia equivalente dorsate

FACTS sédo dispositivos concebidos a partir de eletrmieapoténcia e outros
equipamentos estaticos que fazem o controle de wmais parametros em sistemas de
transmissdao em CA para melhoria da controlabilidedaumento da capacidade da

transferéncia de poténcia do sistema.

O principal problema é como controlar equipamerffdsCTS especificos, em
particular da familidUPFC (Unified Power Flow Controller)Em modelos de sistemas
linearizados, como o controle do sistema € validmente em torno de um ponto de
operacao, ndo se sabe como ele ira reagir quastibemna mudar ou quando uma linha de
transmissao ou gerador sairem, por exemplo. Sakmndae sistemas de poténcia bastante

carregados usualmente exibem comportamento n&ar lieetdo a aproximacao linear ndo



sera valida. No entanto é possivel utilizar uma@pracéo linear e avaliar a estabilidade

do ponto de operacéo utilizando-se a equacéo deubpa.

2.2 - METODOS DE SOLUCAO DA EQUACAO DE LYAPUNOV

2.2.1 — Método da Quadratura numérica ouBartels-Stwart

Considerando que a matri& possui somente uma coluna, ou seja, € um vetor
coluna, a solucdo da equacdo de Lyapunov é dadaspalgraminiana de controlabilidade
[16]

X =IéABBT & o (2.19)
0

Pode-se resolver a integral por uma aproximacamteovalo de integracao [0,s],

ondes é escolhido de maneira a admitir-se um erro der valeravel.
X4 (9) :j €"BB & d (2.20)
0

Nota-se que a integracdo pode ser vista como @ufrale dois termos/(H)w'(t),
ondew(t)=e”B. Aproxima-se esta funcéo per, (t) = g,,( At) B, ondegy, € um polindbmio de

grau(m-1). Entdo pode-se escrever a aproximagao da segnarteira
Xo(9) = [ w(1) Wi(7) o (2.21)
0

A precisdo da aproximacdo depende do valorsde o grau do polindmiam,.
Considerando V,, =[b,Ab,...,A™0] e q,(t)=a,+at+..+a, t™. Entdo pode-se

escrevew, (t) =V, z.(t), ondez, (t) =[a,,ayt,...a,t™"]" e dai calcular

~m-1

xm(s)=vm(j 7() 3(} d} V= %G Y (2.22)

ondeGy, € uma matriznxmformada da seguinte forma



i+j-1
a'i_laj_ls

m — 2.23
9i i+j-1 (2.23)
As aproximacdes dé, terdo a forma
X.,=V,.G V., (2.24)

Onde Vi, € um conjunto de vetorely,,v,,...,v,] fixos e G, uma matrizmxm
arbitraria. O conjunto dessas matrizes € um subesga espaco de matrizé&N O
alcance de qualquer matriz neste subespacgo e&iaanw subespack =spaqV,}, onde
0 subespaco das matrizes de (2.24) estdo unicardefitedos pelo alcanc& destas

matrizes. Entdo as matrizes que tenham este forseadio denotadas pon(K.), ondeVp, €
a base do subespako

Ou seja, a aproximacddZn(K,) onde K, é o0 subespaco de Krylov
K =sparb, Ab,...,A""b}, ird convergir paraX com m tendendo ao infinito. Se
encontrarmos uma boa aproximacao péfta em um intervalo [@], com um polinémio de

baixo grau,Z, serd uma boa aproximacdo pata contudo este célculo ndo é muito
utilizado por apresentar instabilidade.

Para resolver a integral (2.20), primeiramente saraesumir que o valor do
intervalo de integracasja foi computado e pode-se resolvdt) emm pontos igualmente
espacados

t=(-1)—>,i=12..m (2.25)
m-1
Chega-se a seguinte férmula para se resolveegrait(2.21)

X =

m

-

{0l
[y

W)W (1) (2.26)

Onde 0%’'s séo os coeficientes de quadratura. De outragorm

X =W AW (2.27)



SendoW,, =[w(t,),w(t,),....w(t,,)] uma matrizNxme A =diag(J,,9,,...,0,,) . Note

quew(t;))=b, de forma que para se resolver (2.26), precissesgutar e armazenar(t)

comi=23,.m.

A matriz X, ndo deve ser calculada explicitamente, desde lgugeealmente € uma
matriz densa de ordeNxN, sO € necessario grawak, e A. De fato é importante saber que
guando o objetivo é aproximaiv, ondev € algum vetor, ndo é necessario se armazenar

nem mesmoW., Neste caso a aproximagdo = X,v pode ser acrescida de

X:=X+(GW (1)Y W t) toda vez que for gerado um nowdt), descartando-se o Ultimo

gerado.

2.2.2 — Método de Hammarling

Hammarling encontrou um método de se computar twefa de Cholesky da
solucéoX, dada por (2.20) ,diretamente [3], bastando a raenao menos semi-definida.
Este método € baseado na propriedade de que eadruttiangulares permitem
substituicbes em elementos anteriores ou postsriane seja, existe um algoritmo de

estrutura recursiva para sistemas triangulares.

Considerando a equacgao de Lyapunov da seguintaf@em matrizes complexas
AX+ XA'+ D=0 (2.28)

Onde o expoente denota o conjugado transpostb e D", seja

A=QRJ' (2.29)

Suponha a decomposicéo de Schur da matrix = Q" XQ, D =Q"DQ. Entio a

equacao (2.28) se torna
RX+ X R + D=0 (2.30)

Particiona-s&, X eD da seguinte forma
r - X, X ~ d
R= R , X=| 0 , D= [:1 (2.31)
0 A XX, d" d,
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OndeRy, Xy, D O0CM™X™: v x dOC™ . Entdo, a partir da equacao (2.30) tira-se as

trés equacdes seguintes

(A + )%, +d,, =0 (2.32)
(R+A x+d+x r=0 (2.33)
RX, + X R + O+ '+ xf =0 (2.34)
Da equacdo (2.32), tem-se
X, =—=d., /A, +A.) (2.35)

Substituindo,, na equagéo (2.33) calculassajue, depois de determinado pode ser
substituido em (2.34), que se torna uma equacdgyagunov com a mesma estrutura, sé

gue de ordenin-1). Pode se seguir o processo até se chegar a uma Raate ordem 1.

Hammarling se baseou nesta propriedade de redegdosiva e percebeu que
quandoD = BB', é possivel se computar o fator de CholeskyXdgiretamente sem a
necessidade de se formar a matbz A matriz solucdoX é formada a partir da

decomposicat/U" e o objetivo é computdt diretamente.

Assumindo-se controlabilidade, particionaldede forma adequada e a partir de
procedimento que segue 0 mesmo padrao que a antdrdga-se a um sistema linear com

a mesma propriedade recursiva:

(A + )2 +b'b=0 (2.36)
(R+A I)u+rr+%IA31b:0 (2.37)
R(UUM)+(UUNR! + B B =0 (2.38)
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Onde U, OC"P"D yOC™ e rOC. Se R é estavel, tem-se da equagio (2.36)

__ b
auer \J—2real(A)

seguinte relagéo

~ i\ 1
. Como por construcdo tem-$& = B,—= uld', pode-se reescrever a
r

(Rl+/1l)u:—rr—%Blb (2.39)

Desta equacdao tira-se o valor wleSubstituindo-sel e T em B1 percebe-se que
(2.38) é uma equacéao triangular de Lyapunov denofdel). Assim pode-se resolver esta
equacao parbl;, usando a mesma técnica recursiva até se chdégjaleaordem 1, quando
todos os elementos d¢ serdo conhecidos. A recursividade também existe giatemas

com matrizes reais.

2.2.3 — Método de Smith
Assume-se a equacao da seguinte forma [4]
XA+ A X=-BB (2.40)

Com a matrizA estavel, autovalores no semi-plano complexo nemadi solucaX
€ Unica, simétrica e positivamente semi-definiddeSse que os métodos mencionados nao
consideram a esparsialidade das matrizes. Eles@@&iderados métodos padrbes para a
solucdo de equacdes de Lyapunov de matrizes deng@xjuenas, mas sdo bastante
limitados quando a equacdo envolve sistemas dedgraorte e esparsos. Quando o
problema é desta natureza, usam-se métodos numéciteracdo que ndo destroem a

esparsidade do sistema linear.
O método de Smith deriva da equacgéo de Stein
X-S XS 1 (2.41)
Onde

S=(A- p)( A+ p)™

(2.42)
T=-2p(A+ pl)" BB ( A+ p)*

12



Que é equivalente a equacao (2.40) no caggdeeais e negativos. Assim, com a
sequéncia{ X} =, gerada a partir de (2.41) converge para a soldefd, podendo-se

escrever
X$=0, XS =T+S X5 ¢ (2.43)

XS = Z (SH'TST (2.44)
j=1

Pode-se demonstrar que o método de Smith é eqoteaho método ADI quando os
parametros ndo se alteram, ou @ p1 = p2 = ..., mas geralmente sua convergéncia é
mais lenta do que a iteracdo ADI com parametros aodistantes. O método se tornou
popular devido a uma versao acelerada, denominadodm Smith quadrado, pois possui
taxa de convergéncia quadratica. Mas deve-se idadm ao usar este método em equacdes
com matrizes grandes e esparsas, pois em seufsdlmimam-se matrizes densas, mesmo
gue a matriZA seja esparsa, e em cada iteracdo esta matriz degilsaada ao quadrado,

tornando o processamento muito oneroso do pomstiecomputacional.

Se a estrutura da matrz permite a solucéo eficiente de sistemas lineaoepo
(A" + pl)x=y, ambos métodos ADI e Smith podem ser adotados désmicas para

solucdo de matrizes esparsas. Porém, se a ordematt&zZ se torna muito grande,
impossibilitando o seu armazenamento em memdérias @nétodos tornam-se inviaveis
para a solucdo da equacao de Lyapunov para sistgrandes e esparsos. Neste caso
existem apenas poucos métodos que produzem umerapgdo de baixoank da solugéo

X. As iteracbes sdo gravadas implicitamente de forfatorizada, diminuindo
consideravelmente a necessidade de memoéria. Podgsvantagem é que a precisdo da

aproximacao ndo é muito boa.
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3 - METODO ADI

O método ADI Alternate Direction Implicit € um método iterativo para a solugcéo
de grandes sistemas de equac0es lineares, dezgre etjuacao algébrica de Lyapunov. Foi
apresentado por Peaceman e Rachford [10] em 19pBm&ira aplicacdo deste método foi
na solucédo de problemas discretos de contorno emcégs parciais diferenciais elipticas.

Pode-se citar como exemplo o seguinte sistemariinea
(H+V)u=b (3.1)

OndeH eV sao matrizes esparsas. Em particular, dependendocddm dos valores
desconhecidos do vetar H € uma matriz bloco-diagonal com blocos tridiagoreais é
uma matriz tridiagonal com blocos diagonais, ouewisrsa. A iteragcdo ADI para a
resolucéo deste sistema € dada por

(H+pj|)u(j+0,5):(pj|—V) u+ b (3.2)
(p,1-V)u™ = (H+ p1)ui°9-p (3.3)

Para a solucdo da equacdo de Lyapunov, teXfrse H=A", u=X e b=BB', e 0
seguinte algoritmo [13]:
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1.

ro

8.

Algoritmo 1 —método ADI

Entrada: A, B

diagonalize as matrizes A e B se elas nao foreandulares

sendo fac@:= A B:= B

escolha os parametros ADI, com a parte real negatou seja, {p...,n},
Re{p} < 0.

o valor inicial de Xdeve ser nulo.

paraj=1,2,..J, faca

(A+p1) Xj-0s=-BB - X-i( A- p) (3.9

(A+p1)X;=-BB - Xos( A- p) (3.h

se A foi diagonalizada, a solucao é:
X3 =5t X ST

adi — v/
3 =X

sendo fa(;a><

Saida:X 2 OR™, X = X,

A iteragdo resulta na aproximagdg® da solugddX . A diagonalizag&o é feita da

seguinte forma:

Os parametros;pRe{p} < 0, sdo conhecidos como parametros ADI. Paraaeter

a aproximagdo ADIX2" um nimero real, assume-se que 0s paramgted® peais ou Vém

Seja S a matriz de autovetores da matri

A:= SAS! (3.4)

B:=SB
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como parte de um par complexo conjugado. Roser estavel, desde ghetambém seja

estavel, eRe{p}<0 para todg, (A+ p,1) € ndo singular e existe solugdo para as equagdes

(3.a) e (3.b) para todo A matriz intermediariaX s pode ndo ser simétrica , mXs e

X ; sdo simétricas.

Existem dois produtos e duas solucbes entre matrizesadm iteracdo ADI. A
matriz X -+ e BB" sdo simétricas e geralmente cheias. Tem-se 0 pr(QéN:thnj 1) Xj-os,
e o] resultado é transposto. A primeira solucéo matricial é
(At+ p 1) Xj-05==BB — X A- P ), cuja solugdoX o5 também é uma matriz. Esta

solugao matricial pode ser feita resolvendo-se n sistenesédisicom a matrigA+ p; 1) e

as colunas de-BB' - 5(;_1(,53— p ) por n vezes. Entdo, em cada passo da iteracao,
(A+ p,1) & multiplicada por duas matrizes completa2n sistemas lineares séo resolvidos
com a matriz(A+ p, ).

Por isto, a matriA deve ser primeiramente convertida a forma tridiajantes de
se prosseguir com a iteracdo, para se evitar pes@stos entre matrizes cheias e a solucao
de tantos sistemas lineares, também cheios. Emtivetsabe-se que a tridiagonalizacéo de

uma matriz ndo simétrica pode ser instavel.

Para isso serd necessario um custo computaciofal) @or iteracdo. Se

vi— Ay, VOR" necessita de um custo O(n), entdo as duas solugdiegiais podem ser
feitas com um custo O{n Se a matriz originah é esparsa, 0 método ADI é vantajoso, pois
ndo se faz necessaria a reducad gara qualquer forma especial, e 0s seus requ#os
trabalho se tornam O@ne frequentementé<<n. A complexidade do algoritmo ADI, no
caso da matriA néo ser esparsa, é o trabalho ¥ O(Jrf), onde J é o nimero total de

iteracdes. O() advém da tridiagonalizacdo de uma matéize a transformacdo

X3:=S* X, ST para se obter a aproximagéo ADI final. Se a ma#r& esparsa ou ja
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esta bem estruturada, ndo € necessario reduziréa gopdorma tridiagonal. O trabalho
computacional O(Jfy é determinado pelad iteracbes do algoritmo. Em termos de
complexidade, o método ADI, neste caso de mdrizheia, compete com o método
Bartels-Steware Hammarling que também s&o métodos é)(fEntretanto, a necessidade

de se tridiagonalizar a matzpode representar um grave problema.

adi
Se A é diagonalizavel, entdo a aproximac;§9 possui 0 seguinte errarfor

bound:

[xs# = . < (1) (1) wowe (1 6 - A,) (3.4)
e
(9= max [ 0y 65

OndeT é a matriz dos autovetoresAle p={p1, Pz,..., B}, S&0 0s parametros ADI.

3.1 — Métodos Low Rank-ADI e Low Rank-Smith

A idéia central destes métodos € a substituicdoitdeascdesADI e Smith por
produtos matriciais [4]:

X*=2z*2z") ex =27 (3.6)

O métodoLR-ADI é derivado das equacdes (3.2) e (3.3). Usandg (testa

férmula, pode-se reescrevé-la em termogZfle

ZM=[(A =)A= pN" 74 J=2p(A- p)?] (3.7)

Com o valor inicial:

2} =J-2p(A-nl)" B (3.8)

Sé&o acrescentadas colunas Zfna cada iteracdo, erank da aproximagdo d¥ é

menor que nh), ondem é o nimero de colunas da matdiza cada iteracdo, ieé o
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namero de iteragcdes. Embora o espagco na memoria ceisto operacional cresca
linearmente, o métodbR-ADI representa uma boa solugcédo para a equacédo deroapu

pois 0 nimero de iteracoAPI é bem menor que o tamanho do sistema. Em pariese
método € interessante se existe uma série de pao8mPBI, { pi};, de diferentes valores.

Quando se tem um numero limitado de parametrosetodoLR-Smith(l)(método

ciclico de Smith de baixmank) € mais aconselhavel por ser mais eficiente. Bst@®do €

constituido por duas partes. A primeira resolleésimaiteragdoZ” com os parametros

ADI {pl, [ |q} pelo métodd_.R-ADI. Inicia-se a iteragdo pela matriz

Z(l) = ZA
z =2z" (3.9)
Depois, inicia-se a iterac&dr-Smith(l)
Z(i+1)| - ST Z(m)
" (3.10)
Z .y :[Z| VA lﬂ]

|
OndeS= l_l (A-pg DA p D™, o custo operacional por iteracdo € constante. Os
i=

métodosLR-ADI e LR-Smith(l)sdo matematicamente equivalentes sob o pontostie de

Xt=2 7" se forem usados os paramet{@s p,,..., p} de modo ciclico na iterag@dI.
Mesmo assim, € mais facil computdy pelo métodd-R-Smith(l) quanda € grande ené

pequeno.

Geralmente ndo se sabe qual o nUmero de iterdidexessarias para se conseguir
a resposta com a precisdo determinada. Para @&fia, reecessario calcular a norma de
Frobenius da matriz residual em cada iteracdo. Cishooé impraticavel para matrizes

grandes, faz-se este calculo da seguinte forma
Az z +z7 A~ BE| =l Az .z B,Z AZ1§ =] RR (311

Onde R; e R, sdo matrizes resultantes da decomposi€i® com

QR=[AZ 7 BeQR=[% AZ B.
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3.2 — Método Cholesky Factor-ADI

O método CF-ADI [11] € uma derivacdo do método ADI. Esétodo produz as
mesmas aproximagfes que este. Mas € bem mais efigieistecalcula seu resultado a
partir dos fatores de Cholesky da iteracdo ADI, o quemndimd custo computacional
quando comparado com o método ADI classico. No algorltptem-se dois produtos entre
matrizes e duas solucbes, estas operacOes matricraignt a operacdo muito mais
dispendiosa do ponto de vista computacional. Operacde Brdtriz e vetor tornaria o
calculo muito mais simples. O primeiro passo parmdeswar o método CF-ADI do método

ADI é combinar as equag0es (3.a) e (3.b), para se obter

X, =-2p(A+ g )" BB ((A- p ')+

1 T Ty-1 (3'12)
+(A+p )" (A+ p )X (At p D ((A+ p ')

Desde que a matriz iniciaK, =0 e assumindo-se que as matrizes sdo de baixo

rank, pode-se representéy pelo produto
X, =27 (3.13)
Sendor, 0 numero de colunas da matBz Z tem jr, colunas e é um fator de
Cholesky deX;. Substituindo (3.13) em (3.12) tem-se:

2,2 =—2a (a0 9" S (0 0 ]«
(CEURCEEN [ TROSTEN

(3.15)

T

Como a o lado esquerdo da equacéo (3.15) é unutpregterno e o lado direito € a
soma de dois produtos externos, pode-se obteopZatombinando-se os dois fatores do

produto externo do lado direito da seguinte forma:

z,=[2e{(ar ) g {( A p ) (& p) 2] (3.16)

Desta maneira pode-se reformular o algoritmo Afalculando-se em cada iteracao

os fatoresZ;, que como se percebe s&o produt@driz x vetoy ao invés deX;. Este sera
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calculado somente no fim da iteragéo, quando j&eesformada a matrizZ. Assim

escreve-se a iteracdo com os fatores de Choleséggiante forma:

Z,=\-2p,(A+p]l)"B (3.17)

-1 -1
z,=| 720 (A+ 1) B(A p ) (A p) 7] (3.18)
O problema de escrever a iteracdo desta manegiia @ cada nova iteracao, o fator
Zi., € modificado pela multiplicagéo na esquerda 63@14' P, I)_l(A— o I), deste modo, o

namero de colunas que devem ser modificadas cezscga cada iteracdo. Assim, alguns

passos adicionais sdo tomados afim de evitar esthplicacdes.

Escreve-se ascolunas do fator Cholesl&; da seguinte forma
Z, =[s,4-2p,B,S,(T,S,, - 2p,4B.....S,T, - S,(T,S W-2p,B]  (3.19)
Onde
s=(A+p)". T=(A p) (3.20)
Entdo a matriZ; se torna:
Z,=lz,, Pa(z) PL(PLz,).... P(P-Pz) (3.21)

Pois os fatore§ e T; comutam, ou seja

§S$S=$S TT=,TT 9%, TS Ui (3.22)
Tem-se que
z, =(/~2p, )s,B=-2p, (A+ p,1)B (3.23)

R:{m]sm:%(% p) (A p )=

:L%J[I ~(Patp)(A+ R I)_l}

A aproximag&o da matrix fica

(3.24)
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X of adi = Zzof adi zcf ad) T (3.25)

Que é a mesma aproximacxj” resultante do método ADI classico. Transcreve-

se abaixo o algoritmo CF-ADI

Algoritmo 2— método CF-ADI
ENTRADAS: A,B.
SAIDASZ;fadI |:| Cnme, X o~ X;fadi = Z“]:fadi (Z‘(]:fadi)T |:| Rnxn

1. Escolha dos parametros AD{p,,...p,....» Rep}<O(real ou pares
complexos conjugados).

2. Defina: R =(—“_2le[l ~(pa+p A+ p1)7]
a. z, = (1/—2p1)(A+ p!)*B,
b. Zlcfadi — [21]

3. para j=2,3, ... J,

a. z, =Pz,

|z
] .
b.  se||z| >tol, ou 2_>tol, | e (j < JImax)
2 |2,-]
1=7l2
cfadi _— cfadi
Z, ‘[Zi Zi-lJ'

sendod = | -1, pare.

Fim

3.3 — SELECAO DE PARAMETROS

A selecdo parametros ADI adequados é muito impierfaara o sucesso da iteracao
ADI, ou seja, para a sua rapida convergéncia. Aon@idos métodos cobre o espectro da

matriz do sistemaA, pelo dominioQ 0 C_, e resolvem o problema dein_maxcom

relacdo aQ, ao invés deg(A), ou seja, consideram um dominio arbitrario no sgamo
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direito ao invés de considerar apenas os autowldaematriz de estado. Nesta secéo,

descreve-se alguns métodos utilizado no calcultesigmrametros.

3.3.1 — Parametros 6timos

Parametros 6timos sdo uma funcdo de J e resolveeguinte problema racional

discreto demin_max[13] [9]

2 (p, =)
(o, +2)

min max
Pyy P2 By X0

(3.26)

Entretanto, como o espectro da mafkipode ndo estar facilmente disponivel, o

seguinte problema continuo pode ser utilizado:

. (pj _X)
i=1 (pj +X)

min max
P1iPo-s B pan

(3.27)

Onde O € wuma regido no lado esquerdo do plano complexo, e
A(A),...A (A)OOOC™. Se os autovalores de forem estritamente reais e estiverem
contidos no intervalo-b< A (A),....A, (A)<-a< 0, entdo a solugcdo do problema de

min_maxé conhecida, e é calculada como

J -
min max (P, =% (3.28)
P peenpy =Bl LY (P + X)
Cuja solucgéo é descrita abaixo:
- definir os limites espectragsb e a
a=min(Re{}}), (3.29)
b =max(Ref{ }), (3.30)

a =tan™ max n’;{{j}} ) (3.31)
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Onde A, 4,,...,A, séo os autovalores deA)- Assume-se que 0 espectro de

(—A) esta inteiramente dentro do dominio das funcbpsoas, determinado parb

ea. Um algoritmo de sele¢cdo mais geral consiste goiste:

- definir
codf=— 2 (3.32)
ETEDE |
_2cosa _

Se m < 1, os parametros sao complexos, ou sefaatdz do sistema possuli
autovalores complexos. Em caso contrario, os parémeao reais. No caso de parametros

reais, tem-se:
- define-s&k’ ek

-1
m+vmt -1’

k=+1-k? (3.35)

- definir as integrais elipticdev como

k' (3.34)

(3.36)

“ dx
R N
K = K(k) = F[Z, K] (3.37)
V= F[sin-l\/g,k] (3.38)
- definir o nimero de iteracdes

O namero de iteragdes para se obigr)” <[J, (sendo], uma tolerancia) é

| K 4
J= {%Iogi} (3.39)

- por fim, definir os parametros ADI, dados petgunte expressao
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o =-[Ba{ €3 ]
: k' 2]

i=1,2,..)]

(3.40)

Ondedn(u,k)é uma funcéo eliptica dada pela seguinte equacao:

dn(x K) =/1- ksir? (X) (3.41)

Caso existam valores complexos, define-se um #spadptico dual:

(T
a —tan(z 2) , (3.42)
=1, (3.43)
a
a'=p (3.44)

Substituindo (3.42) em (3.32), encontra-se

=q, m'= -1 (3.45)

Pela construgdo feitan’ deve ser maior que 1. Entdo, devemos calcular os

parametros reais,p'j para o problema dual. Os parametros complexos sp@ceo

correspondente sao dados por:

cosa, = 1 (3.46)
P +—
J pj
Paraj:1,2,...,{1+ ‘]}
2
P, =Vabé", p = abe” (3.47)

3.2.2 — Parametros sub-6timos

Este método foi apresentado por Thilo Penzl [4hplémentado n@YAPACK]17]
com codigo em Matlab®.
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Sabe-se que a escolha dos parametros ADI é darhemal importancia para o
bom desempenho dos varios métodos de iteracdo@ddlvencionalmente, a aproximacao

destes parametros é feita cobrindo-se o espectroatidz A em um dominioQ O C_ e

entdo resolve-se o problenminimax do método ADI, aqui escrito de maneira mais

generalizada pela seguinte férmula [4]:

{py,...p} = argmin maxM

(3.47)
{pp,...proc_ tHo(A) | f (—t) |

Assim o problema é resolvido com relacd® aao invés des(A). Muitos métodos
foram desenvolvidos com o uso de dominios mais rgénados [5], entretanto estas
aproximacgdes requerem o conhecimento de certo®romst do espectro da matriz. Sao
raros 0s casos onde estes contornos podem sert@dosnanaliticamente, assim, para a

solucéo destes problemas recorre-se a métodos icomeér

As aproximacdes sao baseadas na teoria de apgadmgue € um ramo da
mateméatica que estuda como funcdes podem ser mafimorimadas por funcbes mais

simples e os possiveis erros adquiridos deviddeaagsoximacao [6].

Se a matriz é simétrica, pode-se computar o egppeto métod@R. Este método
é utilizado para se achar os autovalores de umidzmeal, mas para uma matriz complexa
tem-se muitas iteracdes e se torna computacion&noama. Para matrizes simétricas tri-

diagonais, Hessenberg e de banda simétrica osagssiisdo computados de forma rapida.

No caso de matrizes ndo simétricas a aproximacd® simaples vem da estimativa
dos autovalores extremos para os valores da pantgrgia deA por iteracdo inversa, a
qual resulta em uma fronteira para o espectroAdeelo teorema de Bendixon. Este
procedimento ndo pode ser aplicado se a partergiméte A € indefinida, desde que o

retangulo obtido por este procedimento ndo é umist@ma deC_. Outra alternativa para

a célculo dos autovalores @eé o processo de Arnoldi, entretanto este métoadan
pode falhar no caso indefinido, pois ele deve gatreestimativas com partes reais nao

negativas.

Neste capitulo determinar-se-4 um ve®ode | parametros ADI sub-6timos sem

precisar calcular inicialmente uma regi@odo espectro. O algoritmo resultante est4 mais
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ligado a heuristica do que com a teoria da aprad@mae os resultados numéricos sao
bastante satisfatorios. Na verdade, através diEgigtao, ndo é necessario conhecimento
prévio do espectro da matriz Toda a informacéo sobre esta matriz € obtidavéxdrae
pares de processo Arnoldi relacionado& a a sua inversa. Escolhe-se o valor inicial do
vetor r aleatoriamente. Os inteirds, e k. denotam o numero de iteracdes no processo

Arnoldi nos passos referentes as matrigesA’, respectivamente. Fazendoke k, , as

iteracdes do pdiA,r) como uma equacao sao:
AV, = A Hi (3.48)

ComV, OO™, H« OO, vV, Ospanfr}, ViViu = Ly Vier) gnag = Vi- Além

disso,
H, =(H k)(l'k,l'k) =VkT AV, (3.49)

E uma matriz superior de Hessenberg e é chamaatsiz de Ritze os seus
autovetores sao agslores de RitzSabe-se quél, :=o(H,) representa uma aproximacao
do espectro d@A [7]. Repetindo-se 0 mesmo processo, mas agoraacowersa da matriz
A, tem-se enil _, os elementos que aproximam 0s autovalores.deonsequentemente, o

conjunto]:=0, 01/0_ pode ser considerado uma estimativa do espec#o de

Os valores d®itz obtidos pelo processo de Arnoldi tendem a seilcarabroximos
aos autovalores mais distantes. Ou seja, formamorgefra convexa do espectro. Os
autovalores de grande magnitude sao melhor aprddismaue o0s autovalores mais
proximos da origem, de pequena magnitude. Entamhestse o conjuntd/[]_ para se
aproximar estes autovalores. Este procedimento psidgtar em um impacto significativo

na velocidade de convergéncia da iteracao.

A idéia central deste procedimento heuristico Esstuir 6(A) por [0 na equacao
(3.47), desde qudl OC_. Além disso, escolhnemos os parametros ADI subeiim

P:={p1,...,p} dentro dos elementos dé por que a funcéo
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In@®1 _[({t-p)L.0t-p)l
In (=01 [t+p)L.LHt+p )l

s (t) = (3.50)

torna-se pequena sobrfA) se existe algum pardmetim na proximidade de cada
autovalor. Desde que a equacéo de Lyapunov a s®vida seja real, precisa-se e P.
Isto assegura que as aproximacoes da rr?é,tri;’*zi,‘\T e Z,Z," , também sdo reais.

Baseado nisto, determina-se 0s elementosd? daimeiramente detectando-se o

elementop, 0O que minimiza a fungas, ,, sobrel. O vetorP € inicializado tanto por

{p} ou{p,p}. Depois aumenta-se o ve®icom os elementos ou pares de elementos de
[0. O maximo des, com respeito ao vetd? é substituido por um zero na fung&p

refinada. Esta estratégia é apresentada no seg@lgaétmo. A notacdcard(P) representa

0 numero de elementos do velor
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Algoritmo 3 - (parametros ADI sub-6timos)
ENTRADASA, lo, ki, k
SAIDA:P

1. escolha alguni OR":

2. faga k passos do processo de Arnoldi relativof\a)(e compute o conjunto de

valores Ritz[], ;

3. faca kpassos do processo de Arnoldi relativof\ar{ e compute o conjunto de

valores RitzO_;
40 ={p P} =0, 0WD);
5.sd] JC_, pare;

6. Achecommax, s, (t)= min,;, may,, s, ¢ efaca

{p} : real
P:= ;
{0, p}: ndoreal

enquantocard(P) <|,

PO{p} :real
PO{p,p}:ndoreal

7.acheicons,(p,) = max., s, (t) e estabelec® ::{

Fim enquanto

O passo 5 pode ser omitido A¢A" é negativamente definida. Isso permite que se

prove queA™+A" assim como as partes simétricas das matRiegelacionadas & e a
A sdo0 absolutamente negativas. De outra forma,atgpeitmo pode falhar, apesar desta

hip6tese ainda néo ter acontecido em nenhum testénto com o mesmo [4].

Se o algoritmo parar no passo 5, pode-se reitact@m um novo vetor aleatorio

ou os valores de;lou k podem ser aumentados. Este aumento é motivadolpstavacéo
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de que os valores deitz obtidos pelo processo de Arnoldi tendem a aproximalhor o
espectro da matriz se aumenta-se 0 niumero dedeale Arnoldi. Aproximagdes mais
sofisticadas envolverdo técnicas de reinicializagdalicita [8] para excluir os conjuntos

[0, e 0J_ de elementos com parte real ndo negativa.

A importancia de se usar valorggz relativos aA” esta na convergéncia ao valor
final da equacdo de Lyapunov. Utilizando-se os daleres, relativos A e A, consegue-
se uma rapida e linear convergéncia para a solfiig@lp ao passo que utilizado-se apenas
os valores relativos A tem-se inicialmente rapida convergéncia e depoaspfraticamente

constante, como se pode ver na figura [4]:

(20,10)

"™ 1 1 1 1
0 a0 100 150 00 250 300
Murrero de iteragdes

FIGURA 3.1-IMPORTANCIA DO CALCULO DOS VALORES RITZ RELATIVOS A

Aqui tem-se o resultado de dois processos de #&erpgra a solucdo de determinada
equacgdo de Lyapunov, onde fez-se kk=(20,10) e (kk)=(30,0). Nos dois caso$
consiste enl=1,=10 elementos. Este fenbmeno deve-se ao fato deexjgEm poucos
autovalores que s&o mal aproximados parComo conseqliéncia , a funcég(t) dada
pelo algoritmo 1 é praticamente 1 sdor igual a algum desses autovalores, mas €
relativamente pequena s@ertence ao conjunto da maioria dos autovaloressgo bem
aproximados. Dai a componente do residuo relacionads Ultimos autovalores

computados decai rapidamente no primeiro estagidtedacdo, entretanto a iteracdo €
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atrasada no segundo estdgio por pequeno numero uttealres, precariamente

aproximados por[,. Estes autovalores sao tipicamente de pequena itndgne

frequentemente bem representados por elementbd tle

3.3.2.1 — Procedimento heuristico modificado

Este procedimento, dado por Benner, Mena e Saal9gra procura evitar os
problemas dos métodos descritos e combinar sudagers. Tem-se como informacao
importante que precisa-se saber do método paranpas Otimos (Wachspress) [5] é a
forma externa do espectro da mafjzassim, este método ira aproximar esta regido. Com
esta aproximagéao, os dados de entrada do métodadespresa,b e a sdo calculados e
0s parametros 6timos do espectro aproximado s@wntetdos. Assim estes parametros
podem ser considerados sub-6timos, mas a vantageste dnétodo esta no custo
operacional, que resulta parametros proximos dosegotimos com um custo operacional

proximo ao do método heuristico.

Caso o espectro seja real, pode-se calcular smplete os valores limitrofes da
reta real do espectro, ou segae b por um processo de Arnoldi e iniciar o calculoopel
método de Wachspress com estes valores, fazende-8e Desta forma, calcula-se apenas
duas integrais elipticas completas, com baixo costaoputacional, ja que € um célculo

escalar com convergéncia quadratica.

Para o espectro complexo usa-se um pass0O a masspaprocessar a iteracado
Arnoldi com maior eficiéncia. J& que os sistemasesdidveis computa-se os autovalores de
maior e menor magnitude, e utilizas-se a médiamétita de sua parte real para se realizar
um salto horizontal, de forma que o espectro ficprdralizado ao redor da origem. Entdo o
processo de Arnoldi é utilizado no espectro moad@ para se escolher determinado
namero dos maiores autovalores. Isto ira inclutoruaticamente os menores autovalores
do sistema original antes de voltar o salto, edibase 0 uso da processo de Arnoldi para a

inversa deA extensivamente, precisa-se apenas de uma apr@ongagsseira dos menores

autovalores para computar os valoresadeb .
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Algoritmo 4 —(procedimento heuristico modificado)

seo(A) OR entédo

compute a fronteira espectral e faga= ming(—A) e b=maxo (-A)
a

k, = b’ k=y1-K

K=F (%Tk] v= F(I—ZT klj, sendo F definida por (3.36)

Calcule o numero de iteracdes J e os parametrascdedo com (3.39)
e (3.40)

se nao

computeé =minog(Re-A)), b= maxo (ReCA) ec= izb

cacule os ‘I' maiores autovaloresi da matriz deslocada —A+cl por

um processo de Arnoldi
desloque estes autovalores de volta, ou skja, Ai+¢C

calcule a,b ex a partir de;]i como em (3.29), (3.30) e (3.31)
se m=1em (3.33)
calcular os parametros através de (3.32) — (3.40)
se ndo (neste caso os parametros sdo complexos)
calule as variaveis duais
calcule os parametros para variaveis duais atradé$3.32) —
(3.40)

use (3.45) e (3.46) para calcular os pares compexo
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fim se

fim se
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4 - METODOLOGIA DO PROJETO

Apbs ter-se feito os esclarecimentos necessaribee s teoria envolvida neste
trabalho, descreve-se, a seguir, brevemente a oletpa do projeto. Elaborou-se duas
rotinas que calculam os parametros ADI. A primé&rbaseada no método de parametros
otimos (apéndice A), descrito na secdo 3.3.1, eegurgla foi retirada do método
desenvolvido por Peter Benner, Hermann Mena e Saak [9] (apéndice B), descrito na
secado 3.3.2.1.

Para a analise dos algoritmos que calculam os pad@snADI, primeiramente
estudou-se um sistema de ordem reduzida, somenteaatovalores reais. Um segundo
sistema foi analisado agora com autovalores coroplekinalmente realizaram-se testes
em um sistema de grande porte, com uma matriz daneStados, gerada a partir de

equivalente do sistema interligado brasileiro.

ApGs a aquisicao dos parametros, estes foram dlaseeém um algoritmo [12] que
utiliza rotinas dd_-YAPACK
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5 - TESTES REALIZADOS

Simulacgéo 1

Primeiro fez-se testes com a rotiria(apéndice A), para a escolha de parametros
otimos, onde foi usado um sistema linear com umtizna de pequena ordem. Os dados
de entrada sdo as matrizZesB, C e D e a precisédo desejada na escolha dos parametros.As

matrizes sao ficticias e tém ordemns 10, e a matrizA possui apenas autovalores reais.
Com uma precisao igualg,, = 10™"°, obteve-se os seguintes parametros:

TABELA 5.1— PARAMETROS ADI SIMULACAO1

P1 -.931¢
D2 -1.412;
P3 -0.533:
D4 -0.579¢
Ds -1.448:
Pe -1.944:
o -1.917¢

Sendo que os autovalores da maivsgAo:

TABELA 5.2— AUTOVALORES DA MATRIZ A

M -1
A2 2
A3 -1
M -0,2
As 1
As -1,4
Ay -0,6
As -0,7
Ao -1,2
Ao -1

Pode-se perceber que os parametros estdo dentfaixdade abrangéncia dos

autovalores. A partir dai, utiliza-se as rotinas LAAPACK para se achar o sistema
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reduzido. Os dados de entrada deste algoritmo afiwamente o nimero maximo de
iteracdes e a precisdo para o sistema redumdg, it e tol. A simulagcédo foi feita com
max_it= 5 etol = 10%° A figura abaixo descreve o residuo entre o modeilginal e o
modelo reduzido, com a reducdo sendo calculadagpatainiana de controlabilidade, ou
seja, através da equac®X + XA =- BB . A mesma indica se o modelo reduzido esta

convergindo ou n&do para o modelo original.

LRCF-ADI iteration
10 T T T

10 =

Normalized residual norm

107 I I I I I I | I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

lteration steps

FIGURA 5.1-RESiDUO BB' DA siMULACAO 1

A solucdo da equacdo através dos parametros ABlladbs resultou na seguinte

matriz Xg:
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¥E =
Columns 1 through 7
0.4255 0.1473 0.1518 0.5210 i} 0 0
0.1473 0.58183 -1.1391 Z.7665 i} 0 0
0.1518 -1.1391 Z2.04z28 -4,1014 i} 0 0
0.5z10 2.7668 -4,1014 9.8952 i} 0 0
0 0 0 i} i} 0 0
0 0 0 i} i} 0 0
0 0 0 i} i} 0 0
0 0 0 i} i} 0 0
0 0 0 i} i} 0 0
0 0 0 i} i} 0 0
Columns § through 10
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

J& a solucao exata feita pela funy@p do MATLAB ® resultou na seguinte matriz

PE =

Columns 1 through 7

0.4302 0.1396 0.1657 0.4957 i} 0 0
0.1396 0.58308 -1.1816 Z.8030 i} 0 0
0.1657 -1.18l6 2.0833 -4, 1667 i} 0 0
0.4987 2.8030 -4,1667 10.0000 i} 0 0

i} 0 0 1] i} 0 0

i} 0 0 1] i} 0 0

i} 0 0 o i} 0 0

1} 0 0 1] 1} 0 0

i} 0 0 1] i} 0 0

i} 0 0 o i} 0 0

Columns & through 10

i} 0 0

i} 0 0

i} 0 0

i} 0 0

i} 0 0

i} 0 0

i} 0 0

i} 0 0

i} 0 0

i} 0 0
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Comparando os valores, vé-se que estdo bem préximaue indica que os
parametros ADI calculados estdo representando bsistema original. A diferenca entre

as duas representacdes pode ser mensurada pelaragagpentre as normas destas duas

matrizes, feita pela expressabX, :%. Neste caso, obteve-s&X, =0.012¢,
B

indicando que a graminiana de observabilidade &pakem o sistema original.
A mesma comparacao foi realizada, agora com a grana de observabilidade,
isto significa resolvendo a equacdbX + XA=-C' C.

a LRCF-ADI iteration
10 T T T T T

Normalized residual norm
=
o
T
1

10 I I 1 I I 1 I I 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

lteration steps

FIGURA 5.2—REsiDUO C' C DA SIMULACAO 1

Aqui também geraram-se as matrixgse Pc:

37



Columns 1 through 7

0. 5000 -0.0833 0.5417 -0.2256 0.1015 0.0771 -0.04581
-0.0833 0.0Z208 -0.097& 0.0734  -0.03589 -0.0Z83 0.0z01
0.5417 -0.0972 0.5972 -0.3095 0.15G5 0.1144 -0.0840
-0.2256 0.0734 -0.3098 0.75687 -0.6270 -0.3500 0.4734
0.1015 -0.0389 0.1588 -0.6270 0.5597 0.2977 -0. 4495
0.0771 -0.0z2583 0.1144  -0.3500 0.z977 0.1644 -0.2301
-0.0451 0.0z01 -0.0840 0.4794  -0.4495 -0.2301 0.3752

0 0 0 0 a 0 0
1} 1} 0 0 1] 1} 0
1} 1} 0 0 1] 1} 0

Coluwns & through 10

oo o oo o oo oo
oo o oo o oo oo
o o o oo oo ooao

PC

Columns 1 through 7

0.5000 -0.0833 0.5417 -0.z2z57 0.101e 0.0771 -0.0452
-0.0833 0.0208 -0.0972 0.0734 -0.0389 -0.0283 0.0z02
0.5417 -0.0972 0.5972 -0.3100 0.1590 0.1145 -0.0842
-0.2257 0.0734 -0.3100 0.7750 -0.8475 -0.3583 0. 5004
0.1016 -0.0389 0.1530 -0.6475 0.5827 0.3070 -0.4734
0.0771 -0.0283 0.1145 -0.3583 0.3070 0.1682 -0. 2396
-0.0432 0.0z202 -0. 0542 0.5004 -0.4734 -0.2396 0.3954

0 0 1} 1} 0 0 1]
0 0 1} 1} 0 0 1]
0 0 1} 1} 0 0 1]

Columns & through 10

o o o oo oo ooo
o o o o o o oo oo
oo o o oo oo oo

Aqui também encontra-se valores da matriz solugfioxanada bastante proximos

da matriz solugéo original, o que € corroboradoa pebrma AX. =0.033€. Assim,
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podemos concluir também que neste caso a gramirdanabservabilidade aproxima
melhor o sistema original.
A ordem do sistema reduzido foi ae,, =4, ou seja, 0 mesmo sistema pode ser

representado agora com ordem 60% menor. A compadmgEsistemas reduzido e original

pode ser avaliada pela figura 5.3.

1

—&— sistema original
—— sistema reduzido

FIGURA 5.3— COMPARAGAO ENTRE SISTEMAS

Neste caso, observa-se que o sistema reduzido aobmperfeitamente o sistema

original.

Simulacéo 2

Entdo utilizou-se a rotindi (anexo A) par avaliar o desempenho de um sistema
linear, também ficticio, onde a matrg também de pequeno porte, possui autovalores
complexos. Nao foi modificado nenhum parametrot@l@a¢ao anterior, assim tem-se ainda

tol = 10™°. Foram gerados os seguintes parametros:
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TABELA 5.3— PARAMETROS ADI SIMULACAO?2

P2 -0.2629 + 0.459:;
P2 -0.2629- 0.4592
P3 -0.3651 + 0.383I
P4 -0.3651- 0.3830
Ps -0.4004 + 0.345!
Ps -0.4004- 0.3459
p7 -0.4400 + 0.293!
Ps -0.4400- 0.2939

Aqui, apesar do numero de iteracdes 7, 0 nimero de parametros gerados foram
8, como o previsto, pois o0 algoritmo deve gerarepacomplexos conjugados. Os

autovalores desta matriz sdo:

TABELA 5.4— AUTOVALORES DA MATRIZ A

M -1+3i
A -1-3i
hs 1

M -0,2
As -1

As -1,4
Ay -0,6
As -0,7
o -1,2
Mo -1

Os parametros continuam dentro do intervalo derej@ncia dos autovalores Ae
Percebe-se que apesar de ter apenas 2 autovalanpkekos, todos os parametros gerados
foram complexos. Isto corrobora com o método, queyra aproximar a regido formada

pelos autovalores por uma regi@d1 o(A) ao inves deQ [0 C_.

Utilizando estes parametros para a reducao densistatravés das sub-rotinas do
LYAPACK, obteve-se os seguintes resultados:
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Normalized residual norm

Normalized residual norm

10

10

LRCF-ADI iteration

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4.5
lteration steps
. T ~
FIGURA 5.4— - REsibuo BB' DA simuLAcAO 2
LRCF-ADI iteration
T T T
L L L L L I L L
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4.5

FIGURA 5.5— - RESIDUO C' C DA SIMULAGAO 2

Iteration steps
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0.5

—&— sistema original
—— sistema reduzido

151

35 I I I I
0
FIGURA 5.6— COMPARACAO ENTRE SISTEMAS

Na figura 5.6 vemos que para 0s parametros complex aproximacao se tornou

pobre. Aumenta-se o valor deax_it para 6, e com isso 0 sistema reduzido diverge.

Aumentou-se o nimero de parametros fazende;se 10, obteve-se assim uma melhor

aproximagao nos primeiros instantes da respostdegoau e logo apos o sistema ficou

instavel, como indicado na seguinte figura:
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05

—&— sistema original
—— sistema reduzido

1561

35 I I I I
0 5 10 15 20 25

FIGURA 5.7— COMPARACAO ENTRE SISTEMASTOL= 10%°

Caso o numero de iteracdes for acrescido de 1,ncamit = 7, o resultado volta a
divergir, enquanto a ordem do sistema reduzido peete em 4. Para aumentar a ordem

do sistema reduzido, faz-s# = 10%°, mas o resultado continua a divergir.

Aumentou-se a precisao na escolha dos parametassgcom o parametro de parada

max_it = 150 para que o critério de parada fosse dado somente,, . Também ajustou-

semax_ord = 100 para n&o fosse suprimida a ordem da aproxima@g§oesiduo8B' e

C'C decairam até valores muito baixos, mas a iterajdgiaseu valor maximo sem que o
critério de parada fosse, além da ordem do sistensingido o valor maximo, o que é um
contra-senso ja que o objetivo é reduzir a ordensidtema. A comparacdo dos dois

sistemas é feita pela figura abaixo:
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—&— sistema original
—— sistema reduzido

35 I I 1
0

FIGURA 5.8— COMPARAGAO ENTRE SISTEMAS

Simulacgéo 3

Agora simula-se as mesmas matrizes de pequen® @anrt outra rotina de calculo

de parametros, a rotirub_adj descrita no apéndice B e proposta por Benner,aMen

Saak em [9]. Cong,,, =10" e a sub-rotina de iteracdo de Arnoldi devidamapistada,

obteve-se 0s seguintes parametros:

TABELA 5.5— PARAMETROS ADI SIMULACAO?2

P1 -4,140°
P2 -3,699¢
Ps3 -2,992:
P4 -2,435,
Ps -2,555¢

Comparado com o método anterior, sdo dois paré@metrmenos e com valores
bastante diferentes, concentrados em torno do raatowvalor. No algoritmo para reducdo

do sistema, fez-smax_it = 5etol = 10™'°, obteve-se os resultados que se seguem:
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Normalized residual norm

Normalized residual norm

10

10

LRCF-ADI iteration

0.5 1 1.5 2 25 3 ab 4 4.5 5
lteration steps

FIGURA 5.9— - REsiDuo BB pa siMuLAcZO 3

LRCF-ADI iteration

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Iteration steps

FIGURA 5.10— - Resibuo CTC DA SIMULACEO 3
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1 T T

—&— sistema original
—— sistema reduzido

FIGURA 5.11— COMPARACAO ENTRE SISTEMASSIMULACAO 3

Aqui temos a mesma aproximacao idéntica ao sisteigmal e para unol = 10*°

a ordem do sistema reduzido ficou também ggFHY.

Simulacéo 4

Para a matriz complexa, mantendo os mesmo par&antdm-se:
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Normalized residual norm

Normalized residual norm

10

10

10

10

LRCF-ADI iteration

I I I I I | e

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Iteration steps

FIGURA 5.12—Resipuo BB pA siMULACAO 4

LRCF-ADI iteration

0.5 1 1.5 2 25 3 a5 4 4.5 5
lteration steps

FIGURA 5.13—Resibuo C' C DA SIMULACAO 4
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051 —&— sistema original B

TE —— sistema reduzido
5
) fi

-1.51

25

35 I I I I
0
FIGURA 5.14— COMPARACAO ENTRE SISTEMASSIMULACAO 4

Apesar de ainda ser uma aproximacao pobre, pesmlee a rotingub_adigerou
parametros que melhor aproximou o sistema com als@s complexos, com ordem do

sistema reduzido permanecendo a mesma,= 4. Fazendo-senax_it = 6,0 resultado

continuou a convergir. A fim de se tentar uma meliproximacéo fez-se,, =107°, mas

o sistema reduzido foi o mesmo. Assim, a rotguwb adi gerou parametros que
convergiram em todos os casos, apesar do sistainide ndo acompanhar o sistema

original com exatidao.

Simulacdo 5

Esta simulacdo foi feita com um sistema de gramteepcomn = 606 gerada a

partir de dados do sistema interligado brasilévootinarli foi ajustada para uma precisao

de £,,, =107 e na rotina de redug&o de sistema assuminase it = 40etol = 10™°. Com
este valor deg . a rotinarli gerou 12 parametros ADI, mas o calculo do sisterdazido

n&o convergiu. Alterou-se a preciséo do parametra f,,, =10 e o fez-seol = 10%e

o0 resultado continuou a divergir.
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Somente quando se fedl = 10%°, para se obter uma ordem reduzida maior, o que

resultou emny = 60. Também aumentou-se a precisdo na selecdo domeqien§,
fazendo-segparzlo‘s", a fim de se gerar mais parametros, o que resudtou34
parametros. Esta simulagdo ndo atingiu o valorodaa esperada e as iteragdes sé pararam

guando atingiramrmax_it Os resultados sdo mostrados abaixo:

LRCF-ADI iteration
10 T T

100 F E

Normalized residual norm
Ly
O‘
T
|

1071 =

10 y !
0 50 100 150

lteration steps

FIGURA 5.15— RESiDUO BB" DA sIMULACEO 5
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LRCF-ADI iteration
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FIGURA 5.16—RESiIDUO C' C DA SIMULACAO 5
06
—&— sistema original
—— sistema reduzido
-0.05 -
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0 5 10 15 20

FIGURA 5.17— COMPARACAO ENTRE SISTEMASSIMULACAO 5

Aumentando o tempo de analise do gréfico, obtem-se

5C
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—&— sistema original
—— sistema reduzido

15+ i

FIGURA 5.18— COMPARAGAO ENTRE SISTEMASTEMPO EXTENDIDO SIMULAGAOS

Percebe-se aqui que o sistema reduzido volta agilivdepois de certo tempo, e
também que diverge com uma oscilacdo de frequ@asizamente constante. Isto deve-se
ao fato de que quando a parte real dos autovattzrewatriz do sistema tem maodulo
consideravelmente maior que a parte imaginaria, éodo de parametros O6timos,
implementado na rotindi, tende a aproximar os parametros para o0 eixos@aknte.
Assim o0s autovalores imaginarios sdo pobrementeoxapados, o0 que gera o

comportamento divergente e oscilatorio de figula 5.

Simulagéo 6
Esta simulagéo foi feita com a rotisab_adj com &, =10, max_it = 40e

tol = 10'°, e a iteracdo de Arnoldi devidamente ajustadaférida rotina gerou somente 5
parametros, que aproximaram pobremente o sisteigi@malr como se pode perceber nas

figuras a seguir:
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FIGURA 5.19-RESiDUOC BB’ DA siMuLACAO 6
LRCF-ADI iteration
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FIGURA 5.20— RESIDUO C" C DA SIMULACAO 6
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-0.05 —— sistema reduzido
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FIGURA 5.21— COMPARACAO ENTRE SISTEMASSIMULACAO 6

O residuo porBB' ndo convergiu enquanto o €8'C praticamente nédo se alterou.
O sistema reduzido ndo divergiu, entretanto naonpeohou o sistema original. Pode-se

justificar que isto aconteceu devido a pequenatglete de parametros ADI calculadas.

Para averiguacao, faz-se a precisdo na da retibaadiigual a ¢, =10 etol = 10%°

com isto, consegue-se 15 parametros e um sisteduaide de ordemmeq = 40, porém o

resultado final praticamente ndo muda:
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FIGURA 5.24— COMPARACAO ENTRE SISTEMASPARAMETROS MODIFICADOS SIMULACAOG

Percebe-se que a parte inicial do grafico € beroxapada, e apds isto o sistema
reduzido se afasta do sistema original. Os instaimieiais da resposta ao degrau estdo
relacionados aos poélos mais rapidos, ou seja, @gjgele estdo mais afastados da origem. A

titulo de comparacéo, os intervalos dos valorepdo@metros ADI e autovalores séo:

-2.1363710< p < -5.3749 H

(5.1)
-1.07271160< A < 0.0029

Os parametros estdo no extremo esquerdo do espEotdo a referida rotina esta
aproximando somente os autovalores mais rapidosstiocela estd acompanhando somente
a parte inicial do sistema original. Aqui fica emide a importancia do célculo do espectro

de A para os autovalores mais proximos a origem, cainorbposto em [4].

J& os parametros advindos da rotin@&o estdo nem em um extremo nem no outro,
mas estdo mais préoximos da origem. Talvez por rest&/o a reducdo calculada (figura
5.17) pelos seus parametros se aproximam bemtémsioriginal, até certo ponto, quando
comeca a divergir oscilando, ja que o comportamelttosistema comeca assim a se
aproximar dos polos mais lentos, e entre eleseexist autovalor instavel, como pode-se

perceber em (5.1). Como o autovalor que esta nogano direito é4_ =0,002€, fez-se
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um salto de 0,003 no sistema linear, de modo aadeixotalmente no semi-plano

esquerdo. Obteve-se o0 seguinte resultado:

0% T T

-0.05 — — sistema reduzido |

-01

-015

02}

03

-0.35
0

FIGURA 5.25— COMPARAGAO ENTRE SISTEMASCOM SALTO DEQ,003

Aqui tem-se que as oscilacdes estdo mais contida®) previsto nesta analise.
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6 — CONCLUSAO

Este trabalho apresentou técnicas para calcuload@metros ADI 0s quais sao
utilizados na solucédo da equacédo de Lyapunov. [gduwa 2, fez-se uma apresentacdo da
equacdo de Lyapunov, mostrando as suas principitagdes atuais e alguns métodos ja
consagrados de solucéo da referida equacéo. Peseehe a equacado de Lyapunov possui
varias aplicacdes na solucéo de diversos problgmagxtrapolam o ambito da engenharia
elétrica e matematica. Os métodos de solucao véstaglacionam e servem de subsidio

para a anélise do método de iteragdo ADI.

O objeto principal do trabalho foi enfocado no tapi 3, onde se encontra um
breve histérico do método, descrevendo o seu sergone posterior desenvolvimento,
adaptando-se a diferentes casos e recebendo tife@ntribuicées, como por exemplo o
método LR-ADI e LR-Smith, desenvolvidos para resolequacdes com sistemas lineares
de grande porte e esparsos. O método CF-ADI descatcapitulo procura otimizar o
calculo através da economia de custo computacairealés dos fatores de Cholesky e sua

propriedade de recursividade.

Descreveu-se trés métodos de calculo de parametrosgtodo dos parametros
otimos, sub-6timos e um procedimento heuristicoifitadio. Este Ultimo € derivado dos
dois primeiros. O primeiro e o ultimo método foramplementados através do software
Matlab® a fim de que fossem testados, utilizandaraa rotina de reducéo de sistemas que
utiliza sub-rotinas do LYAPACK.

A partir das simulagdes, foi possivel se chegaespostas da convergéncia dos
modelos reduzidos de acordo com cada parametriideli@ade destes sistemas de ordem
reduzida aos sistemas originais. A reducdo da omkemsistemas lineares é uma area que
sempre teve importancia nos varios ramos das ci€nexatas, porque sempre existira
preocupacdo com a eficiéncia dos calculos numédoogutacionais, e a transposicao de

novos desafios.
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Os testes realizados contribuiram para a tomadadetgsdo no calculo de
parametros ADI, pois evidenciou que a escolha doémpetros deve ser especifica para

calculo do sistema em estudo.

Futuros trabalhos podem ser desenvolvidos no seataprimorar os algoritmos de
calculo de parametros, pois como foi visto na segaterior, quando se tem alguns
autovalores complexos no espectro da matrins parametros resultantes do calculo séao
todos complexos, mas deveriam existir parametrass.reAlém disso, pode-se buscar
desenvolver outras técnicas que melhorem a sollggwoblema, uma vez que aqui foram

testadas apenas duas técnicas.
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APENDICE A (PARAMETROS OTIMOS)

% Este programa trabalha no célculo dos paramétisatravés do método parametros

o6timos

% Definicao das fronteiras ------ -

a=min(real(-eig(A)));

b=max(real(-eig(A)));

alfalinha=abs(imag(-eig(A))./real(-eig(A)));

alfalinha2=max(alfalinha);

alfa=atan(alfalinha2);

0%0- —_—— —— — —_— ——
betaq=2/(1+.5*(a/b+b/a)); % valor de (cos(beta))*2 %calculo de cAEp)
m=((2*(cos(alfa))"2)/(betaq)-1); % define o valor m

epson=1e-10; %define a precisao

ifm>=1 % 0s parametros sao reais
disp(‘parametros reais')
klinha=(m+sqrt(m”2-1))"-1,
k=sqrt(1-klinha"2);
K=ellipke(k"2); %integral eliptica
vlinha=asin((a/(b*klinha))*.5); %
[SN,CN,DN]=ellipj(vlinha,klinha”2); %
J=ceil(((K/(2*DN*pi))*log10(4/epson))); % detaina o numero de iteracoes
%iteracao para achar os parametros reais
for ka=1:J
u=(2*ka-1)*K/(2*J);
dn=sqrt(1-(k*2)*(sin(u))"*2);
pj(ka)=-sqgrt(a*b/klinha)*dn;
end
PP=pj;
disp(' numero de iteragoes’)

61



J

disp(" Parametros ADI’)

pj

disp(’ Tolerancia’)

Epson

else % os parametros sdo complexos

disp(‘parametros complexos’)

mlinha=(2*(betaq))/((cos(alfa))*2)-1;

klinhac=(mlinha+sqrt(mlinha”2-1))-1;

kc=sqrt(1-klinhac"2);

Kc=ellipke(kc"2);

ac=tan(pi/4-alfa/2);

bc=1/ac;

vlinhac=asin((ac/(bc*klinhac))".5);

[SN,CN,DN]=ellipj(vlinhac,klinhac"2); %integl eliptica jacobiana

J=ceil(((Kc/(2*DN*pi))*log10(4/epson)));

%iteracao para achar os parametros complexos

cte=sqrt(a*b);

for kb=21:fix((1+J)/2)
uc=(2*kb-1)*Kc/(2*J);
dn=sqrt(1-(kc"2)*(sin(uc))*2);
pj(kb)=-sgrt(ac*bc/klinhac)*dn;
alfac(kb)=acos(2/(pj(kb)+1/pj(kb)));
ni=2*(kb-1)+1;
np=2*kb;
pc(ni)=cte*exp(i*alfac(kb));
pc(np)=conj(pc(ni));

end

PP=pC;

disp(' numero de iteragoes’)

J
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disp(' Parametros ADI’)
pc

disp(’ Tolerancia’)
epson

end
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APENDICE B (PROCEDIMENTO HEURISTICO MODIFIACADO)

epson=1e-30; define a precisao
if eig(A)=='R' parametros reais

disp(‘autovalores reais')

% Definicao das fronteiras

a=min(-eig(A)); valor de a

b=max(-eig(A)); valor de b

alfalinha=abs(imag(-eig(A))./real(-eig(A)));

alfalinha2=max(alfalinha);

alfa=atan(alfalinha2);

kl=a/b;

k=sqrt(1-k172);

K=ellipke(k"2);

v=ellipke(k1"2);

J=ceil(((K/(2*DN*pi))*log10(4/epson))); %

%iteracao para achar os parametros reais

for ka=1:J
u=(2*ka-1)*K/(2*J);
dn=sqrt(1-(k"2)*(sin(u))"*2);
pj(ka)=-sqgrt(a*b/klinha)*dn;

end

PP=pj;

disp(' numero de iteragoes’)

J

disp(" Parametros ADI")

pj

disp(' Tolerancia’)

epson

else % Y%iteracao para achar os parametros ezl
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disp(‘autovalores complexos')

ac=min(real(-eig(A)));

bc=max(real(-eig(A)));
c=(ac+bc)/2;

% iteracao Arnoldi
disp(‘iteracao Arnoldi, | =100 )e m=130
F=-A+c*eye(n);
m=130;
kmax=100;
%n=size(A,1);
vl=rand(n,l);
nv=norm(v1l);
vj=vl/nv;
V=zeros(n,m+1);
V(:,1)=vj;
h=zeros(m+1,m);
for j=1:m

Vi=V(D);
w=F*vj;
for k=1:
vk=V(;,k);
h(k,j)=conj(vk')*w;
w=w-h(K,j)*Vk;
end
h(+1,j)=norm(w);
V(:,j+1)=w/h(j+1,));

end
Hm=h(1:m,1:m);
lamb=eig(HmM);

lambda_kmax=lamb(1:kmax);

% fim da iteracao Arnoldi
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lambda_t=lambda_kmax+c;

% Definicao das fronteiras

at=min(real(lambda_t)); % retorna o valor deadificado
bt=max(real(lambda_t));
alfalinhat=abs(imag(lambda_t)./real(lambda_t));
alfalinha2t=max(alfalinhat);

alfat=atan(alfalinha2t);

betaqt=2/(1+.5*(at/bt+bt/at)); % valor de ¥beta) modificado
mt=((2*(cos(alfat))"2)/(betaqt)-1) ;% definevalor m modificado
ifmt>=1

disp('m >= 1"

klinhat=(mt+sqrt(mt*2-1))*-1;
kt=sqrt(1-klinhat"2);
Kt=ellipke(real(kt*2));
vlinhat=asin((at/(bt*klinhat))".5);
[SN,CN,DN]=ellipj(real(vlinhat),real(klinta2));
J=ceil(((Kt/(2*DN*pi))*log10(4/epson)));
%iteracao para achar os parametros reais
for ka=1:J
ut=(2*ka-1)*Kt/(2*J);
dnt=sqrt(1-(kt*2)*(sin(ut))*2);
pjt(ka)=-sqrt(at*bt/klinhat)*dnt;
end
pP=pjt;
disp(' numero de iteragoes’)
J
disp(" Parametros ADI")
pjt
disp(' Tolerancia’)
epson

else %bm<1
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disp(m < 1"

mlinhat=(2*(betaqt)/(cos(alfat))*2)-1;

klinhact=(mlinhat+sqrt(mlinhat"2-1))*-1;

kct=sqrt(1-klinhact*2); %define o valor k

Kct=ellipke(kct*2); %encontra o valor de K

act=tan(pi/4-alfat/2);

bct=1/act;

vlinhact=asin((act/(bct*klinhact))".5);

[SN,CN,DN]=ellipj(vlinhact,klinhact*2);

J=ceil(((Kct/(2*DN*pi))*log10(4/epson))); %

%iteracao para achar os parametros reais

cte=sqrt(at*bt);

for kb=1:fix((1+J)/2)
uct=(2*kb-1)*Kct/(2*J);
dnt=sqrt(1-(kct*2)*(sin(uct))"2);
pjt(kb)=-sgrt(act*bct/klinhact)*dnt;
alfact(kb)=acos(2/(pjt(kb)+1/pjt(kb)));
ni=2*(kb-1)+1,;
np=2*kb;
pct(ni)=cte*exp(i*alfact(kb));
pct(np)=conj(pct(ni));

end

Pp=pct;

disp(' numero de iteragoes’)

J

disp(" Parametros ADI")

pct

disp(' Tolerancia’)

epson

end

end
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