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RESUMO

Este trabalho utiliza uma abordagem nao linear para controle de um péndulo invertido, um pro-
blema classico da literatura. O péndulo controlado é o do kit didatico da empresa Quanser presente
no Laboratério de Automacao e Controle do Departamento de Engenharia Elétrica da Universi-
dade de Brasilia. O trabalho faz uma breve revisao da teoria de controle moderno e apresenta
a modelagem matematica por meio das andlises das forcas e dos movimentos envolvidos para se
estabelecer o controle do péndulo na sua configuracao invertida. Como alternativa a lineariza-
¢ao das equagtes em torno do ponto de operacao, a forma classica de se abordar este problema,
propoe-se um modelo fuzzy Takagi-Sugeno, obtido a partir da técnica de nao linearidade de setor,
para representar de maneira exata a dinamica nao linear do péndulo invertido em uma deter-
minada regiao compacta no espago de estados. E apresentado, entao, o projeto de uma lei de
controle fuzzy para o sistema com realimentagao de estados com taxa de decaimento determinado
pelo projetista, como critério de desempenho. Os parametros do controlador sao obtidos por meio
de resolucao de desigualdades matriciais lineares no software Matlab. Sao feitas simulagoes para
verificar o comportamento do sistema com o controlador para diversas situacoes de operacao. Em
seguida, o controlador é implementado por meio de blocos Simulink, de maneira a ser empregado
com o kit Quanser. Sao realizados testes no kit Quanser com a lei de controle projetada, além de
testes para situacoes de seguimento de trajetdria e resposta & perturbagoes. A partir das andlises
dos resultados, é possivel verificar a validade da lei de controle e, consequentemente, da técnica de
modelagem e controle fuzzy empregada. Adicionalmente, em funcao dos resultados obtidos, sao

sugeridos trabalhos futuros para este tema.

Palavras Chave: Péndulo invertido; Teoria de Lyapunov; Desigualdades Matriciais Lineares; Sis-

temas fuzzy Takagi-Sugeno.



ABSTRACT

This work uses a non linear approach to control an inverted pendulum, a classic problem in the
literature. The controlled pendulum is the Quanser’s didactic kit installed in the Laboratory of
Automation and Control of the Electrical Engineering Department of the University of Brasilia.
The work does a brief review of modern control theory and shows the mathematical modeling
through the analysis of forces and motions involved to design a control strategy for the pendulum in
its inverted configuration. As an alternative to linearization of the equations around the operating
point, the classic way to deal with this problem, a Takagi-Sugeno fuzzy model is proposed, obtained
from sector nonlinearity approach, to exactly represent the non-linear dynamics of the inverted
pendulum on a compact region in the state space. Then, it is presented the design of a state
feedback fuzzy control law for the system with decay rate, specified by the designer, as performance
criterion. The controller parameters are obtained by solving a set of linear matrix inequalities
implemented in Matlab software. Simulations are made to verify the behavior of the closed-loop
system for different operating situations. Then, the controller is implemented using Simulink
blocks to be used with the Quanser’s kit. Tests are conducted in the Quanser’s kit with the
designed control law. Additionally, tests with trajectory tracking and disturbances response are
performed. From the results analysis, it is possible to verify the effectiveness of the control law and
hence the fuzzy modeling and control technique employed. Finally, based on the results obtained,

it is suggested future works about this topic.

Keywords: Inverted pendulum; Lyapunov theory; Linear Matrix Inequalities; Takagi-Sugeno fuzzy

systems.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo contextualiza o trabalho, além de apresentar os objetivos e as motivacoes que
levaram o desenvolvimento do mesmo. Ainda, apresenta os conceitos e as teorias utilizadas ao
longo do texto, de maneira resumida, uma vez que o assunto pode ser encontrado de forma mais
detalhada na literatura especializada. Quando necessario, capitulos posteriores aprofundam a

teoria e os conceitos empregados.

1.1 Contextualizacao

O desenvolvimento da teoria de controle permitiu a implementacao de sistemas de controle
com desempenhos melhores do que no passado. Grande parte deste sucesso pode ser creditado
ao desenvolvimento de ferramentas computacionais que permitem a implementacao de estratégias
de controle com maior complexidade e a simulacdo de modelos matemadticos com maior rapidez e
precisao. Estes avancos tecnoldgicos permitiram que pesquisadores e especialistas da area simu-
lem, implementem e validem diversos sistemas controlados em laboratério, de maneira rapida e
simplificada.

Para fins educacionais, foram desenvolvidos diversos kits educativos capazes de simular pro-
blemas e sistemas cléssicos da literatura de controle, como sistemas de 1% e 2% ordem, problemas
lineares e nao lineares, entre outros. Esses kits foram desenvolvidos para aproximar os alunos da
teoria vista em sala de aula com os problemas de projeto e implementacao de controladores em
sistemas reais. A grande vantagem dos kits didéticos é a sua integracdo as ferramentas computaci-
onais ja difundidas no meio académico como os softwares Matlab, Simulink, Labview, entre outras
[Quanser, 2008], o que facilita a sua utilizagdo. Embora os experimentos sejam pouco comple-
x0s, os Kkits apresentam grandes potenciais para estudos e andlises, permitindo ao aluno explorar

técnicas avancadas de controle, ou mesmo validar pesquisas recentes na area.



1.2 Objetivos do projeto

Este trabalho objetiva projetar um controlador fuzzy, do inglés fuzzy controller, e implementa-
lo no kit educativo Quanser do laboratério de Automagao e Controle do Departamento de En-
genharia Elétrica da Universidade de Brasilia, com o auxilio de recursos computacionais Matlab
e Simulink. A validagao da abordagem servird de base para futuros estudos e otimizagoes no
sistema, além de permitir elaboragao de experimentos e atividades para disciplinas da area de
controle, tanto para a graduacao quanto para a pos-graduacao. Por utilizar de uma abordagem
de sistemas nao lineares bastante estudada atualmente, este trabalho busca expandir o repertério

de métodos de controle validados experimentalmente.

1.3 Motivagao

Como varias areas da engenharia, a teoria de controle busca melhorar o desempenho dos
sistemas reais, podendo eles serem de diversas naturezas (mecéanicos, elétricos etc). Utiliza anélise,
projeto e implementacao de controladores, que agem sobre o sistema produzindo a melhoria no
desempenho. O primeiro passo no estudo de sistemas reais é descrever seu comportamento de
maneira matematica, na forma de modelos. A maneira como é feita a analise do comportamento
e das particularidades dos sistemas refletird na complexidade e validade do modelo. Dentro do
escopo da teoria de controle, os sistemas geralmente sao classificados em sistemas de malha aberta
(MA) ou malha fechada (MF), como ilustrado pelas figuras 1.1 e 1.2, respectivamente. A ideia
basica de um modelo é descrever o sistema em termos de suas entradas e saidas. Os sistemas de
malha fechada usualmente permitem maior precisao no controle e funcionamento por possuirem
uma realimentacgao de informacoes. Esta realimentacao, usualmente, é acompanhada por um custo

maior de implementagao.

(14— Entrada saida —— {1 )

Entrada Saida
u(t) Sistema y(t)

Figura 1.1: Tlustragao de sistema de malha aberta.

1) ol P Entrada Saida

Entrada Saida
u(t) Sistema y(®)

Figura 1.2: Tlustragao de sistema de malha fechada.



Na teoria de controle, os principais métodos para a analise e projeto de controladores de siste-
mas realimentados sao: abordagem no dominio da frequéncia e abordagem no dominio do tempo
[Nise, 2010]. No primeiro método, utiliza-se uma abordagem do problema no dominio da frequéncia
para converter as equagoes diferenciais que descrevem o sistema em uma funcao de transferéncia,
criando uma relacao algébrica entre as entradas e as saidas do sistema. Na literatura especializada,
este método é conhecido como método cldssico ou técnica do dominio da frequéncia. Ele utiliza da
transformada de Laplace para tratar as equagoes no dominio da frequéncia. A grande vantagem
desse método é o rapido fornecimento de informacoes sobre estabilidade e resposta do sistema.
Esta caracteristica permite uma estimativa bastante precisa das modificagoes necessarias que o

controlador deve acrescentar ao sistema para obter os resultados esperados de comportamento.

Por outro lado, a principal desvantagem desse método consiste na sua limitagao quanto aos
tipos de sistemas em que pode ser aplicada. A maioria dos sistemas para os quais este método
¢é valido sao sistemas lineares e invariantes no tempo ou que possam ser aproximados como tal.
Sao invariantes no tempo aqueles sistemas cujos parametros permanecem constantes para todo
instante de tempo de seu funcionamento. Sao ditos sistemas lineares aqueles que permitem a

aplicagao do principio da superposi¢io [Borges, 2004].

A necessidade de controlar sistemas cada vez mais complexos tornaram a modelagem e projeto
pelo método de dominio na frequéncia insuficientes para atender as demandas de desempenho,
como por exemplo as necessidades da exploracao espacial. Adotou-se entao a técnica de descrigao
por espaco de estados. Esta técnica utiliza de abordagem no dominio do tempo. Ela é uma
maneira unificada de modelagem, andlise e projeto de controladores para uma grande variedade
de sistemas. Ela nao sé é capaz de solucionar problemas para a mesma classe de sistemas da técnica
classica mas também possui como grandes vantagens a possibilidade de trabalhar com sistemas nao
lineares, variantes no tempo e com multiplas varidaveis de entrada e saida. Esta abordagem é capaz
de representar sistemas com folgas, saturacoes e zonas mortas, além de sistemas cujas condigoes
iniciais sao diferentes de zero. Sistemas modelados por espaco de estados podem ser simulados
computacionalmente com bastante facilidade, uma vez que existem hoje diversos softwares que
suportam essa maneira de descrever os sistemas. A técnica de modelagem por espaco de estados
nao é tao intuitiva quanto a abordagem no dominio da frequéncia. Neste método nao é possivel
uma modelagem nao paramétrica como no método classico, o que torna a modelagem matematica
essencial [Nise, 2010].

De maneira simplificada, o método de modelagem por espaco de estados consiste em escolher o
menor grupo de varidveis necessarias para descrever o comportamento dinamico do sistema dentre
todas as possiveis varidveis do modelo matematico, este grupo é denominado varidveis de estado.
Para um grupo de tamanho n, escreve-se n equagoes diferenciais de primeira ordem em termos
destas n varidveis. Este sistema de equagoes é denominado equacdes de estado. A equacdo de
saida é uma combinacao das varidveis de estado e das entradas. Estes dois sistemas de equacoes

sao chamados de representagcdo em espaco de estados e descrevem o sistema.



Uma representacao em espago de estados usualmente tem a seguinte forma:

&(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = xo, (1.1)

y(t) = Ca(t) + Du(t), (1.2)

em que z(t) € R™ é o vetor de n varidveis de estados, u(t) € R™ é o vetor de m varidveis de entrada,
y(t) € RP é o vetor de p saidas do sistema e x(0) é sua condigao inicial. A, B, C' e D sao matrizes de
dimensoes adequada [Borges, 2004]. A escolha das varidveis de estado pode variar, o que permite
a obtencao de diferentes equagoes para descrever o sistema. Porém, as varidveis escolhidas devem
ser linearmente independentes, isto é, nenhuma varidvel de estado pode ser descrita como uma
combinacao linear das outras. Além disso, a quantidade minima de varidveis deve ser igual a

ordem do sistema. A solugao geral da equagao (1.1) é obtida por

z(t) = e (0) + /6A(tT)BU(T)dT, z(0) = zg, (1.3)
0

e, aplicando-se a transformada de Laplace nas equagoes (1.1) e (1.2), impondo xy = 0, obtém-se a

funcao de transferéncia da entrada u(t) para a saida y(t) dada por

H(s)=C(sI — A)"'B+D. (1.4)

Os autovalores da matriz A determinam a posi¢ao dos pélos do sistema em sua configuragao
de malha aberta. Isto permite ter uma ideia de como o sistema se comporta, uma vez que pdlos
localizados no semi-plano esquerdo indicam estabilidade e pdlos localizados no semi-plano direito
indicam instabilidade. Além disso, junto com a matriz B consegue-se determinar a controlabilidade

do sistema por meio do cédlculo do posto da matrix de controlabilidade C,,.
Cn=|B AB A’B ... A" 'B|, (1.5)

caso o posto de Cy, for n, entdo o sistema é completamente controlavel.

De maneira geral, a maioria dos problemas tratados durante o curso de Engenharia Mecatro-
nica sao compostos de modelos lineares e invariantes no tempo, permitindo a abordagem tanto
no dominio da frequéncia quanto no dominio do tempo. Entre as desvantagens deste tipo de
modelagem, pode-se citar a limitada regiao de operagao e seu erro em relagao aos sistemas reais,
usualmente dotados de comportamentos nao lineares [Tognetti, 2011]. Estes comportamentos nao
lineares implicam em um aumento de complexidade da descricao matematica do sistema e, con-
sequentemente, aumentam os desafios no seu estudo. Diversas técnicas vem sendo desenvolvidas
para tratar de sistemas nao lineares. A identificacdo das nao linearidades permite a escolha da

técnica mais adequadas para a regiao de operacao do modelo.



1.4 Linearizacgao

Como ja foi mencionado, alguns sistemas possuem termos nao lineares em suas equagoes dife-
renciais. Para estas situagoes, existem varias abordagens. Um método classico e bastante utilizado
¢ a linearizacao dos termos nao lineares. De maneira geral, um sistema nao linear é representado
por &(t) = f(z) e o processo de linearizagao consiste em expandir a fungao em séries de Taylor.
As séries de Taylor possuem a particularidade de expressar o valor de uma funcao em determinado

ponto com bastante precisdo. Sua forma é dada por:

(x — )2
2!

dz 1! dz?

T=x0

df (x—:no)+ > f

flz) = f(xo) + + ... (1.6)

T=x0

Para pequenas variaces de x, pode-se desprezar os termos de maior ordem. Dessa forma, a

linearizacao fica simplificada para

f@) ~ flzo) + - f(a)

- (z — o). (1.7)

T=x0

Esta técnica é eficaz para regioes de operacao pequenas. Em alguns casos, ela nem é aconse-
lhada, uma vez que a linearizacao pode alterar demasiadamente a natureza do problema. Outra
desvantagem desta técnica é a perda de precisao do modelo do sistema, por utilizar equagoes

aproximados para realizar os calculos.

1.5 Desigualdades Matriciais Lineares

Outra técnica utilizada para a andlise de sistemas nao lineares é a teoria desenvolvida pelo
fisico e matematico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, cuja ideia geral consiste em encon-
trar uma fungdo de energia que seja positiva nas trajetérias do sistema, com taxa de variagdo
negativa (tratado mais a fundo na Defini¢ao 1.12). Lyapunov foi o primeiro a utilizar do con-
ceito de desigualdade matricial linear (LMI, do inglés Linear Matriz Inequality), dentro da teoria
de controle. Mais tarde, ele formulou sua teoria de estabilidade, resultando na equagao matricial
A'P+PA+Q =0 [Boyd et al., 1994]. No estudo de LMISs, é necessdrio a definigdo de positividade

e negatividade de matrizes. Para isso, utiliza-se da seguinte definigao:

Defini¢ao 1.1 [Trofino et al., 2003] Seja a matriz A € R™*™ simétrica (A = A’). Entao

i ) A € definida positiva se ¥’ Az >0 Vr e R" z+#0;

it ) A € definida negativa se ¥’ Ax <0 Vx € R" x #0;
iii ) A € semi-definida positiva se 2’ Ax >0 Vr € R" x #0;
v ) A é semi-definida negativa se x’ Ax <0 Va € R" x #0;

v ) A € indefinida se I,y € R", tais que 2’ Ax < 0 < y' Ay.



Tendo essa definicao como base, podemos entao definir as desigualdades matriciais lineares da

seguinte maneira:

Definicao 1.2 [Boyd et al., 1994] E denominada de desigualdade matricial linear, uma desigual-
dade matricial na forma .
F(z) 2 R+ xF,>0 (1.8)
i=1
na qual o vetor x € R™ é a varidvel em questio, F(x) € uma fungdo afim, ou seja uma fungao
linear a menos de um deslocamento constante, e as matrizes F; = F;L € R"™" i =0,1,...,m sdo

dadas. A desigualdade significa que F(x) é uma matriz definida positiva.

Existem problemas que tratam de LMI nao estritra, na forma F'(z) > 0 mas as mesmas nao
serao abordadas por este trabalho. Ao trabalhar com LMIs, precisa-se também utilizar de conceitos
de convexividade de conjuntos. Os conceitos de conjuntos, combinagoes e funcoes convexas sao
dadas nas definicoes 1.3, 1.4 e 1.5.

Definicao 1.3 [Hindi, 2004] Q C R™ é um conjunto convexo se para quaisquer x,y € € e qualquer
a € [0,1] tivermos ax + (1 — o)y € .

Definicao 1.4 [Hindi, 2004] Sejam x',2%,...,2P elementos de Q@ C R". Elementos da forma:
z =30 xt = arzt + aer? + ...+ apaP com o > 0,0 = 1,2,...,p e >0 o = 1, sio

combinacgées convexas dos elementos x', ..., xP € Q.

Definicao 1.5 [Hindi, 2004] Seja  C R™ um conjunto convero e f : Q — R. Diz-se que [ €

uma fun¢do convera se para quaiser x,y € Q e qualquer x,y € Q e qualquer o € [0, 1] tivermos

flaz+(1—a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y).

Destas definices, podemos afirmar o seguinte lema:

Lema 1.6 [Tanaka and Wang, 2001] A LMI F(z) > 0 na varidvel xz € R™ define um conjunto

convexo em R™.

A utilizagdo de LMIs dentro da teoria de controle é vantajosa pois elas definem conjuntos
convexos. A propriedade da convexidade é desejada em problemas de otimizacdo. O lema a seguir

aborda esse ponto.

Lema 1.7 [Bazarra et al., 1993] Considere o problema de otimizacao min{f(z) : x € Q} e seja
x* € Q uma solugdo dtima local, entdo se Q0 € um conjunto convexo e f(x) uma fungdo conveza,

x* € uma solugao dtima global.

O fato de um problema ser convexo torna toda solugdo encontrada uma solugao global. Dai o
grande interesse em funcoes convexas. Outra vantagem do uso de LMIs estd na possibilidade de

reescrever desigualdades nao lineares na forma de LMI através do complemento de Schur.



Lema 1.8 (Complemento de Schur) [Boyd et al., 1994]

Considerando que as marizes A11 e Ags sdo simétricas, o conjunto
/ -1
{AH > O,AQQ > A12A11 Alg},

€ equivalente a sequinte LMI
Apr A

> 0. (1.9)
Aly  Ag

Permutando linhas e colunas da matriz em (1.9) podemos reescrever o lema de modo a satis-
fazer a equivaléncia entre
{Ag >0, A11 > A1pAg ' ALY,

e a desigualdade definida pela inequagdo (1.9).

A utilizacao de LMIs permite desfrutar de toda a poténcia dos algoritmos de otimizacao con-
vexa. De uma forma geral, existem dois problemas genéricos associados ao estudo de desigualdades

matriciais lineares:

i Factibilidade: verificagdo da existéncia de € R™ que satisfaga F'(z) > 0;

ii Otimizacao: Seja S o conjunto de todos os pontos factiveis e f : S — R trata-se da deter-

minagao de Vyy = infresf(x).

1.6 Estabilidade

Os objetivos do controle de sistemas podem ser variados, porém, todos buscam tornar ou
manter o sistema estdvel. A estabilidade é uma propriedade essencial para que o sistema seja con-
siderado operavel. Ela pode ser caracterizada como sendo local ou global. Busca-se neste trabalho
sempre a estabilidade assintética. Utilizaremos, portanto, o conceito de estabilidade no sentido de
Lyapunov, uma vez que esta intimamente relacionada ao tipo de estabilidade buscada. Em termos
mecanicos, a estabilidade de um corpo pode ser caracterizada pelo equilibrio de um corpo rigido.
Se, ao receber uma perturbacao, o corpo retornasse para sua posi¢ao original, o sistema mecanico
é dito estavel. Caso contrario, é considerado instavel. Para caracterizar o conceito de estabilidade

de sistemas, algumas definicoes e resultados preliminares fazem necessarios.
Definicao 1.9 (Estabilidade no sentido de Lyapunov) [Khalil, 2002] Seja o sistema (1.1) com
u(t) =0, entdo

i ) Um ponto de equilibrio & do sistema é chamado de estdvel se para todo € > 0 existir um

d>0 tal que || & — o ||< 6= 2(t) — & [|[< e,Vt > 0

it ) O ponto de equilibrio & € considerado atrativo se existir um e > 0 tal que || T —zo [|[< e =



i1 ) Um ponto de equilibrio & € considerado assintoticamente estavel (no sentido de Lyapunov)

se ele for simultaneamente estdvel e atrativo;

v ) O ponto de equilibrio & € considerado instavel se ele nao for estdvel.

A estabilidade sempre é definida como uma propriedade local. Busca-se entdo, expandir a
regiao de estabilidade, chegando a uma situacdo em que torna-se independente das condigoes
iniciais escolhidas. Desta forma, o ponto estudado torna-se um ponto global e assintoticamente
estavel. Os estudos de Lyapunov contribuiram para avaliar a estabilidade de sistemas. Seu método

direto avalia a estabilidade do sistema por meio de fun¢des de Lyapunov.

Definicao 1.10 (Fungdo de Lyapunov) [Khalil, 2002] Uma fung¢ao V(x) : R" X Ry — R € cha-

mada de funcdo de Lyapunov na vizinhanga de um ponto de equilibrio & se:

1. ) V() for continua em ;

2. ) V(-) suportar um minimo local em %, ou seja, existir uma fun¢do g(w) : Ryx — Ry que

seja continua, estritamente crescente, com g(0) =0, tal que V(z) =V (£) > g(||lz — Z||);

3. ) V(-) seja mondtona e decrescente sobre todas as solugdes do sistema (1.1), considerado

u(t) = 0.

Lema 1.11 [Khalil, 2002] O ponto de equilibrio & é assintoticamente estdvel se existir uma fun¢do
de Lyapunov V(x(t)), com primeira derivada em relacdo a t continua, na vizinhanca de &, tal que
V(x(t)) < 0 para todo x(t) # &.

Definicao 1.12 [Chen, 1984] Uma forma quadrdtica nas varidveis xi,xa, ..., Ty, € qualquer fun-

¢ao que pode ser escrita na forma f(x) = 2'Qx, em que Q € R™*™ é matriz simétrica (Q = Q').

Por meio das funcgoes quadraticas, podemos estabelecer a estabilidade dos sistemas. Seja uma
funcao V(x(t)) = a'(t)Px(t), calculando a sua derivada em relacdo ao tempo, e considerando o

sistema (1.1) com wu(t) = 0, temos:

(
=a/(
=i/(

)
) t

1.10
) (1.10)
(

em que AP + PA = —(Q é conhecida como equacdo de Lyapunov. A estabilidade de um sistema

também pode ser caracterizada com termos de LMIs.

Lema 1.13 As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i ) O sistema (1.1) € assintoticamente estdvel;

it ) Todos os autovalores da matriz A possuem parte real negativa;



iii ) Eziste uma matriz P = P’ > 0 tal que A’P + PA < 0;
iv ) Para qualquer matriz Q > 0 existe uma matriz P' = P > 0 tal que AP + PA = —Q).

Lema 1.14 (Lema de Finsler)[Skelton et al., 1998] Seja x € R, Q +QT € R™ " ¢ B € R™*™ {al

que posto(B) < n. As sequintes sentengas sao equivalentes:

i )2'Qr < 0,YBx =0;
i ) BYQBL <0;
iii ) Existe p € R tal que Q — uB'B < 0;

iv ) Existe X € R™™ tal que Q + XB + X'B’ < 0.

Para sistemas nao lineares esta abordagem, no entanto, é dificil de ser implementada por nao
existir uma maneira Unica de se obter tal funcdo de energia. Uma alternativa é realizar uma
linearizagao do sistema nao linear em torno do ponto de operacao desejado para entao proceder
com a andalise do sistema por meio da teoria de Lyapunov, em uma técnica conhecida como
método indireto de Lyapunov. Ultimamente, outra técnica vem ganhando espago na comunidade
academica de controle: a descricao do sistema nao linear por meio de sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno. Este método consiste em descrever o sistema em diferentes regides do espago de estados

como modelos lineares.

1.7 Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno

Este modelo fuzzy proposto por Takagi e Sugeno [Tanaka and Wang, 2001] é descrito por regras
do tipo SE-EN TAO que representam relacoes de entrada e saida locais de um sistema nao linear.
O aspecto principal da abordagem fuzzy Takagi-Sugeno é expressar as dinamicas locais de cada
regra fuzzy por um modelo de sistema linear. O modelo final do sistema é obtido pela combinagao
fuzzy dos modelos de sistemas lineares. Diversos modelos nao lineares podem ser descritos pela
abordagem fuzzy Takagi-Sugeno. A formulacao matematica do método continuo no tempo pode

ser descritos da seguinte forma [Tanaka and Wang, 2001]:
Regra Modelo i:
SE z(t) € M1 e ... e z(t) é My,
ENTAO i(t) = Ajx(t) + Bju(t), i=1,2,---,r.

Neste modelo, M;; é o conjunto fuzzy baseado em z;(t) para a i-ésima regra e r é o nimero
de regras do modelo; x(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é o vetor de entradas, A; € R"*"
e B; € R™™; z(t),---, 2(t) sdo varidveis premissas que podem ser fungoes das varidveis de
estado, perturbagoes externos e/ou tempo. Usaremos z(t) para denotar o vetor contendo todos os

elementos individuais de z1(t),- -, z,(t), ou seja:

2(t) = [z1()z2(t) - - 2p(8)]-



Assumiremos que as varidveis locais nao sao fungoes das variaveis de entrada u(t) para evitar
processo de defuzificacao complicados [Tanaka and Wang, 2001]. Cada equacao linear é chamada

de “subsistema”. Dados um par (x(t), u(t)), as saidas finais do sistema fuzzy sao inferidas como:

; wi () {Asz(t) + Byu(t)}

() =1

Y

(1.11)

em que

S wila(t)) (1.12)

para todo t. O termo M;;(z;(t)) é o grau de pertinéncia de z;(¢) em M;;. A funcdo de pertinén-
cia h(z(t)) = hi(2(t)),...,hr(2(t)) assume valores pertencentes ao conjunto simplex unitério U,
definido como

ué{AeRT:Z/\izl,Aizo,izl,...,r}. (1.13)
i=1

O sistema (1.11) também pode ser escrito na forma

i(t) = A(h)z(t) + B(h)u(t), (1.14)
em que . .
A(h) = hi(2(t)Ai, B(h) = hi(2(t))Bi. (1.15)
=1 i=1

Para demonstrar como sao modelados os sistemas com essa técnica, considere um sistema nao
linear simples dado por @(t) = f(x(t)), com f(0) = 0. Pode-se obter um setor global tal que a
nao linearidade fique restrita a um espaco determinado por duas funcoes lineares como expresso
pela equagao x(t) = f(z(t)) € [a1  ag]z(t). A Figura 1.3 ilustra esse tipo de abordagem, chamada
na literatura de abordagem por nao linearidade de setor (em inglés, sector nonlinearity approach

[Tanaka and Wang, 2001]).
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aix(t)
f(x(t))

axx(t)

Figura 1.3: Ilustragao de nao linearidade limitada por setor.

Esta abordagem proporciona a construcao de um modelo fuzzy de forma precisa, no entanto,
pode nao ser possivel determinar setores globais para sistemas nao lineares. E possivel que exista
uma restricao adicional na modelagem, usualmente determinada por limitagoes fisicas do préprio
sistema. Deste modo, existe uma limitagao no valor de x(t) na forma de —d < z(t) < d, na qual é
possivel a descrigao do sistema nao linear por setor. Um exemplo deste tipo de limitacao ¢ ilutrado

pela Figura 1.4.

ax(t)

f(x(t)

azxx(t)
—

Figura 1.4: Ilustragao de nao linearidade limitada por setor com restricao adicional.

Exemplo Considere o seguinte sistema nao linear:

(@1(15)) _ ( —z1(t) + @1 (t)22°(t) ) 7 (1.16)
B (1) —o(t) 4 (3 + wa(t))x13(t)

com z; € [-1,1] e x9 € [-1,1].
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O problema pode ser reescrito na forma de espaco de estados da seguinte forma:

i(t) = ] z(t). (1.17)

(3 + @2(t))1%(t) -1

Da equacdo (1.17), percebe-se claramente que os termos z1(t)z22(t) e (3 + x2(t))z12(t) sdo
ndo lineares. Logo, pode-se reescrever ambos como 21 (t) 2 z1(t)x22(t) e 20(t) 2 (3 + xa(t))z12(1).

Obtemos entao:

. B —1 Zl(t)
x(t)—[ ) 1]m(t). (1.18)

Em seguida, calcula-se os valores maximos e minimos de z;(t) e z3(t) dentro dos limites 1 €

[—1,1] e 22 € [-1,1].

max zi(t) =1, min z1(t) = —1,

i ) N v 119)
max 29(t) = 4, min  z3(t) = 0.

w1(t),@2(t) w1(t),@2(t)

A partir dos valores de méximo e minimo, podemos representar z(t) e z2(t) por

21(t) = z1 ()’ (t) = My (z1(t)) - 1+ Ma(21(t)) - (1),
2(t) = (3+ @a(t))a1*(t) = Ni(22(t)) - 4+ Na(22(t)) - O,

em que

Mi(21(t)) + Ma(21(1)) = 1,
Ni(22(t)) + Na(22(t)) = 1.

Dessa forma, os termos M;(z;(t)) e Nj(z;(t)) representam o grau de pertinéncia de z;(t) em

M;; e Njj, respectivamente, e podem ser calculadas como:

M) = 20w = 1220,
M) =20, Ny = 2220

A representacao grafica das fungoes de pertinéncia pode ser vista nas figuras 1.5 e 1.6
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My(z,(1)) M(zy(1))

: Negativo Positivo

Figura 1.5: Fungoes de pertinéncia M (21(t)) e Ma(z1(t)).

Ny(z5(1)) Ny(z5(1))

. Pequeno Grande

{ | z5(1)
0 2 4

Figura 1.6: Funcgoes de pertinéncia Nj(z2(t)) e Na(z2(t)).

O sistema nao linear (1.16) é representado pelo seguinte conjunto de regras do modelo fuzzy:

Regra Modelo 1:

Se z1(t) é “Positivo”e z2(t) é “Grande”,
entao i(t) = Ajz(t).

Regra Modelo 2:

Se z1(t) é “Positivo’e z3(t) é “Pequeno”,
entao i(t) = Asx(t).

Regra Modelo 3:

Se z1(t) é “Negativo’e za(t) é “Grande”,
entao i(t) = Azx(t).

Regra Modelo 4:

Se z1(t) é “Negativo’e za(t) é “Pequeno”,
entao #(t) = Asx(t).

As matrizes A, sdo dadas por

11 11
A = Ay = :
! 4 —1] 2 0 —1]
1 -1 1 -1
Ay = A=
’ 4 —1] ! 0 —1]
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A defuzzificacdo é dada por:

4
B(t) = hi(2(t) Aix(t), h(z(t) €U, (1.20)
=1
em que

hi(2(t)) = Mi(21(t)) x Ni(z2(1)),

ha(2(1)) = Mi(21(t)) x No(22(1)),

hs(2(t)) = Ma(21(t)) x Ni(22(t)),

ha(2(t)) = Ma(21(t)) x Na(22(t)).

Observa-se que o modelo fuzzy Takagi-Sugeno (1.20) representa de forma exata o sistema nao

linear (1.16) no dominio z; € [—1;1] e 22 € [—1;1].
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Capitulo 2

Modelagem

2.1 Introducao ao Kit Quanser

Um dos kits didaticos utilizados no laboratério de Controle e Automacao é o modelo linear
P02, da empresa canadense Quanser Inc. O modelo IP02 é utilizado para experimentos de
movimento linear. Ele consiste de um carro de aluminio maci¢co movido por um motor de corrente
continua (DC). O carro percorre uma cremalheira utilizando um mecanismo de pinhao de posi¢ao
do carro e um pinhao do motor, garantindo uma tragdo continua e consistente. A posicao do
carro é determinada por um encoder éptico em quadratura com precisao de 4096 pulsos por volta,
conectado ao pinhao de posicao do carro. O carro possui um eixo com livre movimento rotacional,
onde uma haste pode ser conectada e suspendida em frente ao carro.

O conjunto carro-haste pode modelar problemas de grua e de péndulo invertido. O eixo
também dispoe de um encoder 6ptico incremental em quadratura, com precisao igual ao encoder
de posicao, permitindo medir movimentos rotatorios ilimitados. Para operar, o kit utiliza um
médulo de poténcia modelo VoltPAQ X1 e de uma placa de aquisigdo de dados modelo Q8-USB,
ambas da empresa Quanser Inc. Estes componentes permitem a conexao do kit diretamente a
um computador pessoal que possua entrada do tipo USB. Para realizar a comunicacao com o
usuario, o kit utiliza o software Quanser QuaRC, que possui interfaces com os softwares Matlab,
Simulink, LabView e Maple. Todas essas caracteristicas permitem a realizagao de testes de maneira
simplificada.

Os componentes do kit sao ilustrados na Figura 2.1 e descritos pela Tabela 2.1. Como os
encoders de posigao do carro e do angulo da haste sdo encoders do tipo incremental [Bentley, 2005],
seus valores dependem da posicao inicial ao serem conectados ao sistema. Esta caracteristica faz
com que o kit tenha alguns parametros relativos a sua posicao inicial, tais como posigao de fim de
curso e posicao angular. Desta forma, é preciso que o kit seja inicializado com condigoes iniciais
nulas, isto é, velocidade e posicao linear nulas e velocidade e posi¢cao angular nulas. Esta condigao
de inicializacao garante a determinagao correta dos parametros iniciais, evitando erros de leitura

e, consequentemente, no experimento [Quanser, 2008].
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(a) Planta Servo de movimento Linear, vista su- (b) Planta Servo de movimento Linear, vista in-

perior.

ferior.

Figura 2.1: Planta servo, IP02.

Tabela 2.1: Identificacdo dos componentes da planta servo linear IP02.

Item Descricao
1 Carro P02
2 Fixo de ago inoxidéavel
3 Cremalheira
4 Pinhao de posicao do carro
5 Pinhao do motor do carro
6 Eixo do motor
7 Eixo do péndulo
8 FEncoder de posicao do carro
9 Encoder de posicao do péndulo
10 Conector do encoder do carro
11 Conector do encoder do péndulo
12 Conector do motor
13 Motor DC
14 Caixa de engrenagem planetéria
15 Rolamento linear
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(a) Carro sem massa adicional. (b) Massa adicional.

(e) Bancada.

Figura 2.2: Kit Quanser IP02.

2.2 Modelagem Matematica

O kit educativo da Quanser permite a simulagao de diversos sistemas, como ja foi mencionado.

Para este trabalho, foi escolhida a configuragao contendo uma massa adicionada sobre o carrinho
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e a haste de comprimento médio, permitindo a utilizacao do kit como um péndulo. Nesta confi-
guracao, o sistema real apresenta dois pontos de equilibrio: um estavel, quando a haste esta na
posicao vertical e abaixo da cremalheira, e um instavel, quando a haste estd na posicao vertical e
acima da cremalheira. Escolheu-se, entao, trabalhar com a configuragao instdavel, também conhe-
cida na literatura de controle como péndulo invertido (Single Inverted Pendulum, em inglés). A

configuracao do sistema para esta situacao instavel é ilustrada na Figura 2.3.

Yp |

0
Figura 2.3: Ilustracao do péndulo invertido.

A partir da configuracao ilustrada, pode-se estabelecer os diagramas de corpo livre com os
esforcos envolvidos na tarefa de manter a haste na vertical. Considerando que a haste possui
densidade homogénea ao longo de todo o seu comprimento, pode-se modela-la como se toda a
sua massa esteja concentrada no seu centro geométrico. O centro geométrico de uma haste fica
localizado em uma distancia igual a metade do seu comprimento total. Esta simplificacao permite
trabalhar as forgcas que agem sobre a haste como se atuassem sobre este Unico ponto. O passo
seguinte na modelagem do sistema é estabelecer as forgas que atuam sobre a haste e o carro. Desta

analise, obtem-se

e | F

%H @ %
FLLLLLTLPLE

Figura 2.4: Diagrama de corpo livre do carro.
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Mo

P =Mpg

Figura 2.5: Diagrama de corpo livre da haste.

Sao estabelecidas as forgas H e V, como as forcas horizontais e verticais que atuam no sis-
tema, respectivamente. Precisa-se conhecer as coordenadas do centro geométrico da haste para
se determinar as equagoes de movimento do sistema. Conhecendo o angulo a(t), pode-se obter as

coordenadas do centro geométrico da haste por meio de [Ogata, 2011]:
2p(t) = 2e(t) + Lysen(af(t)), (2.1)
yp(t) = Iy cos(a(t)). (2.2)

De posse do diagrama de corpo livre da haste e do carro e das equagoes (2.1) e (2.2) para
obter as coordenadas do centro geométrico da haste podemos obter as equagoes para o movimento

horizontal e vertical da haste com o auxilio da segunda lei de Newton, como descrito abaixo:

2
H= Mp@mp(t) = Mi.(t) + Mplyi(t) cos(a(t)) — Mpl,(a(t))? sen(a(t)) (2.3)
2
VMg = My S0, (8) = Myl () sin(a(t)) - (1)) cos(a(®) (24

Considerando o movimento de rotacao da haste sobre seu centro geométrico, escreve-se ainda

a equacao do momento em torno do centro geométrico:

I,a(t) = Vipsin(a(t)) — Hl, cos(a(t)) — Bpa(t). (2.5)

Considerando o diagrama de corpo livre do carro ilustrado na Figura 2.4, pode-se estabelecer

a equacao do movimento como sendo igual a:

Foo = Mo o) — Buy L) (2.6)
c = cdt2$c ethxc . .
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Realizando a manipulacao algébrica das equacoes (2.3) a (2.6), podemos isolar C‘;—;:ﬂc(t) e
2

g?a(t), obtendo:

(*(IP+MPZP2)Beq(%$C(t))*(Mp21p3+IpMplp) sen(a(t))(%a(t))QfMplpcos(a(t))Bp(%a(t))
d? _ +(Ip+ Mylp?) Fett My?12 geos(a(t)) sen(a(t))) (2.7)

(M. + M) I, + M.M,l,? + M,?l,%sen(a(t))?

((Me+M,) My gly sen((8)) — (Mc+My) By (5 0(8)) = My21y? sen(a(t)) cos(a(t))(
d? — Ml cos(a(t)) Beq (5 we (t)) = Fe Myly cos(a(t))) (2.8)
)

—a(t) =
iz (M, + M), + MMy, + M1, sen(a(t))?

Com excessao dos termos F., z.(t) e a(t), todas as demais varidveis contidas nas equagoes
(2.7) e (2.8) sao constantes ao longo de toda a modelagem, podendo variar apenas de acordo com
a configuragao de sistema utilizado. Neste trabalho, utiliza-se a configuracao do kit IP02 contendo
a massa adicional e a haste de comprimento médio, desta forma, a massa M, utilizada ao longo do
texto equivale a soma da massa do carro e da massa adicional. Todos as constantes usadas neste

trabalho tem sua nomenclatura e valores informados pelo fabricante e sdo descritos na Tabela 2.2

a seguir.
Tabela 2.2: Elementos do kit educativo Quanser.

Parametro Nome Valor | Unidades SI
M, massa da haste 0,1270 kg
M, massa do carro 0,7031 kg
I, momento de inércia do péndulo 0,012 kg - m?
L, comprimento da haste 0,1778 m
B, coeficiente de arrasto viscoso 0,0024 | N-m-s/rad
B, coeficiente de arrasto viscoso equivalente 4,3 N-s/m
Mg eficiéncia da transmissao planetéria 1 adimensional
Nm eficiéncia do motor 1 adimensional
K constante de torque do motor 0,0077 N-m/A
K, constante de velocidade do motor 0,0077 V- s/rad
K, razao da transmissao planetaria 3,71 adimensional
Ry resisténcia de armadura do motor 2,6 Q
Trmp raio do pinhao 0,0064 m
g aceleracao da gravidade 9,81 m/s?

2.2.1 Modelo Linearizado

Como o péndulo invertido opera em uma regiao préxima de seu ponto de equilibrio instével,

ou seja, a ~ 0%, os valores de sin(a(t)) e cos(a(t)) podem ser linearizados conforme a equagao
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(1.7).
cos(a(t)) = 1,

1 (29)
sen(a(t)) = 0. '

As aproximacoes sen(a(t))* = 0 e sen(a(t))a(t)> = 0 também sao adotadas. Desta forma, as

equacoes (2.7) e (2.8) podem ser reescritas como:

Cﬁx (t) _ _(Ip + MPZPQ)Beq(%xcg)) - Mplpo(%a(t)) + (Ip + Mppo)Fc + Mp2lp29a(t)
dt2”* (M. + M,)I, + M.M,l,>
(2.10)
cvad—Qa(t) = (Me + Mp) Mypglya(t) — (M. + Mp)Bp(%a(t)) - MplpBeq(%xC(t)) + FeMply
dt> (M. + M,)I,, + M.Mpl,>
(2.11)

Escolheu-se trabalhar com a descricao do sistema por meio de espaco de estados, conforme
indicado por (1.1). Para adotar essa abordagem, faz-se necessirio a escolha de um vetor de

estados utilizando as variaveis do sistema. Foi escolhido o seguinte vetor:

xe(t
z(t) = :Z((?) ; (2.12)
a(t)

onde z.(t) é a posicao do carro, «a(t) é o angulo da haste en relagao ao referencial, Z.(t) é a
velocidade linear do carro e &(t) é a velocidade angular da haste. Pela andlise fisica do sistema
e das equacoes apresentadas, e levando em conta ainda o objetivo do controle, a escolha dessas

variaveis de estado é bastante natural.

Ainda no processo de descrever o sistema na forma de espaco de estados, deve-se tratar o termo
F., que representa a forca linear sobre o carro, como sendo a variavel de entrada. Como o kit
realiza o controle da forca linear por meio da tensao aplicada no motor DC, a variavel de entrada
u(t) correta para descrever o sistema em espago de estados é a tensao V,, aplicada no motor DC.
Deste modo, é necessirio decompor a variavel F. em termos de V,,. A fabricante Quanser Inc.

informa que a relagao entre as variaveis pode ser descrita pela seguinte equacao:

B nganthng(%%(t)) + NgNm Kt K gV

F. =
R, Tmp 2 R, Tmp

(2.13)

Como pode ser visto, o termo F, depende também de %xc(t), que é uma das variaveis de estado.
Substituindo o valor de F; descrito por (2.13) nas equagoes (2.10) e (2.11), pode-se completar a

descrigdo do modelo na forma dada pela (1.1), onde u(t) = V,;, e as matrizes A e B sdo dadas por

21



1 0
0 1
2
o I.+M.1.2)(B NgNm Kt KmKg”
A= 0 gM,21,> _(p+ plp”) (Beg+ R rmp? ) B M,l,B, , (2.14)
(Me+Mp)Ip+Mc Mplp® (Me+Mp)Ip+Mc Mplp* (Me+Mp)Ip+Me Mplp®
ngnm Ky KmKg>
0 Mpgly(Mc+Mp) _ Mply(Beq+ Rmrmp? ) _ (Mc+Mp)Bp
L (Mc+Mp) Ip+MceMply® (Me+Mp) Ip+Me Mpl,® (Me+Mp) Ip+Mc Mpl,® |
0
0
B = Ip+Mplp2 (ﬁgantKg) : (2‘15)
(Mc+Mp)Ip+McMply? N Rmrmp
Mplyp Ngnm KKy
(MC+MP)IP+MCMplp2( RmTmp )

Quando se desconsidera os parametros I,,, B}, e B, dos sistema, as matrizes A e B obtidas em

(2.14) e (2.15) resultam nas seguintes matrizes:

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A=l oM _mEEnE?y ol € B ek, |- (2.16)
M. RmrmpZMc ( McRmep )
0 g(Mc+Mp) (WgUmKthKgQ) 0 ( NgNMm Kt Kg )
Mclp RmepQMclp MclpRmep

Esta é uma forma bastante conhecida e basica de apresentar o problema do péndulo invertido.
Porém, uma vez que os parametros I,,, B}, e B, dos sistema sao conhecidos, substituindo os valores
constantes de acordo com a Tabela 2.2 na equagao (2.14), obtemos valores para as matrizes A e

B para a nossa configuracao de péndulo.

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

A= , B= (2.17)
0 13101 —58717 —0.0142 1.3655
0 48.1625 —25.4309 —0.5218 5.9142

A partir da matriz A mostrada em (2.17), pode-se calcular os 4 pdlos em configuragao de malha

aberta, cujos valores sao:

A1 =0, A =06.5013,A3 = —8.2350, A4 = —4.6598
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Pole-Zero Map
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0.05|

Imaginary Axis

02 I I I I I I I I
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6
Real Axis

Figura 2.6: Posigao dos pdlos e zeros do sistema representado pelas matrizes em (2.17).

Como pode ser observado, nem todos os pdlos encontram-se no semi-plano esquerdo, isto com-
prova a instabilidade do sistema e a necessidade da utilizacao de controladores para se controlar
o péndulo invertido. Nota-se também que um dos zeros encontra-se no semi-plano direito, carac-
terizando um sistema de fase ndo minima. Utilizando das matrizes A e B e da equagao (1.5) para

o calculo da matriz de controlabilidade C,,, obtemos o seguinte valor:

0 0.0014  —0.0081  0.0559
| o 0.0059  —0.0378 0.5106
"™ 10.0014 —0.0081  0.0559 —0.3847

0.0059 —0.00378 0.5106 —3.5080

Como pode ser observado, a matriz C}, do problema é uma matriz com posto completo visto

que det(Cy,) # 0, assegurando a controlabilidade do sistema.

2.3 Modelagem Fuzzy Takagi-Sugeno

Uma vez determinado que o problema do péndulo invertido é controlavel e nao linear, podemos
abordar outros aspectos do problema. Utilizando as equagcoes (2.7) e (2.8), e tomando a Tabela 2.2
como referéncia, podemos agrupar os termos constantes e determinar as matrizes A e B contendo

termos das fungoes nao lineares:

23



~ . )
0 1
A=, [Crcola®+Caan?’) F s Crcos(a(®) | 5 (2.18)
C114+Chasen(a(t))? C11+Crasen(a(t))®  Ci1+Crasen(a(t))?
0 Cs cos(a(t))+Co ) cos(a(t))at) Cr cos(a(t)) .
L 011+Clgsen(a(t))2 011+C1zsen(a(t))2 C11+C1zsen(a(t))2_
0
C
B= C11+C1289en(a(t))2 ) (2.19)
C1o cos(a(t))
Cll+01256n(a(t))2_
em que os valores constantes sao:
Cr = _Mp2lp3 + IpMply, Cy = —(M.+ Mp)pr
m Kt Ko K m K1 K,
Cy = ~(Ip + Myly?) (Bug + SIS |y — (1, + M1y ?) (Pgaitin),
o Kt K
Car= Myl By Cuo = =My (P72
Cs = (M, + M,)Mygl,, C11 = (M, + M) I, + M M,l,*
Ce = —M,*1,%, Cia = M,21,°

Aplicando o método descrito na Secao 1.7, identifica-se como equagdes nao lineares em (2.18)

e (2.19) :
Zl(t) =
z9(t) =c
z3(t) = &
Z4(t) =S

sen(a(t))
)

9

Calt)

Nota-se que nas quatro fungoes encontradas, apenas as varidveis de controle «(t) e a(t) estao

presentes. Além disso, pode-se adiantar que o modelo Takagi-Sugeno conterd 2* = 16 regras para

subsistemas lineares.

Uma vez identificadas, podemos calcular os valores de méximo e minimo

dessas funcgoes para a regiao de operacao desejada e, em seguida, as fungoes de pertinéncia. Uma

vez que o ponto de operagao desejado estd restrito ao intervalo aunin < a(t) < Qmaq, 0s valores

Aa(t) determinarao as fungdes de pertinéncia e as regras nos vértices da regiao escolhida.

Escolhendo af(t) € [—10°,10°] e &(t) €

[—10°/s,10°/s] como regiao de validade do modelo

fuzzy Takagi-Sugeno, obtemos os seguintes valores de maximo e minimo:
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t)=1=
)

max 2z9(t) =1 =
a(t)

max z3(t) = 0,0304 = z3,
a(t)

m(zgc z4(t) = 0,0301 = zg,

&

)

S

)

My(t) = "‘lz(f)__zfl

M =202

Sl(t) = Z37(t> _iv
23 — 23

Rl(t) = zzli(t) _277
4 24

min z;(t) = 0,9507 = z1,

a(t)

min zp(t) = 0, 9848 = 29,

Ms(t) = ,21%—_212(1?5)
Na(t) = Z222__ZQZ(;)
Sa(t) = Z?’zg__ziit)
Ry(t) = 2424__&12?)

De posse destes valores, pode-se reescrever a equagao no espaco de estados descrito por (1.1)

utilizando um modelo fuzzy Takagi-Sugeno, conforme mostrado a seguir:

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 Cizz2t+Cazsz Cs Cag; (t) + Co u(®) | (2.20)
C11+C1224 C114+C1224 C11+Ch224 C11+C1224

0 C5q;+Ce214;23 C7q; Cy . 109;
C11+C1224 C11+Ci224  Cr11+C1224 C11+C1224

2 2 2 2

= 3 S M ()N, o) S Bz4(8) x {Auaa(t) + Bugau(t)}

Podemos, entao, reescrever a equagao (2.20) na sua forma de espago de estados, como mostrado

na equagao (1.11),

16
i) = 3 hi(2){ Aix(t) + Buu(t)}, (2.21)
=1

em que h;(t),i =1,---,16 sdo funcdes de pertinéncia normalizadas conforme (1.12).

Os valores de Cy, Co, Cs, Cy, Cs, Cg, Cr, Cg, Co, C1g, C11 e C12 s@o constantes ja descritas para
uma dada configuragao do péndulo utilizado. As matrizes A; e B; da equacao (2.21) determinam

as dezesseis regras do sistema e sao dadas por:
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Ao

Ay

As

Ag

A7

0 1 0
0 0 1
C17z3+C2z3z1 Cs Cazy
C11+C122g C11+C12zg  C11+C122g
Csz3+Csz12223 Crza Cs
C11+C12zg C11+C12zg  C11+C1274 |
0 1 0
0 0 1
C17z3+C2z3z1 Cs Cyzy
C11+C1224 C11+C1224  C11+Ci22g
Cs523+Csz12223 Crza Cs
C11+C1224 C11+C1224  C11+C1224 |
0 1 0
0 0 1
C1z2+C22371 Cs Caza
C11+C12Z1 C11+C12zg  C11+C12Zg
Csz2+C6212223 Crza Cs
C11+C12zg C11+C12zg  C11+C1274 |
0 1 0 |
0 0 1
015+C2§Z Cg 045
C11+C1224 C11+C1224 Cr11+C1224
Cs22+C6Z12223 Crzg Cs
C11+C1224 C11+C1224 C11+C1224 |
0 1 0
0 0 1
C122+C2z371 C3 Caza
C11+C12Zs C114C12Zz  Cr11+C127Zg
C520+C6212273 7Z2 s
C11+C12Z1 C11+C12zg  C11+C1274 |
0 1 0o |
0 0 1
Ci122+CoZ371 Cs Cazz
C11+C1224 C11+C1224 C11+C1224
C520+C6Z12273 Crzg Cs
C11+C1224 C11+C1224  C11+C1224 |
0 1 0
0 0 1
Cr224+C22371 Cs Caza
Ci1+Ci272 C11+C12Zg Cr11+Cr2zg
Cs22+C6z12223 Crza Cs
C11+C12z2 C11+C12Zg Cr11+Cr224 |
0 1 0 |
0 0 1
Ciz2+Caz3Z1 Cs Cazz
C11+C1224 C11+C12z4 C11+Ci2zg
Cs522+CpZ12223 Crzo Cs
C11+C1224 C11+C1224  C11+C1224 |
0 1 0
0 0 1
C1Z2+C2Z321 Cs Caza
Ci11+Ch2Zz Ci11+C12zz  C11+Ci27a
C52z2+C6212223 Crza Cs
C11+C12Z1 C11+C12Zz  C11+C12%1 |
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By

By

Bs

Bg

B

0

0

Co
C11+C1224
Cioz2

|~ C11+Ch27a |

0

0

Co
C11+C1224
Ciozz

| C11+C1224 |

0

0

Cy
Ci11+C122s
Cioz2

|~ C11+C1271 |

0

0

Cy
C11+C1224
C10Z3

L~ Ci1+Ci224 ]

0

0

Co
C11+C12Zz2
_ Cioz
C11+C1274 |

0

0
Co
C11+C1224
__ Cioz
C11+C1224 |

0

0

Cy
C11+C12%Z1
Croz2

L~ C11+Ch27a |

0

0
Cy
C11+C1224
Cro22

L C11+C1224 ]

0

0

Co
C11+C12Z1
Crozz

|~ C11+Ci27a |



A12

Ais

Ay

o O o O

o O o O

0 1 0
0 0 1
C1z2+C27Z321 C3 Caza )
C11+C1224 C11+C1224 C11+Cl224
Cs5z2+Cp212223 Crza Cs
C11+C1224 C11+C12z4  Cr11+Cr224 |
0 1 0
0 0 1
C1z2+C22321 Cs Cyza ’
C11+C127z4 C11+C12z4 C11+C127a
Cs5z2+C6212223 Cr7za Cs
C11+C122g C11+C12zg  C11+C1274 |
0 1 0 |
0 0 1
C17Z2+Caz3z1 C3 CyZa )
C11+Cr2z4 Ci1+Ci2za Ci11+C1224
Cs5z2+Cp212223 Crza Cg
C11+C1224 C11+C1224 C11+C1224
0 1 0
0 0 1
Ciz2+CaZ321 Cs Caza ’
Ci11+Chi2zs_  Ci114Chr2zs  C11+Ci27za
Cs224C6212273 Crza Cs
C11+C12zg C11+C12zg  C11+C1274 |
0 1 0 |
0 0 1
Ciz22+CoZ321 Cy Caza J
C11+C1224 C11+C1224 C11+Cr224
Cs22+Ce212273 Crzz Cs
C11+C1224 C11+C12z4  C11+C1224 |
0 1 0
0 0 1
Ci22+C22321 Cs Cazz ’
C11+C1271 C114+C12Zs Cr11+Cr2zs
Cs5224+Cez12223 Crz2 Cs
C11+C127g C11+C12zs  C11+C122g
0 1 0
0 0 1
C122+C22321 Cs Caza )
C11+C1224 C11+C12z4  C11+C12z4
Cs522+Cp212223 Crza Cg
C11+C1224 C11+C1224  C11+Cla2g
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Big =

B3z =

By =

Bis =

Big =

0

0
Cy
C11+C1224
__ Cioz
L Ci1+Ci224 |

0

0
Cy
Ci11+Ci27s
__ Cioz
L C11+Ci271 |

0

0
Co
C11+C1224
__ Cioz
L C11+Ci224 |

0

0

Co
C11+C1224
_ Croz
C11+C1274 |

0

0

Co
C11+C1224
C1ro22

L™ C11+Cr2z4

0

0

Co
C11+C1274
. Cro22
C11+C12%2424

0

0

Cy
C11+C1224
_ Cioze
C11+C1224

Os graficos das regras do sistema podem ser visualizadas na sequéncia.



5 10 -10 -5 5 10

0 0
a (1) a(t)

Figura 2.7: Grafico das funcoes M;i(z1) (—) Figura 2.8: Grafico das fungoes Ni(z1) (—) e
e My(z2) (- -). Na(22) (- -)-

0
a ()

Figura 2.9: Gréfico das funcoes S1(21) (—) e Figura 2.10: Grafico das fungoes Ri(z1) ()
Sa(z2) (- -)- e Ry(z2) (- -)-

A semelhanga entre os graficos ocorre devido a escolha de um pequeno intervalo de valores
de a(t) e &(t). Para intervalos maiores, os gréficos das fungoes de pertinéncia se diferenciam de

maneira significativa.
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Capitulo 3

Projeto de Controlador

3.1 Projeto

Para controlar o sistema do péndulo invertido simples proposto, escolheu-se trabalhar com
o sistema em malha fechada com uma lei de realimentagdo de estados. Dentro deste tipo de
configuracao, decidiu-se posicionar o controlador entre a realimentacao e a planta do sistema. O

controlador desenvolvido utiliza a lei de controle fuzzy dada por:
u(t) = Z(h)G(h) " (t), (3.1)

em que u(t) é o sinal de controle, z(t) é o vetor de estados e Z(h) e G(h) sdo matrizes dependentes
do parametro h(t), fungdo de pertinéncia normalizada do modelo fuzzy, a serem determinadas.
Devido a facilidade de implementacao, foi escolhido implementar o modelo do sistema no ambiente
computacional Simulink, uma vez que ele dispoe de compatibilidade com o kit. Uma representagao

simplificada do modelo utilizado é ilustrada pela Figura 3.1.

Controlador Fuzzy

Fungéo

Saturador de
embarcada
voltagem
x1
nooo
- w O :g controlador  u 4}@—) %
x4
r(t)

Referéncia Planta IP02

X =[x1; x2; x3; x4]

i iy

Perturbacao no uf(t) Perturbagao no angulo

Figura 3.1: Diagrama de blocos do sistema.

A lei de controle (3.1) é projetada para o problema de regulagao, sem seguimento de referéncia.

Contudo, como mostrado na Figura 3.1, também foi considerado nas simulagbes o seguimento da
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referéncia da posi¢ao do carro. O modelo dispde de uma entrada r(t) de referéncia de posicao,
que serve para introduzir trajetérias ao sistema, por este motivo seu sinal é multiplicado por um
fator de ajuste de ganho e somado apenas & varidvel x1(t). Sao acrescentados dois blocos para
simular perturbagoes: um no comando V;,, somando-se ao sinal u(t), e outro somado ao estado
x9(t). Estas perturbagoes influenciam no sinal de controle Vm e na medigao do angulo da haste
a(t). O modelo dispée de um bloco saturador de voltagem, que limita o sinal de comando V;;,, ao
intervalo [—24,24] V de maneira a evitar danos ao motor. O controle do acionamento do motor e
a leitura das varidveis de estado é feito no bloco Planta IP02. Por fim, o algoritmo do controlador

¢ implementado em um bloco de fungao do Simulink chamado controlador.

De posse do modelo fuzzy Takagi-Sugeno apresentado na Segao 2.3, pode-se projetar contro-
ladores utilizando-se de LMIs, como demonstra o teorema a seguir. Antes, sera definido o indice

de desempenho utilizado no projeto do controlador.

Definicao 1 [Boyd et al., 1994] O sistema (1.14) é exponencialmente estdvel com taza de decai-
mento v > 0 se existir uma constante positiva 3 tal que, toda trajetdria dos estados x(t) € R™ do

sistema satisfaca
lz(®)]|< Bllz(0)lle™™, >0,

Amax (P)

e P € a matriz da fungdo quadrdtica de Lyapunov V (t,x) = x(t) Px(t).
)\min(P)

em que 3 =

Teorema 3.1 Dados 0s escalares positivos y e i, se existir uma matriz simétrica positiva definida
W e R™ "™ matrizes G; € R™" e Z; € R™*™ tais que :

Ei<07 Z‘:17'”7n
(3.2)
Tij—f'Tji<0, i<j:1,---,n

em que

AiGj + G;A; + BiZj + Z;B; + 2’)/W W + ,U(AZ'GJ' + B,‘Zj) — G;

T.. 2
Y * -G + GY)

(3.3)
entdo a lei de controle (3.1) com
Z(h) = hi(2()Zi, G(h) = hi(z(t))Gi (3.4)
i=1 i=1

¢ uma lei que estabiliza o sistema fuzzy Takagi-Sugeno dado em (1.14) com taxa de dacaimento ~y
para todo h(z(t)) € U.

L0 simbolo + denota blocos simétricos.
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Demonstragao: Primeiro, defina a matriz do sistema em malha fechada

A(h) & A(h) + B(h)Z(h)G(h)™* (3.5)
A(R)G(Rh) + G(h) A(h) 4+ 29W W + pA(h)G(Rh) — G(h)'
hi(z NTij =
ZZ O * —u(G(h) + G(h))

Observe que se as LMIs (3.2) s@o satisfeitas entdo T'(h) < 0, pois

<0<:>ZZh )Tm<o<:>2h2 TﬁZZh () (To + i) <

=1 j=1 =1 J=1 1<y

Pré e pés-multiplicando T'(h) < 0 por {I A(h)} e pela sua transposta, respectivamente, tem-se

AWM)W + WA(R) +29W < 0.

Seja P = W1, pré e pés-multiplicando (3.6) por W', tem-se

A(h)'P + PA(h) + 2vP < 0.

Seja a funcao de Lyapunov

V(t,z) = z(t) Px(t),

a LMI (3.7) é equivalente a

z(t) (A(h)' P+ PA(h)) (t) + x(t) (2vP) z(t) = V(t,x)+ 29V (t,z) < 0.

A resolucao de V(z) < —2yV (z) fornece V (t,z) < V(0,2(0))e~2" e, portanto

Amin(P)[[2(®)|P< 2/ ()P (t) < Amax(P)l[2()]1,

implica

Amin (P)]|z(8)[]? < V(0,2(0))e= 2"

la(®)]]* <
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Assim,

[ Amax (P) .
|z(®)]|< mnx(ome 7,

Portanto, o sistema em malha fechada é exponencialmente estavel com taxa de decaimento ~.

Comentdrio 1 Apesar do Teorema (3.1) poder ser resolvido como um problema otimizagdo de
autovalor generalizado [Boyd et al., 1994], resolve-se as LMIs (3.2) para valores dados de v para
evitar tazas de decaimentos elevadas e consequente saturag¢dao do sinal de controle (u(t) entre
[—24,24] V), restri¢ao nao considerada no problema. O escalar p € uma varidvel de folga do
problema. Na implementacao do teorema foi considerado um conjunto de valores de pu a serem

testados.

3.2 Simulacoes

Antes de implementar a versao para o kit do modelo ilustrado pela Figura 3.1, realizou-se tes-
tes de funcionamento do controlador projetado para algumas condi¢oes de operagao. Criou-se um
diagrama de bloco no ambiente Simulink contendo as equagoes nao lineares que descrevem a dina-
mica do péndulo invertido, conforme (2.7) e (2.8). Criou-se, entdo, uma func¢ao para implementar

o algoritmo do controlador.

Péndulo Invertido Simples:

Fuzzy TS de Malha Fechada posicao do carro {m)
Simulacao P Xc
valores de Vm Angulo (rad)

—®»  Vm

alpha

>
u=Vm
Saturador de
voltagem
Planta IP 02
Xxc Nao Linear
alpha
xc_dot
u controlador  alpha_dot
flim
Gi Vetor G
Zi Limites do politopo
Vetor Z

Fungdo

embarcada Zi

Figura 3.2: Diagrama de blocos do sistema simulado.

3.2.1 Bloco fungao

O bloco fungao utilizado constitui parte fundamental na implementagao do sistema controlavel.

Os parametros de entrada desta funcao sao: os limites das fungoes nao lineares denotados pelas
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regras de maximo e minimo descritas na Secao 2.3; os conjuntos de matrizes G; e Z; obtidos da
solugao da equagao LMI (3.3) e o vetor de estados x(t) fornecido pela planta. Com os valores dos
limites estabelecidos para o sistema e das varidveis xo e x4 do vetor de estados, o bloco fungao

calcula as 16 funcoes de pertinéncia para determinado instante do sistema.

Apés calcular as fungoes de pertinéncia, o bloco funcdo calcula a funcdo de pertinéncia nor-
malizada h;(z(t)),i = 1,-- -,k de acordo com a equagao (2.21), e posteriormente as matrizes G(h)
e Z(h) como indicado pela equagao (3.4). Encontradas as matrizes G(h) e Z(h), por fim o bloco
funcao calcula o sinal de comando por meio do produto descrito pela lei de controle (3.1). Desta
forma, todas as etapas da teoria de controle por modelo fuzzy Takagi-Sugeno por meio de nao

linearidade por setor sdo validadas no ambiente Simulink, conforme ilustra a Figura 3.2.

3.2.2 Simulagao para condigao inicial o = 5°

Considerando a condicao inicial da haste em 5° e demais varidveis com condicoes iniciais nulas,

foi obtida a seguinte resposta.
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X2 (graus)

-0.005

-0.01

; -0015;
0 1 2 3 4 5 6 Tempo (s)

(a) (b)

20

10f : : 8

vm (V)

I I I I
0 1 2 3 4 5 6
Tempo (s)

(c) c

Figura 3.3: (a) angulo z2; (b) posi¢do z1; (c) sinal de comando Vm apds o acionamento do

controlador (*) em angulo de 5°.

Como pode ser observado, o bloco funcao contendo a implementacao do controlador projetado

funcionou. O sistema foi controlado para a sua posicao de equilibrio em a = 0°.

3.2.3 Simulacgao para condigao inicial o = 10°

Considerando a condigao inicial da haste sendo igual a um dos vértices da modelagem (o = 10°

e demais varidveis com condigoes iniciais nulas), foi obtida a seguinte resposta.
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12 0.01

-0.01

-0.02

-0.03

X2 (graus)
X1 (m)

-0.04

-0.05

-0.06

-0.07

~0.08 L L L I I

Tempo (s)

(b)

16

14 4

12 -

101 : .

vm (V)

-2 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Tempo (s)

(c)

Figura 3.4: (a) angulo z2; (b) posi¢do z1; (c) sinal de comando Vm apds o acionamento do

controlador (*) em angulo de 10°.

Nota-se que o sistema apresentou um esforco maior para estabelecer o controle na posicao de
equilibrio mas sem saturar o sinal de controle (limitado ao intervalo [-24; 24] V) e, mais uma vez,
o controlador projetado funcionou. O sistema foi controlado para a sua posicao de equilibrio em

o = 0° com sucesso.

3.2.4 Simulacao para condigao inicial a = 25°

Considerando a condigao inicial da haste sendo igual a um valor superior ao estipulado pelos
vértices na modelagem ( o = 25° e demais varidveis com condigdes iniciais nulas), foi obtida a

seguinte resposta.
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20 : -

151 : -

-5 I I I I I

Tempo (s)
(c)

Figura 3.5: (a) angulo z2; (b) posigao z1; (c) sinal de comando Vm apds o acionamento do

controlador (*) em angulo de 25°.

Percebe-se que o controlador conseguiu controlar o sistema porém o carro atingiu valores de
posicao préximas ao limite de fim de curso (limitados pelo intervalo [—0, 25;0,25] m). De maneira
direta, o controlador foi capaz de controlar o sistema mesmo tendo sido projetado para uma regiao

menos abrangente, o que demonstra sua robustez.

3.3 Implementacgao

Utilizando o modelo em diagramas de blocos para o sistema em malha fechada ilustrado pela
Figura 3.1, construi-se um sistema para ser utilizado com o kit IP02 mostrado na Figura 3.6. Nela
podemos ver a realimentacao do espago de estados x(t), o controlador implementado por meio
do bloco fungao controlador e o sinal de referéncia r(t). O sinal de referéncia foi utilizado para
aplicar trajetorias senoidais e quadradas ao carro do péndulo, portanto seu valor é somado apenas

ao estado x1(t) do vetor de estados por meio da multiplicacdo com o vetor [1;0;0;0]. Quando
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nenhuma trajetéria é solicitada, o sinal de referécia indica a posigao r(t) = 0, ou seja, indica ao
carro que a posicao desejada é manter-se na posicao de origem. Os valores do sinal de referéncia
sao adquiridos pelo bloco entitulado Sinal. Foi adicionado também um bloco limitador, indicado
pelo nome de saturador de voltagem. A funcao deste bloco € limitar os valores do sinal de controle
da saida do controlador u(t) para o intervalo [—24;24] V. Os dados provenientes do saturador sao
gravados pelo bloco Vm para verificacao posterior. Como ji mencionado, os limites de saturagao
sa0 necessarios para proteger o motor. Para verificar a existéncia de sinais de controle cujos valores
estejam fora desse intervalo, foi adicionado um bloco para aquisicao dos sinais do controlador antes

da saturagao, nomeado de Vmantes.

O sistema é representada pelo bloco Planta IP02. Este bloco recebe o sinal de controle do
controlador, aciona o motor e recebe os dados dos encoders de posicao do carro e de angulo da
haste, calculando também os valores de velocidade linear e angular do sistema. As saidas desse
bloco sao as variaveis de estado do sistema, das quais, x; e x2 sao gravadas pelos blocos Xc e
alpha respectivamente. Os pares de blocos Stepl - Step2 e Step3 - Step4 sao usados para gerar os
sinais de perturbagao na leitura do angulo e no sinal de controle, respectivamente. Os blocos flim,
Ki, Gi e Zi fornecem valores necessarios para a implementagao da lei de controle dada por (3.1).
O bloco flim fornece os vértices do sistema fuzzy Takagi-Sugeno. Os blocos Gi e Zi fornecem os
conjuntos de matrizes G; e Z; da solucao das LMIs (3.2). Consequentemente, o bloco controlador
utiliza os valores de flim e X para calcular os valores de h;(z(t)) e, na sequéncia, dos valores de
G(h) e Z(h), completando a lei de controle fuzzy (3.1), que, por sua vez, dependem dos p estados
do sistema para célculo das matrizes que compoem o controlador (3.4). O célculo de h;(z(t)) é
feito em tempo real, dependendo das varidveis premissas. Os blocos Gh, Zh e Kh servem para

armazenar os valores de Z(h), G(h) e K(h) e realizar futuras verifica¢oes do resultado.
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Capitulo 4

Resultados experimentais

4.1 Implementacao

Uma vez desenvolvido e simulado o algoritmo, parte-se para a implementacao em bancada do
controlador projetado. Adotando como regiao para a modelagem do sistema fuzzy Takagi-Sugeno
a =€ [-10% +10°] e & = [—10°/s;+10°/s], obtem-se que o projeto do controlador é factivel. Foi
implementado um modelo Simulink capaz de integrar os aspectos do controlador desenvolvido
com o hardware do kit Quanser. O diagrama do modelo Simulink foi ilustrado na Figura 3.6.
Uma vez verificado que o modelo Simulink funciona, verificou-se a validade do nosso algoritmo.
De acordo com a equacao (3.3), variando-se o valor da constante v de 1 a 10, obtem-se diversos
valores de matrizes G; e Z;. Apds compar o resultado das simulacgoes para diversos valores de +y
com o péndulo na origem (z. = 0), constatou-se que v = 4,5 foi o valor que apresentava sinais
de entrada u(t) sem saturacao e menores variagoes do angulo «(t). Manteve-se este valor para os
demais testes realizados. Em todos as figuras esta indicado por meio do simbolo ‘x’ 0 momento
a partir do qual o controle se torna ativo (acionamento do controlador). Devido a possibilidade
da haste ser rotacionada pelo sentido horario ou anti-horério, foram realizados testes para os dois
sentidos. As figuras desta Secao foram escolhidas por melhor representarem o comportamento do
sistema para cada situagao. Nao foi feito uma padronizacao quanto ao sentido de rotacao da haste
na apresentacgao dos resultados para reforcar o fato que o sistema suporta o acionamento de ambas

as formas.

Com os parametros do controlador determinados, realizou-se testes para verificar o comporta-
mento do sistema. Aplicou-se testes para o carro seguir uma trajetéria (onda senoidal e quadrada),
testes de perturbagoes (na forma de impulsos tanto no angulo quanto na posi¢gdo medidos), além
de controle na origem e acionamento em condicoes diferentes das iniciais. Os resultados, e suas

respectivas andlises sao apresentados na sequéncia.
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4.1.1 Controle na origem

Dado um valor inicial de angulo para acionar o controlador, verificou-se o comportamento do
sistema para a situacao em que o péndulo deveria manter z. = 0 e a = 0°. Foram feitos testes
em que o acionamento do controlador ocorria para angulos de 0°, 52, 10°, 15° e 20° em relacao ao
ponto de equilibrio, podendo resultar em um valor negativo ou positivo, dependendo do sentido

de rotagao da haste. Os resultados sao ilustrados a seguir.

0.015 .

05
0.005

X2 (graus)
o
T
X1 (m)
)

-0.005

-0.01

-0.015

I I I I I I -0.02
1 2 3 4 5 6 7
Tempo (s)

(a) (b)

Tempo (s)

vm (V)
o
*

Tempo (s)
(¢)

Figura 4.1: (a) angulo z2; (b) posigdo z1; (c) sinal de comando Vm apds o acionamento do

controlador em (*) para um controle na origem.

A Figura 4.1a ilustra a eficidcia do controlador projetado ao mostrar uma variacdo de apro-
ximadamente 0,5° em torno do ponto de equilibrio. A grande variacao observada nos instantes
anteriores ao tempo de 2 segundos nas figuras 4.1a e 4.1b sao explicadas por resquicios de veloci-
dade angular produzidos pelo usuario na a¢ao de posicionar a haste no seu angulo inicial desejado.
Buscou-se ao maximo reduzir este problema mas alguns resquicios podem ser observados ao longo

dos demais experimentos. A semelhanga entre as figuras 4.1a e 4.1b mostra a movimentagao
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necessaria do carro para corrigir o angulo da haste e, em sequéncia, retornar a sua posicao de
origem. O valor de posigao registrado préximo ao valor —0.01 do sistema de coordenadas pode ser
explicado pelo fato do angulo se manter com valores negativos também, podendo ser interpretado
como uma tentativa de correcao do angulo antes da posi¢cao. Por nao possuir um canal integrador,
as figuras 4.1a e 4.1b apresentam um offset tanto no angulo quanto na posicao do carro. Este
offset ocorre também devido a diferencas entre a planta real e o modelo. A Figura 4.1c ilustra
o sinal de comando que, embora tenha ficado limitado ao intervalo [—5; 5] demonstrou uma alta

frequéncia de variagdo. Esta variagdo pode ser observada nas figuras 4.1a e 4.1b.

0.04

0.03

w2r 0.02

X2 (graus)
X1 (m)

0.01

-5

-6

-0.01

Tempo (s)

(b)

vm (V)

Tempo (s)
()

Figura 4.2: (a) angulo z2; (b) posi¢do x;; (c) sinal de comando Vm apds o acionamento do

controlador (*) em angulo de 5°.

A Figura 4.2a apresenta a rapida convergéncia da haste de seu valor inicial de —5° para o valor
de equilibrio. De maneira semelhante ao observado na Figura 4.1a, é possivel observar um resquicio
de velocidade angular antes do controlador assumir o comando do sistema. Pode ser observado nas
figuras 4.2a e 4.2b que a condigao inicial de ativagao do controlador nao interferiu no desempenho

do sistema para regime estacionario. Tanto a posicao do carro quanto o angulo apresentado pela
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haste permaneceram préximos dos seus valores de referéncia (z. = 0 e « = 0°). A Figura 4.2c
apresenta bastante variacao nos instantes de tempo anteriores a estabilizagao, como esperado para
a condicao de correcao do angulo da haste. Porém, seu comportamento regime estacionario é,
em um primeiro momento inesperado pois sua amplitude fica restrita a um intervalo visivelmente
menor do que o comportamento apresentado pela Figura 4.1c. Uma explicagao possivel é o fato do
teste mostrado pelas figuras 4.1 possuir variacoes no angulo e na posicao ocorrendo com frequéncia

maior, o que pode exigir sinais de saida maiores do controlador.

X2 (graus)
I
IS
T

-6

-12
0

Tempo (s) Tempo (s)

(a) (b)

16

12 : s

101 N

Tempo (s)
()

Figura 4.3: (a) angulo z2; (b) posigdo z1; (c) sinal de comando Vm apds o acionamento do

controlador (*) em angulo de 10°.

As figuras 4.3 ilustram a resposta do sistema a uma situagao de vértice do projeto (o = 10°).
O resultado é bastante satisfatorio, uma vez que o controlador consegue estabilizar a haste em
torno do ponto de equilibrio, com variagao semelhante aos testes anteriores, como pode ser visto na
Figura 4.3a. A posicao do carro, no entanto, apresenta uma variacao significativamente maior em
regime estacionario do que na Figura 4.1b e na Figura 4.2b. O esforco inicial para corrigir o angulo

da haste também é maior, como era de se esperar. A Figura 4.3c apresenta uma clara distingao

42



entre o momento de correcao do angulo e o regime estacionario. Nesta regidao estacionaria, mais
uma vez, a variacao do sinal de controle manteve-se bastante reduzida na tensao, mas alta na
frequéncia das transi¢oes. Os resultados deste teste refor¢gam validade da implementacao, uma vez

que opera em uma das condicoes de extremo da regiao de validade do modelo.

15 0.02

-0.02
10

-0.04

-0.06

[5)

-0.08

X2 (graus)
X1 (m)

Tempo (s)

(a) (b)

Figura 4.4: (a) angulo z2; (b) posigdo z1; (c) sinal de comando Vm apds o acionamento do

controlador (*) em angulo de 15°.

As figuras 4.4 representam o comportamento do sistema a uma situagao fora da regiao de
validade do modelo, tornando-se, desta forma, um teste de robustez para o controlador projetado,
contudo, sem garantias tedricas de estabilidade e desempenho. De maneira geral, as figuras 4.4
mostram que foi possivel estabelecer a condicao de equilibrio partindo de uma condigao inicial fora
da regiao de validade do modelo. Da Figura 4.4a, observa-se dois aspectos principais: a grande
amplitude no angulo produzido pela tentativa de estabilizar o sistema e a alta frequéncia de varia-
cao e a amplitude da variagao angular quando o sistema encontra-se em regime estacionario. Estes
comportamentos também podem ser observados na Figura 4.4b. O sinal de comando do controla-

dor, novamente, apresentou um valor alto nos instantes iniciais de funcionamento do controlador
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seguido de um padrao de amplitude limitado, bastante inferior aos seus valores de saturacao além
de manter sua alta frequéncia de variacao. Este valor inicial alto é necessario para levar a haste a

sua posicao correta. Foram observados comportamentos semelhantes nas simulagoes.

X2 (graus)
X1 (m)

Tempo (s) Tempo (s)

(a) (b)

vm (V)

Tempo (s)

(¢)

Figura 4.5: (a) angulo z2; (b) posigdo z1; (c) sinal de comando Vm apds o acionamento do

controlador (*) em angulo de 20°.

As figuras 4.5 trazem a resposta do sistema a uma situacao bem além daquela determinada no
procedimento de modelagem. Embora possuam formatos bastante semelhantes com os resutlados
obtidos nas figuras 4.2, 4.3 e 4.4, as amplitudes alcangadas neste teste ilustram a robustez que o
controlador projetado possui e da uma ideia do seu potencial caso fosse projetado para operar em
tal regiao. Um ponto importante de ser observado na Figura 4.5b é que o carro quase atinge sua
posigao de fim de curso (—0,25 < x. < 0,25 m). Isto sugere que tentativas de acionamento com
angulos maiores pode ser impraticaveis devido ao fim de curso do sistema. Nao foram realizados
testes para amplitudes maiores devido ao desgaste produzido nas engrenagens nos instantes iniciais
apds o acionamento. Caso exista uma engrenagem mais resistente ou trabalhe-se com o kit em

outra configuracao (sem a massa adicional, por exemplo), estes testes podem ser implementados.
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Para manter os parametros do sistema constantes durante todos os experimentos, a massa adicional

nao foi retirada.

4.1.2 Onda senoidal como sinal de referéncia de posigao

Acionando-se o controlador ao atingir o d&ngulo de 0°, verificou-se o comportamento do sistema
para a situagdo em que o carro seguia uma trajetoria senoidal. Os resultados sao ilustrados a

seguir.
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Figura 4.6: (a) angulo z2 (—); (b) posigao z1 (—); (c) sinal de comando Vm (—) apds o acionamento

do controlador em (*) para uma referéncia r(¢) de sinal de onda senoidal (——)

Nesta implementagao de trajetoria senoidal, é bastante chamativa a perturbacao no angulo
da haste no momento em que o sinal de referéncia cruza o eixo de referéncia e assume valores
positivos, como visto na Figura 4.6a. Esta perturbacao ocorre também no sinal de comando,
como observado na Figura 4.6c. Os motivos de tais perturbacoes nao sao claros uma vez que
ocorreram para varias execugoes deste teste. Tendo em vista a variacdo do angulo da haste, no
entanto, percebeu-se um controle bastante eficiente, considerando-se que o controlador realizou a

trajetéria também, como obsevado na Figura 4.6b. A trajetdria apresentada pode ser considerada
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suficiente para afirmar que o controlador é capaz de seguir um comando de trajetéria porém,

apresenta um atraso significativo em relacao ao sinal de referéncia aplicado.

4.1.3 Onda quadrada como sinal de referéncia de posicao

Acionando-se o controlador ao atingir o angulo de 0°, verifica-se o comportamento do sistema
para a situacdo em que o carro segue uma trajetoria de posicado dada por uma onda quadrada. Os

resultados sao ilustrados a seguir.
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Figura 4.7: (a) angulo x2 (—); (b) posicao z1 (—); sinal de comando Vm (—) apds o acionamento

do controlador em (*) para uma referéncia r(¢) de sinal de onda quadrada (——)

Para a implementagao de trajetoria dada por uma onda quadrada, percebeu-se uma variagao
bastante significativa do angulo quando ocorre uma mudanca no valor do sinal de referéncia. Isso
¢é explicado pela grande amplitude de variacao que é exigida do carro pelo sinal de referéncia.
Essa exigéncia obriga uma rdapida mudanca da posi¢ao, refletindo na variagdo angular da haste,
como pode ser visto na Figura 4.7a. Observa-se na Figura 4.7b que o sistema apresenta um

comportamento subamortecido. Da mesma Figura, percebeu-se uma pequena mudanca da posi¢cao
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do carro pouco apds a mudanca do sinal de referéncia. Esta mudanca ocorre pois a haste deve
adotar uma configuracao favoravel ao deslocamento na direcao correta, sem perder o controle do
seu angulo. Este comportamento é caracteristico de sistemas de fase nao minima. KEsta agao
do controlador também reflete no sinal de controle, como pode ser observado na Figura 4.7c.
Mais uma vez observou-se uma alta frequéncia do sinal do controlador mas dentro dos limites de

saturacao a perturbacoes

4.1.4 Resposta a perturbacao no angulo

Acionando-se o controlador ao atingir o angulo de 0°, verificou-se o comportamento do sistema
para a situacao em que z. = 0 mas o sistema recebe uma perturbacao na leitura do angulo e do

comando V,,. Os resultados sao ilustrados a seguir.
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Figura 4.8: (a) angulo z2 (—); (b) posigao x; (—); (c) sinal de comando Vm (—) apds o acionamento

do controlador em (*) para um perturbagdo no angulo

A simulacdo de uma perturbacdo na leitura do dngulo produz resultados bastantes interessan-
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tes. O angulo e a posicao apresentavam comportamentos com uma alta frequéncia de variagao
mas apés a aplicacao do sinal de perturbagao, esta frequéncia diminiu, como pode ser observado
nas figuras 4.8a e 4.8b. A explicacao para este acontecimento pode vir do fato que a perturbagao
aplicada no angulo produz uma pequena variacao na posigao para sua correcao. Esta variagao
abrupta e limitada pode modificar algum aspecto mecanico interno do sistema. A Figura 4.8c
indica claramente o momento em que ocorre a perturbacao no angulo e sua consequente acao do

controlador para corrigir o sistema.

4.1.5 Resposta a perturbacao na entrada de comando Vm
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Figura 4.9: (a) angulo z2 (—); (b) posigao x; (—); (c) sinal de comando Vm (—) apds o acionamento

do controlador em (*) para um perturbacao no sinal de comando Vm

A aplicacao de uma perturbacao no sinal de comando do controlador produz uma pequena
perturbacao no valor da posicao do carro. O motor é acionado abruptamente, produzindo uma

variacao na posicao e, consequentemente, no angulo, como mostrado nas figuras 4.9a e 4.9b. Pode
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ser observado também que estes valores de angulo e posicao sao pequenos, mal caracterizando um
problema ao sistema. De maneira geral, o sistema comporta-se de maneira semelhante ao teste
ilustrado pelas figuras 4.1. A Figura 4.9c sugere que o sinal do controldor reduz de amplitude apds
a aplicacao da perturbacao, de maneira semelhante ao que ocorreu na Figura 4.8. A explicagao

dada anteriormente também pode ser aplicada a esse teste.
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Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Analise dos resultados

Uma vez descritas as equagoes que descrevem a dinamica do sistema, conseguiu-se realizar
uma abordagem nao linear de controle do péndulo invertido por meio de sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno utilizando a técnica de nao linearidade de setor. Esta abordagem mostrou-se bastante
eficaz no tratamento das nao linearidades, uma vez que permite representar de maneira exata a
dindmica nao linear por meio de um conjunto de sistemas lineares. Além disso, permite o uso
de LMIs para obter as condigoes de operagao de cada sistema linear, o que abre condicao para
um tratamento computacional dos problemas. As figuras mostradas na Secgéo 4.1 ilustram que o
controlador projetado utilizando este método é capaz de estabelecer o controle do péndulo em sua
posicao de equilibrio, com pequenas variagoes nas medidas de angulo e de posicao do carro. Esse

resultado, por si s0, ja é bastante satisfatério.

Constata-se também que o controlador implementado permite ao sistema seguir trajetorias
para o carro dadas por ondas quadradas e senoidais, sem prejuizo ao controle do angulo. Nota-se
uma pequena vibracgao do sistema quando o carro cruza o ponto x. = 0 partindo de uma posigao
. < 0 quando recebendo uma onda senoidal. Uma explicagao satisfatoria para este acontecimento
pode ser dada pela folga das engrenagens que compoem o sistema. O acionamento, e posterior
controle feito pelo controlador, para valores de angulos fora do intervalo escolhido indica uma
certa robustez de operagao. Deve-se ressaltar as facilidades disponibilizadas pelo kit educativo,
que contribuiram de forma determinante na implementacao pratica dos controladores projetados,
permitindo, de maneira bastante simplificada, a observagao do comportamento do sistema para

os diferentes controladores.

5.2 Trabalhos futuros

Os resultados obtidos neste trabalho abrem espacgo para a realizacao de novos controladores,
com intervalos de operagao maiores, visando atingir os limites do hardware. Outra possibilidade

de estudo é a aplicacao de técnicas de otimizagao por meio de norma, tais como norma Hs e norma
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H, e incorporacao no projeto de aspectos praticos como a saturacao do sinal de controle e folgas

nas engrenagens.

Além disso, a identificagdo dos motivos que levaram a variagao do angulo e da posi¢ao quando
o carro seguia uma onda senoidal mostrada pelas figuras 4.6a e 4.6¢c merecem uma investigagao
mais criteriosa para averiguar possiveis problemas no hardware ou no projeto do controlador. O
controlador implementado por meio do Simulink permite, também, a implementacao de testes
que simulem falha dos sensores e utilizagdo de sensores com menor precisao. Uma abordagem do
problema considerando uma lei de controle digital também pode ser vista como uma sequéncia
deste trabalho.
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