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Resumo

Este trabalho trata do escoamento na escala das gotas de emulsoes diluidas. Nessa situacao, o escoa-
mento pode ser considerado livre dos efeitos de inércia, e as equagdes governantes sdo as equagoes
de Stokes. O Método Integral de Contorno é aplicado as equacdo de Stokes e utilizado para deter-
minar o campo de velocidade sobre a superficie da gota. Esse procedimento é descrito em detalhes,
tanto do ponto de vista tedrico quanto de sua implementagdo numérica. Todavia, o método baseia-
se em integrais de superficie que envolvem func¢oes de Green singulares, apresentando grandes erros
numéricos quando os calculos sdo realizados nas proximidades do ponto de singularidade. Nesse con-
texto, apresenta-se uma formulacdo nao singular para o campo de velocidade sobre a superficie de gotas
de razodes de viscosidades arbitrarias. Essa formulacao baseia-se em integrais de linha e permanece re-
gular mesmo quando o campo de velocidade é calculado exatamente sobre o ponto de singularidade.
Além disso, a formulacdo ndo singular apresenta solucao analitica para contornos formados por seg-
mentos de reta. O procedimento de discretizacdo da superficie da gota, o calculo de seu vetor normal
e curvatura, bem como o processo de evolucdo temporal e relaxacdo da malha também sdo descritos
em detalhes. Teorias assintéticas de primeira ordem do nimero de capilaridade e da razao de viscosi-
dades sao apresentadas para prever a deformacao e orientacdo das gotas. Como forma de validar a
nova formulacao, o fluxo de massa liquido através da superficie da gota é calculado numericamente
considerando as duas formulagoes e os resultados sdo comparados os resultados tedricos associados a
um escoamento incompressivel. Além disso, medidas de deformacdo da gota também sdo calculadas
considerando as duas formulac¢oes para o campo de velocidade. Nesse caso, os resultados numéricos

sao comparados com as previsoes tedricas e resultados experimentais disponiveis na literatura.

Palavras-chaves: Gotas de emulsoes diluidas. Formulagdo néo singular. Método Integral de Contorno.



Abstract

This work deals with the flow in the scale of the drops of diluted emulsions. In this case, the flow can
be considered free of the inertia effects, and the governing equations are the Stokes’ equations. The
Boundary Integral Method is applied to the Stokes’ equations and is used to determinate the velocity
field on the drop surface. The theoretical and numerical aspects of this procedure are described in
details. The method is based on surface integral involving singular Green functions, presenting large
numerical errors when the calculations are performed near to the point of singularity. In this context,
it presents a non singular formulation for the velocity field over the surface of any viscosity ratio
drops. This formulation is based on contour integrals e remains regular even when the calculations
are performed exactly over the singularity point. Moreover, the non singular formulation has analytic
solution for line segments contours. The procedure of discretization of the drop surface, the calculation
of its normal vector and curvature, and the process of temporal evolution and relaxation of the
mesh are also described in details. First-order asymptotic theories of capillary number and viscosity
ratio are presented to predict the deformation and orientation of the drops. In order to validate the
new formulation, the total mass flow through the surface of the drop is calculated considering both
formulations and the results are compared to theoretical results associated with an incompressible
flow. Furthermore, measures of the deformation of the drop are also calculated considering the two
formulations for the velocity field. In this case, the numerical results are compared with theoretical

predictions and experimental results available in the literature.

Key-words: Drops of diluted emulsions. Non singular formulation. Boundary Integral Method.
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do vetor velocidade

Desvio entre duas solugoes consecutivas do sistema linear associado ao calculo

do vetor velocidade sem os autovalores espurios
Curvatura média local

Razao entre as viscosidades das fases dispersa e continua
Viscosidade dinamica molecular da fase continua
Viscosidade dinamica caracteristica

Viscosidade cinematica molecular da fase continua
Orientacao da gota em relagdo ao escoamento nao perturbado
Vetor vorticidade

Velocidade tangencial utilizada na relaxacao

Massa especifica do fluido ambiente

Coeficiente de tensao superficial

Tensor de tensoes

Parte deviatérica do tensor de tensoes



Td

T

Tw

Tempo caracteristico de deformagao da gota

Tempo caracteristico de relaxacao da gota

Tempo caracteristico de rotacao da gota

Tempo caracteristico do escoamento nao perturbado

Taxa local de dissipagao de quantidade de movimento em energia interna
Taxa global de dissipacao de quantidade de movimento em energia interna
Potencial escalar associado ao campo gravitacional

Constante associada a magnitude da velocidade de relaxacao

Fluxo de massa através da superficie da gota

Fluxo de massa em regime permanente

Frequéncia caracteristica do escoamento

Velocidade de rotagao arbitraria da gota

Grupos adimensionais

Ca

Numero de capilaridade

Numero de capilaridade definido em funcao da viscosidade da gota
Numero de Deborah

Numero de Froude

Numero de Peclet

Numero de Reynolds

Numero de Reynolds na escala da gota

Numero de Reynolds na escala macroscopica

Numero de Reynolds interno a gota

Numero de Strouhal



Many that live deserve death, and some that die deserve life. Can you give it to them, Frodo?
Do not be too eager to deal out death and judgment. Even the very wise cannot see all ends.
All we have to decide is what to do with the time that is given to us.

Gandalf, the Gray - Lord of the Rings: The Fellowshep of the Ring.



1 Introducao

1.1 Motivacao para o estudo proposto

Uma emulsao é uma mistura bifasica de dois liquidos viscosos e imisciveis em que
um encontra-se disperso no outro na forma de gotas. Em geral, emulsoes provéem de um
processo de geracdo e ruptura de gotas em um par de fluidos, definindo, assim, uma fase
dispersa e outra continua. Em grande parte das aplica¢Oes praticas, as pequenas dimensoes
das gotas e sua quantidade permitem que a mistura seja tratada como um fluido continuo
equivalente, cujo comportamento mecanico médio estd intrinsecamente ligado a dinamica na
escala das gotas. Ainda que ambas as fases sejam constituidas de materiais simples, como agua
e 6leo, por exemplo, emulsoes sao tipicamente classificadas como fluidos ndo Newtonianos. De
fato, o escoamento que ocorre nas vizinhancgas das gotas é caracterizado por fenémenos fisicos
complexos, fazendo com que o fluido continuo equivalente apresente comportamento nao linear
em diversos casos.

A importancia do estudo de emulsoes encontra fundamento na grande variedade e
abrangéncia de suas aplicagoes. Informagoes detalhadas sobre o comportamento mecéanico desse
tipo de suspensao sao relevantes em diversos setores das industrias do petréleo, farmacéutica e
alimenticia. Além disso, o estudo sobre a mecénica da circulacido sanguinea e o desenvolvimento
de técnicas de monitoramento e transporte de farmacos injetados no organismo com o uso de
emulsoes magnéticas sdo aplicagoes crescentes nas ciéncias biomédicas.

Considerando as propriedades termofisicas de fluidos tipicos constituintes de emulsoes e
velocidades usuais em escoamentos de interesse pratico, é possivel desenvolver analises tedricas
microestruturais para obter informagoes precisas sobre a deformagao, orientagao e distribuicao
das gotas no escoamento. No caso de emulsoes estatisticamente homogéneas e em regimes
diluidos, as interagoes entre gotas sao efeitos de segunda ordem. Dessa forma, admite-se que as
gotas de emulsoes diluidas estao distantes da condicao em que as particulas se tocam, sugerindo
que modelos baseados em emulsoes infinitamente diluidas podem ser empregados para o estudo
de casos em que a concentracao da fase dispersa ocorre na faixa de 20% a 30%. Inserido
nesse contexto, a implementagao de simulagoes numéricas para investigar o comportamento
mecanico na escala das gotas é um tema recorrente na literatura e de grande relevancia no
ambito cientifico. Os fenémenos fisicos que ocorrem na superficie das gotas acontecem em
escalas de tempo e comprimento muito pequenas, dificultando as observagoes experimentais.

Assim, técnicas numéricas podem fornecer resultados importantes nesse tipo de estudo.
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1.2 Contexto fisico do modelo

Considerando que uma gota é convectada pelo escoamento, admite-se que uma escala
caracteristica de velocidade experimentada pela particula seja dada por U, = 7.a, em que 7.
é uma taxa de cisalhamento tipica e a é o didmetro da gota nao deformada. Nessas condicoes,
o niimero de Reynolds do escoamento externo & gota ¢ definido como Re, = a*j./v, em que
v é a viscosidade cinematica da fase continua. Considerando uma gota de 6leo com didmetro

1 segue que Re, ~ 107* (ou seja,

a = 10 pm, imersa em &agua, e supondo que 4, ~ 1 s~
Re, < 1). Consequentemente, sendo A a razao entre as viscosidades da fase dispersa e continua,
respectivamente, e sabendo que nas condigdes abordadas neste trabalho A = O(1), o ntimero
de Reynolds do escoamento interno a gota, Re; = Re, /A, também é muito pequeno. Portanto,
de maneira geral, tanto para o escoamento interno quanto para o externo a gota, o ntmero
de Reynolds é muito menor que a unidade. Dessa maneira, ambos os escoamentos podem ser
considerados livres de efeitos de inércia (Happel & Brenner, [1991)).

Por outro lado, caso consideremos processos difusivos em nivel molecular, temos que
o nimero de Peclet é dado por Pe = a*¥./D, em que D = kT/(6wpua) é o coeficiente de
difusdo de Stokes-Einstein, sendo k£ a constante de Boltzmann, T, a temperatura absoluta,
e p, a viscosidade dindmica do fluido ambiente. O niimero de Peclet pode ser interpretado
como a razao entre um tempo caracteristico do processo difusivo associado ao movimento
Browniano e um tempo caracteristico da escala convectiva (Einstein, 1956). Dessa maneira,
adotando as mesmas hipoteses descritas anteriormente, e supondo T' = 300 K, estima-se que
Pe = 4x103. Dessa forma, na escala das gotas, o tempo necessario para se observar a influéncia
da difusao molecular é muito maior que o relacionado ao transporte convectivo pelo campo de
velocidade. Assim, os efeitos do movimento Browniano nao sao relevantes para hidrodinamica
do escoamento.

A condi¢@o de escoamentos em baixos ntimeros de Reynolds leva a equagoes do movi-
mento lineares, caracterizando um balanco entre o campo de pressao e as tensoes de origem
viscosa. Além de permitir a aplicacdo de métodos analiticos tipicos para solucao de equagoes
diferenciais parciais, a linearidade das equacoes governantes na escala das gotas garante a vali-
dade do principio da invaridncia material (Truesdell & Noll, [1965)), possibilitando a descrigao da
emulsao como um fluido homogéneo equivalente, dispensando, assim, a descri¢cao de dois fluidos,
tipicamente utilizada em modelagens de escoamentos multifasicos. Ainda vale ressaltar que o
fato de Re, < 1 na escala das gotas nao implica necessariamente que o nimero de Reynolds do
escoamento baseado em uma escala macroscopica também seja pequeno. Para escalas tipicas
do problema macroscopico tem-se Re;, = Re,(L/a), em que L é um comprimento caracteristico

da escala externa, podendo ser considerado um parametro arbitrario nesse estudo.
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1.3 Revisao bibliografica

Estratégias numéricas para o estudo de emulsoes sao disponiveis em um nimero con-
sideravel de artigos na area. Grande parte deles utiliza a formulacgao integral do Método Integral
de Contorno para escoamentos de Stokes, descrita por Ladyzheskaya) (1969). Uma grande van-
tagem da formulagdo baseada em integrais de contorno quando comparada a outros métodos,
tais como o Método das Diferencas Finitas e o Método dos Elementos Finitos, por exemplo,
consiste em realizar integracoes apenas nas interfaces ou superficies de gotas. Contudo, a maior
vantagem dessa formulagao consiste em transformar o problema tridimensional do escoamento
ao redor de uma gota em um problema de superficie em apenas duas dimensoes, reduzindo o
esfor¢o computacional necessario. Uma implementacao pioneira foi realizada por [Youngren &
Acrivos) (1975)) para avaliar o escoamento em torno de uma particula rigida de forma arbitréria.
Rallison & Acrivos (1978) utilizaram a mesma metodologia para estudar a deformagao e as
condicoes de ruptura de uma gota em escoamentos cisalhantes, comparando os resultados obti-
dos com o trabalho teérico de Barthes-Biesel & Acrivos| (1973). Além disso, [Pozrikidis| (1993))
também estudou emulsoes tridimensionais considerando gotas deforméveis sujeitas a escoamen-
tos cisalhantes, enquanto Loewenberg & Hinch| (1997) avaliaram a interacao entre duas gotas.
Finalmente, vale destacar que a formulacao baseada em integrais de contorno tem sido aplicada
para a analise da deformacao de gotas magnéticas em escoamentos cisalhantes sob a¢ao de um
campo magnético (Cunha et al. 2007)).

Embora o Método Integral de Contorno reduza a dimensao do problema abordado, hé
uma grande dificuldade associada a sua implementacao devido a singularidade das funcoes de
Green presentes na formulagao. Sendo assim, na grande maioria dos estudos realiza-se grande
esforgo para que o calculo das integrais de superficie seja o mais preciso possivel. Nesse contexto,
as técnicas mais comuns consistem em utilizar malhas extremamente refinadas para descrever
os pontos materiais sobre a superficie das gotas e/ou adotar métodos numéricos de integracao
de alta ordem, especialmente nas vizinhancas do ponto singular (Stone & Leal, [1989; Yon
& Pozrikidis|, 1999; Pozrikidis, [2001)), o que compromete o ganho em tempo computacional
associado a reducao de dimensdo do problema. Outro procedimento relevante baseia-se em
realizar uma pseudo-subtracao de singularidades, permitindo que as integrais sejam avaliadas
numericamente de forma mais acurada nas vizinhangas do pélo (Loewenberg & Hinch! (1996)),
Zinchenko et al| (1997) e Loewenberg & Hinch (1997))). Embora esses procedimentos sejam
amplamente difundidos na literatura, nenhum deles fornece resultados satisfatorios quando as
integrais devem ser avaliadas em regioes muito proximas do ponto de singularidade, gerando
grandes instabilidades numéricas, conforme discutido por |Zinchenko et al.| (1997)).

Recentemente, contudo, |Bazhlekov et al.| (2004) desenvolveram uma formulagao baseada
em integrais de linha (ou de contorno) equivalente a representacao com integrais de superficie

produzidas pelo Método Integral de Contorno. Assim, mesmo que o ponto de singularidade
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esteja localizado exatamente sobre a superficie de integragdo, e contanto que o contorno da
superficie nao o contenha, essa formulagao permanece nao singular, produzindo resultados
numeéricos mais precisos e estaveis. Os autores ainda desenvolveram expressoes analiticas para o
calculo das integrais de linha, obtendo resultados exatos e dispensando a utilizacao de técnicas
numéricas para sua solucao. Dessa forma, e utilizando malhas adaptativas para discretizacao
dos pontos materiais sobre a superficie das gotas, resultados numéricos mais precisos foram

obtidos no estudo do processo de formagao e/ou ruptura de gotas e de interagdo entre gotas.

1.4 Objetivos

Inserido no contexto do estudo do comportamento mecanico de gotas de emulsoes
diluidas, o objetivo geral deste trabalho é implementar uma formulagao nao singular do Método
Integral de Contorno em trés dimensoes para o estudo da hidrodinamica de gotas isoladas
sujeitas a escoamentos cisalhantes simples. O codigo serd desenvolvido para simulagao de gotas
com qualquer razao de viscosidade.

Além disso, os objetivos especificos do presente trabalho sao:

1. avaliar e comparar os resultados numéricos associados a grandezas fisicas na escala das
gotas. Nesse sentido, utilizaremos medidas do fluxo de massa através de sua superficie. A
teoria para o desenvolvimento do problema pressupoe uma andlise Lagrangeana e que o
escoamento seja incompressivel, de sorte que a massa da gota permaneca sempre constan-
te. Todavia, instabilidades numéricas associadas ao calculo da velocidade dos pontos de
controle em sua superficie implicam um balanco de massa nao nulo dentro de seu volume.
Assim, o fluxo de massa através da superficie da gota pode ser entendido como uma
medida do erro global do método utilizado para o calculo da velocidade. Os resultados
serdao computados pela implementacao tanto da formulagdo singular com integrais de
superficie quanto da formulacdo nao singular com integrais de linha do Método Integral

de Contorno;

2. apresentar andlises assintéticas de primeira ordem para o estudo de emulsoes diluidas em
regimes de pequenas deformacoes. Em particular, serdo discutidos os casos de escoamen-
tos em baixos nimeros de capilaridades e de emulsdes em altas razoes de viscosidades,
fundamentando teorias O(Ca) e O(A™!), respectivamente. Essas teorias permitem o es-
tudo do comportamento mecanico de gotas isoladas, sendo representativas para emulsoes

com até 30% de fracao volumétrica de gotas;

3. avaliar medidas geométricas associadas a deformagao de gotas em escoamento cisalhante
simples. Nesse caso, resultados experimentais (Torza et al., [1972) e as teorias assintdticas

apresentadas para pequenas deformacoes de gotas em regimes de alta razao de viscosidades



Capitulo 1. Introducdo 5

e baixos numeros de capilaridade sao utilizadas para validar os resultados numéricos
provenientes das simulacoes. Considera-se, mais uma vez, resultados obtidos pelas duas

formulagoes do Método Integral de Contorno.

1.5 Organizagao do trabalho

Assim sendo, o presente trabalho é dividido em seis capitulos, cada qual contendo
diversas sec¢oes. O Capitulo 1 apresenta uma introducao tedrica contendo alguns dos aspectos
praticos para motivagao do estudo de gotas de emulsoes diluidas, bem como uma contextualiza-
¢ao fisica do modelo utilizado e uma breve revisao bibliografica, atentando, principalmente, para
a implementacao do Método Integral de Contorno. O Capitulo 2 é destinado a derivagdo das
equagoes basicas do problema proposto, apresentando suas equagoes governantes — as equacoes
de Stokes — e algumas de suas principais propriedades. Mostra-se ainda a solu¢ao fundamental
das equagoes de Stokes, destacando sua formulagao integral adimensionalizada. O Capitulo 3,
entao, trata da metodologia numérica para a simulacao de escoamentos na escala das gotas.
Suas se¢oes descrevem o procedimento de discretizagao espacial e geométrica da superficie da
gota, bem como aspectos computacionais envolvidos nas simulagoes, tais como a subtracao
de singularidades, o processo de relaxacao da malha e a regularizacao da dupla camada po-
tencial. O Capitulo 4, por sua vez, apresenta os detalhes do desenvolvimento da formulacao
nao singular baseada em integrais de linha. Testes numéricos com a finalidade de comparar
as duas formulacoes também sdo apresentados e discutidos. O Capitulo 5 contém os resulta-
dos numéricos associados aos objetivos do trabalho, comparando as formulagoes singular e nao
singular do Método Integral de Contorno para o escoamento na superficie de gotas isoladas.
Finalmente, o trabalho ainda conta com sessoes de conclusoes e perspectivas para trabalhos

futuros, ambas descritas no Capitulo 6, o qual é seguido das referéncias utilizadas.



2 Formulacao Integral de Contorno

Nas situacoes em que a inércia do escoamento é desprezivel verifica-se um balanco
entre as tensoes viscosas e o gradiente de pressao. Sem o termo associado a taxa de variacao do
momento linear e considerando fluidos Newtonianos, as equagoes governantes sao lineares, de
sorte que uma ampla frente de estudos envolvendo técnicas analiticas, experimentais e numéricas
pode ser explorada. Tendo em vista sua relevancia para este trabalho, este capitulo considera

suas derivagoes e algumas de suas principais propriedades.

2.1 Equacoes de balanco

Sejam as equacgoes de conservacao de massa e quantidade de movimento linear para

um meio continuo, dadas, respectivamente, por (Batchelor, |1967)

Dp
—= cu =0 2.1
Du
2 _v. 2.2
P =V ot (2.2)

em que p é a massa especifica, u(x,t) é o vetor velocidade Euleriano, o é o tensor de tensoes e
g denota uma forca de campo por unidade de massa. O operador derivada material é definido
por D/Dt = 0/0t +u -V e mede a taxa de variagdo temporal de uma quantidade qualquer do
escoamento calculada a partir de um referencial que translada com uma particula material. O
divergente do tensor de tensoes, V-0, representa a taxa de variacao da quantidade de movimento
por unidade de volume associada com forcas de superficie exercidas em um elemento de fluido.
Em geral, o tensor de tensoes pode ser decomposto em uma parte isotrépica (ou esférical) e

uma parte deviatérica?, de maneira que podemos escrever

o=—pl+%% (2.3)

em que p ¢ a pressao mecanica, determinada por p = %tr(a) e I ¢ o tensor identidade. Para

um fluido Newtoniano compressivel, temos que (Aris|, 1962)

=2 <E - ;(v : u)I>, (2.4)

Um tensor esférico é todo aquele que pode ser descrito de forma mais geral como c(x,t)I, em que c(x,t) é
um campo escalar.
Tensor deviatérico é um tensor de trago nulo, podendo ser escrito como T =1 — %tr(T)I .

1

2
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em que p é a viscosidade dindmica do fluido e E é o tensor taxa de deformagdo, definido
como a parte simétrica do tensor gradiente de velocidade, E = %(V’u + VuT). No caso de um
fluido incompressivel, a equagao (2.1)) é reduzida a condigao de incompressibilidade, descrita por

V-u = 0. Assim, substituindo a equagao constitutiva ({2.4)) e a condi¢ao de incompressibilidade
na equagao (12.2)), obtemos

ot

As equagoes vetoriais descritas em (2.5)) sao referenciadas como equagoes de Navier-Stokes e,

p(au +u- Vu) = —Vp+ uViu + pg. (2.5)

juntamente com a equacao da continuidade, constituem um sistema nao linear de equacoes
diferenciais parciais para os campos de velocidade e pressao.

Sejam, entdao, U, = 4.a, a e 1/w, escalas caracteristicas de velocidade, comprimento
e tempo, respectivamente. Levando-se em conta que uma escala de pressao adequada para
escoamentos com inércia desprezivel é p. = plU,/a, a equagao (2.5)) é adimensionalizada, sendo

reescrita como (Pozrikidis, [1992)

Re Sh ‘Z‘; + Rew- Vi = —Vp + Vi + ?ig, (2.6)
em que
I - . uw _ p . g
r=—, t=wt, V=aV, u=—, p=—, g=—-, 2.7
. 0 70 97 gl 2D

Sh = aw./U, é o ntimero de Strouhal e Fr = U2/(||g||la) é o ntimero de Froude. O nimero
de Reynolds, dado por Re = pUa/u, expressa a magnitude das forgas de inércia em relagao as
forcas viscosas ou, de forma equivalente, a razdo entre um tempo caracteristico de difusao de
vorticidade, a®/v, e um tempo caracteristico da escala convectiva, a/U,. O ntimero de Strouhal
¢ relevante se o padrdao de escoamento for oscilatério, expressando uma frequéncia adimen-
sional caracteristica da condi¢ao de contorno de entrada. Caso nao exista uma frequéncia de
excitacao externa imposta ao escoamento, adota-se w. = U,/a e Sh = 1. O nimero de Froude
é um parametro importante em escoamentos com superficie livre, expressando a razao entre as
magnitudes das forcas de inércia e de campo. Dessa forma, o grupo Re/F'r representa a relagao
entre forcas de campo e forgas viscosas.

Sendo assim, consideremos a situagao em que Re < 1 e ReSh < 1, de maneira que
os termos do lado esquerdo da equacao possam ser desprezados. Esse caso é o limite dual
das equagoes do movimento e caracteriza o escoamento como quasi-estacionario. Dessa forma,
o tempo necessario para a evolucao do campo de velocidade de um estado permanente para
outro é muito menor do que o tempo tipico de uma mudanca perceptivel na configuracao do
contorno da gota. Isto é, o tempo caracteristico de relaxacao da gota é muito maior que o
tempo caracteristico para propagacao de vorticidade ao longo do escoamento. Fisicamente, a
condicao de quasi-estacionariedade expressa que os campos de velocidade e pressdao ajustam-se

em intervalos muito menores do que aqueles em que a configuragao do contorno muda. Desta
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forma, o escoamento é sempre permanente com respeito a configuragao instantanea (Cunhal,
2003).

Deixando de lado a utilizagao do til para representar as grandezas adimensionais, temos
que as equagoes governantes do escoamento para um fluido Newtoniano incompressivel livre dos

efeitos de inércia sdo as equacoes de Stokes, expressas na forma

V.u=0, (2.8)

V-o+pg=0, (2.9)

em que o = —pI+2uE. Se considerarmos g um campo conservativo (ou uma forga conservativa
por unidade de massa), existe um potencial escalar x, tal que g = —Vx. Desta forma, se p é

constante, define-se a pressao modificada P = p + py e equacao (2.9) pode ser reescrita como

— VP + puVu = 0. (2.10)

No caso particular em que a for¢a de campo é devida exclusivamente a acao da gravidade, temos
que x = g - x; segue, entao, que a pressao modificada é P = p — pg - &, em que g = (0,0, —g)
e g ¢ magnitude da aceleracao da gravidade local. Vale destacar que o conceito de pressao
modificada s6 pode ser utilizado caso o fluido seja incompressivel e as condig¢oes de contorno do
problema sejam apenas de velocidade, tal que a forca da gravidade nao tenha efeito dinamico
no escoamento.

Ressalta-se ainda que em escoamentos em que existe um forcamento de alta frequéncia
o grupo adimensional Sh Re que aparece na equagao pode nao ser desprezivel. Assim, a
equacao mantém seu termo transiente e a equagao da conservacao de quantidade de movimento
é expressa pela equacao de Stokes em regime transiente,

ou

T VP — uViu =0. (2.11)

Note que, embora o termo transiente associado a derivada temporal esteja presente, a lineari-
dade da equagdao permanece.

Como consequéncia direta da linearidade das equacoes governantes, a forca hidrodi-
namica sobre uma particula transladando em um fluido Newtoniano em regimes de baixos
nimeros de Reynolds depende linearmente da velocidade. Consequentemente, se o sentido da
forca ¢é invertido, inverte-se também o sentido do movimento, caracterizando o escoamento de
Stokes como reversivel em relagao ao tempo.

Além disso, é possivel mostrar que em regimes de Stokes os campos de pressao e
vorticidade sdo harmonicos, tais que V2P = 0 e V2¢ = 0. Considerando as propriedades das
fungbes harmonicas (Evans, 1998)), conclui-se que nao hé regides de concentragao intensa de
vorticidade que indiquem que esta grandeza seja um campo compacto em regioes préoximas a
contornos solidos. Mostra-se ainda que a vorticidade assume valores extremos nas fronteiras de

um dominio regular. Por fim, verifica-se que V2V2u = V*u = 0, sendo possivel concluir que
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a velocidade é um campo biharmoénico nesse tipo de regime de escoamento. Esses resultados
sugerem que a solucao de problemas de Stokes pode ser obtida expandido os campos de pressao,
vorticidade e velocidade em uma série de fungoes harménicas sélidas (Lamb), |1932).

Por fim, partindo da taxa de dissipacao de quantidade de movimento em energia interna
por unidade de volume para um fluido Newtoniano incompressivel, ® = 2uFE : E, mostra-se
a unicidade da solugdo das equagdes de Stokes. Ainda vale comentar que a solugdao (u,p) das
equagoes de Stokes atende ao teorema da minima dissipagao de energia. Isto é, a solugao (u, p)
tem a menor taxa de dissipacdo de energia interna dentre todos os demais escoamentos que
satisfazem as condigdes de contorno. Todas as propriedades descritas até aqui sao discutidas

em detalhes no Apéncide [A]

2.2 Teorema da Reciprocidade de Lorentz

Considere dois escoamentos quaisquer, (u, o) e (u’,0’), de um mesmo fluido em uma
regiao V', delimitada pela superficie S. Ambos os escoamentos satisfazem as equagoes de Stokes,
descritas pelas equagoes e . O Teorema da Reciprocidade de Lorentz postula que
(Happel & Brenner| (1991])

/S(a'-u') -ndS—l—/V(u’ S f)dV = /S(o"-u) -ndS+/V(u-f')dV, (2.12)
em que n é o vetor unitario normal e exterior a superficie S e f = pg, sendo g uma forca de
campo por unidade de massa.

Para sua demonstracao, seja um fluido Newtoniano incompressivel de viscosidade dina-
mica p. Assim, para os dois escoamentos, os tensores de tensao sao expressos por o = —pI+2uFE
e o' = —p'I + 2uE’. Considerando ainda a condicdo de incompressibilidade do escoamento,
tem-se que o0 : E' = —pl : E' +2uE : E' e o' : E = —p'I : E +2uE' : E, respectivamente.
Portanto, desde que I : E =1 : E' = 0, segue que

o .E=0:F. (2.13)

Por outro lado, considerando que tanto o fluido quanto as particulas nao sejam mag-
néticos, nao existem torques internos induzidos no material por magnetizacao, e o tensor de
tensoes € simétrico. Entao, sabendo que o produto interno entre um tensor simétrico e outro
antissimétrico é nulo, segue que o : E' = o : Vu' ¢ ¢’ : E = ¢’ : Vu. Por fim, usando que

oc:Vu' =V -(o-u)—(V-0o)- v, ainda é possivel escrever

c:E=V-(oc-u)— (Vo) u (2.14)

o' E=V-(¢'-u)—(V-o)- u. (2.15)
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Finalmente, tendo em vista a equagao (2.13)) e sabendo que V - o = —f, subtrai-se (2.14]) de

(2.15) para mostrar que

Vi(io-u—0c u=Ff u-—fu. (2.16)

Integrando a equacao em uma regiao simplesmente conexa de fluido e usando o Teorema
da Divergéncia de Gauss, chega-se ao resultado apresentado em . Destaca-se ainda que
na auséncia de for¢as de campo, a equacao (2.16) reduz-se a V- (o -u' — o’ -u) = 0.

O resultado expresso pela equagao é referenciado na literatura como Teorema
da Reciprocidade de Lorentz ou, simplesmente, Identidade Reciproca (Pozrikidis| [1992; Kim &
Karilla, [1991; [Happel & Brenner, [1991). Esse teorema pode ser utilizado para demonstrar pro-
priedades de simetria do escoamento de Stokes. Além disso, é fundamental na determinagao
da representacao integral do escoamento em baixos nimeros de Reynolds. Para este trabalho,
essa representacao é o ponto de partida para formulagao do Método Integral de Contorno, uti-
lizado para obter solu¢ées numéricas do escoamento na superficie de gotas isoladas. Todavia,
a caracteristica mais relevante do Teorema da Reciprocidade de Lorentz é a possibilidade de
obter informacoes sobre um determinado escoamento sem a necessidade de resolvé-lo explicita-
mente. Ao invés disso, utiliza-se dados de outro escoamento ja conhecido, como, por exemplo,
o escoamento gerado por um ponto de forga, cuja solucao é denominada solu¢do fundamental

do escoamento de Stokes.

2.3 Solucao fundamental do escoamento de Stokes

A solugao fundamental das equagoes de Stokes corresponde ao escoamento gerado pela
presenca de um ponto de for¢a em um dominio tridimensional infinito de fluido (espago livre),

representada pelo seguinte sistema de equagoes (Ladyzheskaya, [1969))

uV*u — Vp = Fo(z — x), (2.17)
V-u=0, (2.18)

em que F' é uma forga concentrada (ou monopolo) aplicada sobre o fluido, &y é a posi¢ao
do ponto de forga e §(x — xy) é a distribuicdo Delta de Dirac no espago tridimensional. De
maneira geral, a presenca de uma particula em um escoamento de Stokes é representada por
Fé(x —xp)+ D -Vio(x—xy) +Q : VVi(x —xy) + ..., em que D e Q representam momentos
(dipolo e quadrupolo, respectivamente) gerados pela particula sobre o fluido. No contexto deste
trabalho, admite-se que um ponto de for¢a ou uma particula produz um disturbio de velocidade
e pressao de longo alcance no fluido. Em uma regido suficientemente afastada da localizag¢ao

xy, os momentos de alta ordem, os quais decaem com 1/r? ou mais rapido que isso, tornam-se
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contribui¢oes de segunda ordem, visto que r = || — xo|| > 1. Além disso, ainda vale destacar

que a distribuigao delta de Dirac atente as seguintes propriedades (Kreyszig, |1999)

(4) /_O; §(x — zo)dV =1 ¢ (id) /_Z 5(a — o) f(2)dV = f(ao). (2.19)

A solugdo do problema diferencial representado pelas equagdes (2.17)) e (2.18) pode ser

determinada via transformada de Fourier tridimensional, definida segundo o par de transfor-

madas
7 1 —ik-x
S @) =10 = Gy [, f@)e F T de, (2.20)
177 _ 1 ; ik-x
@) = 1) = e [, TR b (2.21)

Ademais, ainda é importante apresentar algumas propriedades da transformada de Fourier, tais

CcOomo

F{V - a(x)} =ik-a(k), a(x)eR’ (2.22)

Vi YHak)} = §likak)}, a(k) eR. (2.23)

De acordo com a equagao (2.22), tem-se que F{V?} = —k? em que k* = k- k. Assim, a equacio
da continuidade no espago reciproco de Fourier (ou espago de niimero de onda) assume a forma
k-a(k)=0. (2.24)

Aplicando a transformada de Fourier a equaciao de quantidade de movimento e con-

siderando, por ora, que o monopolo esta concentrado na origem, segue que

(k) + ikp(k) = —F— [, @) * . (2.95)

(27)3/2 Jgs
E usando a propriedade (i7) de (2.19) com f(x) = e ik -x e xy = 0, tem-se que

/ S(@)e kT gz = k0 1, (2.26)
R

e a equacao da quantidade de movimento no espaco reciproco reduz-se a

1
2 A N _
pk u(k) +ikp(k) = 7(27?)3/21?' (2.27)
Multiplicando-se escalarmente a equagdo (2.27) por k e usando a equacdo da continuidade,
obtém-se
. 1 k-F
p(k) = . (2.28)
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E, finalmente, substituindo (2.28)) em ([2.27)), mostra-se que

X 1 kk
u(k):-—chﬂanﬂk2ﬁ’-<1——k;>. (2.29)

Os resultados expressos pelas equagoes (2.28) e ([2.29)) s@o expressoes para os campos
de pressao e velocidade, respectivamente, no espacgo reciproco. Para determinar os campos cor-

respondentes no espaco fisico, usa-se a transformada inversa de Fourier e suas propriedades,

como indicam as equagoes (2.21)) e (2.23)). Assim,

M@:—;F-@m> (2.30)

T a3
1 I zxx
ulx)=——F - —+— . 2.31
@ =g 3+ %) (2.31)
Se o ponto de forca nao estiver na origem, entao a solucao fica modificada apenas por uma

translagao, podendo ser escrita, de forma geral, como

(@ — @o) = —;TF P — ) (2.32)

e w(@ — o) = —87T1MF G — ay), (2.33)
em que

Plr) = 2% (2.34)

e ﬂm:f+g‘ (2.35)

sdo fungoes de Green, r = x —xg e r = /7 - 7. Os campos p(x —xg) e u(x —xq) sdo, respectiva-
mente, os distirbios de pressao e velocidade produzidos por uma singularidade (monopolo) de
forca F' localizada na posi¢ao x,. Esses campos mostram como ¢ a interagdo hidrodindmica en-
tre particulas infinitesimais em escoamentos de Stokes. O vetor P e o tensor de segunda ordem
G sao conhecidos como propagadores dos distirbios de pressao e velocidade, respectivamente.
O tensor G também é referenciado como tensor de Oseen (Kim & Karillal, [1991)). O campo de
velocidade induzido por F, u = (87u) ' F - G, é denominado Stokeslet (Batchelor, [1970)3.
Vale ressaltar o fato dos propagadores serem fungdes geométricas apenas da distancia
relativa ou configuracdo de monopolos no espaco. Além disso, os disturbios propagam-se com
decaimento lento O(1/r). Desta forma, mesmo particulas relativamente afastadas umas das

outras interagem de forma significativa em escoamentos de Stokes. Para suspensoes diluidas,

30O termo G/(8mp) que aparece no campo de velocidade induzido por F ¢é muitas vezes referenciada como

tensor de Oseen-Burgers (Kim & Karilla, {1991)).
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contudo, é possivel aproximar as interacoes hidrodinamicas entre as particulas por interagoes
de ponto.

O tensor de tensoes para esse escoamento pode ser expresso em termos das funcoes de
Green P(r) e G(r). Para isto, substitui-se e na definicao do tensor de tensoes, de
maneira que o = (1/87)F - [P(r)I — (VG(r) + (VG)T(r))], sendo possivel mostrar que

1
o(x —x) = —S—WF T (r), (2.36)
em que
T(r) = 0 2.37
(r) = —oETTT (2.37)

O triddico T (r) é uma funcdo de Green tensorial de terceira ordem associada a propagagao
do disturbio de tensao gerado por um dipolo hidrodindmico em escoamentos de Stokes com

particulas livres de torque.

2.4 Propriedades das funcoes de Green

As fungoes de Green (ou fungoes de mobilidade) relacionadas a solugdo fundamental
do escoamento de Stokes apresentam propriedades importantes para o desenvolvimento da
representacao integral do escoamento na superficie de gotas.

Considerando a equacgao da continuidade para escoamentos incompressiveis, V - u = 0,
tem-se que / V-udV = / u -ndS = 0. Além disso, para o disturbio causado por apenas um
ponto de forga, segue que qf(:c) =1/(8mp)G(x — x) - F, e, portanto,

/5 G(x — z0) - n(x) dS(z) = 0. (2.38)

Ainda para o caso de um distirbio provocado por um ponto de forca, note que a
equacao da quantidade de movimento linear dada pela equagao (2.17)) pode ser reescrita como
V.o(x —xy) = Fé(x — x). Assim, sendo o(x — xy) dado pela equacdo (2.36), segue que
V- T(x—xg) = —8md(x — x)I. Integrando esse resultado em um volume regular V' que de-

limita uma superficie S e utilizando o Teorema da Divergéncia de Gauss, tem-se que

/ST(:I? —xp) -ndS(x) = —87TI/V d(x — xp) dV (). (2.39)

Usando as propriedades da distribuigao do Delta de Dirac (Abramovitz & Stegun, 1964) e
assumindo que S tenha vetor normal continuo em toda sua extensao, nao apresentando bicos

ou quinas?, segue que

4 Tal qual uma superficie de Lyapunov.
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0, x, ¢V
/V S — o) dV(z) =4 1/2, z, €5 | (2.40)
1, x, € 174

em que V =V — S ¢ o conjunto dos pontos que pertencem ao volume V', mas nao a superficie

S. Dessa maneira, é possivel mostrar que

/ T (@ — ) - n(x)dS(z) = —, (2.41)
S
em que
0, x, &V
c=49 4r, x, €85 (2.42)
8w, @, € 1%

representa uma constante que multiplica o tensor unitario e depende da posicao relativa entre
x( e a superficie S.
De forma analoga, partindo da lei de conservagao da quantidade de movimento angular

(Pozrikidis|, [1992) aplicada ao escoamento provocado por um ponto de forca, obtém-se

/S:c xF-T(x—x,) n(x)dS(x) = —87T/Va: X Fé(x —x,)dV(x). (2.43)

Sendo F' é um vetor arbitrario, invertendo-se a ordem do produto vetorial em ambos os lados

de ([2.43) e usando as mesmas propriedades do Delta de Dirac segue que

/Sa: T (x —x,) -n(x)dS(x) = —cx,, (2.44)

em que ¢ é dado novamente pela equacgao ([2.42)).
Por fim, também partindo da equacao da quantidade de movimento associada a um

ponto de forca, é possivel mostrar que (Pozrikidis|, [1992)

/S Pz — ) - n(zx) dS(z) = c. (2.45)

Além das propriedades ja discutidas, é importante destacar a simetria das fungoes
de Green em relagdo ao produto escalar por um vetor v arbitrario, isto é, P -v = v - P,
G- v=v-GeT -v=ov-T.Ainda nesse sentido, vale notar que G é uma funcao par, de sorte que
G(x—xy) = G(xog—x), enquanto P e T sao fungdes impares, tais que P(x—xg) = —P(xo—x)
e T(x—xy) = —T (xog—x). Essas propriedades podem ser verificadas diretamente das definigdes

das fungoes de Green, conforme apresentado na Segao [2.3]
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2.5 Representacao integral do escoamento de Stokes

A representacao integral do escoamento de Stokes fornece a base da formulagao do
Método Integral de Contorno para a solugdo do escoamento nas vizinhancas de uma gota
(Pozrikidis, |1992). Essa representacao transforma o problema tridimensional original em um
problema integral de superficie. A redugdo dimensional é um avanco significativo no sentido
de se obter métodos numéricos eficientes para a solucao de problemas em Microhidrodinamica
envolvendo superficies livres, como ocorre no movimento de gotas.

Para obter a representacao integral geral para solucoes de escoamentos em regimes de
baixos nimeros de Reynolds, partimos da identidade reciproca descrita pela equagao com
o par de escoamentos (u,o,0) e (u',a’, f'). O primeiro escoamento ¢ livre de forgas de campo,
de sorte que V- (o -4/ — o’ -u) = f' - u. O segundo escoamento, por sua vez, é produzido por
um monopolo com intensidade F' na posicao xg, tal que f' = -V -0’ = —Fd(x — xg). Assim,
tem-se que (87u) ' F -V - [G(x — x) - 0 — uT (T — o) - u] = §(x — o) F - u. Integrando esse
resultado em um volume V' qualquer de fluido, aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss

e considerando F' arbitrario, obtém-se

1 1
/V S — o Ju(@)dV (@) = o /S G(@—=0) o) n(z)dS - /S w(z)-T (@ —x0)-n(z) dS.
(2.46)
De forma geral, dependendo da localizacao do ponto de forca em relacao ao volume de
integracao V' e usando as propriedades da distribuicao Delta de Dirac, a representagao integral

para o campo de velocidade pode assumir os formatos

x, €V, u(x,)

T, €5, %u(mo) = &Tlu/sg(m —x,) o(x)-n(x)dS(x)
z, ¢V, 0
1
- o ful@) T -z, n(@)ds(@) (2.47)

Dessa maneira, desde que o (x) e u(x) sejam conhecidos em S, a equacao fornece
uma representacao integral para o distiurbio de velocidade em uma posicao xo arbitraria do
dominio. A primeira integral do lado esquerdo da igualdade quantifica os efeitos de uma dis-
tribuicao continua de pontos de forca de intensidade o - n sobre a superficie S e é referenciada
como simples camada potencial®. Por sua vez, a segunda integral pode ser interpretada como
uma distribuicao continua de dipolos hidrodindmicos ao longo de S, de forma analoga a teoria
potencial eletromagnética (Kim & Karillal [1991)), sendo conhecida como dupla camada poten-

cial.

Do inglés single-layer potential.

6 Do inglés double-layer potential.
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2.6 Representacao integral do escoamento sobre a superficie de gotas

Para obter a formulagao do Método Integral de Contorno para o calculo do escoamento
na superficie das gotas (ou de particulas deforméveis, em geral) é necessario dispor de uma
representacao integral deste escoamento. Para tanto, seja um escoamento nao perturbado u™
longe da particula, de forma que o campo de velocidade em qualquer ponto é dado por u(x) =
u™(x) +ui(x), em que u’(x) é o disttrbio de velocidade associado & presenca da gota. Vale
ressaltar que para pontos distantes da particula os distirbios de velocidade e tensao podem
ser desprezados, visto que decaem a razdo de 1/r e 1/r?, respectivamente, sendo r a distancia
tomada entre o ponto analisado e o centro da particula (Happel & Brenner} [1991)).

Dessa maneira, seja o fluido 1 — de viscosidade dindmica p; = Au — o fluido que constitui
a gota, e o fluido 2 — de viscosidade dinamica py = 1 — o fluido ambiente que representa a fase
continua, como ilustra a Figura [l Entdo, e considerando ambos os fluidos Newtonianos, A é

definido como a razao entre as viscosidades das fases dispersa e continua, respectivamente.

Figura 1 — Representagao esquematica para o calculo do escoamento na superficie de uma gota
isolada.

Deseja-se obter uma representacao integral para o escoamento exatamente sobre a
superficie da gota baseada no salto de tensdes através dela. Para tanto, e considerando xy € S,

sejam as seguintes expressoes para o campo de velocidade sobre a superficie da gota:

1. para € V, o fluido confinado pela superficie é o fluido 1. Nessa situacao,

1 1
pu@) = o [ m)-[oi(@) na)] dS(@)
1
- 87/5*”1(33) T (x — o) - n(x)dS(x), (2.48)

em que o € o tensor de tensoes determinado pelas propriedades do fluido 1;
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2. para x € V>, o fluido estd confinado entre as superficies S (da gota) e S (do espago

livre). Entao,

1 o 1 ,
Jul@s) = w(@o)+ / G(z — x,) - [oa(x) - /()] dS(x)

- 8 / us(z) - T(x —z,) - n'(x) dS(x)
T 87TM /oo G(x—z,) - [o2(x) - n'(x)] dS(x)
1
_ 87 /Soo Uz(w) . T(CC — .’BO) . n’(:]}) dS(CC) (2'49)
Note que para & € S, os vetores normais unitarios sao tais que n’ = —n. Assim, contanto

que S esteja longe o suficiente da gota de modo que os distiirbios de velocidade e tensao
nao sejam relevantes para o escoamento sobre a superficie S (de fato, tais disttarbios

tendem a zero com o aumento da distdncia), a equacao (2.49) reduz-se a

1
;u(wo) = (a) — SM / G(x — ) - [oa(x) - n(x)] dS ()

- / us(x) - T(x — x0) - () dS(x), (2.50)

em que o, € o tensor de tensoes calculado pelas propriedades do fluido 2.

Sendo assim, desde que u; = uy para € S, multiplicando a equagdo (2.48)) por \ e

somando o resultado obtido com a equacao (2.50|) é possivel mostrar que

wlwo) = () - ﬁ [ 6~ @) Af(w) ds(a)
47r1(1_+AA) [ @) Tie - 2) - n() ds(@) (2.51)

em que Af(x) = [oa(x) — o1 (x)]-n(x) é o salto de tensoes através da superficie S. Para inter-
faces viscosas com tensao superficial, o salto de tensoes ao atravessar a superficie de separacao
entre os fluidos é dado por (Pozrikidis|, 1992)

Af =20kn — Vo — Ap(g - x)n, (2.52)

em que o ¢ o coeficiente de tensao superficial, k = (V,-n)/2 é a curvatura média da superficie,
Vs = (I—nn)-V éo vetor gradiente projetado sobre a superficie e Ap = p; —po é a diferenca de
massas especificas. Essa formulac¢ao considera o salto de tensdes normais e tangenciais através
de S, bem como o efeito gravitacional liquido devido a diferenga entre as massas especificas dos

fluidos, sendo discutida em detalhes no Apéndice [Bl No presente trabalho nao se considera os
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efeitos do salto de tensoes na direcao tangencial, embora possam existir devido a gradientes de
temperatura ou gradientes superficiais de concentragao de surfactantes. Assim sendo, o salto de
tensoes é reduzido a Af = 20kn — Ap(g - )n, sendo esse resultado referenciado na literatura
como Lei de Young-Laplace.

Ainda que a dependéncia temporal nao tenha sido levada em conta explicitamente nas
equacoes de Stokes para a derivacdo da representacao integral do escoamento, mudancas na
configuragao da superficie da gota podem ser consideradas. Nesse sentido, supéem-se que o
tempo caracteristico de propagacao de vorticidade (ou de quantidade de movimento) é muito
menor que o tempo caracteristico de mudancas na configuracao da superficie. Nessa situacao,

as mudancas na forma da superficie podem ser determinadas pela relacdo cinematica evolutiva

Cf;: =u(x), €S, (2.53)
em um contexto de variagoes virtuais ou quasi-estaticas da posicao das particulas que constitu-
em a superficie. Essa condicao significa que todo o fluido ajusta-se imediatamente as mudancas
de localizacao das particulas sobre a superficie da gota devido a rapida difusao de vorticidade

pelo meio quando comparada com o tempo de relaxacao das mesmas.

2.7 Forma adimensional da representacao integral

No caso em que apenas o salto de tensdes normais é importante, isto é, quando os
efeitos gravitacionais sdo despreziveis e a superficie da gota é livre de gradientes de tensao
superficial, segue que Af = 20xn. Nessa situacao, define-se as escalas tempo caracteristicas
do escoamento e de relaxacio da gota como 5. ! e apu./o, respectivamente, em que 4, é uma
taxa de cisalhamento tipica do escoamento, a é o diametro da gota nao deformada, o é o
coeficiente de tensao superficial e p. = max {, Au}. Entao, consideremos as seguintes grandezas
adimensionais

x x _u> JIT) ~ dsS

Lo = —, T = D R:Raa u™ u = 5 ds = — (254)

- . ) 2
a a Y@ g a

em que o til indica a variavel adimensional. Além disso, é possivel adimensionalizar as fungoes
de Green associadas aos distirbios de velocidade e tensdo, de modo que G = aG e T = a*T .

Dessa maneira, a equacao (2.51]) pode ser reescrita em termos das quantidades adimensionais

definidas em (2.54) como

" 2 Yep fhe o - L pe [ oms N
u(xo) = 1+) o ;u (wo)—wu/52"39(50—330)‘”@”5(50)
1—A N A N e~
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Assim sendo, e suprimindo a distin¢gdo explicita das variaveis adimensionais pelo uso

do til, segue que

26)\ s Cy B
u(mo) = 1+ )\)Cau (20) — 47_‘_(1_'_)\)/52/45g(w —x) - n(x)dS(x)
Y
iy Jo @) T =) n(@)ds(a) (256

em que Ca = 4.au/o é o nimero de capilaridade e ¢y = p./p é uma constante. O niimero de
capilaridade é o parametro central no estudo da reologia de emulsoes, podendo ser interpretado
como uma taxa de cisalhamento adimensional que quantifica a intensidade do escoamento que
atua sobre a gota. Por outro lado, representa a razao entre um tempo caracteristico de relaxacao
da gota devido a tensao superficial, 7, ~ pa/o, e um tempo caracteristico do escoamento nao
perturbado, 7., ~ 1/4.. Assim, fica evidente a analogia entre o nimero de capilaridade e o
nimero de Deborah (Bird et all [1987). Esse tltimo é um pardmetro importante no estudo
da reologia de solugdes poliméricas, expressando a razdo entre um tempo caracteristico de
relaxacao do polimero e um tempo caracteristico do escoamento nao perturbado. Também é o
numero de capilaridade que correlaciona a macroescala do escoamento e a microhidrodinamica
da gota. A constante c,, por sua vez, é um parametro que sistematiza a selecao da viscosidade
apropriada para a adimensionalizacao das equacgdes, diferenciando os limites de altas e baixas
razoes de viscosidade e definindo a viscosidade caracteristica da microescala. Vale destacar que
em estudos especificos sobre emulsoes de altas razoes de viscosidade, define-se o ntimero de
capilaridade em func¢ao da viscosidade da gota, de maneira que Cay = ACa (Oliveira et al.|
2005)).



3 Metodologia numérica

Neste capitulo serdao abordados os principais tépicos acerca da solugdo numérica do
escoamento na superficie de uma gota utilizando a formulacao integral do Método Integral de
Contorno. Nesse sentido, deseja-se determinar a forma de uma gota sujeita a um escoamento
cisalhante simples e o campo de velocidade sobre sua superficie. Assim, um procedimento para
subtracao das singularidades presentes na formulacao das camadas potenciais simples e dupla ¢é
apresentado. O procedimento de discretizacao espacial da gota em pontos de controle sobre os
quais elementos geométricos, tais como vetor normal e curvatura, além da prépria velocidade
superficial, sdo conhecidos, também é discutido. Além disso, aborda-se um procedimento de
regularizacao da dupla camada potencial, cuja finalidade é tornar bem condicionado o sistema
de equagoes lineares para o calculo da velocidade superficial obtido apds a discretizagao da
superficie da gota em pontos de controle. Por fim, a metodologia utilizada para marcha temporal
a partir de um algoritmo de Euler com passo de tempo adaptativo e para relaxacao da malha

sao discutidos em detalhes.

3.1 Subtracio de singularidades

A representacao integral para o campo de velocidade sobre a superficie da gota de uma
emulsdao em regimes de baixos ntimeros de Reynolds é singular em x = xy, causando com-
plicacoes do ponto de vista numérico para solu¢ao de problemas que utilizam essa formulagao.
Nesse sentido, a subtracao das singularidades das camadas potenciais simples e dupla é um
procedimento algébrico que permite que as integrais de superficie presentes na representacao
descrita pela equacao sejam calculadas numericamente de forma mais acurada (Loewen-
berg & Hinch| (1996; |Zinchenko et al., 1997} Pozrikidis, [1992)).

Nessa situacao, a contribui¢ao da simples camada potencial na representacao integral

é dada por

Is= ZM/SQH(:B)Q(ZB ~xo) - n(z) dS(z). (3.1)

Por outro lado, para uma superficie S fechada, vale a propriedade descrita pela equagao (2.38]).
Dessa maneira, e admitindo k(x,) constante em rela¢ao a integracdo na variavel x, podemos

escrever

iy L 2egte e (@) dsta) —o. 32



Capitulo 8. Metodologia numérica 21

Entao, subtraindo (3.2)) de (3.1]) obtemos

Is=

m /S 2[R(x) — R(x0)]|G (x — 20) - m(z) dS (). (3.3)

A equacao ¢ a integral original I's com a singularidade em xy subtraida. Esse
procedimento garante que ao serem computados os valores do integrando em Ig as ordens
de magnitude do numerador e do denominador das fragoes resultantes do produto entre a
diferenca de curvaturas, [k(x) — k(xo)], e o diddico G(x — xy) sejam iguais. Isso acontece
porque o termo [k(x) — K(xg)] tende a zero quando @ aproxima-se de xg. Assim, ainda que o
ponto de controle esteja préximo do poélo durante a avaliagdo do integrando, obtém-se um valor
numérico consistente. Todavia, mesmo com a subtracao de singularidade, ainda nao é possivel
avaliar o valor de G(x — @) exatamente em x = x. Dessa forma, o célculo da integral deve
ser limitado a uma pequena regiao nas vizinhancas do pélo x.

Quando o salto de tensoes através da superficie S também considera os efeitos gravi-
tacionais liquidos um procedimento semelhante pode ser adotado. Nesse caso, a singularidade
pode ser subtraida facilmente substituindo-se x(xg) por Apg - xy. Todavia, quando existe um
salto de tensbes também na direcao tangencial (isto é, se V°0 # 0), nao ha como realizar a
subtracao de singularidade da simples camada potencial. Nessas situacoes, torna-se fundamental
a utilizacao de solugbes exatas das integrais ou de formulagdes nao singulares para a descri¢ao
do campo de velocidade sobre a superficie da gota.

Por fim, seja a contribuicao da dupla camada potencial na representacao integral, dada

por

1=
Cdm(1T+ )

Para realizar a subtracao de singularidade da dupla camada potencial utiliza-se o resultado de

D

/S u(z) - T(x — xo) - n(z) dS(z). (3.4)

(2.41)) para o caso em que xg € S, de modo que

M wleo) | [ Ttw =) n(@)ds(@) +471| =0 (3.5)

Assim sendo, subtraindo (3.5)) de (3.4) obtém-se

1—A

P a1+ )

US[U(:B) — u(xo)] - T (T — xo) - n(x) dS(z) — 47ru(a:0)] : (3.6)

que ¢é a integral I'p apds a subtracao da singularidade em xy. Os mesmos comentarios acerca
dos efeitos da substragao de singularidade feitos no caso de Is valem para Ip, com a vantagem
de que nesse ultimo caso o procedimento é de certa forma universal, visto que nao depende da

equacao constitutiva para o salto de tensoes através de S.
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3.2 Discretizacao espacial

A discretizacao espacial da superficie da gota é feita por meio do posicionamento de
pontos de controle sobre mesma. Considerando uma configuracao inicial esférica, o método
empregado inicia-se com a geracdo de um icosaedro regular!. As faces desse sélido sdo subdivi-
didas em triangulos equilateros e cada novo vértice é projetado sobre a esfera que circunscreve
o icosaedro original. O refinamento da discretizacao é controlado por um parametro f, numeri-
camente igual ao nimero de subdivisoes das arestas do icosaedro, como indica a Figura [2 As
quantidades da malha sao fun¢do de f, de modo que o ntimero de elementos, nos e arestas
valem, respectivamente, Na = 20f2, N, = 10f2 +2 e N, = 302

Aresta dividida
em f =4 segmentos

— &

Icosaedro

4
2
Save

¥
X

Figura 2 — Processo de geracao da malha esférica a partir de um icosaedro regular.

Os pontos de controle sao conectados utilizado uma estrutura de dados composta por
uma tabela de coordenadas dos nés e uma tabela de conexao dos elementos triangulares, na
qual sao listados os nés que compoem cada tridngulo sobre a superficie da esfera, na ordem
destrogera?. Ainda sdo necessarias estruturas para organizaciao dos nés e elementos vizinhos de
cada um dos noés; essas tabelas também foram geradas na ordem destrégera. Em virtude do
método utilizado para geracao da malha, o nimero de elementos e nds vizinhos de cada ponto
de controle pode variar entre cinco e seis.

Vale destacar que esse processo de discretizacdo é bastante difundido na literatura
(Loewenberg & Hinch|, [1996; |Zinchenko et al., 1997; Bazhlekov et al.| [2004). De fato, é um pro-
cedimento relativamente simples e que produz malhas de boa qualidade, apresentando triangulos

praticamente equilateros e pouca variacao no nimero de elementos e nés vizinhos.

1
2

Poliedro convexo de 20 faces triangulares regulares.
Isto é, no sentido anti-horario.
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3.3 Elementos geométricos da superficie

Para o calculo do vetor normal n e da curvatura média local k em cada n6é da malha

¢ possivel utilizar uma variacdo do Teorema de Stokes, tal que vale a identidade

F(ao)n(w.) = _slx [ (3.7)

em que S, é uma superficie que contém o ponto de controle ., C' é o contorno desta superficie
sobre a esfera e t ¢ um vetor unitdrio tangente a face triangular e ortogonal a trajetéria C,
como ilustra a Figura . Note que k(x.) é a curvatura média da superficie que contém o ponto
de controle x.. Esse método sera referenciado como método da integral de linha e foi empregado

de forma pioneira por Loewenberg & Hinch| (1996).

G
e

Figura 3 — Defini¢cdes geométricas para o calculo da curvatura local e do vetor normal pelo
método da integral de linha.

A definicao da trajetéria C' é muito relevante na precisao obtida no calculo da curvatura
pelo método da integral de linha. Originalmente, Loewenberg & Hinch| (1996) definiram a
trajetoria C' como o caminho que passa pelas linhas bisectoras de cada tridngulo® vizinho do né
x.. No entanto, esse procedimento torna-se impreciso quando o triangulo é obtusangulo, ja que
o circuncentro, neste caso, fica fora de seu perimetro. Assim sendo, esta definicdo nao é robusta
o suficiente para ser implementada em simulagoes de gotas deformando arbitrariamente.

De maneira alternativa, o contorno de S, pode ser definido pela trajetéria composta
pelos segmentos que unem os pontos médios dos lados do tridngulo ao seu baricentro x; (Bazh-

lekov et al., [2004)). Dessa forma, x;, é sempre interno ao tridngulo, como ilustra a Figura

3 Segmento que une o ponto médio de uma aresta do tridngulo ao seu circuncentro.
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X

2

Figura 4 — Detalhes dos vetores auxiliares para o calculo da curvatura média local pelo método
da integral de linha.

A integral de linha em é calculada somando-se as contribuicoes de cada elemento
vizinho do né. Utilizando a nomenclatura da Figura [4] e considerando que sao conhecidas as
coordenadas no espago dos pontos de controle x., €1 e x5 temos que x, = (. + 1 + @2)/3,
a; = (1 —x.)/2, as = (x9 —x.)/2, by = . — Ty — a1 e by = T, — &, — ay. O vetor normal
ao tridangulo ¢ dado por n = (a@; X as)/||a; x as||. Os vetores tangentes sao calculados como
t; = by Xxn ety = by xn. Esses tltimos tém a orientagao desejada e norma igual ao comprimento

do segmento a; a @, no caso de t;, e as a x;,, no caso de ty. Portanto, podemos escrever

/Ctdéz >t (3.8)

em que a soma ¢ realizada sobre todos os vetores tangentes em todos os elementos vizinhos do
no.

Embora existam diversos outros métodos para determinagao da curvatura local sobre
a superficie da gota, verifica-se que o método da integral de linha é sempre ligeiramente mais
preciso quando adota-se x; como o baricentro dos elementos. Levando-se em consideragao que
um c6digo baseado no Método Integral de Contorno tem sua principal aplicacao em regimes de
moderadas e grandes deformacoes, esse sera o método utilizado para as simulacgbes e o tnico
apresentado neste trabalho. Vale ressaltar que o método da integral de linha apresenta uma
implementacao computacional extremamente simples, de sorte que o tempo de processamento
necessario para os calculos da curvatura média local e do vetor normal é, em qualquer caso,

proporcional a Na.
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3.4 Regularizacao da dupla camada potencial

Para determinada configuracdo geométrica da gota, realiza-se um processo de dis-
cretizacao espacial em que um ntmero finito de pontos de controle @;, i = 1, ..., N, sdo definidos
sobre sua superficie S. Dessa forma, substitui-se & por x;, de modo que a equagao re-
presente um sistema linear de 3/N incégnitas. Um procedimento simples para solucionar esse
problema consiste no Método de Gauss-Seidel, que baseia-se em realizar substituigoes sucessivas
a partir de uma condicao inicial até que nao haja, dentro de determinada tolerancia, variacao
no valor do campo de velocidade u(x;) em cada ponto. Usualmente, a condigdo inicial é obtida
a partir do valor de u calculado para A = 1, j4 que nesse caso a dupla camada potencial
anula-se e a equacgao pode ser resolvida diretamente. Todavia, ao passo que A afasta-se
da unidade, isto é, quando A > 1 ou A < 1, o sistema linear de (2.56|) torna-se cada vez
mais mal condicionado. Assim, sua solucao passa a ser de dificil convergéncia, mesmo quando
métodos numéricos mais robustos e sofisticados para solucao de sistemas lineares sao utilizados.
Esse problema estd associado a existéncia de autossolugdes da parte homogénea (dupla camada
potencial) da equagao . Tais solugoes estao relacionadas a movimentos de corpo rigido
e expansoes uniformes da gota. Dessa maneira, para que o Método Integral de Contorno seja
implementado para determinacao do campo de velocidade sobre sua superficie, é necessario
retirar essas autossolugoes do espectro de solugao da dupla camada potencial.

Inserido nesse contexto, note que a equag¢ao pode ser representada algebricamente

CcOo1mo

u=pBL u+b, (3.9)

em que = (1 —A)/(1 4+ A), b é o vetor resultante das contribui¢oes do escoamento nao
perturbado e da simples camada potencial e L é uma aplicacao linear definida em funcao da

dupla camada potencial, dada por

1
L u= 47T/Su(m) T (@ — @) - n(z) dS(). (3.10)

A forma homogénea da equacao é obtida impondo-se b = 0, tal que L - u = au, em que
a = 1/B. Portanto, se o for um autovalor de L ou de seu operador adjunto L*, é possivel
mostrar que o sistema (3.9 ndo admite solugao (Limal 1996)).

Movimentos de corpo rigido sao descritos como u = V + Q X x, em que V e (2
sao velocidades de translagao e rotagdo arbitrarias e denotam autovetores de (3.9)) (Pozrikidis,
1992). Considerando separadamente os movimentos de translacao e rotagao, faz-se, inicialmente,

u =V, e substitui-se esse resultado na versao homogénea da equagao (2.56)), de modo que

1
Lv. [T w)-n(@) ds@) = av. G.11)
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Utilizando a propriedade descrita em (2.41)) para o € S, a integral de superficie em (3.11]) vale
—4nI. Assim sendo, @« = —1 é um autovalor associado ao autovetor V. De forma semelhante,

usando u = X xy na parte homogénea de ([2.56|) tem-se

1
2% / T(x — 20) - n(z)dS(x) = aQ X . (3.12)
T S
Utilizando novamente (2.41)) para o € S, segue que a integral de superficie em (3.12)) também

vale —47I, de maneira que a = —1 também ¢é autovalor do autovetor {2 x x. Lembrando que
S = 1/a, note que no limite 5 — —1 o sistema linear descrito pela equacao torna-se
cada vez mais mal condicionado. Fisicamente, 5 — —1 é equivalente a A — 0o, denotando que
a viscosidade da gota é muito maior que a viscosidade do fluido ambiente. Nessa situacao, a
particula comporta-se como um corpo rigido que translada e rotaciona junto com a vorticidade
do escoamento, e nao como uma gota que deforma-se por sua acao.

Da mesma maneira, os autovetores do operador adjunto de L também produzem o
mal condicionamento do sistema linear descrito por , e também devem ser retirados do

espectro de solucdo. Por definicdo, o operador adjunto L” é tal que

1
L' u = () / w(z) - T(x — xo) dS(x). (3.13)
T S
O problema linear L* - w = au admite u = m como autovetor. O autovalor associado é obtido
fazendo
1
~ n(@o) /S n(x) - T(x — @) dS(x) = an(xo). (3.14)

Mais uma vez usando para xy € S, segue que a = 1 é um autovalor associado ao autovetor
n. A interpretacao fisica para esse resultado é obtida notando que para o« — 1, é preciso que
A — 0, de sorte que a gota comporte-se como uma bolha inviscida imersa no escoamento.
Dessa maneira, os autovalores ay = —1 (A — o0) e as = 1 (A — 0), relativos a
movimentos de corpo rigido e de bolha inviscida (movimento de expansao uniforme), respecti-
vamente, prejudicam o condicionamento e impossibilitam a solu¢ao numérica do sistema linear
obtido apds a discretizagao espacial de . Assim, é necessario remover esses autovetores do
espectro de L. Um procedimento adequado para essa finalidade é referenciado como Defla¢ao de
autovalores de Wielandt (Wilkinson, 1965). Tal método consiste em substituir o operador L por
L' = L — a1v17 — ap8v,, em que {ay,v1} e {as, vy} sdo os pares de autovalores e autovetores
de L e L*, respectivamente. Além disso, seja o espaco de funcdes vetoriais A = {a(z) : R —
R3; a; € C% (a,a) < oo}, de dimensdo infinita, em que C° é o espaco das fungoes continuas,
no qual esta definido o produto interno (a, b) = /a(:n) -b(x) dS(x), em que {a, b} € A. Dessa
forma, é necessario que (r,v;) = 1 e (8,v3) = 1. Finalmente, note que o operador modificado
L’ apresenta os mesmos autovalores de L com excecao de a; e s, que foram substituidos por

Zero.
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Portanto, no presente contexto, o problema original dado pela equacao (2.56|) é subs-
tituido por (Zinchenko et al., (1997} Pozrikidis, |1992)

w = B[L - w— ovi(r,w) — azs(vy, w)] + b, (3.15)

sendo que o vetor velocidade original u é recuperado por

Bay v
1-— 60&1

O termo vy (r, w) = w’ pode ser entendido como a proje¢do de w em um espago de vetores de

u=w-+ (7, w). (3.16)

movimento de corpo rigido, sendo calculado por

w=V+Qxa, (3.17)

em que & = x — x,, sendo x. a coordenada do centrdide da gota. Sendo S sua area superficial,
segue que V = / w dS é a projecao de w na direcao de uma velocidade de translagao arbitraria
e 0 = Qe; é a projecao de w na direcao de uma velocidade de rotacao arbitraria, cujas

componentes podem ser determinadas pela solu¢ao do sistema

D,Q; = /S'w-(ei x &) dS, (3.18)

em que e; sao os vetores da base canonica do R3 e D é o tensor momento de inércia da superficie
S, dado por

D= /S (% - &) — &&] dS. (3.19)

O termo s(vq, w) pode ser calculado observando-se que se vo = m, uma escolha apro-
priada para s é s =n/S, dado que (n,n/S) = 1. Dessa forma, a projegao de w no espago de

movimentos de expansao livre pode ser determinada por

va(s,w) = %/S'w -ndS. (3.20)

A implementacao do processo de regularizacao da dupla camada potencial descrito
faz com que os sistemas lineares para determinagdo de wu(x;) obtidos apds a discretizagao da
superficie sejam bem condicionados. Assim, métodos iterativos como o de Gauss-Seidel atingem
a convergéncia rapidamente, podendo ser utilizados sem maiores dificuldades do ponto de vista
numérico. Finalmente, para a solucao numérica do sistema de equagoes lineares definido pela
equagao deve-se proceder da seguinte maneira: (i) resolve-se em que vi(r,w) é
determinado pela equagao (3.17), e s(vy, w), por (3.20)); (ii) para a determinacdo de L -w e

b, as singularidades das camadas potenciais simples e dupla devem ser subtraidas utilizado as
equagoes (3.3)) e (3.5)); (i) a solucao para u deve ser obtida utilizando a equagao (3.16)).
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3.5 Calculo da velocidade

Considerando-se a formulacao integral singular baseada no Método Integral de Con-
torno, a velocidade sobre a superficie da gota é determinada solucionando-se a equagao ([2.56|)
apos a subtracao das singularidades e a regularizacao da dupla camada potencial, como descri-
to nas Sec¢oes e [3.4] Entao, temos de solucionar numericamente integrais de superficies de
equagoes vetoriais do tipo F'(xg) = i f(x, o) dS(x), em que f(x,xy) é uma funcao vetorial de

x e de pardmetro xy. A integragao sobre S pode ser realizada pela soma das integrais realizadas

sobre cada um dos elementos, de maneira que / flx,xg) dS(x Z / (x,x0) dS(x), em

que S° denota a superficie do elemento e, em que e = 1,2,. NA Para integragao nas su-
perficies S¢ utiliza-se a Regra do Trapézio para o calculo de integrais sobre um triangulo de
vértices @1, Ty e &3 no espaco, de modo que (Press et al., [1992)

S
3

/f x,x) dS(x) ~ %: 23: £z, x). (3.21)

O uso da férmula de integracao introduz um erro O(Nx'), que é o mesmo cometido
no calculo da curvatura pelo método da integral de linha com elementos triangulares planos,
descrito na Secao [3.3]

A maneira mais natural de calcular integrais como aquela descrita em ¢é visitar
elemento por elemento e somar cada uma das contribui¢oes. No entanto, considerando que, em
geral, cada no pertence a seis triangulos, o valor do integrando é calculado em cada no repeti-
damente, em média, seis vezes. Uma alternativa para esse problema ¢é realizar uma varredura

por nés (Rallison) 1981), de forma que

1N

/S fla.@)dS(@) ~ 5 387" flw.0), (3.22)

=1

em que S’ é o somatorio das dreas dos elementos vizinhos do né na posicio x;. Realizando
o calculo das integrais de superficie dessa forma, o tempo por iteragao diminui para cerca de
17% do tempo que seria necessario se a integragao fosse realizada segundo a equagao
(Oliveira, 2007)).

O célculo da velocidade dos pontos de controle sobre a superficie da gota é realizado
pela solugao do sistema linear representado de forma algébrica pela equacao . Dessa
maneira, utiliza-se um algoritmo de substituicoes sucessivas para solu¢ao numérica do sistema.

Portanto, conhecendo-se w? e adotando-se determinada tolerancia A,,, segue que

1. wPt «+ B[L-w? — v} (r?, wP) — ass(ve, wP)| + b
2. Se &, = max{||w’t(x) — wP(z)||} < A,, entdo - FIM (3.23)
3. wP(x) + wrtl(x)
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Uma vez que os valores de w(x) sdo atualizados a medida que sao calculados durante a iteragao,
o algoritmo descrito em (|3.23)) reproduz o Método de Gauss-Seidel para solugao de sistemas
lineares (Kreyszig, 1999). Destaca-se que para altas razoes de viscosidade e altos nimeros de
capilaridade, a convergéncia de w dentro de uma tolerancia A, = 10~% ocorre por volta de 6
iteragoes. Em casos de gotas deformando de forma mais significativa, a convergéncia é obtida,
em geral, apds 3 iteragoes. Além disso, o refinamento da malha nao afeta de forma significativa
o numero de iteragoes necessdrias para convergéncia (Oliveira, [2007)). Apds a determinagao de
w a velocidade u é obtida pela equacao , tal que

u=w"" + fogalvlfﬂ(rpﬂ, w? ). (3.24)

Depois que o processo iterativo para w converge, o valor de u ¢ utilizado no lado direito
da equacao , em que apenas a substracao de singularidades é realizada. Assim, obtém-se
uma solucdo sem a remocao dos autovalores espurios, u,. Se ¢, = max{||u(x) — u,(x)||} >
A, = 107%, entdo o valor de A, é reduzido a 10% do valor original e as iteracoes em w
sao repetidas. Essa segunda conferéncia é feita com a finalidade de garantir que apenas as
autossolugoes associadas a movimentos de corpo rigido e de bolha inviscida sejam extraidas
do espectro de solugbes da representacao integral. Por fim, vale comentar que mesmo com um
chute inicial preciso tal que ¢, < A,, processos iterativos em que a remoc¢ao dos autovalores
espurios nao ¢é realizada divergem para A > 5 (Oliveira, |2007)).

No caso particular em que A = 1 a representacao integral do escoamento sobre a
superficie da gota reduz-se a simples camada potencial. Assim sendo, a expressao para u(x)
é explicita e ndo é necessario solucionar um sistema linear de forma iterativa. Tipicamente, a

aproximacao inicial para u(xg) necessaria quando A # 1 é obtida desse caso.

3.6 Evolucao da superficie da gota

A evolugao da superficie da gota é feita por um algoritmo de Euler de segunda ordem
aplicado & solucao da equacao evolutiva dx/dt = uw. O tempo fisico da simulag¢do é evoluido
segundo passos de tempo adaptativos. Nesse caso, o parametro utilizado consiste em uma
medida de deformacao da gota. Essa medida sera referenciada por Dy e é descrita em detalhes na
Segao 5.4} Dessa maneira, a posigao dos pontos de controle sobre a superficie da gota é evoluida
de duas formas distintas: (7) com um avango temporal de At; (i) com dois avangos consecutivos
de At/2. Assim, D, é calculado para as duas situagoes e define-se Ap = |D§i) - Déii)|. Enfim, o
passo de tempo de cada iteracao é calculado baseando-se na relacao entre o valor de Ap e faixas
de tolerancia previamente estabelecidas. O algoritmo que segue é utilizado para determinar o

passo de tempo de cada iteracao.
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1. D « Dy(At)
o At At
2. D Do — + —
2 2( > 3
Ap « DY) — DY (3.25)
Se Ap > Ay, entdo At « At(A,,/A)V?
Se Ap < A,,, entdo At + At(Ay /A3

Se At > 1, entao At < 1

SEREANE

Nesse caso, os limites maximo e minimo para A (Ay; e A,,, respectivamente), sdo calculados
por um desvio de £10% em relacdo a uma tolerancia padrao previamente definida, de sorte
que Ay = 1,10e, e A,, = 0,90¢,, em que &, = 107°. As simulacoes sdo inicializadas com um
passo de tempo At = 1072, Além disso, com o objetivo de conter os erros numéricos associados
ao método, o sexto passo do algoritmo indica que o passo de tempo ¢ limitado por um valor
maximo de uma unidade. De fato, quando o escoamento atinge o regime permanente e Dy
permanece praticamente constante, o método tende a aumentar consideravelmente o passo de
tempo entre duas iteragoes consecutivas, causando complicacoes do ponto de vista numérico
em relacao a estabilidade da malha.

O carédter Lagrangeano da discretizacao espacial, em que cada ponto da malha é uma
particula material sobre a superficie da gota, d4 origem a um problema de instabilidade da
malha. Mesmo que a forma da gota nao varie mais, ainda ha escoamento em sua superficie
(bem como dentro e fora da gota). Assim, os pontos de controle estdo sempre em movimento,
distorcendo os elementos até que a malha entre em colapso. Uma possivel solugao para esse tipo
de problema consiste em utilizar técnicas de relaxacao para malha. Tais procedimentos buscam
eliminar a dependéncia temporal da posicao dos nés sobre a gota, de forma que a malha nao
dependa mais da histéria do escoamento.

Loewenberg & Hinchl (1996]) convectam os pontos de controle sobre a superficie al-
terando a equagao evolutiva para dex/dt = u + II, em que IT é uma velocidade tangencial
arbitrariamente definida com o intuito de conter a distor¢cao da malha. Esse parametro deve ser
calculado localmente, de forma que o tempo de processamento necessario ao procedimento de
relaxagdo é O(Na). Esse método pode evitar que a malha distorga-se em simulagdes de longo
tempo. Além disso, a definicdo de IT pode levar em consideracao fatores como a curvatura
média local, variacoes na area dos elementos, distancia entre duas ou mais gotas, velocidade
sobre a superficie, concentragao de surfactantes, entre outros, caracterizando a técnica como
um método de relaxagao ativo. Desta forma, a recolocacao dos pontos de controle sobre a malha
pode privilegiar as regioes de alta curvatura ou altos gradientes de concentracao de surfactantes,
por exemplo. Neste trabalho emprega-se um método semelhante ao de [Loewenberg & Hinch
(1996), de modo a resolver a equagao

dx

= = (u-n)n+ 11, (3.26)
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com o valor de II, para cada né x; da malha, dado por (Loewenberg & Hinch) 1996)

3/2

() = o7 T2 = n(z)n(e)] S0 + Cald S @ — ), (321

em que ¢, C,1 e Cpo 880 constantes positivas, j é um indice que corre sobre os nés vizinhos do
ponto de controle &; e S§ ¢ a drea do elemento a esquerda da aresta formada por x; e x;. A
expressao para II é definida de forma heuristica e otimizagoes cuidadosas sao desnecessarias,
segundo os autores. O termo [I —n(x;)n(x;)] garante que IT seja uma componente de velocidade
tangente a superficie. A constante C,; controla a tendéncia da malha em manter os elementos
com mesma area, enquanto C,o controla a tendéncia da relaxacdo em concentrar pontos nas
regides de maior curvatura. Para tornar a velocidade de relaxacgao sensivel a outros parametros,
tais como concentrar pontos da malha nas proximidades de outra gota ou em regioes com alta
concentragao de surfactantes, é preciso adicionar termos similares. A constante v, por sua vez,
estd associada a magnitude de IT. Neste trabalho, as simulagoes foram realizadas com 1 = 300,
Crl =10e Crg = 5.

Vale comentar que a nova forma da equacao evolutiva descreve um processo de re-
laxacao a cada iteragao. Todavia, esse procedimento pode nao ser suficiente para tornar a
malha independente da historia do escoamento. Entao, os pontos sobre a superficie da gota
devem ser submetidos a novos processos de evolucao temporal em um contexto virtual, distinto
e independente da escala de tempo fisico. Nessa situagao, apenas a velocidade de relaxagao IT
é utilizada, e o passo de tempo adimensional é ajustado de acordo com os pardmetros fisicos
do problema, tal que At, = min{Az/[(A + 1)Cal, 1072}, em que Az = /47 /Na. O critério de
parada para o processo consiste em avaliar o comportamento do desvio padrao das areas dos
elementos da malha. Sendo assim, observa-se que utilizando 10 iteragoes extras de relaxacao a
cada passo de tempo fisico, o desvio padrao das areas dos elementos é da ordem de 0,2%, e
permanece praticamente constante. Dessa forma, o carater Lagrangeano da malha é anulado e
a posicao dos nos sobre a superficie da gota torna-se independente da histéria do escoamento.
Mais detalhes sobre o procedimento de relaxacao extra num contexto de tempo virtual sao

descritos por Siqueira et al.| (2011)).



4 Formulacao nao singular

No que tange aos procedimentos numéricos aplicados a escoamentos de Stokes, o ponto
de maior relevancia para determinacao da solucao de escoamentos com base no Método Integral
de Contorno é resolver as integrais de superficie descritas na equagao . A maior dificuldade
consiste nas singularidades das fun¢oes de Green presentes na formulagao,

T I rr
P(r) = 27"73’ g(r)= - - FGT(T) =—6

rrr
5 (4.1)
em que r = & — xy. Vale notar que o propagador do disturbio de velocidade, G(r), cai com
r e possui uma singularidade de primeira ordem, enquanto os propagadores dos disturbios de
pressdo e tensdao, P(r) e T (r), respectivamente, caem com r? e apresentam singularidades de
segunda ordem.

Nesse sentido, caso um método de integracao de acurdcia insuficiente seja utilizado nos
pontos da vizinhanca do pdlo xg, os erros por ele produzidos podem afetar consideravelmente
os resultados para o campo de velocidade sobre a superficie da gota e a evolugao temporal dos
pontos de controle sobre ela. Uma quantidade consideravel de técnicas de aproximagao numeérica
tem sido desenvolvidas com o objetivo de melhorar a performance dos célculos das integrais
de superficie para solu¢ao desse tipo de escoamento. Nesse contexto, destaca-se a utilizacao
de técnicas de integracao de alta ordem combinadas com processos de refinamento de malhas

nas vizinhangas do ponto singular (Stone & Leal, 1989; Yon & Pozrikidis, 1999; [Pozrikidis,

2001)), muito embora as identidades expressas pelas equagoes (2.38), (2.41]) e (2.45) ndo se-

jam satisfeitas exatamente, violando propriedades fisicas de conservacao do escoamento. Outro
procedimento que merece destaque é o de subtracao de singularidades (Loewenberg & Hinch),
1996; |Zinchenko et al., [1997; Loewenberg & Hinch, 1997)), descrito na Secao . Nesse caso
as propriedades das fun¢oes de Green sao completamente satisfeitas, todavia, o célculo ainda
deve ser limitado a uma pequena regiao em torno do pélo. Por outro lado, técnicas analiticas
de aproximagao no sentido de regularizar a singularidade do problema (Mukherjee, 2002) e
métodos exatos de integracao (Salvadori, 2001) também tém sido estudados. Todavia, esses
procedimentos nao sao aplicaveis no caso de superficies tridimensionais deformando arbitrari-
amente.

Inserido nesse contexto, este capitulo trata de uma alternativa ao calculo das integrais
de superficie singulares. Apresentamos uma formulacao nao singular baseada em integrais de
linha para representar as integrais de superficie das fun¢oes de Green singulares (Bazhlekov
et al., [2004). Assim, as integracoes sobre os elementos discretizados sobre a superficie da gota
sao realizadas considerando-se apenas seu contorno. Entao, desde que o contorno nao contenha

o polo xy, a singularidade é eliminada da formulacao. Além de nao singulares, as integrais
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de linha atendem exatamente as propriedades das func¢oes de Green descritas na Se¢ao e
apresentam bons resultados quando associadas a métodos numéricos de integracao.
Consideremos, entao, uma superficie tridimensional D, delimitada pelo contorno T,
como mostra a Figura [5] Assume-se que tanto D quanto I' sdo limitadas e regulares. Sejam
ainda mp o vetor unitario normal e exterior a D e t o vetor unitario tangente a I', definido
port = b X np, em que b é o vetor unitario normal a I' contido em um plano tangente a D.
Note que D, no contexto deste trabalho, representa parte da superficie de uma gota, nao sendo,

portanto, necessariamente plana.

Figura 5 — Esquema representativo de uma superficie tridimensional D e seu contorno I'.

Dessa maneira, este capitulo tem por finalidade mostrar que (Bazhlekov et al., |2004)

[ 6 mo(a)asie) = § L arty), (42)

ki
/ H(r) - np(x) dS(z) =2 7( Wdz(y), (4.3)
_ (g x t(y) .
/P np(z)dS(z 2]4 et a g e (4.4)

em que §y = y—xy, H =T +IP éum tensor de terceira ordem auxiliar e @ é um vetor unitario
arbitrario. A constante ¢ depende da orientacdo de a em relagdo ao contorno I' e é dada pela
equacdo (2.42). Note que as equagdes ([4.2)), e permanecem regulares mesmo quando
o pblo xy esta localizado exatamente sobre a superficie D. De fato, a tnica limita¢io para essas

representagoes € que o polo nao pertenca ao contorno I' da superficie de integracao.
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4.1 Formulagao nao singular da simples camada potencial

De acordo com a representacao dada pela equagao , a parte integral da simples
camada potencial é T° = / 2kG(x — xp) - m(x) dS(x), em que k = K(x) é a curvatura média
local da superficie de integracao. Todavia, partindo do Teorema do Valor Médio para k()
sobre S, mostra-se que considerar constante a curvatura média da superficie em que a integral
é avaliada introduz um erro O(Az?) no resultado de I° (Bazhlekov et al., [2004). Assim sendo,
uma aproximagcao razoavel para os objetivos deste trabalho consiste em reescrever a integracao

da simples camada potencial como

15 = 2 /S G(x — zo) - n(x)dS(x) + O(Az?), (4.5)

em que k representa, dessa vez, a curvatura média sobre uma pequena porcao S da gota. Dessa
forma, os problemas numéricos associados ao célculo de u(x) estao relacionados apenas com
a integracao do tensor G(x — xy), singular em @ = x(, sobre a superficie da gota. Ainda con-
siderando o esquema representado na Figura [5, estamos interessados em calcular a contribuigao

integral da simples camada potencial para o campo de velocidade,

16 = /D G(r) - np(x)dS(z). (4.6)

Seja entao a superficie conica S que conecta o contorno I' da superficie D ao polo x,
como mostra a Figura [0l Por simplicidade e sem perda de generalidade, supe-se que o pdlo xg
esteja localizado na origem do sistema de coordenadas, tal que g = 0 = (0,0,0). Assim, segue
que r = x e y = y. Caso o pdlo esteja sobre a superficie, isto é, &y = 0 € D, ainda é necessario

assumir que D nao tenha bicos ou quinas na origem.

Figura 6 — Detalhes da superficie conica S que liga o contorno I' ao pdlo x.
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Dessa maneira, define-se uma superficie fechada S. = S U D, de sorte que a propriedade
descrita pela equagao (2.38)) seja valida. Assim,

/Cg(r)- /g - ng(x) dS(@ +/ G(r)-np(x)dS() =0, (4.7

ou, de forma equivalente,

- [.6(r) - ns(2) dS(a). (48)

Voltando a defini¢ao de G(r), usando que I - ng = ng e notando que & e ng sdo ortogonais

para x € S, a integral sobre S pode ser reescrita como

[ 6r) ns(a)ase) = [ L (@) dS(), (4.9)

r

em que r = /7 - 7.
Consideremos agora a introdu¢do de um sistema de coordenadas polares 0(r,0(y)),

local com respeito a y € T', de sorte que dS(x) = r dr df. Entao, podemos escrever

_ _j{/y L s () dr do. (4.10)

Notando ainda que df = |dy x y|/|y|* e ns(y) = (y x dy)/|y x dy|, a equagao (4.10) pode ser
reescrita como

dy X y
16 = —]g - (4.11)

Por fim, verificando que dy = t(y)dl(y) e substituindo esse resultado em (4.11)), a integral da
simples camada potencial pode ser expressa a partir de uma integral de linha nao singular no

contorno fechado T, tal que

/g dS(z) = jg]t(z?yryde( ). (4.12)

E facil verificar que 1) independe da posi¢ao do polo xy. De fato, mesmo que pdlo
esteja localizado sobre a prépria superficie D, mas fora do contorno I', a formulagao ainda é

nao singular.

4.2  Formulagao nao singular da dupla camada potencial

Ainda de acordo com a representacdo integral de (2.56), a parte integral da dupla

camada potencial é I” = / u(x) - T(x —xp) - n(x)dS(x), que, apés a discretizagao espacial
S

da superficie da gota em N pontos de controle x;, representa um sistema linear de 3NV incognitas.

Partindo do Teorema do Valor Médio para u(x), mostra-se que (Bazhlekov et al., 2004)
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ID:M@-LT@—m@wmmM%w+O@ﬁL (4.13)

em que u(x) representa, nesse caso, uma média espacial do campo de velocidade tomado sobre
uma por¢ao S da superficie da gota. Note que essa representacao é conveniente para solugao
do sistema via métodos iterativos de substituigoes sucessivas a partir de uma condigao inicial,
como descrito na Secao |3.4] Dessa forma, a solugao para o vetor velocidade sobre cada ponto de
controle é atingida quando a diferenca entre os valores obtidos em duas itera¢oes consecutivas
for inferior a uma determinada tolerancia.

Assim, ainda com base na Figura [0 seja I'; a proje¢ao radial de I sobre uma esfera
unitaria centrada na origem, isto é, I'y = {z = y/|y|,y € I'}, e seja S parte da superficie do
cone limitada por I' e I'y, como mostra Figura |7l Em geral, a esfera unitaria é dividida em duas
partes pelo contorno I'y, embora os resultados aqui apresentados sejam validos para qualquer
situacao. Para essa demonstracao, consideremos i a parte da superficie da esfera cujo vetor
unitario normal aponta para fora da superficie fechada S. = DS U Dy, isto é, np(x) = —x.
O vetor np pode apontar para fora ou para dentro de S., e embora consideremos aqui o
primeiro caso, o outro difere apenas pelo sinal. Por fim, caso x, € D, a superficie projetada
D, é escolhida como a parte da esfera unitaria cujo vetor unitario normal np, tenha mesma

orientacao de np em relagao a S..

Figura 7 — Projecao do contorno I' sobre a esfera unitaria centrada em xy = 0.

Dessa forma, sendo D parte da superficie da gota, a grande dificuldade associada ao célculo

dupla dupla camada potencial consiste em determinar

ﬂzénmm@wuy (4.14)
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Para obter uma formulacdo ndo singular para I, consideremos o triddico auxiliar
H(r) =T (r)+ IP(r), tal que (Pozrikidis, [1992)

/S H(r)-n(@)dS(x) = 0, (4.15)

em que S, é uma superficie fechada. Assim como as propriedades descritas na Sec¢ao [2.4] a
equacao (4.15)) estd associada a propriedades de conservagdo do escoamento. Dessa maneira,

estamos interessados em determinar I = / H(r) - n(x)dS(x), que pode ser reescrita como
D

I = /S H(r) - n(a / H(r) - ng(z) dS(z) — /D H(r) - np,(@)dS(@).  (416)

A primeira integral da equacao (4 anula-se por consequéncia da propriedade (4.15)). Note
ainda que ng(x) é ortogonal a  em S, de maneira que a segunda integral também vale zero.

Além disso, para @ € D; segue que r = |x| =1 e @ - np,(x) = —1, de modo que

- /D (2 — 6zx)dS(x) =2 ¢ 2b(z)dl(z), (4.17)

IR
em que b(z) é o vetor unitario normal a I'; e tangente a D;. Note que a equagao ja
denota uma representacao nao singular para o calculo das integrais sobre Dy, sendo sua unica
limitacao o fato de o pdlo ndo poder pertencer ao contorno I';.
Para obter o resultado para a superficie tridimensional genérica D, sejam z = y/|y|,
b(z) = (y x t(y))/ly x t(y)| e di(z) = |y x t(y)|/|y|*. Dessa forma, segue que

/'H np(x)dS(z) = 2 yy@;(y))dz(y). (4.18)

Por fim, consideremos a terceira integral a ser avaliada, 17 = / P(r)-npdS(x). Uti-
D

lizando a mesma construcao da Figura 7| para I'y, Dy e S temos que

IP:/Cmr)- /7> ) dS(z) — /Dl’P(r)-nDl(:L*) dS(z).  (4.19)

De acordo com a propriedade ([2.45)), o resultado da primeira integral de (4.19) é ¢, e varia
de acordo com a posi¢ao do pdlo xy em relagdo a superficie S.. A segunda integral, por sua
vez, torna-se nula pois ng(x) é ortogonal a x em S. Além disso, para & € D; tem-se que

x-np,(x) = —1 e |x| = 1; entdo, usando a propria definigdo de P(r) é possivel escrever

I"'=c+2 [ dS(x). (4.20)

Dy
Como consequéncia da escolha de D, had duas possibilidades para a posi¢cao do pdlo: ou =
estd localizado fora do volume delimitado pela superficie fechada S., de maneira que ¢ = 0; ou

x( pertence a superficie D, isto é, g € S. com vetor unitario normal apontando para dentro
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do volume delimitado por S., de modo que ¢ = —4n. Note ainda que a integral descrita na
equacao (4.20)) representa o dngulo sélido definido pelo pélo x e o contorno de D. Assim como
para I, a tnica limitacdo para a posicdo do pélo é que ele ndo deve estar localizado sobre o
contorno de D;.

Com a finalidade de expressar a integral de superficie de como uma integral de
linha, consideremos um sistema de coordenadas esféricas 0(r, 0, ¢), como mostra a Figura [§ a
seguir. Nesse caso, a ¢ um vetor unitario arbitrario cuja origem coincide com a posi¢ao do pdlo,
isto é, a = (r =1,6 = 0). Note que o contorno de D, é I'y = {r =1,0 = 0(p)}.

r={r=16(¢)}

v=0;06=1/2

Figura 8 — Detalhes do sistema de coordenadas esféricas utilizadas para o calculo de I”.

De acordo com a montagem da Figura [§] segue que |w|? = 2(1 — cos(6(y))), em que
w = z — a. Assim, o elemento diferencial de superficie ¢ dado por dS = |w|*sin(dy)/2 =
(1 — cos(y))de. Notando ainda que cos(6(p)) = a -z e dp = (—a - b(z)/sin?(0))dl(z), segue
que
/ dS(z) = / (1 cos(8())) dy = 7{ —2-52) . (4.21)
Dy ¢ rnl+a-z
Por fim, a integral sobre I'; pode ser escrita em funcdo do contorno I' a partir das

mesmas relagoes utilizadas para passar de (4.17)) para (4.18]). Assim sendo, tem-se que

B (y x t(y))
/7> np(x)dS(z) = ¢ — 274 (o ey @) (4.22)

Vale ressaltar que nao ha restrigoes para a posicao do vetor a sobre a esfera unitaria. Todavia,
se xy estiver dentro de S. e —a € D;, a constante ¢ deve ser acrescida de 87 para que a
propriedade descrita pela equacao (2.45) seja satisfeita.
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Finalmente, a integral original do triddico T (r) sobre a superficie D pode ser expressa
como I" = I —IT7, em que I é o tensor unitario de segunda ordem. Utilizando a formulacéo

nao singular, segue que

(74 vl <t 4, +]§ ’y| - WX HY) oy g) (4.23)

ly|3 (ly| +a-y)

4.3 Solucao analitica da formulacao nao singular

Na maior parte das aplicagcoes do Método Integral de Contorno, as superficies sao
discretizadas por elementos poligonais, de forma que o contorno de cada uma delas possa ser
expresso como C' = |J; C; = U;[y", "], em que [¢y°, y""'] denota um segmento de reta entre
os pontos ¥’ e y'T!. Nesse sentido, a Figura |§] a seguir mostra a representacao de um contorno
C; arbitrario definido por um segmento de reta em relacdo ao polo xy. Nesse caso, D é parte
da superficie da gota e o pdlo x( esta localizado sobre um dos noés obtidos pela discretizagao.
Por outro lado, os pontos ¥ e y**! nao sao nés da malha. De fato, e mantendo a referéncia da
Figura , a contribuicao de x. para u(x,) é obtida, dessa vez, por integrais de linha consecutivas
sobre o contorno da superficie que contém o ponto de controle de x.. Assim, os pontos y’ e
y assumem duas posicoes distintas e alternadas: os baricentros x;, de todos os elementos
formados por x. e os pontos médios dos segmentos entre . e seus nos vizinhos. Por fim, é
possivel concluir que para nés que participam de 5 ou 6 elementos, as integrais de superficie
sao computadas por meio de 10 ou 12 integrais de linha, respectivamente, realizadas sempre no
sentido anti-horario com relacao ao n6. Além disso, mesmo quando & = xq, o contorno definido

pelos segmentos y* e y*™! nao contém o pélo, mantendo regularidade da formulacao.

D

yj+1

y
Figura 9 — Representagdo do caminho de integracao adequado para a utilizacao da formulacao
nao singular sobre a superficie da gota.
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Consideremos agora detalhes sobre o caminho de integracao I'* formado por y* e y**!,
como mostra a Figura [10} O segmento I'} é tal que I'} = {z = y/|y|}. Além disso, o vetor a

determina os angulos 6; e #,.; com os vetores y* e y'*!, respectivamente.
+ )

yi+1

Zi+1

Yi

Figura 10 — Esquema representativo para obtenc¢ao da solucao analitica da formulacao nao sin-
gular das camadas potenciais simples e dupla sobre um caminho definido por um
segmento de reta.

Assim sendo, é possivel mostrar que as integrais de linha da formulacao nao singular
das camadas potenciais simples e dupla possuem solugoes analiticas, de maneira que (Bazhlekov
et al., |2004))

16 = [ MY )y sin) og| LT PNO T cosCul) | VT g

|’£I| Sin(ﬁi) sin(%) |y’ X yi+1|’

. 2a - i i+1 [ 1-— i tan (% +e; .
r = a- =) b(2) dl(z) = a <Z . z - ) tan ™! Sl (2> —tan~! <62> ,
ril+a-z gi|zt x zH] i i i
(4.25)
y (2 2 (2 x 2
- /F Rb(z)di(z) = F SR (4.26)

em que e; = [cos(0;41) — cos(6;) cos(;)]/ sin(a), f; = cos(6;) e gi = /1 —e? — f2.

E importante notar que embora as equacoes (|4.24I), d4.25|) e d4.26[) sejam validas para

contornos definidos por um segmento de reta, as integrais podem ser avaliadas sobre toda
a superficie, desde que seja imposta uma orientacao adequada para o sentido de integracao,

evitando a sobreposicao de segmentos.
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4.4 Validacao da formulacao nao singular

Consideremos entao um exemplo numérico com a finalidade de comparar os resultados
produzidos pela formulacdo singular (baseada em integrais de superficie) e pela formulagao
nao singular (baseada em integrais de linha). Nesse caso, seja D um tridngulo equilatero de
lados unitarios definido pelos vértices A, B e C. O triangulo esta definido no plano x = 0 e
seu centro geométrico estd localizado sobre a origem de sistema de referéncia, de forma que
A=(0,0,-1/v/3), B=(0,1/2,1/3/12) e C=(0, —1/2,1/4/12). O pélo =, pode assumir qualquer
posic¢ao ao longo de um eixo perpendicular ao tridngulo e que passa pelo seu centro geométrico,

isto é, g = (1,0,0), em que |r| é a distdncia do pdlo ao tridngulo.

Figura 11 — Triangulo equilatero utilizado para validar a formulag¢ao nao singular das camadas
potenciais simples e dupla.

A Figura [12] a seguir mostra a primeira componente da simples camada potencial, I,
em fungao da posi¢ao do polo relativa ao centro do triangulo. Note que, nesse caso, as outras duas
componentes de I¢ sao identicamente nulas. Os resultados numéricos para formulacio singular
foram obtidos pela Regra do Trapézio aplicada a integrais de superficie com uma varredura por
nés, conforme descrito na Secao [3.5] Dessa maneira, o tridngulo original D é dividido em Na
tridngulos menores, e o resultado final é obtido pela contribui¢cdo das integracdo em cada uma
das subdivisoes. A solugao exata, por sua vez, foi obtida pela aplicacao da equagao (4.24) aos

trés lados do triangulo original, consecutivamente.
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Figura 12 — Primeira componente de I¢ como funcdo distancia do pélo @z, & superficie D.
Comparacao entre a solugao exata da formulacdo regular e resultados numéricos
obtidos pela Regra do Trapézio aplicada a formulagao singular.

Nesse sentido, o teste verifica que os resultados produzidos pelos dois métodos con-
vergem para o mesmo valor, contanto que o pélo esteja suficientemente afastado da superficie.
Assim, nessas situagoes, mesmo a formulacao singular produz resultados consistentes com aque-
les obtidos pela solugao analitica. Todavia, quando o pélo aproxima-se da superficie e r decresce,
a integracao de / G(r)-n(x)dS(x) pela Regra do Trapézio falha (tanto mais a medida que
r — 0). De fato, ag inflexoes nas proximidades de r = 0 caracterizam a singularidade do método
nesse ponto. Mais que isso, a formulacao singular nao permite fazer r = 0 exatamente; isto é, o
polo xy nao pode assumir uma posi¢ao exatamente sobre a superficie D do triangulo. Por outro
lado, a formulagao baseada em integrais de linha permanece regular mesmo quando xy € D.

Outro resultado importante consiste em verificar o comportamento da formulacao nao
singular baseada em integrais de linha quando associada a métodos numéricos de integracao.
Nesse sentido, consideremos regras de quadratura baseadas nas Férmulas de Newton-Cotes
fechadas. Tais formulas baseiam-se em aproximar a integral sobre cada um dos lados do tridngulo
pela integral de um polinémio interpolado de grau n. O valor de n corresponde ao niimero de
pontos da férmula de quadratura (Press et al., [1992). Assim sendo, com n = 1 a fungao é
aproximada por um segmento de reta; com n = 2, por um arco de parabola; e com n = 3,

por um polindémio de terceiro grau. Essas variagoes sao referenciadas na literatura como Regra
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do Trapézio', Regra % de Simpson e Regra % de Simpson, respectivamente. Dessa forma, a
Figura [13| compara a solugdo analitica de I¢ com resultados numéricos obtidos pelas férmulas
de quadratura aplicadas a integral de linha da formulagdo regular dada em (4.12)). Mais uma

vez, considera-se apenas a primeira componente da simples camada potencial.

1
1.5
2
B Solucdo exata
o — —@— — Quadratura com 1 ponto
e L 4 — —— — Quadratura com 2 pontos
- /0/ — —8&— — Quadratura com 3 pontos
25F-¢
]
0 0.5 1
r

Figura 13 — Primeira componente de I como funcio distancia do pélo x, & superficie D. Com-
paracao entre a solugao exata da formulagao regular e resultados numéricos obtidos
pelas Formulas de Newton-Cotes fechadas aplicada a formulagdo nao singular.

Novamente é possivel verificar que ambos os métodos convergem para o mesmo re-
sultado quando x( estd suficientemente distante de D. Todavia, assim como para a Regra do
Trapézio aplicada a formulagao singular, a integracao numérica da formulagao regular da sim-
ples camada potencial também falha quando r aproxima-se de 0. Vale notar, contudo, que nesse
caso nao existem inflexdes das curvas nas proximidades da origem, caracterizando a regularidade
da formulagdo baseada em integrais de linha mesmo quando r = 0.

Ainda nesse sentido, o grafico da Figura [14] a seguir mostra o erro relativo local R
cometido pelas solugées numéricas quando comparadas com a solucdo exata em funcao de r.
O refinamento da Regra do Trapézio para formulacao é singular é especificado pelo ntimero de
triangulos N em que a superficie do triangulo original é dividida. Para a integragao numérica
das integrais de linha da formulagao regular, considera-se o niimero n de pontos de quadratura
utilizados nas Formulas de Newton-Cotes. Assim sendo, avaliando o comportamento do erro

produzido pela Regra do Trapézio aplicada as integrais de superficie nas proximidades de r = 0,

I Essa técnica é distinta daquela aplicada & integrais de superficie.
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fica evidente a singularidade do método nesse ponto. De fato, mesmo que a técnica numérica
seja implementada com alto grau de refinamento, os erros numéricos apresentam altas taxas de

crescimento nas proximidades da origem.

20

Regra do Trapézio

— — — — Foérmulas de Newton-Cotes ~

R (%)

Figura 14 — Erro relativo cometido pelas solugdes numéricas das formulacoes singular e nao
singular da simples camada potencial I€.

Dessa maneira, é possivel verificar que, dependendo da distancia do pélo a superficie,
qualquer uma das técnicas numéricas produz resultados consistentes com a solugao exata do
problema. De fato, para 7 > 107! o desvio maximo cometido pela Regra do Trapézio com
Na = 64 é de 1,2%; no caso das férmulas de quadratura com 3 pontos de interpolacao, esse
valor cai para 1,8%.

Ainda é necessario realizar a mesma avaliagdo para as integrais associadas ao calculo
numérico da dupla camada potencial. Assim, os graficos das Figuras e comparam a
solugao exata de I de I respectivamente, com resultados numéricos obtidos a partir das
duas formulacoes. De forma semelhante ao caso de I¢, nota-se que as duas técnicas numéricas
produzem resultados consistentes contanto que o polo esteja afastado o suficiente da superficie
de integracao. Todavia, ambas falham a medida que x( aproxima-se de D, fazendo com que r —
0. Novamente é possivel identificar as inflexdes que a Regra do Trapézio aplicada a formulacao
singular apresenta nas proximidades do ponto r = 0, evidenciando a singularidade do método
nesse ponto. As féormulas de quadratura aplicadas sobre a formulacao baseada em integrais de
linha, por sua vez, permanecem regulares mesmo quando o polo xq esta localizado exatamente

sobre a superficie D do triangulo.
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Figura 15 — Primeira componente de I como funcdo da distancia relativa do pélo a superficie.
Em (a), comparacao entre a solugdo exata e resultados numéricos obtidos pela
Regra do Trapézio aplicada a formulac¢ao singular; em (b), comparagao entre a
solucao exata e resultados numéricos obtidos pelas Férmulas de Newton-Cotes

fechadas aplicadas a formulagao regular.
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Solugdo exata
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—_— Solugdo exata

— —@— — Quadratura com 1 ponto
— —&— — Quadratura com 2 pontos
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Figura 16 — Escalar I” como fun¢io da distancia relativa do pélo a superficie. Em (a), com-
paracao entre a solu¢do exata e resultados numéricos obtidos pela Regra do
Trapézio aplicada a formulagao singular; em (b), comparacao entre a solu¢ao exata
e resultados numéricos obtidos pelas Formulas de Newton-Cotes fechadas aplicadas
a formulacgao regular.

Por fim, os graficos da Figura mostram os erros relativos R e RF associados

ao calculo de I e IP, respectivamente, como funcio de r. Avaliando o comportamento do

erro local produzido pela Regra do Trapézio quando r — 0, fica evidente, mais uma vez, a

singularidade do método baseado em integrais de superficie nesse ponto. De fato, a medida

que o pélo aproxima-se da superficie de integracao, a taxa de crescimento do desvio relativo

cometido por esse método em relacao a solugao exata aumenta consideravelmente.
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Figura 17 — Erro relativo cometido pelas solugdes numéricas das formulacoes singular e nao
singular para a dupla camada potencial. Em (a), para I?; em (b) para I”.

Vale destacar que os erros numéricos associados ao célculo de I'! sdo consideravel-
mente maiores que os erros associados a I”’. Todavia, caso consideremos pontos suficientemente
distantes da origem, as duas técnicas numéricas produzem resultados consistentes para os dois
casos. Para I e considerando > 107!, o desvio maximo cometido pela Regra do Trapézio com
Na = 64 é de 18,6%; utilizando 3 pontos de quadratura nas Férmulas de Newton Cotes esse
valor ¢ reduzido para 4,1%. No caso de I e considerando as mesmas distancias e refinamentos
numéricos, os desvios maximos sao da ordem de 2,0% e 3,2%, respectivamente.

Por fim, e considerando as medidas de erro relativo entre os métodos numéricos adota-
dos e a solucao exata das camadas potenciais simples e dupla, bem como o esfor¢o em termos
de tempo computacional necessario para as simulagoes utilizando cada uma das formulacoes,
conclui-se que é viavel considerar suas implementagoes apenas em termos de solu¢des numéricas.
De fato, mesmo para gotas com A = 1, isto é, em que apenas a contribuicao da simples ca-
mada potencial é significativa, a diferenga em termos do tempo computacional exigido nas
simulacoes é consideravel. Embora a quantidade de iteracoes para completar as simulacoes seja
praticamente o mesmo em todos os casos de capilaridade, verifica-se grande diferenca no tempo
requerido por cada iteracao para o calculo do vetor velocidade sobre a superficie da gota. No
caso particular de escoamentos com C'a = 0, 10 e considerando gotas refinadas por malhas com
f =6, a implementacao da Regra do Trapézio sem qualquer refinamento local consome apenas
2,80% do tempo que seria necessdrio para utilizar a solucao analitica da formulacao regular,

considerando as mesmas condicoes



5 Teorias de pequenas deformacoes

Emulsoes de altas razoes de viscosidades sao muito comuns em diversos processos indus-
triais, especialmente aqueles relacionados a extracao de petréleo em aguas profundas, preparos
farmacoldgicos e alimentos industrializados. Além disso, emulsoes de dgua e 6leo — muito comuns
na pratica de laboratorio — sao, em geral, formadas por gotas com altas razoes de viscosidades.
Assim sendo, é de fundamental importancia a determinagao da forma de uma gota em escoa-
mentos cisalhantes em regimes de pequenas deformagoes. Para tanto, é viavel utilizar métodos
assintoticos que consideram pequenas variagoes em relacao ao formato esférico original, sendo
de especial interesse o limite de pequenas deformagoes em altas razoes de viscosidades. Nesse
contexto, o presente capitulo aborda teorias assintéticas de primeira ordem para determinacao

da forma gota.

5.1 Equacao evolutiva para a forma da gota

Considere que a fase continua de uma emulsao seja constituida por um fluido Newtoni-
ano de viscosidade p. Imersa na fase continua, ha uma gota, também de fluido Newtoniano, de
viscosidade A\u. Levando-se em consideracao as dimensoes tipicas de gotas em emulsoes diluidas
e as escalas caracteristicas ja discutidas no Capitulo[l], considera-se que o escoamento na escala
das gotas seja livre dos efeitos de inércia (Re, < 1) e que as gotas sejam nao Brownianas
(Pe > 1). A Figura |18 mostra uma representagdo esquemética do escoamento na escala da

gota.

7

S\

H.P,

Figura 18 — Representacao do escoamento na escala das gotas.
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Uma série de Taylor nas vizinhancas da gota aproxima o escoamento nao perturbado

por

w(@) = u(0) + Vau(0) -z + ;VVu(O) P (5.1)

A equacao (5.1)) pode ser adimensionalizada de acordo com

~ _ u —~—_ Vu
r=—, t=%t u=—, ¢ Vu=—.
a ae e

Assim, sendo 4, = U,/ a taxa de cisalhamento caracteristica do escoamento, em que Uy e £ sdo

(5.2)

escalas caracteristicas de velocidade e comprimento, respectivamente, segue que

Z’) Va(0) - + ; (2)2 VVa@(0): Z& + ... (5.3)

Desde que (a/f) < 1, despreza-se os termos O(a?/¢?), de sorte que

(&) = w(0) +

u™(x) ~ u(0) + Vu(0) - . (5.4)

Na auséncia de forcas de campo e de inércia atuando sobre a gota, decorre da Segunda
Lei de Newton que a for¢a hidrodinamica do escoamento também é nula. De fato, como obser-
vado na Secao[2.1], a for¢a hidrodinAmica em escoamentos de Stokes é proporcional & velocidade
relativa entre a particula e o fluido, isto é, F g oc U —u(0) , em que U e u(0) sao as velocidades
da gota e do escoamento na posi¢ao ocupada pela gota, respectivamente. Como F'g =~ 0, segue
que U =~ u(0), indicando que a gota é convectada pelo escoamento do fluido ambiente. Em um
sistema de referéncia que translada com a particula, U = 0; assim, u(0) = 0 e o campo de

velocidade do escoamento nao perturbado pode ser escrito como (Stone, [1994)

u*(x) =Vu - x, (5.5)

ou ainda, u®(x) = (E+ W) - x, em que E e W sao as partes simétrica e antissimétrica do
tensor gradiente de velocidade, respectivamente.

Assim sendo, deseja-se examinar a distor¢do de primeira ordem causada pelo escoa-
mento u™ sobre uma gota viscosa livre de inércia. Para tanto, é necessario obter uma equacao
para descrever a superficie da gota S durante o escoamento. Em um contexto de pequenas

deformacoes, é possivel mostrar que

(5.6)

A - tAA
S(t):r(t)—a<1+m oz m’)

72 2 r4
em que r(t) = a(1 4 €) é o raio da gota modificado pela elongagdo normal e, r = /x-x e A é
o tensor distor¢ao da gota. Mostra-se ainda que A é positivo, definido e simétrico, podendo ser
escrito como A = eB, em que ||B|| ~ 1. O parametro € tem diferentes defini¢oes dependendo do

limite assintotico em que se trabalha. No caso de escoamentos fracos, isto é, em que as taxas de
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cisalhamento sdo pequenas em relagao a tensao superficial, € pode ser identificado como sendo
o nimero de capilaridade. No limite de altas razoes de viscosidades, tal que A > 1, tem-se que
e = AL Nesse caso, ||A|| ~ A™! < 1, de sorte que a deformagao causada pelo escoamento
na gota é pequena. A medida que avancamos no limite de A > 1, a gota aproxima-se de
um corpo rigido imerso no escoamento, tendendo a girar rapidamente com velocidade angular
proxima da do escoamento u™. Dessa forma, antes que as deformacoes sofridas pela gota no
quadrante extensional do cisalhamento tornem-se significativas, a particula gira e passa para o
quadrante compressional. Alternativamente, sendo 4, uma taxa de cisalhamento caracteristica
do escoamento, verifica-se que o tempo para gota deformar, 74 = (1 + \)/4., é muito maior
que o tempo de rotacio, 7, = 4. '. De fato, a razdo entre esses dois tempos caracteristicos
é 74/7, = (1 + A), ou, no caso de A > 1, simplesmente 7,/7, ~ A. Esse processo da origem
a um mecanismo de restauracao da forma da gota, evitando que as deformagoes crescam em
escoamentos cisalhantes, mesmo em altos ntiimeros de capilaridade (Rallison) [1980)). Vale notar,
contudo, que esse mecanismo sé esta presente em escoamentos rotacionais, ja que baseia-se na
rotagdo da gota com vorticidade préxima da do escoamento nao perturbado.

O tensor distor¢ao A define a geometria da gota. Sendo assim, para determinar a
evolucao temporal da distorcao, utiliza-se a condi¢do de contorno cineméatica na superficie da
particula, tal que DS(t)/Dt = 0. Essa condigao deriva diretamente da hipdtese do continuo,
tal que uma superficie material é sempre constituida das mesmas particulas durante todo o
movimento. Assim sendo, e considerando apenas os termos O(1) e O(e) da equagao é

possivel mostrar que

04
Dt
em que D(A)/Dt = DA/Dt — W - A+ A-W ¢ a derivada corrotativa de Jaumman. Esse

operador mede a taxa de variagdo de determinada grandeza a partir de um referencial que

x cx=x-u’ (5.7)

translada e rotaciona junto com a particula. Além disso, u® é o campo de velocidade sobre a
superficie da gota, o qual pode ser obtido pela superposicao de fungoes harmodnicas esféricas
(Lambj, [1932)), conforme discutido na Se¢ao

Considerando uma aproximacao de primeira ordem, os termos envolvidos no calculo
das condigoes de contorno sao todos avaliados sobre a superficie da gota nao deformada. Nesse
caso, ¢ necessario impor a continuidade de velocidades e de tensbes tangenciais através da
superficie, bem como o salto de tensdes normais devido a tensdo superficial. A tinica excecao
consiste no calculo da curvatura da superficie, o qual considera a gota com um pequeno desvio
da forma esférica (Schowalter et al., |1968). Assim sendo, uma equagao evolutiva para o tensor
distor¢ao, ja em termos adimensionais, pode ser escrita como (Oliveira & Cunhaj, 2011)

dA

= CuW-A—CaA-W + ;CaAE —CA, (5.8)

em que ¢ = 20/19, Cay = Y. Apua/oc = ACa é o numero de capilaridade definido em fungao da
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viscosidade da gota e o é o seu coeficiente de tensao superficial. Do ponto de vista matematico,
a equacao (5.8) é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias linear. A presenga dos termos
CaW - A e CayA-W faz com que esse sistema seja, em geral, acoplado, requerendo técnicas
de diagonalizacao para obter sua solucao. Fisicamente, esses termos estao associados a rotacao
da gota devido a acao da vorticidade do escoamento. Assim, as deformagoes ficam restritas
a pequenos desvios da forma esférica, mesmo em altas taxas de cisalhamento. Além disso, o
termo 5CayE/(2)) representa a deformacdo da gota pela acao do escoamento nao perturbado,
enquanto cA é um termo de relaxacao da forma da gota pela acdo da tensao superficial.

Vale comentar, mais uma vez, que o nimero de capilaridade é um grupo adimensional
definido como a razao entre um tempo caracteristico de relaxacao pela tensao superficial, t, ~
Apa/o, e um tempo caracteristico do escoamento nao perturbado, to ~ 1/4.. Assim, Cay é
um parametro equivalente ao niimero de Deborah, o qual representa a razao entre um tempo
caracteristico de relaxacao do material um tempo representativo do escoamento (Bird et al.,
1987). Além disso, o nimero de capilaridade pode ser interpretado como a taxa de cisalhamento

do escoamento adimensionalizada por t,.

5.2 Deformacao de Taylor

Em um trabalho pioneiro, Taylor| (1934) define uma quantidade associada a geometria
da gota em termos dos semi-eixos de sua proje¢do em um plano paralelo a dire¢cao do escoamento
imposto sobre ela, como mostra Figura [19al A Figura[l19D] por sua vez, mostra a orientagao da
gota — descrita pelo angulo # — em relagdo ao escoamento nao perturbado. Os vetores e; e e;
representam as dire¢oes dos eixos x e y do plano definido na figura. Nesse caso, o escoamento

nao perturbado é u>* = u~e;.

Figura 19 — Esquema representativo das medidas de deformacao da gota. Em @, 0S semi-eixos
utilizados na medida de deformacao de Taylor; em @, a orientagao da gota em
relagdo ao escoamento.
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Dessa maneira, Taylor| (1934) define

_L-B
L+ B
Note que para uma gota de formato esférico, tem-se D7 = 0. Por outro lado, a medida que sua

Dr

(5.9)

superficie deforma-se, Dy — 1.
Para o calculo da deformacdo de Taylor a partir de uma superficie discretizada, o
procedimento inicia-se com a determinacao da orientacao da gota em relagdo ao escoamento.

De forma geral, o tensor de inércia da gota pode ser calculado como

1
D= 5 /S[(:c ~x)I — zx](x - n)dS. (5.10)

Dessa maneira, o menor autovalor de D estd associado a direcao que oferece menor resisténcia
a rotagao. Portanto, seu autovetor é paralelo ao vetor unitario v; mostrado na Figura [19b]
Assim, a orientagao da gota pode ser obtida como 6 = cos™!(vy - €;). Uma vez determinada
a orientacdo da gota, a direcdo do semi-eixo associado ao comprimento B pode ser obtida
diretamente por vg = vy X ez, em que e3 = e; X ey ¢ o vetor unitario na dire¢do normal
ao plano da Figura [I9b Finalmente, para determinacdo de L e B é necessario realizar uma
pesquisa sequencial sobre todos os pontos da malha, buscando aqueles cujas projecoes no plano

do escoamento nas direcoes v, e vy sao as maiores.

5.3 Emulsao diluida em baixos nimeros de capilaridade

No caso especifico de emulsoes diluidas em regimes de baixos ntimeros de capilaridade
e supondo gotas inicialmente esféricas, o modelo dado pela equacao fica modificado em
alguns aspectos. O parametro pequeno da andlise é o ntimero de capilaridade, C'a, e ndo mais
o inverso da razao de viscosidades, A™'. Assim, o ntimero de capilaridade representativo desse
tipo de escoamento é Ca, e nao Cay = ACa. Dessa maneira, um modelo constitutivo para o
tensor distor¢ao de emulsoes diluidas em regimes de baixos ntimeros de capilaridade pode ser
escrito como ((Oliveira & Cunhal, 2011)

A = CCaE(1 — e @), (5.11)
em que FE é o tensor taxa de deformacao e

19X + 16 40(A 4 1)

“=E0E) ¢ T e 1)

sdo constantes e dependem apenas da razao de viscosidades da fase dispersa e continua. Além

(5.12)

disso, tomando apenas a resposta em regime permanente, obtém-se A = C1CaFE.
Ainda para emulsoes diluidas em baixos ntimeros de capilaridade, e conhecendo-se

os autovalores e autovetores do tensor A, {a;,v;}, é possivel determinar a deformacao e a
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orientacao da gota em relacao ao escoamento. Da equagcao adimensionalizada pelo raio
da gota nao deformada, segue que r = 1 + @ - A - . Além disso, sendo A - v; = a;v; com
T = v;, segue que r = 1 + o;v; - v;. Assim, desde que v; - v; = x-x = 1, tem-se que r = 1 + «;
na dire¢ao dos autovetores de A. No caso de um escoamento cisalhante simples, em que E =
(e1es+eseq)/2, e desprezando-se os transientes iniciais, segue que {aq, v} = {C1Ca/2, e +es}
e {ag,v3} = {—C1Ca/2,—e; + e3}. O angulo 0 entre a gota e a dire¢ao do escoamento é dado
por 6 = cos™!(vy - /||v1]|) = 7/4, recuperando o resultado de Taylor| (1934). Além disso, vale
notar que a inclinacao da gota em relacao ao escoamento é constante e independente do tempo.
Por fim, considerando os autovalores de A, conclui-se que L = 1+ a; e B = 1 + ay. Assim

sendo, a deformacao de Taylor para esse caso é Dy = C1Ca/2, ou ainda,

19\ + 16
= a[)
16X + 16
recuperando o resultado de [Taylor| (1934). Além disso, a equagao (5.13]) mostra que em regimes

(5.13)

T

de baixos nuimeros de capilaridade, a deformacao de Taylor é uma funcao linear do ntimero de
capilaridade. Esses resultados sao validos apenas para regimes em baixas taxas de cisalhamento,

visto que decorrem de uma teoria de pequenas deformagdes O(Ca).

5.4 Emuls3o diluida de altas razoes de viscosidades

Voltando ao contexto de emulsoes de altas razoes de viscosidades, aplica-se o modelo
descrito pela equagao . Além disso, para escoamentos cisalhantes simples, segue que os
tensores taxa de deformacao e vorticidade sdo E = (e1ez2 + ezeq)/2 e W = (ejes — esey)/2,
respectivamente. Assim sendo, resolvendo a equacao evolutiva para A e tomando o limite ¢ — oo

para obter a resposta permanente, segue que (Oliveira & Cunha, [2011)).

5 Ca, Cay c
A= ———""—+ . 5.14
4\ (02 + C’a%\) [ c —Clay, ( )
Nesse caso, os autovetores e autovalores de A sao
5 Ca,\
= ——F——— € v1 = |(Cayr/c) +/(Car/c)? + 1| e; + ey,
4\ /2 + Cai [ ]
(5.15)

ay = Cay/c) — (Ca,\/c)Q—i—l} e + es.

5 Can [(
4)‘\/02—1-0&% ’
5) CCL)\

Assim, a deformacao de Taylor pode ser escrita como Dy = — ———=———. Dessa forma, infere-

4N ez 4+ Cad

se que no limite C'ay — oo, segue que Dy — 5/(4\). Para orientacao da gota, se Cay — 0,
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entdo v, — e; + ey e § — w/4. Alternativamente, se Cay — 0o, tem-se v; — (2Ca,/c)ey, tal
que v; - e1/||v1|| — 1; assim, # — 0. Sendo assim, gotas de altas razoes de viscosidade sujeitas
a cisalhamentos simples orientam-se a 45° com relagao a e; em baixos ntimeros de capilaridade.
A medida que a taxa de cisalhamento aumenta, a particula deforma-se e alinha-se na direcao
do escoamento.

Além da deformacao tipica definida por Taylor, é possivel definir duas outras medidas

de deformacao para monitorar a geometria da gota,

Ay — Ag
—
Note que essas medidas dependem apenas das componentes do tensor distor¢ao da gota, estando

D1 = A12 € D2 == (516)

intrinsicamente ligadas ao comportamento reologico da emulsao. Além disso, vale notar que Dy
e Dr relacionam-se por Dy = (4)\/5)D3. Destaca-se ainda que esses resultados decorrem de
uma teoria de pequenas deformacoes O(A™1), sendo vélidos para emulsoes com gotas com altas
razoes de viscosidades escoando em regimes de cisalhamento arbitrario. Nesse sentido, as curvas
da Figura [20] mostram o comportamento da geometria da superficie de gota de alta razao de
viscosidade em funcdo do ntmero de capilaridade. As simulagoes foram realizadas para gotas

com A\ = 20 discretizadas por malhas refinadas com f = 6.
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Figura 20 — Medidas da geometria de uma gota de alta razao de viscosidades previstas pela
teoria O(A1). As simulagoes foram realizadas para gotas com A = 20 discretizadas
por malhas refinadas com f = 6.
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Como consequéncia direta da deformacao e orientacao de gotas com altas razoes de
viscosidades em relacao ao nimero de capilaridade, verifica-se que emulsées diluidas desse tipo a-
presentam comportamento nao linear. O fato da gota deformar-se e alinhar-se na microescala do
escoamento induz uma anisotropia de tensoes, provocando o aparecimento de efeitos eldsticos.
Além disso, o escoamento no interior da gota deformada tende a facilitar o fluxo do fluido
ambiente nas vizinhancgas de sua superficie, promovendo um efeito pseudo-plastico. Mais deta-
lhes sobre os efeitos nao Newtonianos e sobre o comportamento reolégico de uma emulsao com
gotas de alta razao de viscosidades vista como um fluido continuo equivalente sdo descritos por
Oliveira & Cunha (2011]).

Por fim, vale ressaltar que teorias assintéticas de segunda ordem, isto é, teorias O(A72),
também podem ser exploradas. Nesses casos, as condicoes de contorno de velocidade e tensao
sao aplicadas sobre a superficie da gota deformada. Assim, no calculo do campo de velocidade
obtido pela solugao de [Lamb| (1932)), aplica-se as condigdes de contorno em r = a(l+mn-A-n),
e ndo em r = a, em que a € o raio da gota esférica. Este procedimento foi realizado de maneira
generalizada por Barthes-Biesel & Acrivos| (1973)) e ¢é discutido em detalhes para diversos tipos

de escoamentos por Oliveiral (2007)).



6 Resultados numeéricos e discussoes

Neste capitulo serdao apresentados e discutidos os principais resultados numéricos obti-
dos neste trabalho. Inicialmente, verifica-se a condi¢ao de incompressibilidade da formulacao
avaliando o fluxo de massa espurio através da superficie de uma gota isolada. Considerando
o escoamento incompressivel, o fluxo de massa pode ser interpretado como uma medida do
erro global do método associado ao célculo do campo de velocidade sobre a gota, servindo de
base para comparacao entre suas formulacoes singular e regular para diferentes valores de A
e C'a. Dessa maneira, é possivel definir em quais condi¢oes do escoamento é mais viavel uti-
lizar cada uma das formulagoes do Método Integral de Contorno. Além disso, apresenta-se um
estudo de convergéncia de malha, visando simular os resultados que seriam obtidos no limite
termodinamico da discretizagao, de sorte que a gota fosse representada por uma superficie per-
feitamente continua. Entao, as medidas de deformagao de Taylor e baseadas no tensor distorcao
da superficie sao avaliadas ao longo do escoamento, considerando tanto a formulacao regular
quanto a formulacao singular. Por fim, para validar o cddigo desenvolvido para simulagdes de
gotas de baixas, moderadas e altas razoes de viscosidades, os resultados numéricos sao sao com-
parados com as teorias assintéticas de pequenas deformagoes O(A™1) e O(Ca) apresentadas e

com dados experimentais disponiveis na literatura.

6.1 Fluxo de massa

A analise Lagrangeana da formulacao e a condi¢ao de incompressibilidade do modelo,
dada por V- u = 0, garantem que o volume das particulas fluidas (incluindo uma gota inteira)
se conservam. Dessa forma, embora a gota deforme sob acdo cisalhamento, seu volume e sua
massa total devem permanecer constantes. Contudo, os procedimentos numéricos associados ao
método integral para o calculo do campo de velocidade e do vetor normal unitario a cada ponto
de controle sobre a superficie da gota podem provocar desvios dessa condicao. Assim sendo, o
fluxo de massa liquido através da gota pode ser interpretado como uma medida do erro global
associado ao método utilizado para o calculo de w. Para avaliar essa condi¢ao, consideremos o

fluxo de massa liquido através da superficie da gota, dado por

U= /S(u-n) ds. (6.1)

Note que a determinacao do fluxo de massa através da gota envolve a integragao do produto u-n

sobre todos os nos de sua superficie. Dessa maneira, o procedimento numérico para avaliagao de
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U consiste em uma varredura por nos sobre toda a malha, de forma semelhante aquela descrita
na Secao [3.5

Nesse sentido, consideremos os resultados para W apresentados na Figura [21| a seguir.
Os campos de velocidade foram calculados numericamente considerando as duas formulagoes.
No caso da formulacao singular, utilizou-se a Regra do Trapézio sem qualquer refinamento, de
modo que a integracao foi realizada diretamente sobre a superficie de cada um dos elementos
da malha, isto é, No = 1; no caso da formulag¢ao nao singular, utilizou-se a Regra % de Simpson,
definindo uma regra de quadratura de trés pontos. As simulagoes foram realizadas para gotas
com A = 2,0 discretizadas por malhas refinadas com f = 6. Além disso, considerou-se casos

distintos para o niimero de capilaridade, buscando regimes de grandes e moderadas deformacées.
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Figura 21 — Fluxo de massa através da superficie da gota para campos de velocidade calculados
numericamente pelas formulagoes singular e nao singular. As simulaces foram
realizadas para gotas com A = 2,0 discretizadas por malhas refinadas com f = 6.

De acordo com a Figura [21], é possivel verificar que em todas as situacoes o valor
de ¥ sofre um discreto decrescimento inicial; entdo, cresce com o tempo até estabilizar-se
em um valor positivo ¥,. Note que, para essa situacao, a utilizacao da formulacao regular
para o vetor velocidade produz valores menores para o fluxo de massa através da superficie
da gota. Assim, quando comparada a formulacao singular, a formulacao nao singular baseada
em integrais de linha produz resultados mais consistentes com aqueles esperados do ponto de
vista tedrico. Além disso, vale destacar que o aumento do numero de capilaridade provoca

um aumento no tempo necessario até a estabilizagdo ser atingida e um aumento do fluxo de
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massa nessa condic¢ao, afastando cada vez mais os resultados numéricos daqueles previstos para
escoamentos incompressiveis. Esse resultado encontra fundamento na interpretacao do ntimero
de capilaridade como uma taxa de cisalhamento adimensional e pode ser observado na Figura
De fato, seu aumento implica maiores deformagoes na superficie da gota, incrementando
os erros numéricos associados ao calculo de n e u. Quanto ao tempo das simulacoes, vale
notar que a utilizacdo da formulacao singular para os casos em que Ca = 0,10 e Ca = 0,25
requer apenas 4,29% e 3,93% do tempo associado & implementacao da formulacao nao singular,
respectivamente. De toda forma, em ambos os casos o fluxo de massa estabiliza-se em um valor
maior que zero, caracterizando um erro numérico sistematico e indicando que a massa da gota

aumenta continuamente durante as simulacoes, levando-as a um colapso com o passar do tempo.

37 /
- Formulacao regular /
B — —e— — Formulagdo singular
25
s
o i
> i
XI5
> i
= i
1k
05 F
07\ \\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\
0 0.1 0.2 0.3 0.4
Ca

Figura 22 — Fluxo de massa estabilizado através da superficie da gota como funcao do ntimero
de capilaridade do escoamento. As simulagoes foram realizadas para gotas com
A = 2,0 discretizadas por malhas refinadas com f = 6. Detalhes do formato e
orientacao das gotas em escoamentos com Ca = 0,10 e Ca = 0, 25.

O grafico da Figura [23| também compara os fluxos de massa através da superficie da
gota considerando as duas formulagoes para o calculo do campo de velocidade. Os procedimentos
numeéricos sao os mesmos utilizados anteriormente, e as malhas permanecem com refinamento
f = 6. Todavia, dessa vez o nimero de capilaridade do escoamento é constante e vale C'a = 0, 25,
variando-se apenas a razao de viscosidades das gotas. Assim, verifica-se um comportamento
semelhante aos anteriores para W: apdés um pequeno decrescimento inicial, o fluxo de massa

aumenta com o tempo, até estabilizar-se em um valor positivo. Além disso, a medida que A
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aumenta e a gota aproxima-se de um corpo rigido imerso no escoamento, o fluxo de massa
estavel diminui. De fato, nessas situagoes o movimento de rotagao da gota predomina sobre sua
tendéncia de deformar-se; assim, a gota tende a girar com velocidade angular cada mais préxima
da do escoamento nao perturbado, apresentando menores deformagoes e, consequentemente,

menores erros numéricos associados aos calculos de u e n.
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Figura 23 — Fluxo de massa através da superficie da gota para campos de velocidade calculados
numericamente pelas formulagoes singular e nao singular. As simulagoes foram
realizadas para gotas discretizadas por malhas refinadas com f = 6 em escoamentos
com Ca = 0, 25.

E importante ressaltar que a Figura mostra um resultado interessante. Note que
para A = 1,5 a formulagao regular produz resultados mais consistentes com a teoria, calcu-
lando com maior precisao a velocidade sobre a gota e gerando menores fluxos de massa através
de sua superficie, conforme esperado. Por outro lado, para A = 0, 50 verifica-se um comporta-
mento oposto, isto é, a formulacao singular com integrais de superficie é mais consistente com
a teoria de escoamentos incompressiveis que a formulag¢ao nao singular baseada em integrais de
linha. Mais que isso, verifica-se a recorréncia desses resultados delimitada pelo caso de gotas
nas proximidades de A = 1,0, como mostra a Figura 24, Assim, caminhando na dire¢do do
limite assintotico de bolhas, tal que A < 1,0, a formulacao singular produz resultados para o
fluxo de massa mais consistentes com a teoria que a formulagao regular. Por outro lado, para
gotas viscosas, isto é, para A > 1,0, a formulacao nao singular com integrais de linha é mais

precisa que a formulacao singular com integrais de superficie no que tange ao célculo do fluxo
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de massa através da gota. Essa conclusao esta associada intrinsecamente a cada uma das for-
mulagoes utilizadas para o calculo do vetor velocidade sobre a superficie da gota. Nesse sentido,
embora a formulacao baseada em integrais de superficie seja singular em & = xy, a curvatura
média é calculada localmente sobre cada elemento e utilizada no integrando da simples camada
potencial, como indica a equagdo (2.56). A formula¢do nao singular, por sua vez, baseia-se em
uma aproximacao de segunda ordem ao considerar constante a curvatura média da superficie de
integracao e utilizar a velocidade média sobre a superficie, como mostram as equagcoes e
. Assim sendo, acredita-se que para gotas com baixas razoes de viscosidades e em regimes
de escoamentos que provocam grandes deformagoes, as consideracoes adotadas para obter uma
expressao nao singular para as camadas potenciais simples e dupla sdo mais relevantes que as
singularidades presentes nas integrais de superficie utilizadas para a representacao da veloci-
dade sobre a superficie da gota. Além disso, vale considerar, mais uma vez, o impacto em termos
do tempo requerido para simulagoes utilizando cada uma das formulagoes: no caso de A = 0, 50,
a formulagdo singular consome apenas 3,77% do tempo associado a utilizacao da formulagao
regular; quando A = 1,5, esse valor é de 4,54%. Dessa maneira, e no que tange ao fluxo de
massa espurio através da gota, conclui-se que para gotas em que A < 1,0 é mais conveniente

implementar a formulagao singular do Método Integral de Contorno.
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Figura 24 — Fluxo de massa estabilizado através da superficie da gota como funcao da sua
razao de viscosidades. As simulagoes foram realizadas para gotas discretizadas por
malhas refinadas com f = 6 em escoamentos com Ca = 0, 25. Detalhes do formato
e orientagao de gotas com A = 0,50 e A =1, 5.
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Com base nos graficos das Figura [23] e 24], verifica-se que & medida que avan¢amos no
limite assintotico de bolhas, o transiente inicial é cada vez maior, indicando a predominéncia
da tendéncia de deformacao em relacao a de rotacao da superficie da gota e incrementando os
erros numéricos associados ao calculo do fluxo de massa. Por outro lado, avancando no limite
oposto, de sorte que as gotas tendam a corpos rigidos imersos no escoamento, verifica-se que
a estabilizacao de ¥ é rapidamente atingida. Nesses casos, as deformacoes sao discretas e os
efeitos de distorcao da superficie sao rapidamente contidos pela tendéncia de rotagdo da gota,
como indica o mecanismo de restauracao vinculado as teorias de pequenas deformacoes em
altas razoes de viscosidades descrito na Segdo 5.1l Assim, o fluxo de massa estabiliza-se cada
vez mais rapido e em valores cada vez menores.

Ainda nesse sentido, o grafico da Figura [25| apresenta o comportamento temporal do
fluxo de massa através de gotas de altas razoes de viscosidades. Considerou-se uma gota de
A = 20 discretizada por uma malha com f = 6 e escoando com Ca, = 10, de sorte que verifique-
se um regime de pequenas deformagdes. Note que nesse regime o nimero de capilaridade é
definido em funcao da viscosidade da fase dispersa. Além disso, o formato da gota permanece

praticamente esférico, de sorte que a geometria da gota pouco influencia no célculo de wu.
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Figura 25 — Fluxo de massa através da superficie da gota para campos de velocidade calcula-
dos numericamente pelas formulagoes singular e nao singular. A simulagao foi re-
alizada para gotas com A = 20 e discretizadas por malhas refinadas com f =6 em
escoamentos com Cay = 10, caracterizando um regime de pequenas deformagoes.
Detalhes para o formato e orientagao da gota apds a estbilizagao do fluxo de massa.
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A formulagdo regular esta associada a um fluxo de massa oscilatorio, tal que a massa
da gota pode aumentar e/ou diminuir de forma alternada durante o escoamento. Assim, em
um contexto de pequenas deformacgoes, o erro sistematico associado ao crescimento continuo
da gota em baixas e moderadas razoes de viscosidades é substituido por um erro de flutuagao
numérica. Esse comportamento irregular para o fluxo de massa espurio através da superficie
de gotas é observado a partir de A > 5,0. Ademais, considerando a analise numérica de toda
simulagao, verifica-se que ao passo que \ aumenta, a média global de ¥ tomada ao longo de
todo escoamento atinge valores cada vez menores, indicando que o método Lagrangeano em
sua formulacdo nao singular tende a ser conservativo da massa em limites de altas razoes de
viscosidade, em média. Por outro lado, utilizando a formulacao singular, nota-se o mesmo com-
portamento dos casos anteriores: o fluxo de massa estabiliza-se em um valor positivo, indicando
que a massa da gota aumenta continuamente durante a simulagao. Todavia, o valor absoluto de
U ¢é sistematicamente menor a medida que aumenta-se o valor de A. Ressalta-se ainda a imple-
mentagao da formulagao singular consome apenas 0,73% do tempo requerido caso a formulagao
regular fosse implementada. Assim sendo, e considerando o esfor¢o em termos do tempo com-
putacional requerido nas simulagoes, acredita-se que em limites de altas razoes de viscosidades
e pequenas deformacgdes, isto é, para A > 5,0, seja mais viavel utilizar a formulacao singular do
Método Integral de Contorno.

Por fim, é possivel concluir que mesmo que o campo de velocidade seja calculado a
partir da formulagao nao singular baseada em integrais de linha, o fluxo de massa através da
superficie da gota nao é identicamente nulo em nenhum dos casos estudados, discordando do
resultado esperado para o caso incompressivel. Assim sendo, o método Lagrangeano empregado
viola leis fisicas do escoamento, nao sendo perfeitamente conservativo da massa. Todavia, vale
notar que o calculo de ¥ decorre tanto do calculo do campo de velocidade quanto do vetor
normal unitario aos pontos de controle sobre a superficie da gota, como mostra a equagao
. Dessa maneira, ainda que a formulagao regular seja implementada, sempre existirao erros
numeéricos associados ao calculo do vetor normal sobre a gota. Essa andlise encontra fundamento
na metodologia de discretizacao e geracao da malha sobre sua superficie. A integral de superficie
descrita pela equagao é realizada de forma discreta, sendo obtida através de uma varredura
por noés. Portanto, o vetor normal nao é calculado continuamente sobre toda extensao da gota;
na pratica, ele é obtido a partir de um processo discreto realizado sobre cada um dos nés da
malha. Sendo assim, a Figura [26] a seguir apresenta um estudo de convergéncia de malha, de
sorte que o valor estdvel do fluxo de massa através da superficie da gota, ¥, é avaliado em
funcao do refinamento da malha, dado pela sua quantidade de nés, N,. As simulacoes foram
realizadas para dois casos distintos da combinacao A e Ca, sendo as gotas discretizadas por
malhas refinadas com f = 6, f = 8 e f = 10. Mais uma vez, u ¢ calculado numericamente

tanto a partir da formulacao regular quanto a partir da formulacao singular.
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Figura 26 — Estudo de convergéncia de malha a partir do fluxo de massa estavel como funcao
do inverso do ntimero de noés da malha.

Vale destacar que os pontos no grafico da Figura [26] pertencem a uma reta. Uma anélise
de regressao linear confirma esse resultado, uma vez que o menor coeficiente de correlacao en-
tre os pontos obtidos pelas simulagoes numéricas é de 0,9994, e ocorre para o caso em que
A=1,5e Ca = 0,25 utilizando a formulagao nao singular. O coeficiente linear das retas de
ajuste apresentadas é resultado de uma extrapolacao que pretende prever o fluxo de massa
estavel para gotas discretizadas por malhas com infinitos nés. Essa condi¢ao estabelece o limite
termodindmico da malha, de sorte que a gota é representada por uma superficie perfeitamente
continua. Nesse sentido, verifica-se a coeréncia com os resultados previstos pela teoria de escoa-
mentos incompressiveis; de fato, o maior coeficiente linear obtido ¢ da ordem de —4,33 x 107!,
e acontece para a formulacao A = 0,50 e Ca = 0, 10. Dessa maneira, o valor de estabilizacao do
fluxo de massa para uma malha continua, nesse caso, ¢ O(1073). Além disso, considerando a
aproximagcao de um vetor normal calculado continuamente em todos os casos, a diferenca entre
as inclinagoes das retas geradas pelas duas formulacdes para as mesmas condi¢oes de escoa-
mento decorrem simplesmente da diferenca associada ao cdlculo numérico u. Dessa forma, a
premissa defendida até aqui é ratificada: para gotas com 1,0 < X\ < 5,0 em que se verifica um
regime de deformagoes moderadas, é mais conveniente utilizar a formulagao regular do Método
Integral de Contorno; para gotas com A < 1,0 ou A > 5,0, em que verificam-se regimes de

grandes e pequenas deformagoes, respectivamente, a formulagao singular é mais consistente.
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O teste de convergéncia realizado fundamenta a ado¢do de um novo procedimento para
avaliar o comportamento mecénico da gota no escoamento. Assim sendo, sao realizadas, para
cada caso, duas simulac¢oes com malhas com refinamentos distintos. Para cada par de resultados,
uma reta de ajuste é considerada: a variavel dependente é a grandeza que se quer determinar,
e a variavel independente, o inverso do nimero de nés da malha. Dessa forma, a resposta da
simulagao para cada caso é tomada como sendo o coeficiente linear da reta ajustada, isto é, o

valor previsto pela regressao linear para uma malha perfeitamente continua.

6.2 Comparacao com teorias de pequenas deformagoes

Outro resultado importante consiste em avaliar o comportamento de medidas de de-
formacao da gota ao longo do escoamento. Assim, o grafico da Figura mostra a evolucao
temporal de D; e D, considerando o campo de velocidade calculado pelas duas formulagoes
do Método Integral de Contorno. As simulagdes foram realizadas para gotas com A = 10 e
discretizadas por malhas com f = 6 em escoamentos com Cay = 9. Nesse caso, verifica-se que
para as mesmas condi¢oes do escoamento, as deformagoes calculadas a partir da formulacao
regular baseada em integrais de linha sdo maiores em relagao ao calculo baseada na formulagao

singular. No caso de D, o desvio entre a formulagao singular e a formulagao regular é de
13,57%; no caso de D,, 20,58%.

0.75

0.5

Geometria

AD

2
0.25 5

Formulacdo regular
——@—— Formulacdo singular

| | |
0 2 4 6 8 10

Figura 27 — Evolugao temporal de medidas de deformacao D; e Dy da superficie de gota de alta
razao de viscosidades em regime de pequenas deformagoes. As simulagoes foram
realizadas para gotas com A = 10 e discretizadas por malhas com f = 6 em
escoamentos com Cay = 9.
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Considerando que a escala de tempo é adimensional, é possivel verificar como os tran-
sientes iniciais podem ser complexos e duradouros. Além disso, nota-se que a duracao do tran-
siente inicial decresce com a razdo de viscosidades. Chama atencao também o fato de que
as maiores deformagoes ndo acontecem na forma estacionaria da superficie. Em condigoes de
ruptura, contudo, verifica-se que mesmo que o escoamento nao perturbado seja permanente, a
superficie da gota nao atinge uma forma estacionaria.

Ainda nesse contexto, vale comparar as previsoes decorrentes da teoria de pequenas de-
formagoes O(A™!) com os resultados numéricos obtidos pelo Método Integral de Contorno. Para
tanto, foram realizadas diversas simulagoes de uma gota com A = 10 em escoamentos cisalhan-
tes simples distintos distribuidos no intervalo Cay € [107!,10]. Com a finalidade de otimizar o
tempo computacional empregado nas simulacoes, e considerando a pequena diferenca relativa
entre as deformagoes calculadas pelas duas formulagoes, considerou-se apenas resultados obtidos
pela formulagao singular da formulagao integral para o campo de velocidade. O comportamento
das quantidades geométricas da superficie da gota como fungao da taxa de cisalhamento do es-
coamento pode ser observado na Figura[28 As malhas utilizadas nas simulagoes eram refinadas

com f =5e f =06, de sorte que o procedimento de extrapolacao para Ny — oo descrito na
Secao [6.1] foi empregado.
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Figura 28 — Quantidades geométricas de gotas de altas razoes de viscosidades em fungao do
numero de capilaridade em escoamentos cisalhantes simples. Comparagao entre
os resultados numéricos obtidos pela formulagao singular do Método Integral de
Contorno e as previsoes da teoria assintética O(A ™).
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Assim, verifica-se que a teoria assintotica e o método numérico apresentam compor-
tamento similar para o caso abordado, validando os resultados numéricos para o estudo de
emulsoes diluidas de altas razoes de viscosidades. Note que caso a formulacao regular fosse
implementada, os desvios entre os resultados numéricos e tedricos seriam menores nas situagoes

de altas taxas de cisalhamento.

6.3 Comparacao com resultados experimentais

Para ratificar o suporte quantitativo dos resultados numéricos obtidos pelo Método
Integral de Contorno é viavel realizar comparacoes com dados experimentais disponiveis na
literatura. Nesse caso, destaca-se a relevancia da medida de deformacao de Taylor, conforme
descrito na Sec¢ao[5.2] Dessa forma, a Figura[29| mostra a evolugao temporal de Dy para gotas de
baixas e moderadas razoes de viscosidades. No primeiro caso, considera-se gotas com A = 0, 50
escoando com C'a = 0, 10; no segundo, gotas com A = 5 escoando com Ca = 0,25. Em ambos

os casos as malhas sao discretizas com f = 6 e os escoamentos sao cisalhantes simples.
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Figura 29 — Evolucao temporal de medida de deformacao de Taylor da superficie de gotas em
baixas e moderadas razoes de viscosidades. As simulagdes foram realizadas para
gotas com A = 0,50 e A = 5 em escoamentos com Ca = 0,10 e Ca = 0, 25,
respectivamente. Ambas as gotas foram discretizadas por malhas com f = 6.
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Assim sendo, no caso de baixas razoes de viscosidades, a deformacao calculada pela
formulacao regular é cerca de 9,44% superior aquela determinada pela formulagao singular.
Considerando-se razoes de viscosidades moderadas, o resultado é oposto, de sorte que a a
formulacao singular produz resultados aproximadamente 13,69% superiores. Verifica-se ainda
que tanto os transientes iniciais quanto a deformacdo em regime permanente aumentam a
medida que nos aproximamos do limite assintético de bolhas.

Ainda nesse contexto, [Torza et al.| (1972) apresentam resultados para a deformagao de
Taylor para gotas com A = 0,08 e A\ = 3,6. Assim sendo, as Figuras e comparam 0s
resultados numéricos e experimentais, mostrando sua concordancia de forma satisfatoria. Con-
siderando os resultados obtidos para o fluxo de massa e para deformacao de Taylor de gotas
em baixas e moderadas razoes de viscosidades considerou-se formulagoes distintas do Método
Integral de Contorno para cada caso. Para A = 0,08, a formulacao singular foi implementada,
enquanto que para A = 3,6 utilizou-se a formulacao regular. Além disso, o procedimento de
extrapolagao buscando o limite termodinamico da malha foi utilizado. As figuras ainda apresen-
tam o formato da gota, considerando tanto sua deformacao quanto sua orientagdo em relacao
ao escoamento, para as respostas permanentes no caso das maiores capilaridades utilizadas
no experimento. Assim, fica clara a diferenga entre o comportamento mecanico de emulsces

diluidas com gotas em pequenas e moderadas razoes des viscosidades.
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Figura 30 — Deformacao de Taylor em funcao do ntimero de capilaridade em cisalhamento sim-
ples para A = 3,6. Comparacgdo entre os resultados numéricos obtidos pela for-
mulacao regular do Método Integral de Contorno com o resultado experimental
obtido por Torza et al.| (1972).
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Figura 31 — Deformacao de Taylor em func¢ao do niimero de capilaridade em cisalhamento sim-
ples para A = 0,08. Comparacao entre os resultados numéricos obtidos pela for-
mulagao singular do Método Integral de Contorno com o resultado experimental
obtido por Torza et al.| (1972).

Chama atengao o fato de que o cédigo numérico recupera a teoria de [Taylor (1934)
para as duas situagoes. Além disso, note que os resultados numéricos subestimam de forma
discreta o valor de Dy em relacdo ao experimento. Todavia, esse resultado nao é suficiente
para invalidar a precisao numérica do método; de fato, as incertezas associadas as medidas

experimentais utilizadas como referéncia nao sao conhecidas.



7 Conclusoes e trabalhos futuros

7.1 Conclusoes

O presente trabalho abordou o comportamento mecanico de gotas de emulsoes diluidas
em cisalhamento simples. Na escala das gotas, o escoamento pode ser considerado livre dos
efeitos de inércia, sendo governado pelas equagoes de Stokes. Como consequéncia da lineari-
dade das equacoes governantes, diversas técnicas analiticas e numéricas podem ser utilizadas
para explorar sua solugao. O campo de velocidade sobre a superficie da gota foi determinado
pelo Método Integral de Contorno aplicado as equagoes de Stokes (Ladyzheskaya, [1969)). Para
tanto, foram obtidas formas integrais do campo de velocidade para os fluidos interno e externo
a gota. A conciliacdo desses resultados na superficie da gota é obtida em funcao do salto de
tensoes na interface. No contexto deste trabalho, admite-se que nao ha gradientes de tem-
peratura ou de concentragao de surfactantes na superficie das gotas, de sorte que o salto de
tensoes ocorre apenas na direcao normal a superficie. O Método Integral de Contorno, contudo,
baseia-se em integrais de superficie que envolvem funcgoes de Green singulares. Assim, um pro-
cedimento de subtragao de singularidades é descrito e os resultados numéricos sao obtidos pela
Regra do Trapézio aplicada a integrais de superficie. Todavia, esse procedimento nao permite
que as integrais sejam avaliadas exatamente sobre o ponto de singularidade. Assim, grandes
erros numéricos sao produzidos quando os calculos sao realizados nas proximidades do podlo
(Loewenberg & Hinchl [1996; Pozrikidis, (1992).

Nesse contexto, uma formulagao nao singular para o campo de velocidade na superficie
de gotas com razoes de viscosidades arbitrarias é apresentada e discutida em detalhes (Bazh-
lekov et al.l [2004). Essa formulacao baseia-se em integrais de linha, apresenta solugao analitica
e, desde que o podlo nao esteja sobre o contorno que define caminho de integragdao, permanece
regular mesmo quando a singularidade esta exatamente sobre a superficie de integracao. Testes
numeéricos com objetivo de validar a nova formulagao sdo apresentados. No caso da formulagao
singular, utilizou-se a Regra do Trapézio aplicada a integrais de superficie; no caso da formulacao
regular, formulas de quadratura baseadas nas Féormulas de Newton-Cotes fechadas. Como re-
sultado dos testes, acredita-se que seja conveniente implementar apenas solu¢oes numéricas das
duas formulacoes. De fato, o esfor¢co em termos do tempo computacional de simulagao associ-
ado ao céalculo exato das camadas potenciais simples e dupla é muito superior aquele necessario

quando utiliza-se métodos numéricos de integracao.
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A metodologia numérica utilizada nas simulagoes também foi discutida em detalhes.
Nesse sentido, destacam-se o procedimento de discretizacao da malha sobre a superficie da gota
e o calculo do vetor normal e da curvatura sobre cada né (Loewenberg & Hinch, 1996; Bazh-
lekov et al., 2004). Além disso, um procedimento de regularizagdo da dupla camada potencial
baseando-se na subtragao de autovalores esptrios do espectro de solugao é abordado (Oliveiral,
2007). O procedimento de relaxacao da malha também é considerado. Nesse caso, apresenta-se
um método de relaxacao da malha computacional, de maneira que a posicao dos nés sobre a
superficie da gota torne-se independente da historia do escoamento. Para isso, antes de cada
passo do processo de avango temporal fisico, uma sequéncia de passos de relaxagao é realizada
até que a distribui¢ao dos pontos de controle da malha nao se altere mais (Loewenberg & Hinch),
1996; [Siqueira et al) 2011). O processo de evolu¢ao temporal baseia-se em um algoritmo de
Euler de segunda ordem que utiliza passos de tempo adaptativos. A determinagao dos passos
de tempo é baseada em medidas de deformagao da gota e em uma tolerancia previamente esta-
belecida. Dessa forma, durante os transientes iniciais em que a gota deforma-se rapidamente, o
método produz passos mais curtos, refinando o calculo nesse intervalo. A medida que o regime
aproxima-se do estado permanente, o formato da gota para de variar e os intervalos de tempo
entre duas iteragoes aumenta.

No caso particular de emulsoes de altas razoes de viscosidades, as gotas tendem a gi-
rar com vorticidade proxima da do escoamento nao perturbado. Nessa condigdo, antes que as
deformacoes sofridas pela gota no quadrante extensional do cisalhamento tornem-se significati-
vamente grandes, a particula gira e passa ao quadrante compressional. Esse mecanismo tende
a restaurar a forma da gota. Em outras palavras, sendo o tempo caracteristico de deformacao
muito maior que o tempo caracteristico de rotacao da superficie, a gota tende assintoticamente
a uma esfera. Portanto, verifica-se um limite de pequenas deformagoes na condi¢ao de altas
razoes de viscosidades. Nesse sentido, teorias assintéticas O(Ca) e O(A™!) para a evolugdo da
superficie da gota foram apresentadas (Oliveira & Cunha, 2011). Essas teorias sdo capazes de
prever medidas de deformagdo e orientacao das gotas no escoamento, evidenciando efeitos nao
lineares no escoamento de emulsoes em altas razoes de viscosidades.

Com o objetivo de validar os resultados numéricos produzidos pelo Método Integral
de Contorno, calculou-se o fluxo de massa liquido através da superficie da gota. A modelagem
do problema baseia-se em um escoamento incompressivel, de maneira que o fluxo de massa
total através da superficie da gota deve ser identicamente nulo; isto é, o volume da gota deve
permanecer constante. Todavia, os resultados numéricos acusam que o fluxo de massa atinge
um valor positivo e estavel. Verifica-se ainda que a formulag¢ao que produz resultados que mais
se aproximam da previsao tedrica depende do regime de escoamento em estudo. No caso de
gotas de razoes de viscosidades moderadas (1,0 < A < 5,0), a implementagdo da formulacgao
nao singular apresenta grandes avancgos no sentido de atender a expectativa incompressivel. De
fato, o fluxo de massa calculado utilizando integrais de linha para descrever o campo de veloci-

dade é sempre menor que quando calculado pela formulacao singular baseada em integrais de



Capitulo 7. Conclusédes e trabalhos futuros 70

superficie. Todavia, em ambas as situacoes verifica-se um fluxo de massa positivo quando o valor
estavel ¢é atingido, indicando um erro numérico sistematico e representando que a massa da gota
aumenta continuamente durante a simulacao. Em regimes de pequenas deformagoes em que as
gotas apresentam altas razoes de viscosidades (A > 5,0), o fluxo de massa calculado pela for-
mulacao singular apresenta carater oscilatorio, caracterizando um erro de flutuacao numérica.
Todavia, a média temporal do fluxo de massa tomada ao longo de todo o escoamento tende
a zero tanto mais quanto a razao de viscosidades da gota aumenta e ela aproxima-se de um
corpo rigido imerso no escoamento. A utilizacao da formulacao singular ainda produz um fluxo
de massa crescente, estabilizando-se em um valor positivo. A medida que a gota torna-se mais
viscosa, o valor absoluto do fluxo diminui consideravelmente. Para gotas de baixas razoes de
viscosidade em regimes de grandes deformagoes (A < 1,0), verifica-se que a implementacao da
formulacao regular nao produz avancos significativos em relagao ao calculo do fluxo de massa.
Assim, o fluxo calculado pela formulagao nao singular é sempre maior que quando calculado
pela formulagao singular, considerando as mesmas condi¢oes de escoamento. Dessa maneira, a
formulacao singular produz resultados mais préoximos da previsao tedrica. Nesses casos, por-
tanto, as hipéteses de considerar constante a curvatura local da superficie e utilizar uma média
espacial para o campo de velocidade adotadas nas formulagoes nao singulares das camadas
potenciais simples e dupla sdo grosseiras. Sendo assim, em regimes de grandes deformacoes,
observa-se que a influéncia dessas consideragoes o calculo da velocidade superficial ¢ muito
mais relevante que a singularidade presente no método. Acredita-se que a implementacao da
formulacao singular do Método Integral de Contorno para descrever a velocidade na superficie
de gotas seja conveniente apenas no caso de razoes de viscosidades moderadas.

Ainda vale notar, que as duas formulacoes para o campo de velocidade violam leis fisicas
do escoamento. De fato, o fluxo de massa total através da superficie das gotas é constantemente
nao nulo durante as simulagoes, evidenciando que o método Lagrangeano empregado nao é
conservativo da massa. Esse resultado encontra fundamento na avaliacao discreta do vetor
normal ao longo da superficie da gota. De fato, o vetor normal é calculado localmente sobre
cada né da discretizacdo. Assim, realizou-se um estudo de convergéncia da malha, em que o
parametro é o inverso do nimero de nés da discretizagao. Dessa maneira, é possivel prever o
comportamento da gota quando discretizada por uma malha com infinitos nds, caracterizando,
de fato, uma superficie continua.

Medidas de deformacao da superficie da gota também foram calculadas considerando as
duas formulagoes. No caso particular de pequenas deformacoes, considerou-se medidas baseadas
no tensor distor¢ao da superficie da gota (Oliveira & Cunha, 2011)). Essas medidas foram
monitoradas ao longo do escoamento até que o regime permanente fosse atingido. Verificou-se
um pequeno desvio entre os resultados obtidos pelas duas formulacoes, sendo a deformacao
em regime permanente calculada pela formulacao regular sempre inferior & mesma grandeza
calculada pela formulagao singular. Além disso, a formulagdo singular foi comparada com a

teoria O(A\!) apresentada para prever resultados quanto a deformacao e orientagao das gotas.
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Nesse caso, foi possivel observar boa concordancia entre os resultados numéricos e tedricos. No
caso de regimes de deformacgoes moderadas e grandes, considerou-se a medida de deformacao
de Taylor| (1934), que baseia-se na projecao dos semi-eixos da superficie da gota no plano
do escoamento. A evolugao temporal dessa medida também foi monitorada, e os resultados
indicam que para gotas de baixas razoes de viscosidades, a deformacao de Taylor calculada pela
formulacao nao singular é sempre superior a mesma medida calculada pela formulagao singular.
No caso de razoes de viscosidades moderadas, o resultado é oposto, de sorte que a formulacao
regular produz resultados inferiores a formulacao singular. Finalmente, e ainda para o caso de
gotas de baixas e moderadas razoes de viscosidades, resultados experimentais disponiveis na
literatura sdo utilizados como critério de comparagao (Torza et al., |1972). Observou-se, mais
uma vez, boa concordancia entre os resultados numéricos e as referéncias utilizadas, validando

o co6digo numeérico desenvolvido para o estudo de emulsoes diluidas.

7.2 Trabalhos futuros

Considerando a formulacao desenvolvida e os resultados numéricos apresentados neste
trabalho, uma ampla frente de estudos pode ser explorada. Nesse contexto, destaca-se a ne-
cessidade de implementar um método numérico hibrido que utilize simultaneamente as duas
formulacoes do Método Integral de Contorno para descricdo da velocidade na superficie das
gotas. De fato, a formulacao regular é particularmente importante em situacgoes que o ponto de
singularidade encontra-se nas proximidades da superficie de integracao. Por outro lado, para
polos suficientemente afastados da superficie, a formulacao singular pode ser utilizada sem com-
prometer os resultados obtidos. Assim, espera-se obter resultados mais consistentes em relacao
ao fluxo de massa e medidas de deformacao tendo a teoria e resultados experimentais como
referéncia, além dos ganhos em termos do tempo computacional exigido nas simulagoes. Além
disso, grandes esforcos podem ser realizados no sentido de melhorar o célculo de grandezas
geométricas da superficie, tais como a curvatura local e o vetor normal em cada né da malha.

Além disso, destaca-se a necessidade de implementar uma malha adaptativa com topolo-
gia variavel para discretizar a superficie da gota. Esse procedimento viabilizaria o estudo de
gotas em regimes de grandes deformagoes e dos processos de formagao e/ou ruptura de go-
tas. Para malhas desse tipo, além do procedimento relaxagao ja utilizado neste trabalho, seria
necessario adicionar e/ou retirar pontos de controle da malha em determinadas regides, de
acordo com critérios pré-estabelecidos. Assuntos como esse ja foram abordados por Bazhlekov
et al. (2004). Além disso, o estudo numérico de difusdo e migragao de gotas em emulsoes po-
lidispersas é de grande interesse pratico e tedrico. Tais fendmenos provocam a estratificacao
de emulsoes escoando em tubos e em outros escoamentos cisalhantes em geral. Nesses casos,
o Método Integral de Contorno também pode ser utilizado para determinagao de coeficientes

hidrodinamicos do problema.
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Outro tema de grande interesse no contexto do estudo de emulsoes é a predicao dos
efeitos de tensoativos em sua reologia. Nesse sentido, é necessario implementar modelos constitu-
tivos para o salto de tensoes tangencias, decorrentes de gradientes de surfactantes na superficie
da gota, por exemplo. Modelos semelhantes ainda podem ser utilizados para simular o escoa-
mento de capsulas e vesiculas, abrindo caminho para o entendimento dos mecanismos fisicos
do escoamento de sangue em vasos capilares. Dessa forma, verifica-se a possibilidade do melhor
entendimento acerca dos efeitos de determinadas doencas, como a anemia falciforme.

Por fim, a caracterizagdo de emulsoes magnéticas também representa um tema de bas-
tante interesse por parte dos pesquisadores (Cunha et al., [2007). Esses materiais tém aplicagoes
promissoras em areas da medicina, como no transporte de firmacos pela corrente sanguinea,
e também em ramos da engenharia, como em processos de separacao de misturas de dgua e
6leo e de resfriamento de componentes eletronicos. Nesse contexto, modificacbes do Método
Integral de Contorno podem ser utilizadas para realizar estudos numéricos e tedricos sobre
o comportamento de gotas magnéticas. Todavia, é preciso dispor de uma versao do Teorema
da Reciprocidade para gotas magnéticas e resolver a equacao do campo magnético sobre a

superficie das particulas.
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APENDICE A - Propriedades das equacoes de
Stokes

A.1 Forca hidrodinamica

Como consequéncia direta da linearidade das equagoes de Stokes, verifica-se que a forga
hidrodinamica que atua sobre uma particula transladando em um fluido Newtoniano em regimes
de baixos numeros de Reynolds depende linearmente da velocidade relativa entre a particula e
o fluido. Sendo L uma escala caracteristica de comprimento, segue que |uV>?u| ~ pU/L? é uma
escala das tensoes viscosas e |VP| ~ Fg/L? é uma escala da pressio. Assim, e considerando o
balanco de quantidade de movimento linear dado pela equacao (2.10]), mostra-se que F /L ~
pU /L2, ou ainda,

Fy ~ pUL. (A.1)

Esse resultado recupera a Lei de Stokes para a forca de arrasto que atua sobre uma
particula esférica isolada sedimentando em um fluido viscoso. Para essa situacao, tem-se que
Fy =6murU, em que r é o raio da particula. Dessa maneira, conclui-se que a relagao entre a
for¢a hidrodindmica sobre um corpo em escoamentos livres de inércia é proporcional a velocidade
relativa entre o corpo e a particula. A forma mais geral de relacionar essas duas grandezas —

forca e velocidade — é tal que

Fy=uR U, (A.2)

em que R é um tensor de segunda ordem denominado tensor resisténcia. Vale destacar que R ¢é
fungao apenas da geometria (forma, tamanho e orientagdo) das particulas, sendo independente
do escoamento. No caso de uma esfera isolada, o tensor resisténcia ¢ dado por R = 67rl.
De forma alternativa, pode-se escrever U = pu~'M - Fy, em que M = R é o tensor de
mobilidade da particula. Mais detalhes sobre os tensores resisténcia e mobilidade sao descritos
por Kim & Karilla) (1991)).
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A.2 Reversibilidade temporal

Outra propriedade importante do escoamento de Stokes é a sua reversibilidade em
relagdo ao tempo. Notando que em escoamentos livres de inércia o movimento u(x,t) depende
diretamente da forca hidrodindmica aplicada, entao, se o sentido da forca é invertido, o movi-
mento também sofre inversao. De fato, se w e P formam um conjunto solu¢ao das equagoes
dadas em , ¢é evidente que —u e —P também o sao. Por outro lado, quando o ntimero de
Reynolds ¢ arbitrdrio, o termo nao linear |u - Vu| ~ U?/L mantém seu sinal quando o sentido
da velocidade é revertido, mostrando que o escoamento reverso nao ¢ mais uma solu¢ao do pro-
blema. Dessa maneira, o movimento relativo entre duas esferas lisas em cisalhamento simples
produz trajetorias relativas fechadas reversiveis. Se o cisalhamento é invertido, as particulas re-
tornam ao longo das mesmas trajetorias relativas, sem migracao lateral. Todavia, essa condi¢ao
de simetria pode ser quebrada por caracteristicas intrinsecas do sistema, como rugosidade su-
perficial ou forgas coloidais (Cunha & Hinch| 1996).

Vale destacar que a reversibilidade temporal em escoamentos de Stokes impossibilita
alguns movimentos. Organismos biolégicos livres da acao liquida da gravidade e realizando
movimentos com reversibilidade no temporal (como oscilagbes harménicas simples, por exemplo)
nao sao capazes de se mover. Para produzir movimento, em geral, os microorganismos precisam
quebrar a simetria no tempo do escoamento, realizando movimentos helicoidais ou de altas
frequéncias (Childress| 1981)).

A.3 Funcoes harmonicas

Partindo das equacoes de Stokes, V-u = 0 e pV?u = —V P, é possivel demonstrar que
os campos de pressao e vorticidade sao harmonicos e que o campo de velocidade é biharmonico
nesse tipo de regime. Para o campo de pressio, basta notar que V?u = V(V -u) — V x £, em

que £ =V X u é o vetor vorticidade; assim sendo, tem-se que

-V x€= ;VP. (A.3)

Tomando o divergente de , sabendo que o divergente do rotacional de um vetor é sempre
nulo e que o divergente do gradiente de um vetor é o seu Laplaciano, obtém-se V2P = 0.
Portanto, o campo de pressao é harmoénico, indicando que ele pode ser expandido em uma
série de fungoes harmonicas sélidas (Lamb)| 1932)). Por outro lado, tomando o rotacional de
(A.3]) e sabendo que o rotacional do gradiente de uma fungao escalar é o vetor nulo, tem-se que
—V x (V x &) =0. Usando que V x (V x &) = V(V - £) — V2€ e notando que o campo de
vorticidade é solenoidal por definicdo, isto é, V - & = 0, segue que V2§ = 0, mostrando que o

campo de vorticidade também ¢ harmonico. Dessa maneira, conclui-se que nao ha regioes de
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concentracao intensa de vorticidade que indiquem que esta grandeza seja um campo compacto
proximo a contornos solidos. Além disso, verifica-se que a vorticidade assume valores extremos
na fronteiro de um dominio regular (Evans, 1998).

Por fim, tomando o Laplaciano em ambos os lados da equacdo da quantidade de
movimento linear, segue que puV?*V?u = V2V P. Todavia, vale lembrar da identidade veto-
rial V2VP = V(V - VP) — V x V x (VP); assim, sabendo que, por definicdo, V x (VP) =0 e
desde que a pressdo é um campo harmonico, isto ¢, V- VP = V2P = 0, tem-se que V2V P = 0.
Portanto, V2V2u = V*u = 0, mostrando que a velocidade ¢ um campo biharménico em

regimes de baixos nimeros de Reynolds (Lamb, [1932; |Jeffreys & Jeffreys, 1946)).

A.4  Unicidade da solucao

Consideremos a taxa de dissipacdo de quantidade de movimento em energia interna
por unidade de volume para um fluido Newtoniano incompressivel, ® = 2uFE : E. Além disso,
seja V uma regiao do espago delimitada pela superficie S na qual as condi¢des de contorno de
velocidade sdo conhecidas. Sejam u e u’' duas solugoes das equagoes de Stokes nesse dominio,
tais que ambas satisfacam as condigoes de contorno em S. Assim sendo, a taxa de dissipacao de
energia mecanica em energia interna em todo o dominio V' devido a diferenca entre os campos

de velocidade, u? = u — o/, é dada por

ol = 2y / EL: EYav, (A.4)
174

em que E? = 1[Vu? + (Vu?)T] e Vu? = Vu — V' sdo os tensores taxa de deformacio e
gradiente de velocidade associados ao campo u?, respectivamente. Sendo Vué = E? + W,
em que E? é simétrico e W? é antissimétrico, segue que E? : Vu? = E? : E? desde que
E?: W= 0. Além disso, notando que E? : Vu? = V-(E*u?)— (V-E%)-u e V-E? = 1V?u?,
a equacao pode ser reescrita como

ol — zu/ V(B ud) dV—/ pV2ud - ud dv. (A.5)
v 1%
Das equacdes de Stokes, segue que uVu? = Vp?, em que p? = p — p/. Além disso,
aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss na primeira integral de (A.5)), segue que

qfézzu/sEd-ud-ndS—/ Vpl - uddv. (A.6)
1%

Note que Vp? - u? = V - (plu?), pois V - u? = 0. Assim sendo, substituindo esse resultado
em (A.6) e aplicando novamente o Teorema da Divergéncia de Gauss, dessa vez na segunda

integral, segue que

uk :2,u/SEd-ud-ndS—/Spdud-ndS. (A.7)
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Finalmente, vale lembrar que u e u’ satisfazem as condi¢oes de contorno em S, de
forma que u = ' sobre a superficie; assim, u?(x) = 0 Vx € S. Portanto, as duas integrais
de sao identicamente nulas. Dessa forma, se o escoamento é governando pelas equagoes
de Stokes, segue que ®¢ = 0. Voltando a defini¢io de ®¢, dada pela equacao , é possivel
observar que o integrando dessa equagao é uma quantidade nao nula. Assim, desde que o volume
de integracdo é arbitrario e E? é um campo continuo, conclui-se que E? = 0; isto é, E = E'
em todo volume. Sendo assim, u e u’ podem diferir apenas por um movimento de corpo rigido.
Todavia, desde que esses campos sejam idénticos sobre a superficie — ja que devem atender
as condi¢oes de contorno —, conclui-se que u(x) = ué(x) V& € V, requerendo a unicidade da
solugao das equagoes de Stokes como consequéncia direta de sua linearidade (Kim & Karillal,
1991)).

A5 Teorema da minima dissipacdo de energia

Sejam dois escoamentos (u,p) e (u',p’) incompressiveis e que satisfazem as condigdes
de contorno em um certo dominio V', delimitado pela superficie S. Considere ainda que o
escoamento (u,p) satisfaz as equagoes de Stokes, enquanto (u’,p’) ndo o faz necessariamente.
O teorema da minima dissipag¢do de energia diz que (u,p) tem a menor taxa de dissipacao de
energia interna dentre todos os demais escoamentos incompressiveis que satisfazem as condigoes
de contorno em S. Esse fato pode ser demonstrado’ a partir da expressio para a taxa de

dissipacao de energia de (u/,p’) no volume V|

- QM/VE/ L E'dV. (A.8)

Além disso, por meio de desenvolvimentos semelhantes aos utilizados para demonstrar

a unicidade da solugao das equagoes de Stokes, é possivel mostrar que

’V:/(E’—E):EdV:O. (A.9)
v
Entéo, subtraindo (A.8)) de (A.9)) segue que

o, = 2M/[E’:E’—(E’—E):E]dv
1%

- Zp/v[E:E—ir(E’—E):E’] dv. (A.10)

Uma outra demonstragdo baseada em principios geométricos em um espaco de tensores de segunda ordem
é descrita por |Kim & Karillal (1991)).
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Novamente, subtraindo (A.10)) de (A.8) obtemos

o, = 2,u/v[E:E+(E’—E):E’—(E’—E):E]dv

- 2,u/v[E:E+(E’—E) . (E' — E)]dV. (A.11)

Por fim, combinando as equagoes (A.8) e (A.11)) temos que

QD’V:%/VE’:E’CZV - QM/VE:EdVJrQu/V(E/—E):(E’—E)dV. (A.12)

Note que a segunda integral do lado direito da equacao (A.12) é sempre uma quantidade nao

negativa. Assim sendo,

zu/ E:Edvgm/ E . EdV, (A.13)
1% |4

que mostra que a taxa de dissipacao de energia mecanica em energia interna de w é sempre
menor que a mesma taxa de u'; isto é, &y < @{,. Do ponto de vista analitico, esse resultado
pode ser interpretado como um principio variacional segundo o qual a solucao das equagoes de
Stokes em um determinado dominio e sujeito a condi¢oes de contorno especificas é aquela que

promove a minima taxa de dissipagdo do escoamento por ac¢ao viscosa (Evans, 1998).
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APENDICE B — Salto de tensdes através de uma

interface entre dois fluidos

E importante notar que a diferenca fundamental entre um liquido e um gas é que
nos liquidos as moléculas atraem-se mutuamente com intensidade suficiente para impedir a
vaporizacao. Todavia, as moléculas de um liquido ainda sao relativamente livres para transladar
e rotacionar umas em relagao as outras. Dessa maneira, no interior de um liquido, as moléculas
estdo sujeitas a forcas atrativas em todas as dire¢oes. No caso de uma interface entre dois
liquidos imisciveis (ou entre um liquido e um gas), as particulas de liquido sao atraidas por
suas vizinhas para dentro do volume de fluido. Assim sendo, as moléculas do liquido sofrem
uma forca resultante perpendicular a interface de separacao e orientada para o interior do
proprio liquido. Portanto, as moléculas em uma interface liquida estdo sempre movimentando-
se para dentro do liquido, provocando um efeito de redugao da area superficial que delimita o
material. A contracdo espontanea da superficie pode ser entendida como uma quantidade de
energia livre associada a um trabalho exercido pela interface. Em muitos problemas que tratam
de interfaces fluidas, essa energia livre por unidade de area superficial é substituida por uma
tensao superficial que atua em todas as diregoes paralelas a superficie. Assim sendo, é possivel
concluir que a origem fisica da tensao superficial esta associada a tendéncia de uma superficie
liquida contrair-se espontaneamente, tendendo a admitir a configuracao de minima area (Adam),
1968)).

Inserido nesse contexto, é possivel obter um modelo constitutivo para a tensao exercida
pela interface sobre a superficie do fluido. Dessa maneira, estamos interessados em determinar
o salto de tensdes Af através da superficie de separagao. Considerando entdao o equilibrio

mecanico da interface, o balanco de forcas sobre a superficie é tal que

/SAde—/Oo(nx t)dt =0, (B.1)

em que o € denominado coeficiente de tensao superficial, cuja dimensao é de tensao por unidade
de comprimento. Além disso, b = t X n é o vetor binormal da superficie S, a qual delimita o

contorno C. Considere ainda a seguinte variacao do Teorema de Stokes,

/CFxtdﬁ:/S[nv-F—VF-n]dS, (B.2)

em que F' é um vetor arbitrario e n é diferenciavel em toda a extensao de S. Fazendo F = on,
a equagao (B.1)) pode ser reescrita como
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/SAde - /S[nV (on) — V(on) - n] dS. (B.3)

Note que nV-(on) = (6V-n)+nn-Vo. Por outro lado, tem-se que V(on)-n = (Von+oVn)-n
eVn-n = (1/2)V(n-n) = 0. Assim, desde que n-n = 1, segue que V(on)-n = Vo. Portanto,
a equagao (B.3|) reduz-se a

/SAde:/S[(UV~n)n+nn~Va—Vo*] ds. (B.4)

Desde que S é uma superficie arbitraria, mostra-se que

Af =(oV-n)n— (I —nn)-Vo. (B.5)

Na equacao é possivel observar que o salto de tensoes possui componentes tanto na direcao
normal, (¢V - m)n, quanto na diregao tangencial, (I — nn) - Vo. O vetor gradiente pode ser
entendido como um gradiente superficial, visto que as integrais na equagao sao realizadas
sobre a superficie S. Vale notar que o salto de tensoes tangenciais é importante apenas caso
exista gradiente do coeficiente de tensao superficial, isto é, apenas quando Vo # 0. Usualmente
esses gradientes estao relacionados a distribuigoes de tensoativos ou surfactantes na superficie

ou variacgoes de temperatura na interface.
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