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Resumo

Este trabalho trata do estudo da reologia do escoamento de camada limite para uma emulsao monodis-
persa e diluida. Para tanto, uma descri¢do concisa da hidrodindmica na escala da gota é efetuada a
fim de computar os efeitos da tensao induzida pela fase dispersa na escala macroscopica do escoa-
mento. Na escala da gota, o escoamento é tratado como livre de inércia e de movimento browniano de
modo que a gota é convectada pelo mesmo. Nesta escala, as equagdes que governam o movimento da
particula sdo as equagdes de Stokes. Em regime de pequenas deformagoes, um modelo constitutivo de
uma emulsdo é apresentado sendo composto por duas equagoes. A primeira delas descreve a evolugao
do formato da gota e, a outra, computa o fluxo de quantidade de movimento adicional oriundo desta
mudanca de geometria na escala microscopica. O foco deste trabalho é estudar e desenvolver um mod-
elo de equacao de movimento, para o escoamento macroscopico de uma emulsdo, cujo tensor de tensoes
global incorpore a contribui¢do do tensor de tensdes induzido pela fase dispersa. A este modelo sdo
aplicadas as hipéteses simplificadoras da camada limite a fim de obter uma equagdo que descreve o
movimento da emulsdo nesta fina camada de fluido. Paralelamente, um método numérico de elemen-
tos finitos em fluidos é desenvolvido e estuda-se a formulagao integral das equagoes de Navier-Stokes.
Para a validagao do cédigo préprio utilizado neste trabalho, o problema do escoamento da camada
limite laminar é apresentado. O resultado é, entdo, comparado com outros disponiveis na literatura.
O objetivo da parte numérica é de criar subsidios para a formulagao integral em elementos finitos da
equacao do movimento obtida para a camada limite de uma emulsdo monodispersa e diluida. Neste
ambito, simulou-se numericamente o escoamento de uma emulsao sobre uma placa plana e os resulta-
dos alcancados foram comparados com o caso de um fluido Newtoniano. Em trabalhos futuros, a meta
¢ adimensionalizar e estudar a solugdo analitica do modelo de equagdo de movimento desenvolvida

neste trabalho.

Palavras-chaves: Emulsoes diluidas. Camada Limite. Método de Elementos Finitos.



Abstract

This work examines the rheology of the flow inside the boundary layer of a diluted and monodispersed
emulsion. That being so, a concise description of the hydrodynamics on the scale of the drop is
performed to compute the effects of the stress induced by the droplet. This study considers the flow as
free of inertia and Brownian motion. Based on this, it is assumed that the drop is, in fact, convected
by the flow. On this scale, the equations governing the motion of the particle are the Stoke’s equations.
In the regime of small deformations, a constitutive model of an emulsion is presented consisting of two
equations. The first describes how the geometry of the drop varies along time. The second computes the
additional flux of linear momentum that arises from the development of the drop shape in a microscopic
scale. This work aims to study and develop a model of motion equation, for the macroscopic flow of
an emulsion, whose stress tensor incorporates the overall contribution of the stress tensor induced by
the dispersed fase. In this model, the simplifying hypothesis of the boundary layer is applied to obtain
an equation that describes the motion of the emulsion within this thin layer of fluid. Meanwhile, a
finite element method in fluid dynamics is developed and the integral formulation of the Navier-Stokes
equation is also studied. For the validation of the code used in this work, the boundary layer flow
over a flat plate is simulated. The result is then compared with others available in the literature.
The purpose of the numerical analysis is to create subsidies to reach the integral formulation of the
equations of motion inside the limits of the boundary layer. In this context, in future works, the aim
is to study the dimensionless form of the motion equation developed in this work as well as seek for

its analytical solution.

Key-words: Emulsions. Boundary Layer. Finite Element Method.
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1 Introducao

1.1 Contextualizacao

Dispersoes coloidais sao caracterizadas por pequenas particulas, gotas e bolhas de uma
tnica fase, de dimensdes entre 1 e 1000 nm, que estao dispersas em uma segunda fase (Schramm),
2005). Estas dispersoes sao classificadas em liofilicas ou liof6bicas. As dispersoes liofilicas sao
formadas espontaneamente quando as duas fases sdo colocadas em contato, indicando que a
dispersao, em si, é mais estavel do que as duas fases separadas. Um exemplo deste tipo de
dispersao é uma solucao de proteinas. Por outro lado, as dispersoes liofébicas nao se formam de
maneira espontanea, de modo que é necessario inserir energia no sistema (realizando trabalho
e agitando a mistura, por exemplo).

Dentre os principais tipos de dispersoes liofébicas, as emulsdes aparecem em destaque
pela sua abrangéncia de aplicagoes. Emulsoes sao dispersoes coloidais liofébicas formadas por
dois liquidos imisciveis e viscosos em que um encontra-se na fase dispersa, na forma de gotas, e
o outro na fase continua (Schramm) 2005)). De acordo com a distribuigao fisica da fase dispersa,
as emulsoes podem ser classificadas como polidispersas, nas quais as gotas possuem diferentes
tamanhos, ou monodispersas, em que as gotas apresentam, na média, o mesmo formato e
tamanho (Carvalho, |2008). Usualmente, o didmetro da gota encontra-se da faixa entre 1 um e
100 pm (Oliveira, 2007)). O caso mais comum de emulsao é composto por uma mistura de dgua
e 0leo, na qual a fase dispersa pode ser tanto a dgua quanto o 6leo. No caso em que a agua é a
fase dispersa, a nomenclatura W/O ¢é usada e quando o éleo é a fase dispersa, a nomenclatura
O/W é a adotada (Schramm), 2005). Normalmente, emulsoes sao fluidos ndo Newtonianos, pois
as tensoes de cisalhamento nao variam linearmente com a taxa de cisalhamento do escoamento
(Carvalho|, 2008)).

Em geral, agentes emulsificantes sdo adicionados as emulsoes com a finalidade de au-
mentar a estabilidade da fase dispersa. Estes emulsificantes atuam reduzindo a magnitude da
tensao superficial, facilitando a formacao de pequenas gotas e, até mesmo, evitando que micro-
gotas preexistentes se unam formando gotas maiores pelo fendomeno da coalescéncia (Carvalhol,
2008). Exemplos de agentes emulsificantes sao eletrdlitos inorgénicos simples, surfactantes e
macromoléculas (Schramm), 2005)).

Devido as suas caracteristicas fisicas e quimicas peculiares, as emulsoes desempenham
um papel diversificado na industria. [Tambe & Sharma (1993) listaram os principais campos de
atuagado como sendo os das industrias alimenticia, cosmética, farmacéuticas e petroquimica. Na

natureza, pode-se identificar a presenca de emulsoes no proprio corpo humano. O sangue, por
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exemplo, pode ser descrito como uma emulsao polidispersa estavel (Carvalho, [2008)). Outros
exemplos comuns de produtos que podem ser classificados como emulsoes sao a manteiga,
a maionese, as logoes para estética, o leite, dentre outros. Processos térmicos também sao
muito relevantes no estudo das emulsoes para efeitos praticos. A forma como uma emulsio
responde a varia¢oes de temperatura permitiu o desenvolvimento e aprimoramento do processo
de pasteurizacao do leite, que envolve o aquecimento e o posterior resfriamento desta mistura.
Além disso, na industria petroquimica o transporte da mistura de dgua e 6leo por tubulagoes
também envolve processos como perda de carga e transferéncia de calor (Olim et al., [2003).
Neste ambito, devido a grande aplicabilidade e uso de emulsoes no cenério atual, a
analise da maneira como as emulsoes interagem com os contornos solidos que as transportam
é um topico de interesse de estudiosos. Na interface entre a emulsao e a parede sélida as
particulas de fluido aderem & parede, apresentando velocidade nula nestes pontos. A medida que
a distancia com relagdo a parede aumenta, as particulas de fluido ganham velocidade, até atingir
a velocidade do escoamento nao perturbado. Esta regiao de variacao de velocidade delimita
uma fina camada onde os efeitos viscosos, devido as flutuagdes de velocidade e transferéncia de
quantidade de movimento entre as particulas de fluido, nao podem ser desprezadas. Esta fina
camada é conhecida como camada limite. Pretende-se desenvolver estudos da microdeformacao
das gotas e, a partir dos resultados obtidos, gerar solu¢oes analiticas e numéricas para a equacao
do movimento da emulsio dentro dos dominios fisicos da camada limite. E importante lembrar
que na escala da gota os efeitos de inércia sao desprezados. Além disso, como o estudo sera feito
em microescalas, possiveis curvaturas da geometria dos contornos sélidos serdo aproximadas
para uma placa plana sobre a qual o escoamento sera desenvolvido. Neste estudo, o escoamento
sera tratado como incompressivel e bidimensional. Na formulacao do problema considera-se
emulsoes diluidas nas quais as perturbagoes hidrodindmicas geradas por uma gota nao sao
percebidas pelas que estao nas suas proximidades. Emulsoes diluidas sao aquelas em que a

concentragao da fase dispersa é menor do que 30% (Oliveira, [2007)).

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos Gerais

Estudar a reologia de emulsoes em termos da microdeformacao das gotas e desenvolver
solucoes analitica e numérica para o escoamento de camada limite de emulsdes. O escoamento
serd sobre uma placa plana cujo comprimento ¢ muito maior do que a espessura da camada

limite.

1.2.2  Objetivos Especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sao:
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e realizar revisao bibliografica dos artigos relacionados ao assunto;

obter equagoes gerais para a camada limite bidimensional de um escoamento incom-

pressivel de uma emulsao monodispersa e diluida;

e adimensionalizar as equacoes gerais descritas no item anterior;

estudar o escoamento sobre uma placa plana;

modificar c6édigo préprio em dindmica dos fluidos para considerar a camada limite de
emulsoes usando o método de elementos finitos. Pretende-se gerar a formulagao fraca
para a equacao de movimento para a camada limite por meio de uma abordagem de
residuos ponderados. Determinar a matriz elementar considerando os efeitos do tensor
de tensoes adicional devido a influéncia das microdeformacoes da gota no escoamento da

emulsao;

e estudar os efeitos associados ao comportamento ndo Newtoniano da emulsao na camada

limite.

1.3 Revisao Bibliografica

A reologia é um campo do conhecimento que estuda o escoamento de materiais. A
partir de trabalhos pioneiros como o de |[Einstein| (1906)) e Taylor| (1932), modelos reologicos de
emulsoes foram estudados e adaptados ao longo dos anos. A viscosidade de fluidos contendo
pequenas particulas esféricas e sélidas foi primeiramente estudada por Einstein como um pro-
blema tedérico em hidrodinamica. Neste caso, ele propos um modelo reologico para suspensoes
diluidas de particulas sélidas e esféricas em termos da viscosidade efetiva. Até alguns anos apos
a formulacao deste modelo viscoso, ninguém havia proposto uma extensao deste trabalho para
liquidos contendo microgotas de outro liquido em suspensao. As dificuldades inerentes ao esta-
belecimento das corretas condi¢oes de contorno para o problema geraram barreiras para o apro-
fundamento do estudo. [Taylor (1932) atacou este problema e propds uma expressao semelhante
a de Einstein. Neste modelo, considerou as gotas e a velocidade de distor¢ao do fluido tao peque-
nas que a tensao superficial tenderia a manter o formato das mesmas aproximadamente esférico.
Deste modo, a analise de Einstein poderia ser extendida para suspensoes diluidas envolvendo
liquidos. No entanto, o problema de que qualquer movimento da fase continua gerava distorc¢oes
na fase dispersa persistiu. Dessa forma, [Taylor| (1934) abordou este assunto novamente, agora
experimentalmente, e encontrou uma expressao analitica para pequenas distor¢oes da forma
esférica. Nesta abordagem, relacionou a tensao superficial, a viscosidade e o raio da gota, para
escoamentos sob pequenas taxas de cisalhamento. Schowalter et al.| (1968)) desenvolveram uma
andlise da consequéncia da deformacao de uma gota na macroreologia da emulsao quando ela
estd submetida a tensdes normais. Estabeleceram, entdao, uma relagdo entre os efeitos microre-

olégicos que tendem a deformar a gota, devido a um escoamento cisalhante, e os que tendem a
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restituir o formato esférico oriundos de forgas interfaciais. Isto facilitou o intercambio entre as
duas escalas. Este trabalho buscou salientar também a ocorréncia de efeitos viscoelasticos resul-
tantes da mistura entre dois fluidos Newtonianos e incompressiveis que formam um outro fluido
com caracteristicas ndo Newtonianas. Frankel & Acrivos (1970) desenvolveram uma equagao
constitutiva para emulsoes diluidas assumindo deformacoes infinitesimais de pequenas gotas
suspensas em um escoamento cisalhante dependente do tempo. A equacdo obtida refletiu um
efeito de memoria da emulsao atribuido a néo linearidade de varidveis cinematicas e a dindmica
da superficie da gota.

Bachelor| (1976) desenvolveu um estudo em microescalas relacionado a tensao local
sobre as particulas de uma suspensao submetidas a um escoamento cisalhante uniforme. Neste
trabalho, uma abordagem estatistica foi adotada para a determinacao da distribui¢ao de tensao
sobre a superficie de uma particula de qualquer tamanho, formato ou constituicao, incluindo
os casos em que as particulas eram gotas ou bolhas de géas. Prosseguindo esta linha de estudo
e a luz dos modelos antecedentes que relacionam os efeitos das microdeformacgoes das gotas
sobre o campo de tensao da emulsao, Maffettone & Minale (1998) propuseram um modelo
fenomenolégico para a deformagdao de uma gota imersa em um fluido Newtoniano sujeito a
um campo de velocidade uniforme. Este modelo baseou-se na hipotese de que o formato da
gota é elipsoidal em todos os momentos, até para razoes de viscosidades menores do que a
unidade e para uma vasta relacdo de nimero de capilaridade. E importante ressaltar que o
numero de capilaridade expressa uma razao entre forcas de cunho viscoso e forcas interfaciais.
Para pequenos nimeros de capilaridade, por exemplo, os efeitos das forcas interfaciais sao
dominantes e a gota tende a sofrer pequenos desvios de seu formato original. Mais recentemente,
Oliveiral (2007)) apresentou resultados de anélises microhidrodindmicas de emulsoes diluidas em
regime de pequenas deformacoes. Neste trabalho, ferramentas assintoticas e o Método Integral
de Contorno foram utilizados para analisar a evolugao da geometria de gota em funcao de
diferencas de tensoes normais em sua superficie. Mais uma vez, buscou-se estudar o efeito da
tensao média induzida na macroreologia da emulsao em funcao da distribui¢do de tensdo na

superficie de cada gota.

1.4 Estrutura do Trabalho

Este trabalho esta estruturado em seis capitulos. O primeiro capitulo aborda os con-
ceitos mais gerais sobre o que é uma emulsao, os objetivos gerais e especificos do trabalho; e
faz uma breve revisao bibliografica do assunto em busca de mostrar a evolucao do mesmo no
meio cientifico. O capitulo dois expoe conceitos sobre as equagdes de balanco da mecanica dos
fluidos e o formato de um modelo reolégico constitutivo da hidrodindmica de uma emulsao
monodispersa e diluida. Neste capitulo explora-se também o comportamento fisico de uma gota
imersa em um escoamento cisalhante simples. O terceiro capitulo apresenta, primeiramente, os

conceitos bdsicos sobre o significado da camada limite e mostra as hipéteses que podem ser
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adotadas para simplificar a forma da equacao do movimento dentro desta regiao. Com isso, o
modelo constitutivo apresentado no capitulo dois é utilizado para a determinagao do novo ten-
sor de tensoes da gota que ira influenciar no fluxo de quantidade de movimento da emulsao vista
como um todo. Dessa forma, um novo modelo de equacao de movimento para a camada limite
de uma emulsao é obtido e apresentado ao final deste capitulo. Dando continuidade, o capitulo
quatro mostra os conceitos basicos do método numérico que sera utilizado neste trabalho para
o estudo da equacao do movimento e do comportamento da camada limite de uma emulsao.
Neste capitulo, conceitos relacionados a formulacdo de um problema em elementos finitos é
apresentada assim como a metodologia utilizada para a formulacao integral das equagoes de
Navier-Stokes, incluindo as condi¢des de contorno para um problema que trata da camada li-
mite sobre uma placa plana. Ainda neste capitulo, um método de estabilizacao é apresentado
e aplicado a este problema. O capitulo cinco, por sua vez, apresenta os resultados obtidos para
o problema numérico proposto no capitulo quatro. Estes resultados sao comparados com ou-
tros obtidos na literatura com a finalidade de validar o cédigo préprio utilizado. Vale lembrar
que o primeiro resultado deste trabalho é referente ao modelo de equacao de movimento da
camada limite de uma emulsao apresentado no capitulo trés por questoes de conveniéncia. O
capitulo seis versa sobre as conclusoes e os trabalhos futuros, com o intuito de sedimentar o
conhecimento apresentado e projetar o caminho a ser seguido tendo como base os resultados

expostos.



2 Equacoes Governantes

2.1 Equacoes de balanco da mecanica dos fluidos

As leis fisicas fundamentais que governam o movimento e a transferéncia de particulas
imersas em um fluido sao a segunda Lei de Newton e o principio da conservacao da massa.
A aplicagao destas leis em um volume de controle infinitesimal resulta, respectivamente, nas
equagoes da continuidade e de movimento de um fluido, representadas abaixo (Clift et al.,
1978):

Dp
= = 2.1
Dt+pV u =0, (2.1)
Du

. v 2.2
P =V o trg, (2.2)

em que p é a massa especifica fluido, u é o vetor velocidade Euleriano do movimento, o é

o tensor de tensoes e g representa uma forca de campo conservativo por unidade de massa.
D a notagao — + u - V fornece a derivada temporal de uma

o
as equagcoes e Dt =5

quantidade dindmica ou fisica ao longo do movimento do fluido. Neste caso, o termo gt retrata
uma taxa de variacao local da quantidade e o termo w - V incorpora os efeitos convectivos
devido ao transporte do elemento de fluido em andlise para uma outra posicao. Este operador,
também conhecido como derivada material, tem significado se aplicado a um campo variavel,
ou seja, a um campo que varia em funcao da posicao & e do tempo ¢t como, por exemplo, o
campo de velocidade u (Batchelor] |1967)).

A segunda lei de Newton define que a taxa de variagdo da quantidade de movimento
linear de um corpo corresponde ao somatorio das forcas que sobre ele atuam. Dentre estas forcas
destacam-se as forcas de campo por unidade de massa e as forcas de superficie por unidade de
volume. Na equagao o termo referente as forcas de superficie é o divergente do tensor de
tensoes, V - o, e este termo demonstra o comportamento do elemento de fluido quando sujeito
a acao de forcas de superficie provenientes do contato direto com o material que o engloba. O
tensor de tensoes o é um tensor de segunda ordem que, convenientemente, pode ser entendido
como a soma de uma parte uma parte isotrépica ou esférica, e outra parte nao isotropica ou
deviatorica (Batchelor, [1967). Um tensor isotropico é aquele cujas componentes sao invariantes
com relacao a rotagao. Por definicao o tensor identidade, I = d;; €;€;, ¢ um tensor isotrépico de
segunda ordem que serve como base para a obtencao de outros tensores isotrépicos de mesma

ordem (Aris, 1962)). O operador d;; é conhecido na literatura como delta de Kronecker, sendo
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igual a 1, se © = j, ou zero, caso contrario. Assim, o tensor de tensoes, o, pode ser expresso

COIMoO:

o=—pl+ 39 (2.3)

em que p possui um significado puramente mecéanico de pressdo e X% é o tensor deviatérico
que esta inteiramente relacionado a existéncia de movimento do fluido. Em uma abordagem
fenomenolégica, desvios do formato esférico de um elemento de fluido selecionado arbitraria-
mente em um fluido em movimento estao ligados aos efeitos de transporte molecular de quanti-
dade de movimento contabilizados pelo tensor X¢ (Batchelor, [1970). Dessa forma, para fluidos
estacionarios ou ideais (1 = 0), o tensor de tensoes o se reduz a parte esférica da equagao

(Batchelor, |1967)). Para um fluido Newtoniano e compressivel (Aris, |1962)

=2y (E — ;(v - u)) : (2.4)
em que p € a viscosidade dindmica e E é o tensor taxa de deformacao, que corresponde a
parte simétrica do tensor gradiente de velocidade. Neste caso, é importante ressaltar que todo
tensor de segunda ordem pode ser decomposto em uma parte simétrica e outra antissimétrica.
A parcela antissimétrica do tensor gradiente de velocidade é o tensor vorticidade W. Estes
tensores sao dados por

E = (Vu + VuT) (2.5)

DO | —

W = ; (Vu - vu'). (2.6)

Para um fluido incompressivel, em que Dp/Dt = 0, a equacdo da continuidade (2.1)) se reduz
a V-u = 0. Com isso, aplicando este resultado nas equagoes (2.4]), (2.3) e (2.2)), o novo tensor

de tensoes e a equacao do movimento para um fluido Newtoniano e incompressivel se tornam:

oV = —pI +2uE (2.7)

0
p ((;Z +u- Vu) = —Vp + uV3u + pg. (2.8)

Agora, com base nos conceitos desenvolvidos para as equagoes de balanco de um fluido
Newtoniano e incompressivel, estudaremos o formato das equagoes que governam o escoamento
na escala microscopica de uma emulsao. O intuito é entender o comportamento do escoamento
na escala das gotas e projetar os conceitos obtidos para a macroescala da emulsao. A emulsao,
neste caso, € vista como um fluido homogéneo equivalente. No caso de uma emulsao infini-
tamente diluida, considere uma particula de fluido com viscosidade py e massa especifica py
imersa em um outro fluido (fase continua) de viscosidade ;1 e massa especifica p. Ambos os

fluidos sao Newtonianos e incompressiveis. A razao entre a viscosidade da fase dispersa e da
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fase continua é denotada por A = N particula de fluido dispersa estd inicialmente na forma
esférica e possui raio a. Se o didmetro da gota for suficientemente pequeno, entao o nimero de
Reynolds do escoamento avaliado na escala da particula, a, também serd pequeno, mesmo que
o comprimento caracteristico, L, seja elevado. Vale lembrar que o niimero de Reynolds provém
da adimensionalizacao da equacao |) e é, por definicao, dado por Re; = P~ Na escala da

gota, U, ~ d.a e L ~ a, assim:
— <1, (2.9)

. Us, . .. , . .
em que . ~ — € a taxa de cisalhamento tipica do escoamento e U, ¢ a velocidade caracteristica
na escala da gota. A mesma andlise pode ser extendida para a interpretacado do nimero de
Reynolds no interior da gota, o que também leva a um valor muito menor que a unidade. Isto
sera valido desde que as viscosidades das fases dispersa e continua sejam da mesma ordem,
ou seja, A = O(1) (Batchelor, [1967). O baixo valor do nimero de Reynolds indica que os
efeitos viscosos dominam os efeitos de inércia e, assim, o escoamento na escala da gota pode
ser considerado livre de inércia (Rallison), [1984). Além disso, considera-se que os campos de
velocidade e de pressao ajustam-se em intervalos de tempo menores do que aqueles necessarios
para uma mudanga perceptivel na configuragdo do contorno da gota (Oliveiral [2007), indicando
que, na escala da gota, o escoamento também pode ser caracterizado como livre de movimentos
Brownianos. Neste aspecto, considera-se que o tempo de difusdo, 74 ~ 67pua®/(kT), em que K é
a constante de Boltzmann e T" é a temperatura absoluta, é muito superior ao tempo convectivo

do campo de velocidade 7, ~ 1/4., de modo que,

_ b6mpa’ie
KT
em que Pe, ¢ o nimero de Peclet na escala da gota. Fisicamente, o niimero de Peclet pode ser

Pe, > 1, (2.10)

entendido como uma razao entre um tempo caracteristico do processo difusivo, 74, (associado
ao movimento Browniano) e um tempo caracteristico da escala convectiva do escoamento, 7.
Dessa forma, a microhidrodinamica das emulsoes é governada pelas equagoes de Stokes,

que sdo as equagoes da continuidade ([2.1)) e quantidade de movimento (2.2)) expressas na forma
V-u=0 (2.11)

V.o +pg=0. (2.12)

Vale lembrar que as equacgoes de Stokes governam o escoamento da emulsao na escala da gota,
onde Re < 1e Pe> 1.
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2.2 Tensor de Landau-Batchelor

O objetivo desta secao ¢ apresentar uma equagao constitutiva para o tensor de ten-
soes de uma suspensao vista como um meio continuo e homogéneo. Neste aspecto, torna-se
necessario uma escala de comprimento local suficientemente grande para que uma propriedade
da suspensao possa ser caracterizada por seu valor médio com sucesso. Por outro lado, deve-
se garantir que tal escala seja suficientemente pequena para que possa ser, de fato, analisada
como uma escala local do escoamento macroscopico. Em uma primeira anélise, a natureza das
particulas que compdem a suspensao nao é relevante. Este tensor deve conter a contribuicao de
tensao oriunda da presenca da fase dispersa.

O desenvolvimento desta equacgao constitutiva é aplicada para suspensoes estatistica-
mente homogéneas. Para tanto, é necessario que a média volumétrica da tensdo induzida por
particulas contidas em um determinado volume seja valida para qualquer outro volume esco-
lhido aleatoriamente nesta suspensao. Satisfeita tal condi¢ao, a suspensao pode ser estudada
como um fluido continuo equivalente. Casos em que os efeitos de inércia sao relevantes nao se
enquadram nesta andalise e uma abordagem de escoamento multifasico deve ser adotada. Dessa

forma, o tensor de tensdes médio de uma suspensao pode ser escrito como

1
== av, 2.13
Ly 213

em que V' é o volume de integragao, que deve conter um ntimero suficiente de particulas para que
a hipotese do continuo possa ser assegurada. Todavia, V' nao pode ser muito grande garantindo
que flutuacoes de propriedades na escala macroscépica do escoamento nao sejam computadas.
Este volume de integragao pode ser dividido em duas partes, considerando a fase continua e a

fase dispersa da emulsao, como segue

N
V=Vi+> V, (2.14)

a=1
onde V; é o volume de fluido da fase continua, V,, é o volume de cada particula contida em
V, e N é o numero total de particulas. Agora, considerando que o fluido da fase continua é

Newtoniano, a equacao ([2.13) pode ser reescrita na assim:

(o) v/ [—pI + 21 (Vu+ Vul)| av + < Z o dv. (2.15)

Vo

Por meio da identidade vetorial V- (xo) = (V- o) x + o’ sendo o tensor o simétrico, ou seja,

o = o’ e as particulas livres de efeitos de inércia e forcas de campo, V - & = 0, entdo

/JdV V- (@) V. (2.16)
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Além disso, sendo a média do gradiente de velocidades dada por

/ VudV = / VudV + — Z VaudV. (2.17)
Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss ao ultimo termo da equagao (2.17)), onde VudV =
Va
un dS, resulta em
Sa
L Vadv = (vwy - L3 ds (2.18)
= u = (Vu) — — un ds. .
V Vf V a=1 S

Usando a mesma logica, pode-se escrever uma expressao parecida para o tensor gradiente de

velocidades transposto,

1 N
T v T\ _ 1
vl Vu'dV = (Vu') % az:jl | nuds. (2.19)
Com isso, substituindo os resultados obtidos em ([2.19)), (2.18) e (2.16]) na equagao ([2.15)) obtém-

se

N
> /5 o -nx — pu(un + nu) dsS, (2.20)

(0) = =) T+ p((Vu) +(Va')) + o >

ou ainda, sendo n = N/V o ntimero de densidade médio de particulas, é possivel mostrar que

(U):—(p>I+2u(E)—|—ZZ/SQO'-nw—u(un%—nu)dS. (2.21)

Dessa forma, define-se o tensor de tensoes adicional devido a presenca de particulas no escoa-

mento da seguinte forma

i
ol = az::l Sa, (2.22)
onde
S,= | o -nx—pulun+nu)dS. (2.23)

SOA
Este tensor é conhecido na literatura como tensor de Landau-Batchelor (Batchelor, |1970) e
depende do tamanho, da forma, da orientagdo e da distribuigdo das particulas. Assim, fica
evidente que a presenca de particulas, como gotas, imersas em um fluido Newtoniano gera uma
contribui¢ao no tensor de tensoes global do fluido continuo e equivalente da suspensao. Mesmo
que os efeitos de inércia devam ser desprezados nas vizinhancas da gota, isto nao significa que
o escoamento da suspensao na escala macroscopica deva ser analisado da mesma maneira. De

fato, nesta escala, a equagdo governante para o fluido continuo equivalente preserva os termos
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de inércia da (2.2) e adiciona a contribuigdo do fluxo liquido de quantidade de movimento da

fase dispersa, V - o%. Com isso, esta equacdo pode ser escrita da seguinte forma

1)1§1L>—V-0'N+V-ad+pg. (2.24)

2.3 Teoria de pequenas deformacbes para uma emulsao

Ao lidar com microgotas Newtonianas dispersas em um fluido Newtoniano em regimes
de escoamento de baixo nimero de Reynolds, os parametros fisicos relevantes sao a viscosidade
do fluido ambiente, u, a viscosidade da gota, Au, o coeficiente de tensao superficial, o, o raio
da gota nao deformada e a intensidade do escoamento do fluido na escala macroscépica. Destes
parametros surgem dois parametros adimensionais que sao o nimero de capilaridade, Ca, e a
razao de viscosidades. O nimero de capilaridade representa um balango entre os efeitos de forgas
viscosas e forgas interfaciais (Maffettone & Minale, [1998). Em outras palavras, este niimero
retrata uma relagdo entre o tempo de relaxagao devido a tensdo superficial, 7, ~ pa/o, e o
tempo convectivo do escoamento nao perturbado, 7. ~ 1/4, (Oliveira, 2007). Isto significa que
para C'a < 1 as forgas viscosas provenientes da taxa de cisalhamento imposta sobre a emulsao
sao pequenas quando comparadas com as forcas de tensao superficial na interface gota-fluido e
a geometria da gota se desvia muito pouco da forma esférica. Quando uma emulsao é submetida
a um escoamento cisalhante simples, os efeitos viscosos que agem sobre a superficie da gota
modificam a sua geometria e esta mudanca é percebida por ela apenas temporariamente, de
modo que a sua memoria relacionada a deformagao é muito curta. Com isso, o tempo para a gota
se deformar é muito maior que o tempo de relaxacao da tensao de superficie. Por outro lado,
quando C'a ~ 1 o tempo de relaxacao é da mesma ordem que o tempo de acao do escoamento
de tal forma que o fluido equivalente apresenta uma memoria semelhante a de um fluido nédo
Newtoniano (Carvalho, 2008). Em casos em que Ca > 1 a memodria da emulsao relacionada
a deformagao é muito grande de modo que a deformagao da gota prevalece e os desvios do
formato esférico da mesma sao mais expressivos, podendo até rompé-la.

A razao de viscosidades, A, também retrata o comportamento geométrico de uma gota
imersa em uma emulsdo. Pela prépria definicdo temos que para A > 1 a viscosidade da fase
dispersa ¢ muito maior que a da fase continua e, consequentemente, o formato da gota é prati-
camente esférico para qualquer nimero de capilaridade (Maffettone & Minale, [1998]). Neste
caso, recai-se em um problema tipico de pequenas deformacoes em que a gota gira muito mais
rapido do que se deforma. Ela gira, inclusive, com a mesma velocidade angular (ou vorticidade)
do escoamento nao perturbado (Oliveiraj, [2007). Por outro lado, para os casos em que A < 1,
a viscosidade do fluido ambiente é dominante sobre a da fase dispersa e, com isso, a gota se
deforma bastante mesmo para pequenos numeros de capilaridade. Neste caso, as gotas por se
deformarem muito, contribuem para o surgimento de um comportamento nao Newtoniano ou

viscoelastico da emulsdo. A deformagdo e a orientagao destas gotas retém parte da difusao
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da quantidade de movimento entre as camadas de fluido, caracterizando um comportamento
pseudo-plastico (shear-thinning) da emulsao (Carvalhol 2008). Emulsoes diluidas (¢ < 0, 3) com
altas razoes de viscosidades (A > 1) compoem o cenério de estudo da reologia de pequenas

deformagoes.

2.3.1 Equacao evolutiva para a forma da gota

Nesta secdo o objetivo ¢ determinar uma equagao constitutiva para a evolucao do
formato de uma gota imersa e convectada por um escoamento cisalhante simples. A partir
do momento em que o fluido ambiente é colocado em movimento, em relacao a particula,
diferencas de tensoes normais sao impostas a superficie da gota, desviando-a de seu formato
esférico inicial. Dentro do cenario de pequenas deformagoes, para Re, < 1 e Pe, > 1, o
escoamento nao perturbado, .., nas proximidades da gota pode ser aproximado por uma série
de Taylor desprezando os termos O(a/l)?, onde [ representa uma escala local de comprimento,
sendo [ > a (Rallison, |1984)). Assim,

Us(x) = u(0) + Vu(0) - x, (2.25)

em que x é o vetor posicao medido a partir do centro da gota e u(0) é a velocidade do
escoamento na posicao ocupada pela gota. Caso a velocidade da gota seja igual a velocidade do
escoamento na posicao = 0, entdo o escoamento desenvolvido pelo fluido ambiente e imposto
sobre as particulas é do tipo cisalhante, com taxa de cisalhamento caracteristico 4. (Almeida,
1998). Nesse caso, a gota é convectada pelo escoamento.

Em escoamentos de Stokes, pelo postulado da segunda lei de Newton, a for¢a hidrodina-
mica é proporcional a velocidade relativa entre a particula e o fluido. Dessa forma, F' o« U — u,
onde U é a velocidade da particula ou gota, e u(0) é a velocidade do escoamento na posi¢ao
ocupada por esta particula. Sendo F' =~ 0, entdo U =~ u(0), o que significa que a gota é
convectada ao longo do escoamento. Adotando um referencial que translada com a gota, tem-se

que U = 0 e, portanto, u ~ 0. Assim, o campo de escoamento nao perturbado nas proximidades
da gota ([2.25)) pode ser reescrito como

Up(x)=Vu-x=(E+W)-x. (2.26)

Deseja-se analisar a distorcao de primeira ordem da gota em estudo causada por este
escoamento. Para tanto, é preciso obter uma equacao que descreva a superficie da gota ao longo
do tempo. Em um estudo de pequenas deformacoes, tem-se que o raio da gota varia de acordo

com

r(t) = a+ dr(t), (2.27)
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em que 0r(t) é a variagdo da forma da gota em relagdo a esfera. Da Mecénica dos Meios
Continuos, dr(t) = ea, sendo e a elonga¢ao normal por unidade de comprimento sofrida por

um arco material de comprimento dsy em processo de deformagao. Este parametro é dado por

_ds —ds
N dSo ’

em que ds e dsg sao comprimentos de arcos diferenciais antes e apos a deformacao.

¢ (2.28)

Expressando a deformacao de um arco material em termos do tensor gradiente de

deformagdo F, cujas componentes sao F;; = 0x;/0xg;, obtém-se

de = F - dz,, (2.29)

em que dx representa vetorialmente a variacao de comprimento de um arco material de tamanho
dsy apdés sofrer uma transformagao. Esta transformacao é caracterizada pela projecao do tensor
gradiente de deformacao na direcao x.

Seja n = ds/dsy, em regimes de pequenas deformagbes, mostra-se a partir de
que (Oliveira, |2007)

€T r 3xzx:AA:zxzx
n=14+=-A-Z 4= ) + ...,
r r 2 T

em que 7 € a elongacdo, r = v/ - & e A é um tensor de segunda ordem, positivo e simétrico, que

(2.30)

define a geometria da gota, também conhecido como tensor de Green ou tensor de distorcao.
De (22.28) temos que e = ds/dsy — 1 e e = n — 1, de forma que r(t) = a + ae = a(l + ¢€) = an.

Assim, define-se a equacao da superficie da gota como sendo S(t) = r(t) — an, ou seja,

T T Swa::AA:wij“.)' (2.31)

S(t):r(t)—a<1+r-A~—|— 1

T 2 T

O termo i representa a primeira correcao da deformacao da superficie da gota com
relacao a SZa Conﬁgura(;ao esférica inicial para uma outra elipsoidal. No limite de altas razoes de
viscosidade, as deformagdes sofridas pela gota sao muito pequenas, de modo que esta primeira
correcao da geometria ja é suficiente para descrever o comportamento da superficie. Com isso,

a equacao da superficie da gota se reduz a

S(t) = r(t) —a (1 +2a j’f) . (2.32)

A luz da hipétese do continuo, aplica-se a condi¢ao de contorno cinematica da superficie
da particula, tal que DS(t)/Dt = 0. Isto significa que a superficie material é sempre formada
pelas mesmas particulas em todas as fases do movimento. Considerando apenas os termos de
O(1) e O(1/X), obtém-se a seguinte relagao

Dr D /x x
el (N ) JY 2,
Dt aDt(r r) 0 (2.33)
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Note, portanto, que a teoria é O(A72).
Aplicando o conceito de derivada material D()/Dt = 9()/0t + u - V() aos termos da
equacao (2.33), obtemos para o primeiro termo que

D D .
Dr_DWED) _ (apr). Dia)/Dt = (a/r) - u,
em que u’® é a velocidade analisada na superficie da gota, oriunda da restricdo imposta pela

condigao de contorno. Sabe-se que x/r é um vetor unitario e que sua derivada é dada por

D /x x
ol R = 2.34
Dt(r) Wa X (2.34)

em que w, ¢ a velocidade angular a que o vetor unitério & /r esta sujeito. Com isso, aplicando-
se estes conceitos em ([2.33]) e sabendo-se que para altas razoes de viscosidades a velocidade

, . . ) T
angular da gota é aproximadamente a mesma do escoamento nao perturbado, ou seja, w, X — ~
r

T T , . -
wx —=W.— em que w é a velocidade angular do escoamento nao perturbado, tem-se que
r

r
DA
.z gz, 2042 2 ox) (2.35)
r r r Dt r r r r
Como W é um tensor antissimétrico, ou seja, W - r__T W, a equacao (2.35) pode ser
r r
rearranjada da seguinte forma:
x (DA r x
S E—woArA W] E=2 2.36
ar ( Dt * ) r r v ( )

Na equagao (2.36)), é possivel identificar a derivada corrotativa de Jaumman do tensor
A, que denota a taxa de varicao de A a partir de um referencial que translada e gira com a

particula. Esta derivada é dada por

DA DA
@t_<Dt—W-A+A-W>. (2.37)

Gotas em casos de elevadas razoes de viscosidade e submetidas a escoamentos rotacionais,
a/r = 1, e assim, a equagao (2.36)) pode ser simplificada resultando em

x x=x- u’. (2.38)

K37
Note que é uma equagao evolutiva para A com base na velocidade do escoamento na
superficie da gota u®. Portanto, para analisar o comportamento da geometria da gota é preciso
encontrar uma expressao para u’. Para tanto, uma solucdo é elaborada para o campo de
velocidade sobre a superficie da gota pela superposicao de fungdes harmoénicas esféricas (Lamb;,
1932)) em que



Capitulo 2. FEquacoes Governantes 15

3 3
u = E-w+W~w+%dxw+%(m-B~w)w (2.39)
2a° 5a®
+ FC r——(z-C o)z,
de modo que
(0d-n)|mg = —pm+2u{E-n+[B-n—4(n-C -n)nl} (2.40)

+ 2u{-8C -n+20(n-C -n)n—3D xn},

se ¢ V, para o escoamento fora da gota, e

5r2 2
u:'wxm+G-m+ﬁF-az—§(m-F-m)m, (2.41)
tal que
(0-n)|reqg = —pan+2\u{G -n+[8F -n—(19/2) (n- F -n)nl}, (2.42)

se x € V, ou seja, para o escoamento interno a gota. Nestas equacgoes, V é o volume da gota
e E é o tensor taxa de deformacao. Os outros componentes como os tensores B, C, F e G
e os vetores d e w, sdo determinados pelas condi¢oes de contorno na superficie da gota nao

deformada, sendo elas:

1. continuidade de velocidades: [u]* = 0 onde a notagdo [ |* representa um salto de pro-

priedades através da superficie da gota;

2. continuidade de tensoes: o salto de tensoes através da superficie da gota é dado por Af
em que Af = [o - n]’. A projecao do vetor A f na diregao normal, A f-n, ¢ uma grandeza
escalar que representa um salto de tensoes normais pela superficie. A subtracao do salto
de tensoes normais através da superficie do salto de tensoes global, Af, fornece o salto

de tensdes tangenciais através desta mesma superficie. Matematicamente,
Af—(Af nyn=Af-I-Af - nn=Af-(I—-nn),

em que I é o tensor identidade e Af- (I — nn) é o salto de tensoes tangenciais através da
superficie em estudo. Neste trabalho serdo consideradas gotas com coeficientes de tensao
superficial constante (homogéneas) na superficie isto é, ndo hé gradiente de temperatura
ou concentracao de surfactantes na superficie. Desta forma, apenas o salto de tensoes
normais é observado, sendo este dado pela lei de Young-Laplace (Clift et al., [1978), tal
que Af -n = 2kon, em que k é a curvatura média da gota e o é o coeficiente de tensao

superficial. Nao sdo observadas variagoes de tensdo tangencial, tal que Af-(I — nn) = 0.
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Os termos envolvidos na aplicagdo das condigoes de contorno sao todos avaliados na
superficie da gota. Com isso, em grande parte dos casos, * = an e r = a. A excegdo é o termo
Af -n em que efeitos de primeira ordem da deformagao da gota sao considerados. Neste caso,

_ - 1 2
para o cdlculo da curvatura média, dada por k = (1/2)V®-n, arelacifo k~ —+ —x - A-x é

a a’
obtida considerando que a gota deforma-se segundo a equagao (2.31)). O termo V* = (I—nn)-V
é o gradiente projetado na superficie.

Apoés a aplicagao das condigdes de contorno (1) e (2), a expressao para u® é dada por

o 40X+ 1)
E x— —
20 +3 pa (19X + 16) (2 + 3)

As fungoes racionais de A sao expandidas em séries de poténcia de 1/A com base em um limite

u' =W . .x+

Az (2.43)

assintotico de altas razoes de viscosidade. Truncar essas séries nos termos de primeira ordem

resulta em > 3 e 40(A +1) 40(\) 20 e a equacgao (|2.43)) torna
oA +3 7 2x CION T 16)(2) £ 3) (10 (2N)  (1gn) © *cduacac ie
Se:
w—(WilE- 7 cA) 2 (2.44)
B 2\ Apa ’ '

20 : , . )
em que ¢ = To° Sendox- W -x =W : xx = 0, pois W é um tensor antissimétrico e xx é

simétrico, é possivel mostrar a partir de (2.38]) que
DA 5 o
—=—F— —CA. 2.45
Dt 2\ Apa ( )
Como x = an, A é um tensor homogéneo sobre a superficie da gota, ou seja, VA = 0
e, assim, a derivada material deste tensor recai para a sua derivada ordinaria dA/dt. Portanto,
a equagao evolutiva para a forma da superficie da gota pode ser escrita como
dA 5 o
— =W - A-A- W+ —FE—- —CA. 2.46
dt 2 Apa ( )
A equacao ([2.46) refere-se ao comportamento da emulsdo na escala da gota onde o
escoamento é visto como bifasico. Nesta equacao o tensor de distorcdio A computa como a

geometria da gota evolui ao longo do tempo.

2.3.2 Tensao induzida pela fase dispersa

No estudo das emulsdes monodispersas infinitamente diluidas, os efeitos do tensor de
tensoes na superficie de cada gota devem ser considerados. Mudangas na geometria da gota
devido a acao de um escoamento cisalhante propagam-se para a escala macroscopica da emulsao,
gerando variagoes significativas da quantidade de movimento da fase continua. Desta forma,
o tensor de tensoes da emulsao equivalente deve conter um novo termo, denominado tensor

médio, que incorpore estas contribuigoes provenientes da fase dispersa.
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A tensdo induzida por uma gota pode ser determinada pela integral sobre a
superficies S* ou qualquer outra superficie que englobe a gota e que nao contenha outras
particulas (Batchelor] [1970). Para emulsoes diluidas, em que ¢ < 1, o disturbio de velocidade
provocado por uma gota nao altera o escoamento nas proximidades das gotas em sua vizinhanca.

Assim, neste contexto, o escoamento ao redor de uma gota nao ¢é influenciado pelas demais.

R>a

A\
Figura 1 — Diagrama de uma emulsao monodispersa e diluida, em que a ¢ o raio da gota.

Escolhendo uma superficie de raio R, S°°, em que R > a, temos que un = nu, de tal
forma que a integral (2.23]) pode ser reescrita na forma

o -nx — pulun +nu)dS = o -nx —2unuds. (2.47)
S Soo

Para a determinacao dos termos do integrando, recorre-se mais uma vez a solu¢ao de Lamb, dada
por e , em que as solugoes sao escritas em termos de fungdes vetoriais harmonicas.
Neste caso, a superficie S é esférica, de raio R, de modo que * = Rn e que relagoes de
ortogonalidade podem ser utilizadas. Considerando que a diluicao da emulsao deve ser tal que
S possa ser definida de modo que os termos O(R™!) possam ser desprezados, é possivel

mostrar que (Oliveiral 2007))

S, =—2u (gwa3> B. (2.48)

Nesta equagao, B é um tensor de forma que aparece na solu¢ao de Lamb do escoamento de
Stokes com simetria esférica. Frankel & Acrivos| (1970]) determinaram este tensor de forma como

sendo

50— 1) 4o, 301y

B=—— ""'F— —— B S
22 +3 (2X + 3) pa T(2X + 3)?

FlA E|, (2.49)
2
emque F[A,E|]=A-E+E-A— 3 (A: E)I. Vale lembrar que a expressao para o tensor
B leva em conta condig¢oes de contorno de gota deformada e nao apenas sobre r = a.
No contexto da teoria de pequenas deformacoes, no limite de alta razoes de viscosidade

A, as fungbes racionais de A podem ser expandidas em séries de 1/A. Dessa forma, tem-se que



Capitulo 2. FEquacoes Governantes 18

5N —1)/(2A +3) ~ 5/2 — 25/(4N\), 4/(2XA + 3) ~ 2/X e 30(\ — 1)2/7(2\ + 3)? ~ 15/14. O
resultado desta expansao reduz a expressao para B como segue
5 25

o 15
B=—(-—-—|E-2—A—-—F|AFE 2.
(2 4)\> Apa 14f[ Bl (2.50)

Sabe-se da equagao que o = n(1/N) XN | S,. Para uma emulsio monodispersa
e diluida, o nimero de particulas dentro da superficie S é N = 1 e, com isso, (1/N) >N | S, =
S.. Considerando a definicdo do ntimero de densidade médio de particulas como sendo n =
3¢/ (4ma®) (Schowalter et al., [1968) e igualando-se as equagoes e é possivel mostrar

que

25 o 15
d— —~ “\E+4— A+ —F[A E||. 2.51

A equacao (2.51]) retrata como a presenca de microgotas na microescala influenciam o
comportamento do tensor de tensdes da emulsdo vista na macroescala. O tensor adicional o

define a tensao induzida pela fase dispersa.

2.4 Modelo constitutivo completo de uma emulsao

O modelo constitutivo completo de uma emulsao é formado por duas equagoes, (2.46)
e (2.51)), respectivamente, repetidas a seguir

dA 5 o
A _ woa-Awt+—E-"cA
a =W W E = ™

(2.52)

25 o 15
d _ — — —F
o’ = du l<5 2)\>E+4)\uaA+ - [A, E]| .

O presente trabalho utiliza este modelo de equagdes como base para a formulagao analitica da
equacao do movimento dentro da camada limite de uma emulsao escoando sobre uma placa
plana. As simplificagoes referentes a teoria da camada limite serao incorporadas aos tensores
taxa de deformacao e vorticidade, E e W, respectivamente, no célculo do tensor distorcao A.
O resultado obtido desta simplificacao sera utilizado para a determinacio do tensor de tensoes
adicional, ¢, definido pela equacio . Finalmente, tendo o tensor de tensoes adicional
calculado, um modelo de equacdo do movimento proposto neste trabalho pode ser obtido.

Estes desenvolvimentos serao abordados no proximo capitulo.



3 Equacoes da Camada Limite

Ao final do século XIX a ciéncia da mecanica dos fluidos podia ser vista como um
grande tronco com duas ramificagoes principais, uma relacionada a parte tedrica do estudo
da hidrodinadmica e a outra embasada em resultados experimentais chamada de hidrdulica. A
priori, estes dois campos de estudo nao apresentavam pontos em comum (Schlichting, 1979)).
Por um lado, a teoria hidrodinamica baseava-se nas equagoes de Euler para descrever um
escoamento de um fluido inviscido e ja apresentava um elevado grau de desenvolvimento. No
entanto, esta teoria nao era capaz de explicar resultados experimentais como o arrasto de um
corpo solido movendo-se em uma massa de fluido ou a perda de carga de um escoamento por
uma tubulagdo. Com isso, engenheiros de campo buscavam uma forma de contornar tal situacao
para tentar explicar ou entender estes fendmenos que de certa forma faziam parte de seu dia a
dia. Nesse aspecto, foi elaborada uma ciéncia altamente experimental que descrevia e resolvia
problemas praticos que nao eram, até entao, previstos pela teoria hidrodindmica de um fluido
inviscido. Esta ciéncia recebeu o nome de hidraulica. Foi neste cenario que, no comeco do século
XX, L. Prandtl se destacou ao mostrar que, de fato, estes dois ramos da dindmica dos fluidos
tém muita coisa em comum a ponto de poderem ser unificados. Até mesmo antes de Prandtl
os estudiosos do assunto ja reconheciam que as discrepancias entre a teoria e os resultados
experimentais estavam associados ao fato da teoria hidrodinamica da época nao dar a devida
atencao aos efeitos viscosos. De fato, os dois principais fluidos que a natureza apresentou para
o homem, a agua e o ar, possuem viscosidades muito baixas o que tornava ainda mais dificil a
compreensao do problema de como a viscosidade podia ser tao determinante nas caracteristicas
do escoamento de um fluido. Além disso, as dificuldades inerentes a solugao das equacoes do
movimento de um fluido viscoso, as equagodes de Navier-Stokes, formavam um barreira para o
progresso dos estudos nesta area. Em 1904, ao defender um artigo chamado “Fluid Motion with
Very Small Friction"perante o publico de um congresso matematico em Heidelberg, Prandtl
provou que o escoamento ao redor de um corpo sélido pode ser divido em duas regioes: uma
fina camada nas vizinhangas do contorno solido, chamada de camada limite (Boundary Layer),
onde os efeitos viscosos sao importantes, e a regiao restante fora desta camada em que os efeitos
viscosos podem ser negligenciados. Com base nestas hipdteses, Prandtl foi capaz de prover um
significado fisico da importancia de escoamentos viscosos, conseguindo, ao mesmo tempo, um
elevado grau de simplificagdo das equagdes do movimento de um fluido viscoso (Schlichting),
1979). E com base nestas hipdteses e simplificagOes que este capitulo ird apresentar um estudo
a respeito das equagoes da camada limite aplicado a uma emulsdo monodispersa e diluida ao
passar sobre uma placa plana e muito fina.

Considere o escoamento de um fluido Newtoniano em contato com uma placa plana,
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com angulo de ataque zero, por exemplo. Na parede, devido a condicao de nao deslizamento,
as particulas de fluido aderem ao contorno sélido e, neste ponto de contato, a sua velocidade
é zero. Sabendo-se que o nimero de Reynolds, Re, é diretamente proporcional a velocidade do
escoamento, na parede, o seu valor é zero. Isto significa que nesta regiao os efeitos difusivos de
vorticidade sdo preponderantes e a viscosidade domina. Longe da parede, na hipétese de que o
escoamento tenha elevado niimero de Re, este é governado pela equacao de Euler, desde que os
efeitos associados a difusao de momento pela agao da viscosidade sejam despreziveis.

Com isso, é possivel definir uma regiao onde a velocidade do fluido varia de zero,
na parede, onde os efeitos viscosos dominam, até o valor da velocidade do escoamento nao
perturbado, regiao em que os efeitos convectivos sao governantes. Dessa maneira, é de se esperar
que, em algum ponto entre estes dois extremos, os efeitos combinados de difusao e convecgao de
vorticidade possuam a mesma magnitude. Esta regidao de equilibrio define os contornos fisicos e
tedricos da camada limite. A Figura[2lmostra um digrama esquematico que retrata a distribuigao
de velocidade ao longo da placa, com dimensbes extrapoladas para fins de visualizacdo do
fendmeno descrito, em que § é a espessura da camada limite, u™ é a velocidade do escoamento

nao perturbado e u(z,y) retrata o perfil de velocidade dentro desta fina camada.

e

u

oo 77% S(x)
u —_—

L/ u(xy)

y 5
L L

Figura 2 — Diagrama esquematico mostrando o formato e principais componentes da camada
limite

Continuando o estudo das conclusoes obtidas por Prandtl em 1904, imaginemos, por
questoes de simplicidade, ainda um escoamento paralelo a uma placa. Sabe-se que fora da
camada limite os efeitos de inércia sao muito mais importantes que os efeitos viscosos e o fluido
pode ser considerado como inviscido. No entanto, dentro da camada limite estes efeitos devem
ser da mesma ordem de grandeza de tal forma que exista um balango entre eles, retratado pelo
numero de Reynolds. Da equac¢do do movimento de um fluido Newtoniano tira-se que F; ~
pU?/L e F, w~ uU/ 52 representam as escalas das forcas de inércia e viscosas, respectivamente

(Schlichting;, [1979)). Com isso, dentro da camada limite temos que,

o(£) 1 0

I
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quando o nimero de Reynolds do escoamento, como um todo, é elevado. Isso porque, por
definicao, a camada limite é uma fina camada muito proxima as vizinhancas de um contorno
sélido em que o gradiente de velocidade normal a parede, Ou/dy é muito grande. Dessa forma,
da relacao podemos escrever que

2UL
o(£11) -1, o2

em que UL/v é o nimero de Reynolds, Rey, na escala macroscépica e v = p1/p é a viscosidade
cinematica do fluido. Vale lembrar que a viscosidade cinemética do fluido representa um indice

de difusao de vorticidade. Com isso, para elevados ntimeros de Reynolds, mostra-se da equacao

ane

§/L ~1/y/Rer.

Desta relacio é possivel verificar que a espessura da camada limite, 8!, é proporcional-
mente a y/v. Sendo assim, Prandtl mostrou que se Rey, > 1, entdo a razdo §/L < 1; e, por este
motivo, as solucoes obtidas das equagoes de camada limite possuem um caracter assintotico.
Esta relacao sera a hipdtese simplificadora das equagoes do movimento do problema da camada
limite bidimensional e em regime permanente sobre um placa plana.

As equacgoes que governam o movimento de um fluido Newtoniano em escoamento

bidimensional, incompressivel, em regime permanente e sobre uma placa plana, sao dadas por:

ou  Ov
o + oy 0, (3.3)
ou  Ou Op Pu 0%
= =z D T 4
p<u(9x+vay> 8x+'u<8x2 +8y2>’ (34)
ov ov Op v 0%

em que (3.3)) representa a equagao da continuidade, (3.4)) e (3.5)) sdo as componentes da equacao
do movimento nas direcoes x e y, respectivamente. Considere agora o mesmo problema da
camada limite sobre uma placa plana em que as mesmas escalas caracteristicas usadas para o

balango de forcas de inércia e viscosas sao validas. Da equacao da continuidade (3.3]) temos que

U v 0

10v/0y]|
A espessura da camada limite, em geral, varia com a posicao ao longo da placa, e 6 deve ser vista como uma
espessura média (Batchelor} [1970).

1
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Dessa forma, sabendo-se que 6/L < 1 e aplicando essas escalas caracteristicas para as
componentes da equagao (3.4), tem-se que

3] <o

Fazendo a mesma andlise para a equagao ) resulta que todos os termos, exceto ||dp/dy||,

(3.6)

sao despreziveis e, desta equacao, resta que —Gp/ Oy = 0, isto é, conclui-se que a pressao varia
apenas em func¢ao da posicao x ao longo da placa. Portanto, as equagoes de Navier-Stokes para

a camada limite reduzem-se a trés equagoes, a saber,

u@ + U@ = —@ + Ou
P\ "oz oy Ox 'uﬁyQ’
dp
r_ 3.7
>0, 1)
ou Ov
oy =

As condigoes de contorno destas equagdes sao definidas em y = 0 onde u = v = 0 (condigao de
aderéncia), e em y — oo, em que u = U(z) (Schlichting, 1979).

Neste trabalho, essa mesma abordagem sera utilizada para simplificar as equagoes do
movimento obtidas para uma emulsao monodispersa e diluida usando o modelo microhidrod-

indmico apresentado no capitulo 2.

3.1 Equacoes da camada limite para emulsoes monodispersas e diluidas

Neste trabalho, o modelo constitutivo foi utilizado como ferramenta para a
obtencao das equacoes da camada limite de uma emulsao monodispersa e diluida. Neste mode-
lo, as simplificagbes propostas por Prandtl foram aplicadas aos proprios tensores constituintes
de cada equacao, sendo eles, o tensor de Green A, o tensor taxa de deformacao FE e o tensor
vorticidade W. Assumiu-se o escoamento como bidimensional, incompressivel, laminar, perma-
nente e sem gradiente de pressao.

Em regime permanente a equacao ([2.46|) pode ser reescrita como:

) o 20
A—-A. E—-——A=0. .
w. W+2>\ i 19 0 (3.8)

Para o caso bidimensional, assume-se que o tensor A ¢é simétrico. Da equagdo ([2.44)) é possivel

mostrar que, se o escoamento da emulsao é incompressivel, entao na escala da gota,

V-u' =0, (3.9)
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o que implica que

A:TI=0. (3.10)

Em outras palavras, a equagao (3.10)), indica que o trago do tensor A, tr(A), é nulo para
escoamentos de emulsoes incompressiveis, ou seja, Ayj; = —Ags.

Na forma matricial, os tensores, A, E e W podem ser representados como segue

A Ap
A = Ay A 0|,
0 0
ou ou Ov
— —+=— 0
1 x oy Ox
E = - @+l 2@ 0 €
2 oy Ox dy
I 0 0 0
o Qw0
1 5 5 Jdy Ox
W = - v U
——— 4+ — 0 0
2 8x+8y
I 0 0 0

Neste caso, da condicido de simetria imposta para o tensor A, temos que Ao = As;.

Facamos uma analise do V - E para verificar que simplificar termos da equagao do
movimento apds operar o divergente, o que é feito em geral, é equivalente a simplificar E e
tomar o divergente depois deste passo. Lembrando que as hipéteses simplificadoras da camada

limite sdo 6 < L para Rey > 1. Assim, para as diregoes « e y é possivel mostrar que:

e Direcao x:

Seja
0 .
V-FE = %Eijej
em que,
OB _ 22 @ — 2@
or "0z \ox) ~Ox2
e

dy _28y tor a2

dy  Ox oy?  Oxdy

Oby 10 <8u 82}) 1 <82u 0%v >
=3 )



Capitulo 8. Equacées da Camada Limite

24

Entao, o divergente do tensor taxa de deformacao, F, na direcao x sera

0%
0xdy

o
0y?

1

: (3.11)

(35 3)

Agora, fazendo uma anélise de escala para os termos da parcela dFs; /0y mostra-se que,

Pu U 0 US de tal {
—~ e ~ —, de tal forma que
oy? 0% Oxdy L¥ d
‘ 0%
dzdy 5\°
== 1
. ( L) <1,
oy?
portanto,
0%u S 0%
oy? Oxdy|
assim como 5 5
U v
— —1. 3.12
‘ ay| ~ ‘ o (312)
2
Agora, comparando a ordem de grandeza do termo restante de 0FEs; /0y, a—g , com o
Y
. d*u . _
obtido para 0FEy; /0, 92| obtemos a seguinte relagao
x
o
ox?|| U & (9o ? <1
‘62u L2 U \L ’
0y?
o que implica que,
ol o
Oy? ox2||’
assim como 3 3
u u
g - 3.13
‘ oy > ox ( )
e Direcao y:
Seja
0

Novamente, agora na direcdo y, é possivel mostrar desta relacao que

0By 10
or  20x

Ou
dy

@
oz

(3 5:)
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aEm_gg @ _28721)
oy — Toy\dy) oy

Portanto, o divergente do tensor taxa de deformagao, F, nesta diregdo sera

(V'E)'éy

2
18<8u 61}) 281} (3.14)

“ 200 \0y " 0x) " Cag

Analisando a parcela 0FE15/0z desta relagao, da equagao (3.12)) mostra-se que, de fato,

8E12 B 10 ou B 1 82’&
or  20x \0y) 20z0y’

Aplicando este resultado e realizando uma anélise de escala dos termos obtidos no lado
direito da equagao (3.14), ||0*u/0xdy|| e ||0*v/dy?||, respectivamente, é possivel mostrar

que
9%u
dzdy| U @_1
vl Lé U
Oy?

Isto indica que ambos os termos sdo da mesma ordem. Sabendo-se que §/L < 1, o estudo

da ordem de grandeza destes termos revela que ambos sao despreziveis, pois, para os dois

casos,
0%u 0% U (6
— == =.(=Z 1. 3.15
’ 0x0y ‘ 0y? 02 <L> < ( )
ou Ov 0
Desta analise percebemos que os termos —u, v e v sao despreziveis sob as hipoteses
ox’  dx 0Oy

da camada limite. Dessa forma, podemos simplificar os tensores taxa de deformacao e vortici-

dade de modo a obter:

0@0
Ay

1
Eg*@ooe

2(931/

00 0

O—@O

0 o
w o~ - | Ou

-— 0 0

28y

| 0 0 0




Capitulo 8. Equacées da Camada Limite 26

Ao tomar o divergente do tensor de tensoes o usando o tensor E, simplificado, retomamos a
equacao do movimento em ([3.7). Portanto, assumimos, que o mesmo pode ser feito quando o
incorporar o?, fornecendo assim um modelo diferencial para o escoamento de camada limite de
uma emulsao monodispersa e diluida.

Estes novos tensores sao utilizados para a determinacao do tensor distor¢cao A e do
tensor de tensoes da gota o?. Assim, para a deformacdo da gota, apenas o termo dominante de

cisalhamento (Ou/dy) =  é relevante.

3.1.1 Determinacdo do tensor de distorcao da gota A em funcdo do escoamento

O tensor distor¢ao A é determinado a partir da equacao . Esta equacao gera um
sistema linear de equacgoes, que pode ser resolvido para as incognitas A;; e Ajo, lembrando
que A é simétrico e assim, A3 = As;. Além disso, devido a condi¢ao de incompressibilidade,
tr(A) = 0, e portanto, A;; = —Ag. Com o intuito de facilitar o algebrismo e diminuir o

tamanho das equagoes geradas, a equagao (3.8)) foi reescrita na forma:

OZA'W—W'A—I—ClA—CQE,

. 20 o 5
mque ¢; = ———, Cp = —.
=79 @7 2
Ao resolver este sistema de equagoes o resultado encontrado foi:
C2Y
Al = —Apy = —F——,
ARG D
(3.16)
C1C27y
A =Ay0 = —5——.
SRR ICEED

3.1.2 Determinacio do tensor de tensdes da gota o em funcio do escoamento

A contribuicao da fase dispersa para o tensor de tensoes equivalente de uma emulsao,
o, é dada pelo tensor de tensoes da fase dispersa, o¢. A equacio (2.51)) define o comportamento

deste tensor e pode ser reescrita, de forma simplificada, como

O'd = ¢M (CgE + C4A + 05]: [A, E]) s

25) L0 15
—~|,au=4—eecs=—.
oA T e T

Utilizando os resultados encontrados em (3.16)) as componentes do tensor o¢ encon-

em que c3 = (5 —

tradas foram:
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o= o cay accy
! 2(t+42)  6(t+4%)]
d d
O22 = —011,
.2
d 7
0% = —C1CC _
33 162 5M¢3(C%+72)
d 37y . CrCacyy
Oy = — + ,
12 :u¢ 2 2(C%+’}/2)
d d
012 = Ogy;,
0313 = 0512— 3= 0

Vale lembrar que este resultado para o é valido para o escoamento dentro de camada limite de
uma emulsdo monodispersa, dilufda, bidimensional, incompressivel e sobre uma placa plana. E
importante reforcar também que para cada tipo de escoamento, o tensor de tensoes adicional
tem uma forma explicita diferente. Neste trabalho, o escoamento imposto é do tipo cisalhante
simples, caracterizado por 4 = du/dy.

De posse destes dados, um modelo de equacao do movimento para uma emulsao dentro
dos dominios da camada limite pode ser obtido substituindo os resultados encontrados para o?

na equacao do movimento ([2.24]).

3.1.3 Modelo de Equacao da Camada Limite para um emulsdo monodispersa e
diluida

O modelo de equagao de movimento para a camada limite de uma emulsao divide-se
em duas expressoes, uma para cada direcao x e y, respectivamente. Neste modelo os efeitos de

inércia sdo desconsiderados.

e Direcao x:

ou ou Op 9*u 1080 o YV 42
s )= =2 - —1
P (u * v6y> ox T Hie y? Tho { 133 XNua (2 4+42) | (e +4?)

100 o2 ' 24
+,LL¢ A 7 B} fyy N 1 - P 7 N )
19 Mp2a? (cf +4°) (1 +7?)

(3.17)
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e Direcao y:

ap 82 1580 o 4%, ;2
= —— 1 _——
0="%, T H'E 5.5, ’“b{ 133 A2pa (& +42) (& +42)

100 o o 242
— 1— .
o ¢{ 19 342a? (F +37) [ &+
ou o . 0%u o . 0%u 20 o

25
E ‘ .= , =2, 1+o(2-2).
Haue 7 = 3y’7 8x< 7) = Ozdy o = 8y< 7) = Oy? “a= 19 A\ua “HB = [ jL¢<2 4)\>}
O termo pp corresponde a viscosidade efetiva de uma emulsao de gotas para elevados niimeros

(3.18)

de capilaridade (Oliveira, 2007). No entanto, é preciso lembrar que estamos em um contexto de

altas razoes de viscosidade o que condiz com as hipdéteses da teoria de pequenas deformacoes.



4 Modelo numeérico

A maioria dos problemas fisicos podem ser modelados a partir de equagoes diferenciais.
Para a solucao destas equagoes normalmente recorre-se a métodos numeéricos que discretizam
o dominio em equagoes algébricas que definem o problema em cada ponto ou né. O método de
diferencas finitas ¢ um método classico para a resolugao numérica de uma equacao diferencial,
simples de implementar, no entanto, serve satisfatoriamente apenas para geometrias regulares.
Com isso, para a abordagem de problemas de engenharia com dominios complexos e irregulares,
uma classe de métodos variacionais foram desenvolvidos ao longo dos séculos XIX e XX por
pesquisadores renomados como Rayleigh, Ritz e Galerkin. Dentre estes métodos, o método de
elementos finitos surge como uma ramificagdo importante.

O método de elementos finitos baseia-se em uma formulacao de residuos ponderados
de Galerkin. Esta formulagdo se mostrou bem sucedida para problemas aplicados em mecéanica
dos solidos e para problemas em transferéncia de calor, principalmente no inicio dos anos 70.
Tal sucesso impulsionou a utilizagdo deste método para a simulagao de problemas em dindmica
dos fluidos. Problemas, até entao, de dificil modelagem como os de mecanica estrutural e os
difusivos-convectivos, dominados pelo termo de transporte convectivo, passaram a ser nova-
mente estudados a fundo. Contudo, a principal dificuldade de lidar com fenémenos dominados
pelo transporte convectivo é a instabilidade do método nestes casos, como ocorre em um prob-
lema tipico de camada limite. Esta instabilidade se verifica pois, o préoprio Método de Galerkin,
introduz uma difusidade numérica negativa para situacoes de elevado nimero de Reynolds
ou Peclet. Esta difusidade negativa é inerente ao método e ocorre devido a presenca de um
operador nao simétrico associado ao termo convectivo. Uma forma de contornar tal revés,
sem depender exclusivamente de um refinamento de severo de malha, é a utilizagdo de técni-
cas de estabilizagdo como o método Streamline-Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) e o método
Galerkin/Least-squares (GLS) Donea & Huerta) (2003).

O modelo numérico deste trabalho engloba a solucdo das equagbdes de Navier Stokes
para um fluido incompressivel e em regime permanente. A metodologia usada estd de acordo
com a abordagem apresentada por (Carvalho & Valério (2012)). Além disso, com o intuito de
estabilizar a convergéncia do modelo, incorporou-se a esta formulagao o método de estabilizacao
conhecido como Streamline-Upwinding (SU) que nada mais é do que uma modificagdo das
fungoes peso de modo a concentra-las mais a montante de cada elemento e na direcao da linha
de corrente.

O método dos elementos finitos envolve alguns ingredientes principais que definem a sua
estrutura. De uma forma geral, para a construcao deste método deve-se escrever a forma forte

da equacao diferencial em sua forma integral fraca equivalente; escrever a solucao exata em uma



Capitulo 4. Modelo numérico 30

forma aproximada usando o método de Ritz; aplicar as func¢oes peso de Galerkin e, finalmente,
usar funcoes de base Lagrangeanas na formulacao integral fraca montada no inicio do estudo.
Ap0s realizar, estes passos, um sistema de equagoes algébricas é obtido e pode ser resolvido para
cada ponto de interesse da malha. A beleza deste método consiste na correspondéncia entre a
visao elementar e global do sistema. Todos estes ingredientes serdao abordados neste capitulo
com o intuito de familiarizar o leitor com a formulagdo numérica do problema estudado neste
trabalho.

4.1 Meétodos Variacionais

No estudo de uma equacao diferencial usando métodos variacionais, o objetivo é buscar
uma solugao aproximada, uy(x), da solugao exata do problema diferencial, u(z), em um subes-
paco de fungoes de dimensao finita. Esta solu¢ao aproximada é uma projecao da solugdo exata
neste subespaco de fungoes e pode ser representada como uma combinagao linear de fungoes

linearmente independentes, ¢;, que formam a base deste subespaco, tal que

N

up(r) = ZQ’@' ; (4.1)

i=1
em que os coeficientes ¢; sdo obtidos de forma que a equacao diferencial seja satisfeita. Esta
forma de expansao da solugao aproximada é conhecida como o método de Ritz. Vale ressaltar que
estas fungoes de base sao conhecidas e devem satisfazer as condigoes de contorno do problema.
A dimensao deste subespaco de fungoes é definida pelo nimero de fun¢des que formam a base
deste conjunto. Com isso, quanto maior o nimero de fungoes de base usadas para a expansao
da solucao aproximada, maior serd a sua precisao.

A vantagem do uso desta forma de solugao é que as fungoes de base podem ser escolhidas
de acordo com o tipo do método variacional. Por exemplo, em elementos finitos, as func¢oes de
base utilizadas sao diferentes de zero em apenas algumas partes do dominio, e com isso, o sistema
de equagoes algébricas resultante possui uma matriz de coeficientes esparsa. Este formato das
fungoes de base é conhecido na literatura como fungoes de base Lagrangeanas. Uma defini¢ao
mais formal serd feita no decorrer deste capitulo. O comportamento destas fungoes justifica o
custo computacional para a solu¢ao de problemas de grande porte como os de dinamica dos
fluidos.

Para a obtencao da solugdo aproximada wuy(x) deve-se substituir a equacao (4.1) na
equacao diferencial que define o problema. Entao, reescreve-se o problema em sua forma fraca
(ou integral), utilizando o método dos residuos ponderados. Isso porque a simples substituigao
de up(z) na equagao modelo nao significa a obtengao de um sistema com N equagoes linearmente

independentes para os coeficientes c¢;.
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4.2  Formulacao Integral

A apresentagao de uma equagao diferencial com as suas condig¢oes de contorno define
um espaco de solugao exata, U, em que a equagao governante ¢ imposta em todos os pontos
do dominio. Esta forma de escrever o problema é, entao, classificada como forte (S). A forma
fraca (W) do problema surge do método dos residuos ponderados, que trabalha justamente com
esta aproximagao da solucao exata, proveniente da formulacao forte. Neste método, a partir do
momento em que a solucao forte é projetada no subespaco de dimensao finita, Uy, um residuo,
R, oriundo desta aproximagao surge e é computado. Note que se a solugao aproximada uy(z) for
igual a solugao exata do problema wu(z), entao o residuo desta aproximagao é zero e os espagos
U e U, sado os mesmos.

No método dos residuos ponderados o objetivo é garantir que, pelo menos na média,

up = u, ou seja,

1
/ wRdx =0,
0

em que w é o peso desta ponderacao. Observe que ao integrar o residuo R com o peso w, o
intuito é fazer com que a média ponderada seja zero e, assim, na média u;, = u, enfraquecendo
a solugao do problema. As fungoes peso w devem pertencer a um espaco finito Vj, C V' que seja
definido por fungoes peso 1; que formam a base deste subespaco. Antes de prosseguirmos com
o estudo da formulacao fraca é preciso definir formalmente os espagos de fungoes V}, e U,,.
Seja 2 um dominio aberto do espaco R™ com fronteira suave, I'. O primeiro espaco de

funcoes V, é composto por fungoes peso ou teste, w, em que

Vi ={weH (Q))w=0-Tp}, (4.2)

onde I'p é a fronteira na qual é imposta a condicao de contorno de Dirichlet e H! é um espaco
de Hilbert definido por

2
/Q (f;i) dr < oco=we H. (4.3)

No subespaco V},, os elementos possuem primeira derivada elevada ao quadrado inte-
gravel ao longo do dominio €2 e sao iguais a zero na fronteira de Dirichlet. Em outras palavras,
como a solugao ja é conhecida em I'p, o peso da aproximacao deve ser igual a zero, ou seja,
w = 0.

O segundo conjunto de fungoes Uy, composto por fungoes de base u = uy,, é similar ao
subespago de fungoes V},. A principal diferenca entre eles é que o subespaco U, é composto por
fungoes que devem satisfazer as condi¢oes de contorno de Dirichlet em I'p. Este conjunto de

funcoes é dado por

Un = {ueH Qlu=up—Tp}. (4.4)
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Com isso, cada equacao do residuo para cada uma das N aproximagoes contém uma

funcao peso associada, de modo que podemos escrever

1
Ri:/ wRdz, (4.5)
0

em que queremos R; = 0 em cada ponto ou coordenada x do dominio. Perceba que a funcao

peso w pode ser expressa também como uma combinacao linear tal que

w(x) = ;wﬂpi. (4.6)

Sendo Uj, um espago de dimensdo N, devido a combinagdo linear expressa em (4.1)),
sao necessarias N equacgoes linearmente independentes para a determinacgao dos coeficientes ¢;.
Pelo método dos residuos ponderados, estas equagoes surgem da equagao . Note que, nesta
equacao, a solucao aproximada wuy(z) estd embutida no residuo R e, portanto, sdo necessérias
1 = N funcoes de peso, v;, para que a ponderacao seja realizada com sucesso. Estas N equacoes

linearmente independentes formam um sistema representado por

Ac=0b, (4.7)

em que A é a matriz global ou de rigidez, ¢ é o vetor contendo os valores dos coeficientes ¢; da
combinacao linear e b é o vetor que computa as condigoes de contorno do problema. Neste
caso, o vetor ¢ incorpora os valores, aproximados, da equacao equacgao diferencial em cada um
dos pontos da discretizagdo do dominio.

O método dos elementos finitos consiste em escolher apropriadamente as funcoes de
base ¢; e 1;, de modo que estas fungoes sejam diferentes de zero em uma pequena parte do
dominio, definindo um elemento. As fungoes que atendem a estes requisitos sdo chamadas
de fungoes Lagrangeanas, como mencionado no inicio deste capitulo. Seja ¢;(z;) uma fungao

Lagrangeana definida ao longo de um dominio linear z|x € R, entao temos que

1, i=j

0, i#j (48)

¢i(x;) = 05 = {

em que d;; ¢ o operador delta de Kronecker.

Com isso, o comportamento do problema fisico descrito pela matriz global pode ser rep-
resentado por pequenas contribuigoes caracteristicas de cada partigdo (elemento) do dominio.
E, desta maneira, um processo iterativo pode ser realizado para resolver o sistema de equacoes
algébricas , elemento a elemento, de tal forma que a solucao aproximada wu; possa ser
obtida por contribuicoes locais (ou elementares).

O método de residuos ponderados utilizado neste trabalho foi o método de Galerkin
que, de fato, define a estrutura tipica de uma formulacao em elementos finitos. Neste método,
a solugdo aproximada é uma projecao ortogonal da solucao exata no subespaco de dimensao

finita, Uj,. Além disso, o subespaco de funcoes peso, V},, é igual ao subespaco de fungoes de
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base, de modo que ¢; = ;. E desta forma, a matriz de rigidez A é simétrica. No entanto, para
problemas difusivos-convectivos, essa simetria é quebrada pela presenca de um termo convectivo
assimétrico na composi¢do da matriz global. O outro termo associado aos efeitos difusivos é
simétrico. Outros métodos também utilizados sdo: o0 método de Petrov-Galerkin, dos Minimos
Quadrados e o método da Colocagao (Carvalho & Valériol 2012).

4.3 Formulacao numérica para a Camada Limite

O foco principal deste trabalho é estudo da camada limite hidrodindmica de emulsoes
diluidas. Para tanto, é necessario definir primeiramente a aplicagdo do método de elementos
finitos para as equacbes governantes que regem o movimento de um fluido incompressivel e
viscoso qualquer, que sao as equagoes de Navier-Stokes. Feito isso, é possivel extrair perfis de
velocidade do campo de solugao obtido e realizar as devidas comparagoes. Validado o método
em elementos finitos para um fluido Newtoniano qualquer como, por exemplo, a agua, parte-se
para uma nova etapa do estudo. Nesta nova etapa a emulsao se torna o centro das atencgoes.
Agora, a incorporacao do tensor de tensoes adicional oriundo da fase dispersa deve ser feita ao
tensor de tensoes da fase continua. Com isso, o modelo numérico anterior é adaptado de modo a
computar tais acréscimos de tensao. Portanto, para o entendimento do modelo final direcionado
as propriedades fisicas da camada limite de uma emulsdo, é necessario estudar a construcao
em elementos finitos das equacoes de Navier-Stokes. As proximas secoes deste capitulo estao

organizadas com a finalidade de atender este estudo.

4.3.1 Formulacao Integral das EquacGes de Navier-Stokes

A equacao do movimento e a equacao da continuidade para fluidos incompressiveis em

regime permanente sao dadas por

pu-Vu=V-Te
(4.9)
V-u=0,

em que T ¢ igual ao tensor de tensoes para um fluido Newtoniano oV. Neste caso, as forcas
de campo nao interferem na dindmica do escoamento do fluido e a equacdo do movimento é
expressa em termos da pressao modificada. Para um fluido Newtoniano, o tensor de tensoes

varia linearmente com a taxa de deformacao e pode ser escrito como:

T:—pI+u[Vu+VuT .

E importante lembrar que a equacao do movimento é nao linear no termo convectivo u - Vu
e de segunda ordem no termo V - Vu. As variaveis do problema sao o campo de velocidade,

u, e o campo de pressao, p. Como esta equagao é de segunda ordem, as condigoes de contorno
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devem ser especificadas em todas as fronteiras do dominio. Em geral, as condigoes de contorno

podem ser de velocidade ou forga agindo no contorno e dependem da fisica do problema.

4.3.1.1 Formulacdo Fraca - Método dos Residuos Ponderados

A utilizacdo do método dos residuos ponderados para resolver o sistema de equagoes
diferenciais parciais, geradas pela projecao da solucao exata em um subespaco finito, requer
que os residuos da aproximacao de cada equacgao em sejam multiplicados por uma func¢ao
peso. Além disso, a integral deste produto deve ser zero ao longo de todo o dominio em estudo.
Como a equacao do movimento ¢ uma equagao vetorial, a funcao peso a ela associada também
¢ uma funcao vetorial definida por w. Por outro lado, a equacao da continuidade, por ser
escalar, requer uma funcao peso também escalar w. Assim, as formulacoes fracas das equacoes

de Navier-Stokes e da continuidade, respectivamente, sao dada por

Rm:/Q[pu~Vu—V~T]~'wdQ:Oe (4.10)

Rc:/Q[V-u] wd =0, (4.11)

em que ) é o dominio de fluido de fronteira I'. Estudaremos nas préoximas duas subsecoes cada
uma destas equagoes de residuo efetuando a discretizacao imposta aos campos de velocidade e

pressao.

4.3.1.2 Residuo Ponderado da Equacdo do Movimento

A equacao (4.10]) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Rm:/Q(pu-Vu)~wdQ—/ﬂ(V~T)-wdQ,

onde o termo V - T possui derivadas segundas de velocidade, que é uma das incognitas do
problema. Integra-se por partes para transferir a derivada segunda da velocidade para a funcao

vetorial peso usando a seguinte identidade tensorial:

T:Vw=V-(T w)—(V-T) w. (4.12)

Com isso, obtém-se

[T wio = [ T:Vwdo+ [ V(T w) do,

e, pelo Teorema de Gauss aplicado ao tltimo termo do lado direito da equagao, tem-se que

/QV-(T-w) dQ:/Fn-(T-w) dr,

onde n é o vetor normal unitario ao contorno I.
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Portanto, o residuo ponderado da equac¢ao do movimento pode ser expresso sem o0s

termos de derivada segunda das fungoes de base ou das func¢oes peso. Assim,

Rm:/Qp(u-vu)"wdﬂ—l—/QTiVWdQ—A(n'T>‘WdF’ (4.13)

onde a ultima integral computa os efeitos das condig¢oes de contorno. No sistema de coordenadas

at

cartesianas, sejam:

e
ou o
or Oy
Vu =
o0 o
or Oy
Ainda na forma matricial, o tensor de tensoes T' é dado por
ot (2 o)
T = = . (4.14)
ou Ov v T T
e RS Y yz  Lyy
_M<3y +3w> Py

A funcao vetorial peso w pode ser escrita em termos de suas componentes de modo

que w = [wy, wsy]. Com isso, cada componente de (4.13]) pode ser escrita da seguinte forma

u- V) w=uw | ug U@y wp Uz v ,

ox ox dy
L Gwa (Ou OvNE L Ows L, OV
ar | oy Ox oy p uy’

(n ’ T) ‘w = frwg + fyw2a

T:Vw = w [—p+2uau] +% [M<8Z+82>] +

g|

em que f, e f, sdo as componentes da forca superficial por unidade de area, f, atuante sobre
o contorno I' e n - T = f é uma condic¢ao de contorno natural.
Além disso, cada componente da funcao peso vetorial pode ser representada como uma

combinagao linear de func¢oes base escalares v;, de modo que

(s[5
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S BIRER

Se cada componente w; e wy possui dimensao n, entao a funcao peso vetorial w faz

parte de um espaco de dimensao 2n. Dessa forma, as componentes da equagao de conservacao
da quantidade de movimento podem ser desacopladas devido ao fato de que as primeiras n
fungoes de base, 1;, estao associadas a primeira componente de velocidade u e as outras n estao
ligadas a segunda componente de velocidade v. Portanto, as 2n equacoes algébricas relacionadas

a equacgao de conservacao da quantidade de movimento sao dadas por:

i au ou o, ou
R, = /p@bz( ay) + o ( p+2uax> + (4.15)

0Y; ou  Ov
o [M(ay+ax>] 0 — /@Z),fzdl“ i=1,.

i = SRR W D L
R, = /m%( Uay> + 9y [u (aerax)] + (4.16)
O, ou o
t o (—p+2uax> dQ—/Fwifde, i=1,..n

4.3.1.3 Residuo Ponderado da Equacao da Conservacao da Massa

A equacao do residuo para a equacao da continuidade dada em nao apresenta
nenhum termo de derivada segunda dos campos de pressao ou de velocidade; assim, as manipu-
lagoes efetuadas anteriormente para a equagao do movimento nao sao necessarias. Além disso,
a fungao escalar peso w estd no espago gerado pelas fungoes de base {x1, X2, -, X }. Assim,
as m equagoes algébricas para a equacao do residuo da equacdo da continuidade podem ser

reescritas como:

; ou Ov S
R = / <3x +5 ) id i =1,..m. (4.17)

4.3.2 Expansdo dos Campos de Velocidade e Pressao

Os campos de pressao e velocidade devem ser escritos em termos das fungoes de base
de cada um dos espacos em que estao contidos. As func¢oes de base associadas aos campos de
velocidade e pressao sdo dadas por ¢; e x;, respectivamente. Os n residuos associados a cada
componente da equagao da quantidade de movimento possuem termos de pressao e de derivadas
de velocidade. Com isso, para que estes termos possuam a mesma precisao de discretizagao, as

funcoes de base utilizadas para a pressao e para o campo de velocidade ndo precisam ser da
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mesma ordem. Quando dois campos de varidveis ndo pertencem ao mesmo espaco, a formulacao
é classificada como Mista (Mized Finite Element).
Resumindo, os campos desconhecidos do problema podem ser escritos como uma com-

binagao linear de fungoes de base da seguinte forma

v

> Vigy
=1
(§]
p=> =Px,
=1

em que o campo de velocidade, u, possui 2n incognitas e o campo de pressao, p, possui m
incégnitas. Note que a funcao de base usada na expansao do campo de pressao é a mesma
funcao peso escalar utilizada na equacao do residuo ponderado da equacgao de conservacao da
massa. Assim, o nimero de incégnitas do problema é igual ao nimero de equacoes, isto é,
2n + m. No entanto, do ponto de visto numérico, ndo é qualquer escolha de fungoes de base,
o; e x;, que ira satisfazer as formulagoes fracas. Com isso, a combinacao correta de funcoes de
base leva a métodos estaveis. A Tabela [I] mostra diferentes combinacoes das funcoes de base

que levam a esta estabilidade. Estas combinac¢oes obedecem a condi¢ao de Babuska-Brezzi.

’ Elementos \ oY \ 0, ‘
Elementos Retangulares | > bilinear (n = 4) > constante (m = 1)
> biquadrético (n = 9) > bilinear (m = 4)
> biquadrético (n = 9) > linear descontinuo (m = 3)
> bictibico (n = 16) > biquadrético (m = 9)
Elementos Triangulares | > quadrético (n = 6) > linear (m = 6)
> ctibico (n =9) > quadratico (m = 6)

Tabela 1 — Tabela a lista de diferentes combinagoes de fungoes de base ¢; e ;.

Neste trabalho o programa desenvolvido utiliza elementos retangulares, biquadraticos

para as duas componentes de velocidade e lineares descontinuos para a pressao.

4.3.3 Construcao do Elemento

A filosofia dos elementos finitos se concentra no elemento. A construcao da matriz global
ou de rigidez de um problema fisico é feita pela colagem de matrizes de rigidez elementares. Esta
colagem de matrizes elementares é realizada de acordo com uma outra matriz que relaciona os
nos locais com os nos globais da malha em estudo. Esta matriz de conexao é conhecida como
matriz de conectividade. Geradores de malhas comerciais, geralmente, fornecem estas matrizes

de acordo com as caracteristicas do elemento escolhido para a discretizacao do dominio.
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Sabe-se que, neste trabalho, o elemento escolhido foi o quadrangular biquadratico para
velocidade e linear descontinuo para a pressao. Este elemento possui nove nés que refletem 21
graus de liberdade. Dentre estes graus de liberdade, nove estao associados a cada componente
da velocidade e trés estao ligados a pressao. A Figura [3| mostra a ordem de numeragao dos nos
do elemento considerado e a Figura [ mostra a posigdo de cada um dos 21 graus de liberdade.

Note bem que os graus de liberdade para a pressao estao posicionados no centro do elemento.

Figura 3 — Numeracao dos nés do elemento biquadratico. Neste elemento as varidveis £ e ) sao
as coordenadas locais do elemento.

Desta forma, em cada elemento deste tipo os campos de velocidade e pressao sao escritos

da seguinte maneira:

-9 -
> Uit
=1

[u} .

u = = e
v 9

> Vioi

L =1 i

3
p= ZPiXi-
i=1

Vale lembrar que as fungoes de base elementares, ¢;, usadas para combinar linearmente

as componentes de velocidade u e v sdo Lagrangeanas, pois queremos que cada nd possua um
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valor apenas de velocidade U e V. Isto é, queremos uma funcdo que seja unitaria em um
determinado né e zero em todos os outros nés do elemento.
Com base na definigao de funcao Lagrangeana e nas coordenadas locais (£, ), as fungoes

de base escolhidas para a expansao do campo de velocidade foram:

br(—1,—1) = $E= 1);7(77 “D 1= S 1);7(77 “D. 4= 6 1)Z(n 1),
bu(—1.1) = S 1);7(77 D 40— = U= 52)277(77 —D o)< SEF 1)2(1 —7).

(1=&)nn+1)
5 ;

e )

62(0.1) = S 6al0,0) = (1= €)1 7).

Por outro lado, as func¢des de base adotadas para expandir o campo de pressao nao
sao Lagrangeanas. Neste elemento, estas fungoes sao escolhidas de modo que o primeiro grau
de liberdade de pressdao (P;) represente o valor da pressdo no centro do elemento, o segundo
grau de liberdade (P), a taxa de varia¢do da pressao ao longo da dire¢do 7, e o terceiro grau
de liberdade (P3), a taxa de variagdo da pressao ao longo da diregao £. Desta forma, o campo

de pressao para cada elemento pode ser escrito da seguinte forma

p(&,n) = P+ 1P+ &Ps.

Note que p é uma combinacao linear de fungoes de base {xi1, X2, X3}, onde x1(&,n) = 1,
x2(§:m) =1 e x3(§,n) = & Além disso, p(0,0) = P1, 9p/0n = Py e Op/0€ = Ps.

Para cada elemento, o niimero de graus de liberdade é maior do que o niimero de nés,
pois estamos tratando de um conjunto de equacgoes diferenciais parciais para os campos de
velocidade e pressao. E, neste caso, a montagem da matriz global ndo pode ser feita por uma
simples correspondéncia entre as numeragoes dos nés globais e locais dos elementos, como no
caso dos problemas lineares. Deve-se fazer uma correlagao entre a numeragao global e local
dos graus de liberdade do problema e esta informacao deve ser armazenada em uma matriz. A
forma como esta numeracao é realizada é aleatéria; neste trabalho obedeceu-se ao ordenamento
dado pela Tabela 2] e pela Figura [4

Assim sendo, substituindo-se as expansoes lineares para os campos de velocidade e
pressao nas equagoes para os residuos ponderados das equagoes de Navier-Stokes, obtém-se um
sistema com 2n + m = 21 equagoes algébricas nao lineares. Para a solucao deste sistema nao
linear utilizou-se, neste trabalho, o Método de Newton-Raphson.

Antes de aprofundar o estudo relacionado as caracteristicas da solugao deste sistema,
sera apresentado o mapeamento adotado neste trabalho para relacionar os sistema de coorde-

nadas elementares e globais. O mapeamento utilizado foi o isoparamétrico.
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Grau de liberdade local | Grau de Liberdade
1 Uy
2 Us
8 Us
9 Uy
10 Vi
11 Va
17 7
18 Vo
19 Py
20 P
21 Ps

Tabela 2 — Numeragcao dos graus de liberdade de velocidade e pressao do elemento biquadratico

U, U, U,
V, V; V,

Figura 4 — Correspondéncia entre os graus de liberdade de velocidade e pressao do elemento
biquadratico e seus respectivos nés.
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4.3.4 Mapeamento Isoparamétrico

O mapeamento isoparamétrico estabelece uma relacao entre as coordenadas locais e
globais de cada elemento. Dois requisitos devem ser atendidos para a realizacao deste mapea-

mento, a saber,
e linhas de contorno do elemento sao mapeadas em linhas de contorno;

e nds globais sdo mapeados em nos locais.

4 7 3
L,
8] 9 ¢ 6
(X, Y)
1 5 2

(X, Y) X..Y.) (X, Y))

Figura 5 — Descrig¢ao grafica do mapeamento isoparamétrico de um elemento biquadrético.

Com base nestas informagoes, um mapeamento geralmente adotado é dado por

9

9
i=1
Desta relacao, é possivel perceber que, por exemplo,
z1(—1,—1) = Xi¢1(=1, =1) + Xoda(1, —1) + X1 (1,1) + - - + Xogg(0,0) = Xi;

a mesma logica aplica-se para todos os outros nos.
Sabendo-se da forma do mapeamento entre as coordenadas, as derivadas das fungoes

de base 0¢;/0x e O¢p; /0y, com i = 1,...,9, podem ser determinadas como segue

i 0¢; O n 9¢; Oy
o€ Ox 06 Oy O’

00, O¢; O n 0¢; Oy
on  Ox0n Oy on



Capitulo 4. Modelo numérico 42
E, na forma matricial, este sistema de duas equagoes pode ser reescrito como:
0¢i Oz Oy 0¢i
%3 0§ 0¢ oz
0o; dz dy 0p;
on on 0On dy
onde a matriz Jacobiano da transformacao de coordenadas é dada por
or 0y
_ | 95 0¢
JAC = aj @
dn O
Portanto, as derivadas das fungdes de base ¢; em coordenadas globais sao obtidas por
O O
ox 73
=JAC. ,
O 0o
dy on

em que JAC™! ¢ a inversa da matriz de transformacao de coordenadas, dada por

oy %
1 1 on o0&
JAC_ - )
IACH 9p  ou
COn %
Ox 0 Oy Ox
em que, |[JAC| = 0{3% — 8?87]

Lembre que as fungoes de base ¢; sao conhecidas e dependem das caracteristicas do
elemento escolhido para a discretizacao do dominio. As derivadas das fung¢des de base serdo
de suma importancia para o calculo das integrais das componentes das matrizes de rigidez
elementares. Estas integrais podem ser calculadas analiticamente ou numericamente. Neste

trabalho o método de integracao numérica de Quadratura Gaussiana foi escolhido.

4.3.5 Integracao numérica

O mapeamento isoparamétrico é utilizado para converter coordenadas globais (z,y)
em locais (§,7), de modo que as integrais ao longo de cada elemento sao escritas da seguinte

forma

| Fla.y)dady = [ F(&,n)|IAC]d€ dn,

em que JAC ¢é o Jacobiano da transformacao das coordenadas.
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Essas integrais podem ser calculadas utilizando o método de integracao de Quadratura

Gaussiana, em que,

/ F(&,m) dédn —/ / (& m) d&dn = ZZF Eigp> Mign) WigpWigp,

igp jgp

onde (&g4p, 1jgp) fornece a coordenada dos pontos de Gauss dentro de cada elemento; e Wiy, €
W, 4p a0 0s pesos associados a cada ponto &gy, € 14y, Tespectivamente. O programa usado neste
trabalho calcula estas integrais podendo variar o nimero de pontos de Gauss de um a oito.
Agora, tendo em vista a solucao do sistema de equacgoes algébricas nao lineares obtido
pela formulacdo em elementos finitos, a préoxima segao irda tratar do Método de Newton-
Raphson. Este método, como foi mencionado anteriormente, foi o escolhido para a obtencao da

solucao deste sistema de equagoes.

4.3.6 Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um dos métodos mais utilizados para localizar a raiz
de uma equagao algébrica. Se a aproximagao inicial da raiz for x;, uma estimativa melhorada
desta raiz é obtida prolongando-se a reta tangente a partir do ponto [x;, f(z;)]. A nova raiz

corresponde ao ponto z;41 do gréifico da Figura [0]

f(x) ¢

Inclinagdo = f’(x,)

f(x;)

v

Figura 6 — Descrigao grafica do método de Newton-Raphson. A tangente a funcdo em x; é
prolongada até o eixo x para fornecer uma estimativa em x; 1.

O objetivo principal do método é obter um Az tal que f(x; + Ax) = 0, onde Ax =
x; — xi11. Neste ponto ideal, a nova raiz melhorada z;,; deve ser igual a xy ou, pelo menos,
aproximadamente igual de acordo com uma tolerancia imposta para a convergéncia do método.

Da expansao em série de Taylor temos que
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flzi+ Ax) = fz;) + Az - f'(2;) + O(Az?).

Seja o seguinte sistema de equagoes algébricas:

fl(l’l,l‘g, .. 7xn)

0
fQ(LCl,LCQ,...,SCn) 0

(4.18)

folz1, 29, ... 2,) =0

Aplicando a série de Taylor para cada equagao de (4.18)) temos a seguinte configuracao

0 0 0
fi(z1 + Az, 20+ Axg, ... 2+ Axy) = fi(zr, 22, ..., Ty) +—fo1 + —fog—i- coot / Az,
81;1 8x2 axn
que se repetird para todas as outras equacoes algébricas deste sistema.
Na forma matricial tem-se
COf O Oh T
fl 8$1 8.732 o al’n Al’l
Ofs  0f2 0fs
f2 Oxry Oxy ~ Oxy, AT
fla+dm) =]t
fn of, ofs  0f | | Ax,
L Oz; Ozy =~ Oz, J
J

em que J é a matriz Jacobiana. Reescrevendo a expansao em série de Taylor na forma vetorial

obtém-se a seguinte equagao
flx+Az) = f(z) + J - Az + O(Az?).

Pelo método de Newton-Raphson queremos encontrar um valor de Ax que somado a @ nos leve
a solucao (raiz) onde f(x + Axz) = 0.
Agora, voltando para a formulagdo em elementos finitos abordada neste capitulo, o

sistema de equacgoes algébricas nao lineares obtido pode ser representado por

em que ¢ = (Uy, ..., U, Vi, ..., Vy, P1, ..., Py)T e R é um vetor contendo os 2n + m residuos pon-
derados para cada elemento. O método de Newton-Raphson consiste na solucao deste sistema

a partir do seguinte método iterativo
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c =

while ||R(c)|| > € do
JAc=-R
c=c+Ac

end while

em que € ¢ uma tolerancia adotada para a convergéncia da solu¢ao numeérica, cg ¢ o chute inicial
e J é a matriz Jacobiana, que denota a sensibilidade de cada equagao de residuo ponderado em

relacdo a cada incoégnita do problema contida no vetor c. Assim, cada posicao desta matriz é
calculada como

 OR
N aCj ’

Com base nestes conceitos, a matriz Jacobiana elementar J assume o seguinte formato:

f ORI OR.. OR., T
ou; oV, op

o _ | OBy OR,, ORI,
ou;, ov, op; |’

OR.  OR.  OR!
| oU;, oV, op

em que as nove primeiras linhas correspondem aos nove residuos ponderados da componente x

da equacao da quantidade de movimento, as nove seguintes, aos nove residuos da componente v,
e as trés restantes, aos trés residuos da equacao da continuidade. Utilizando o mesmo raciocinio,
as nove primeiras colunas de J© sdo referentes aos cocficientes U ; da expansao linear do campo
de velocidade uw na direcao @, as nove seguintes, aos coeficientes V; desta mesma expansao na
direcao y, e as trés colunas restantes, aos coeficientes P;, da combinagao linear para o campo

de pressao.

As expressoes para os elementos de cada linha desta matriz sdo dados por:

e Jacobiano de R! :

Mie — [ Lo 0,20 0% 9% 49, 000000 00001 g
6Uj Qe x

ox ox oy Or Ox K dy 0y
OR! Ou  OY; 00;
me By A
v, /Q {pw gy Ty 8x}

R, /Q _a%’

.
oP, oz X
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e Jacobiano de R},

OR! v O 0,
L — h.—— vtz .
U, /Q {p Yi%i5e T o By } ey

OR! 96; v 0g;]  Oi0s; . v dd,
my ) J J ? J 2 vy Q.-
av; /Qe{w’l” “ay]+“ax or Ty oy | B

OP; Qe

e Jacobiano da Continuidade:

OR! 09,

c _ 7 d)
oU; Q. Or Xi dde;
OR! 09,

£ = - idQe;
ov; Q. Oy X
OR!
8Pj = 0.

Algumas observagoes importantes deste método sao:

— a cada passo do método de Newton-Raphson, o sistema JAc = —R deve ser re-

solvido;
— se o problema for linear, o método converge em uma iteracao;

— a visao elementar do problema fica inalterada. No lugar de calcular a matriz e o
vetor elementar, A° e b®, deve-se calcular a matriz Jacobiana elementar, J e o

vetor residuo elementar R°.

4.3.7 Problema Convectivo Difusivo

Esta secao trata das deficiéncias da formulacao padrao em elementos finitos para pro-
blemas convectivos difusivos dominados por efeitos convectivos como é, por exemplo, o caso
da camada limite. Estas deficiéncias estdao diretamente ligadas a presenca de uma difusidade
numérica negativa inerente ao préoprio método de Galerkin que gera instabilidades na solucao
da equacao governante caracteristica destes problemas.

Um problema difusivo convectivo é descrito por uma equagao que retrata o transporte

de uma grandeza escalar ou vetorial, que poderia ser a temperatura, por exemplo. O modelo
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é representado por uma equacao diferencial que em sua forma adimensional traz o ntmero
de Peclet que caracteriza um balango entre os efeitos convectivos e difusivos e é dado por
Pe = % Nesta relagdo, L e U sao o comprimento e velocidade caracteristicos e a é uma

difusidade genérica. A equacao diferencial unidirecional que descreve este tipo de problema é

dada por
d*u du
et o 1
(4.19)
du(0)

=u(0) —1; wu(l)=0.

Verifica-se na pratica que para elevados nimeros de Peclet como, por exemplo, Pe = 30,
a solucao em elementos finitos oscila em torno da solugdo analitica do problema e o seu erro
relativo maximo encontra-se no penultimo né para o caso unidimensional. Além disso, uma
estratégia de refinamento de malha nem sempre é capaz de solucionar este problema. Desta
forma, métodos de estabilizagao foram desenvolvidos para produzir solucoes estaveis e acuradas
destes problemas. Dentre estes métodos destacam-se o Streamline-Upwind generalizado (SU),
o Streamline-Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) e o Galerkin/Least-squares (GLS).

4.3.8 Rudimentos de Estabilizacao

Do que foi dito anteriormente, sabe-se que o método de Galerkin aplicado em elemen-
tos finitos nao ¢ adequado para a resolucao de problemas convectivos difusivos com elevados
numeros de Peclet. Para melhor verificar a importancia dos efeitos difusivos e convectivos torna-

se util a introducao de um ntimero de Peclet de malha ou local dado por

Pej, = — 4.2
“n 2v ( 0)

em que a é a velocidade do escoamento ou termo advectivo, h é o tamanho de cada elemento e
v € o coeficiente de difusidade.

No cenario dos elementos finitos, diversas técnicas podem ser adotadas com o intuito
de introduzir o efeito upwinding. A primeira formulacao deste tipo foi apresentada em 1970
pelos grupos de pesquisa Dundee e Swansea e outras formulacgoes foram apresentadas também
por outros grupos nesta mesma década (Donea & Huertaj, 2003)).

Inicialmente, duas tentativas de estabilizar o método foram realizadas. Primeiramente,
uma difusdo artificial foi adicionada com o fim de contrapor a difusidade numérica negativa in-
troduzida pelo método de Galerkin. Esta primeira abordagem baseou-se em elementos lineares.
Posteriormente, uma aproximacao upwind foi adotada. Nesta aproximacao, a filosofia foi de
modificar as fungoes peso de modo que o elemento localizado a montante do escoamento tivesse
um peso maior que outro a jusante, em uma tentativa de reduzir a influéncia convectiva do fluido

em movimento. Esta nova metodologia ficou conhecida como formulagao de Petrov-Galerkin.
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Sejam dois elementos vizinhos, e e e + 1, como podem ser vistos na Figura [7] Neste
caso, as novas fungoes peso modificadas w; darao maior peso para o elemento a montante, e,

do que o a jusante, e + 1.

Galerkin

Escoamento
S

Petrov-Galerkin

elemento e elemento e+1
[ J { 4 o

Figura 7 — Representagdo das funcdes de base de Galerkin e Petrov-Galerkin assim como o
posicionamento de dois elementos consecutivos, e e e + 1.

Estas func¢oes podem ser construidas somando e subtraindo um parametro 5 as fungoes
de base ou peso de Galerkin. Lembre-se que no método de Galerkin as fungoes peso sao iguais

as fungoes de base usadas para expandir o campo de velocidade ou de temperatura. Assim,

1
Wo = 5(1 +&)+ iﬁ(l + &%) no elemento e

Wy = (4.21)
1

Wy = 5(1 —¢) — iﬁ(l + &%) no elemento e+ 1

em que o parametro [ controla a quantidade de difusidade numérica ou upwinding. Com isso, a
escolha de um valor de  adequado evita um comportamento oscilatorio da solu¢ao do problema.
O valor 6timo para este parametro ¢ dado por

1

Botimo = cothPe — —— (4.22)

onde o valor de Pe é dado pela equacao (4.20) (Donea & Huertay, 2003)) .

Além disso, Donea & Huerta (2003) mostraram que a alternativa de adicionar uma
difusidade artificial a formulacao fraca de um problema convectivo difusivo tem o mesmo efeito
das modificagoes impostas pelo método upwinding. Esta difusao artificial é adicionada ao termo
difusivo da equacao governante, v, e é dada por

v=p

ah
. 4.2
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Note que o valor de 7 é governado pelo parametro /5 que pode variar de zeroaum (0 < 8 < 1). O
valor 6timo de 5 é dado pela relagao (4.22)) e quando § = 1 temos uma configuragao conhecida
como full upwinding. Assim, no caso unidimensional, a forma fraca da equagdo governante

(4.23]) se torna

L h
/0 l(w + Bzwx> auy + wxyux] dx (4.24)

em que L é o tamanho do dominio e o subscrito x denota derivada com respeito a esta variavel.

E importante frisar que a forma fraca j4 modificada com o termo difusivo artificial
possui uma funcao peso alterada apenas para a parte convectiva. E isto faz com que a equacao
(4.24)) nao corresponda a uma formulacao consistente de Petrov-Galerkin. Mais uma vez, as
fungoes de peso modificadas atribuem uma importancia maior para os elementos a montante
do escoamento. Em multiplas dimensoes este cenario é conhecido como o método Streamline-
Upwinding (SU) em que a difusdo artificial é adicionada apenas na dire¢ao tangente ao vetor

velocidade e ndo transversalmente a esta.

4.3.8.1 Caso Multidimensional SU

A razao para introduzir a difusdo artificial apenas na dire¢ao do escoamento é porque o
transporte convectivo ocorre ao longo das linhas de corrente e a adicdo de uma difusividade na
direcao transversal leva a resultados altamente difusivos. A ideia da construcao de um operador
tensorial para atingir esta finalidade surgiu no final da década de 70 (Donea & Huerta, [2003).
Esta ideia concretiza-se ao substituir o coeficiente de difusao artificial escalar dado por (4.23)

por um tensor de difusividade como segue

171‘]‘ = ﬁaiaj/||a||2. (425)

em que a; é a componente do vetor velocidade, a, ao longo da dire¢ao x;.
A forma fraca do problema difusivo convectivo na forma vetorial pode ser reescrita

como

/ w(a-Vu) + V- (vI + D) - Va] dS, (4.26)
Q

em que I é o tensor identidade. Note que esta formulacao ja inclui o termo de difusao artificial
dado por v. De fato, da defini¢cao dada por (4.25)), o termo adicional pode ser modificado como
segue

v

/QVw-V-VudQ:/QHaHQ(a-Vw)-(a-Vu) dQ

Dessa maneira, a forma fraca (4.26]) pode ser reescrita como

/Q {lw + ||CIL/||2 (a- Vw)} (a-Vu)+vVw - Vu} dQ = 0.
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Desta relagao percebe-se que a funcao peso do método SU, que afeta apenas o termo

convectivo, é definida como

zT)—w—l—HaVH2(a-Vw). (4.27)

Finalmente, o método SU pode ser entendido como um método de Galerkin acrescido

de um termo extra que introduz os efeitos de uma difusdo numérica artificial. Assim,

/Q [w(a - Vu)+vVw - Vu] d —|—/Q V||2 (a-Vw)(a-Vu) d2=0. (4.28)

|la

Galerkin Termo SU Adicional

A funcao peso modificada pode ser aplicada em todos os termos da formulacao fraca
com a finalidade de obter uma formulacdo mais consistente. Este conceito de adigao
de difusdo na direcao da linha de corrente englobando todos os termos do residuo é a base
do método conhecido na literatura como Streamline-Upwind Petrov-Galerkin (SUPG). Esta
abordagem também assegura a consisténcia do método o que significa dizer que a solugdo da
formulagao diferencial (forma forte) é, também, solu¢ao da forma fraca do problema.

Neste trabalho a estabilizagao do método numérico apresentado nas primeiras segoes
deste capitulo foi feita usando o método de estabilizacao SU. Isso porque o problema da camada

limite envolve a resolucao das equagoes de Navier-Stokes para elevados nimeros de Reynolds.

4.3.9 Método numérico estabilizado para um fluido Newtoniano

Dada a equacao do residuo da quantidade de movimento em sua forma vetorial e
expandida, (4.13)), aplicou-se o método de estabilizagdo SU como sugerido em (4.28)) de tal

forma que o novo residuo resultante foi

anU:/p(u-Vu)-wdQ—i-/T:deQ—/(n~T)-wdF+
Q Q I

(4.29)
v
+ p (u-Vw) - (u-Vu) d.
2 o Pl
Do ponto de vista do elemento, rearranjando a equagao (4.29) tem-se que
RSV :/ p(u-Vu)- [w+ i ””2 ('u,-Vw)] dQ+ | T :VwdQ (4.30)
e u Qe

_ U, , . ..
em que 7 = f3 — Note que u, é a componente da velocidade uw na dire¢ao @, que neste caso

é a direcao do escoamento.
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Com base no que foi apresentado, a formulagao estavel dos residuos das equagoes de

Navier-Stokes é dada por

v

Rﬁfe:/ p(u-Vu)-[w+ (u.vfw)] dQ+ | T :VwdQ

[]® Qe

(4.31)
RSV* :/E(V-u) ds)

Aplicando a mesma metodologia exposta neste capitulo, os residuos obtidos para as

componentes da equagao vetorial (4.30) nas diregoes x e y foram

i ou  Ou)| 4.32
R, . /ep<u8x+vﬁy> 2/11+T<uax +U8y> + (4.32)
*
;i O
L e
; v v oYy Oy
sUt o _ ov. % .
Ry, = /ep<u8x+vc9y> wz—i-T(uax—i-vay) + (4.33)
*
0, 0,
+ (;iTeraiTyde

v

em que 7 = — ¢ Tyy, Tyy, Tye ¢ Ty, sao as componentes do tensor de tensoes T' dadas

2
pela equacao é[) O termo destacado em (x) é constante para um dado elemento. No célculo
iterativo do residuo este termo pode ser avaliado uma tnica vez para cada elemento. O residuo
da equacao da continuidade continua o mesmo da equacao .

Seguindo a linha de raciocinio desenvolvida neste trabalho, as expressoes para os novos

elementos de cada linha da matriz Jacobiana elementar sao dados por:
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e Jacobiano de R5Y":

ORSU" ou  Op;  Ob;
ou, /er<¢jx+u+vy Vi +

My ,00; ou 06\ O
o %(;i aqjsjai <¢Ju ¢J>Uw]+

e oy
[ 8@ 8u 877[)1 8¢] @77/)1
o <8y ¢J> ox 07 dy Oy +
O; D9; O; 0o
2 Hor 8x+u8y dy at;
ORSU" ou awz ou a@z)z o
i /| Pibigt e (@ 5 Y5 % @ 3
i 09,
T 1y ar B
ORSY" ORI,
aP; oP;
e Jacobiano de R;?g:
ORSUY! v Oy, Ov Qi Dv . O O O
my o P ) i ) e [ ]
ou; /ermgb]ame( 5% " 02 oy TV oy% o ) W ow oy M
ORSU! O é ,00; 0y O [0,
my _ ) s J J ? J
v, I8 pm( +¢Ja @)”T[ 9z Oz +“ay<a 0000 >]+
0Yi (095 ., Ov)  OUi v | 09
+ pT[ pe <8y +¢]ay>+ay (2@¢Qay+v o
awz 09, Op; O,
+ o 2 5y B A,
ORSY OR.,,

P oP,
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e Jacobiano da Continuidade:

ORSY"  OR!
ou;  oU;’
ORSY"  OR!
ov, oV’
aRSUi

oP; =

4.3.10 Método numérico estabilizado para uma emulsao diluida

O modelo numérico de uma emulsao monodispersa e diluida baseou-se na construgao
de toda a teoria apresentada incorporando ao tensor de tensoes T' as componentes do tensor de
tensoes induzido pela fase dispersa o¢. A equacdo (2.51)) define o formato deste tensor adicional

e sera repetida aqui para facilitar a compreensao

gb (CgE + C4A + C5.F [A E])

Lembrando que c3 = <5 — ) , C5 = - e que as componentes do tensor o sdo
dadas por
ol = | 2 ¥ aaci
! 2(cf+4%)  6(cd+4?)
032 = _Uillj
.2
d g
O35 = —C1CoC —
33 162 5M¢3(C%+72)
d 3y | C1CCay
Ol = — + .
S PRI
U?Q = Oglv
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Na forma matricial temos que

2 (0204 G Cz%) 3y cicacs P
d+42\ 2 6 2 2 G+ Toz Tay
o-d = —/L¢ = )
3y cicacy AP B A2 (02 C4 €10 05) o'gm a'gy
2 2 (3+4?) ad+42\ 2 6
(4.34)
0 o ) . . .
em que ¢ = ——— € ¢y = —, como foi definido no capitulo 3.
19 Apa 2\
Para fins de organizagao, a equagao (4.34) pode ser reescrita da seguinte forma
2;}/72. (E - B) F7 + Dﬂi.
cf +9? (cf +42)
o’ = —pg (4.35)
. 2 ,'}/2
Fy+ D — —(EF—-B
D g B
0
em que B = 6166265, D= 6162264, E = 62264 e "= 5 Lembre-se que 4 = (9Z

Assim, os novos residuos da equacao do movimento para uma emulsao diluida nas

direcoes x e y sao dados por

i 0 0 i Oy
Rre = /e p (uaz + Uaz> l% +7 <u ;D (;2 >] + (4.36)
O d O d
+ ox (Trc:c + wm) + oy (Ty”" * yw) di2,
; ov O i Oy
any = /e 1% (Uax + 'Uay> [¢z + 7 ( aw az/; >‘| + (437)
T o (Tey +0,) + By (Tyy +ay,) 42

As expressoes para os elementos da matriz Jacobiana serdao as mesmas obtidas para o
caso Newtoniano acrescidos da contribuicao do tensor de tensoes da fase dispersa. Neste sentido,

0s novos termos desta matriz sdo:
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95

. i
e Jacobiano de R ,:

OB, _ Ou 00 0%\
au; /ge’)<¢fax+“ax Uy )it
Qu, O 00,00 (O D0\ O
o _2u8x¢3 Ox T Ox Ox * ¢]8x+u8x U@y *
(005, Ou, \ i 200;0¢
+ pT_(@yu+6y¢j>vﬁx +v 9y Oy +
0Y; 9 J
N | 09, .
+ M@y {8y n} ds?;
OR:,  ORSY
ov; Y
OR:,  ORSY
oP;, 0P
e Jacobiano de ng:
ORe v v O,  Ov . Oy v Oy O; O
L — b I i R T i S TS S vt
au, /erWfax”T (2“31:% e Vo oy "oy en )V \Fow ey ") T
Y
+ aqzuqb(E—B)-mdQ;
OR:,,  ORSV
v v
OR:,,  ORSV
oP;, 0P

e Jacobiano da Continuidade:

ORS  ORSV"
ou; —  ou;
ORS  ORSV"
ov, — v’
RS

¢ = 0.

op,



Capitulo 4. Modelo numérico 56

Nestas equacoes as variaveis m e n valem, respectivamente,

271 2 271 2
oudsy [[ o (ou\]" (ou [, (ou
dy y [Cl+ (5’?;) ] <3y> [Cl <3y> ]
27! 2 27 —2
3+ (g;) ] —2D (gg) [c§+ (g;) ]

4.3.11 Condicoes de Contorno

As condigoes de contorno utilizadas neste trabalho foram
e condicao de contorno de Dirichlet;
e condicao de saida de escoamento;
e condicao de contorno de pressao.

As condicoes de Dirichlet e de saida de escoamento foram impostas para as fronteiras de um
dominio retangular. A condi¢cdo de contorno de pressao foi aplicada no centro de apenas um

elemento deste dominio (Figura [g).

@
1 3

L. -

0Oel Dirichlet

2 Pressao

3e4d Saida de escoamento

Figura 8 — Condigoes de contorno de Dirichlet, pressao e saida de escoamento aplicadas a uma
malha retangular.

4.3.11.1 Condicao de Contorno de Dirichlet

A condicao de contorno de Dirichlet especifica o valor da velocidade ou de um de

seus componentes na fronteira do dominio. As condigdes de contorno deste tipo sao geralmente
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impostas de uma forma essencial. Dessa forma, o residuo associado ao grau de liberdade na

fronteira passa a ser:

%
Rmx Uz - Uconhecidm

7
Rmy = V; - ‘/conhecidoa

em que Uconhecido € Veonhecido 520 as velocidades que deseja-se impor a U; e V;, respectivamente.
Como forcamos que o residuo seja zero em cada grau de liberdade, a velocidade oriunda da
condicao de contorno sera igual a velocidade do escoamento naquele grau de liberdade associado,

de modo que, Uz = Uconhecido € ‘/; = V::onhecido'

4.3.11.2 Condicdo de Saida de Escoamento

As condigbes de contorno de saida de escoamento sao caracterizadas por serem apenas
a derivada de velocidade. Como no caso de um escoamento desenvolvido, esta condicao de
contorno pode ser escrita como - Vu = 0. Esta relacao, em coordenadas cartesianas, pode ser

vista da seguinte maneira

ou ou 0
nx% —l—nya—y =
(4.38)
v ov
Moo + nya—y =0

em que n, e n, sao as componentes do vetor normal n a superficie de saida do escoamento.
Esta condicao sera introduzida de forma natural de modo que o residuo para a equacao
de movimento para um fluido Newtoniano assume o seguinte formato
R:/[p(u-Vu)-w+T:Vw]dQ—/@-(n-T)dF, (4.39)
Q r

onde
n-T:n-(—pI+Vu+VuT):—pn—l—n-Vu—l—n-VuT.

Substituindo esta rela¢do na equagao (4.39) obtemos a seguinte expressao para o residuo

R:/Q[p(u~Vu)-w+T:Vw] dQ—/F¢i(—pn+n~Vu—i—n~VuT) dr,

em que o termo 1 - Vu = 0 pois o vetor normal n é perpendicular ao gradiente de velocidade

Vu. Com isso,

R:/Q[p(u-Vu)~w+T:Vw] dQ—/F@- (~pn+n-VuT) dr, (4.40)

em que os campos de velocidade e pressao devem ser determinados.
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Desta forma, os residuos da equac¢ao do movimento nas dire¢oes « e y, sao, respecti-

vamente,
;o ou o), 9 ou
R, = /paﬁz <u +v ay> + 5 ( p—|—2,uax> + (4.41)
0¢; ou  Ov ou ov
— Q— I
+ ay lu(ay—l—ax)]d /qbz( pngg—irngca + y3x>d ;M
i 81} (% 0, ou Ov

8@5,- ou ou ov L
+ Oz <_p+2'u833> dQ—/F@ (‘pny+nxag/+nya?/> dly i=1,..,n

E importante lembrar que pelo método de Galerkin, ¢; = 1;.
O célculo da integral de linha / i (—pn +n- VuT> dI' considera um elemento loca-
r
lizado na saida do escoamento, onde a condicao de escoamento desenvolvido ¢ imposta como

condicao de contorno. Para cada elemento deste tipo, os seguintes passos devem ser realizados:

1. Calcular o residuo R sem se preocupar com a condi¢ao de contorno;

2. Verificar se alguma condigdo tem que ser imposta ao elemento.

Como a condi¢ao de contorno é natural, é preciso adicionar os termos da integral de
linha aos graus de liberdade associados aos nés de fronteira. Estes graus de liberdade podem
ser identificados pela Tabela [2] e, para a fronteira 3 da Figura [§ a integral de linha deve ser

acrescentada aos residuos 2, 3, 6, 11, 12 e 15. Assim,

R2:R2+/1_‘¢2<nT)mdF, R11:R11+A¢2(n~T)de,

R:R+/ .T) d, Ry=R +/ T I,
3 3 - O3 (n );B 12 12 . ®3 (n )y (4‘43)

R6:R6+A¢6<RT)xdr, R15:R15+/F¢6(n-T)de,

A mesma légica se aplica para a fronteira 4 do dominio exposto na Figura [§| Neste caso, os
graus de liberdade associados aos nés de fronteira sao 3, 4, 7, 12, 13 e 16.
A integracdo numérica de cada uma destas integrais de linha pode ser realizada usando

a Quadratura de Gauss com 3 pontos de integracao. De uma maneira geral,

/FF(x,y) dr = /_1115(5 — 1,77)35, (4.44)
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em ued—r— d£2—|— @2
W | \dn dn

Nesta situagao, como o valor de £ esta fixo, a funcao varia somente com respeito a 7 e,

1/2

assim, a integracao em coordenadas elementares é ao longo da direcao 7. Por exemplo,

3 ou ov dr
/1"¢2 (’I’L . T)x dl' = [Gz:P_l ¢z(77GP) <—p Ny + nx% + nyax> % . WGP (445)
= nap

As outras integrais de linha seguem o mesmo raciocinio.

4.3.11.3 Condicdo de Contorno de Pressao

Resta agora tratar da condigao de contorno correspondente ao campo de pressao. Sabe-
se que o campo de pressao que satisfaz as equagoes de Navier-Stokes pode ser determinado a
menos de uma constante, ou seja, P, = P + Fy. Entao, o nivel de pressao do escoamento pode
ser fixado como uma condicao de contorno ou arbitrariamente. Os residuos da continuidade
sao aqueles ligados ao campo de pressao. Com isso, para determinar o valor da pressao em um
dado elemento, podemos impor uma condi¢ao de contorno essencial, de tal forma que o residuo

associado ao primeiro grau de liberdade de pressao, P, em cada elemento seja dado por

Rig = P, + P*. (4.46)

Em (4.46)), P* é a pressao a ser imposta a um determinado elemento e R1g é 0 décimo nono resi-

duo correspondente ao primeiro grau de liberdade de pressao localizado no centro do elemento

(&,n) = (0,0).



5 Resultados e discussoes

O primeiro resultado obtido neste trabalho é apresentado de modo a validar o método
numeérico exposto comparando o perfil de velocidade de um fluido Newtoniano com os perfis
analiticos de camada limite apresentados na literatura. Feito isso, uma analise da camada limite
da emulsao ¢ feita tendo em vista a verificacao da similaridade dos perfis de velocidade e um
estudo dos termos da equacao modelo apresentada no capitulo 3 é realizado.

Em todos os casos uma malha 20x30 com concentracao de elementos nas proximidades
da parede foi utilizada. O tamanho escolhido para a malha foi de 0,30 metros de altura e de
1,999 metros de comprimento. Um valor inicial para o comprimento de 0,001 foi escolhido pois
o ponto inicial da placa em x = 0,000 corresponde a um choque muito severo do escoamento
com a placa o que torna dificil a convergéncia do método. As malhas foram reproduzidas pelo

gerador de malha GiD.

0.30 m

: 1.999 m |

Figura 9 — Dimensoes do dominio de calculo utilizado para gerar os resultados deste trabalho.

O numero de pontos de Gauss usados para o calculo das integrais por Quadratura

Gaussiana foi igual a 6.

5.1 Parametros de Entrada

O fluido Newtoniano simulado foi a 4gua e para o caso da emulsao considerou-se uma
mistura de agua e 6leo. Os parametros fisicos das simulagoes adotados para a agua e para a

emulsao foram (Cengel, 2007):
o Agua

— Massa especifica (p): 1000,0 kg/m?;
— Viscosidade dindmica (u1): 0,001 Ns/m?;
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e Emulsio

— Viscosidade dindmica (pq): 0,008 Ns/m?;
— Tensao superficial (0): 0,040 N/m.

Os dados para a emulsao foram baseados nas propriedades do 6leo SAE 30. Os outros

parametros de entrada do programa foram:

e Velocidade do escoamento (Us): 0,007 m/s;
e Raio da gota (a): 0,0001 m;
e Concentracao da fase dispersa (¢): 0, 30.

E importante notar que o pardmetro de entrada Us foi escolhido de acordo com o
comprimento da malha afim de garantir uma condicao elevada do nimero de Reynolds em uma
determinada regidao de andlise. Neste caso, esta regiao concentrou-se no intervalo 1.0 < z <
2.0 m onde o ntimero de Reynolds varia de 7,0 x 10® até 1,4 x 10* que estd dentro de uma
faixa de escoamento laminar (White, 2011).

Além disso, foi estipulada uma tolerancia de 1,0 x 107° para a convergéncia do método
de Newton-Raphson. Neste aspecto, a tolerancia esta associada ao tamanho da norma do residuo
da solugao do sistema linear. Com isso, se a norma deste residuo for menor que a tolerdncia

estipulada, entdo considera-se que o método convergiu para um resultado aceitavel.

5.2 Camada limite de um fluido Newtoniano

A validacao dos resultados obtidos para a camada limite de um fluido Newtoniano,
foi feita comparando-se o perfil de velocidade adimensional simulado numericamente com os
perfis Parabdlico, Cibico e de Blasius encontrados na literatura (White, 2011). As equagoes

que definem cada um destes perfis sao:

e Perfil Parabdlico

e Perfil Cubico

e Solugao de Blasius

H. Blasius obteve a solugao para o perfil de velocidade da camada limite laminar sobre
uma placa plana de um escoamento bidimensional, incompressivel, em regime permanente
e sem gradiente de pressao. A engenhosidade desta solucao recai sobre a introducao de

uma variavel adimensional, n, para computar os valores da coordenada y e de uma funcao
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corrente, também adimensional, f(n), para ser usada no lugar de uma func¢do corrente
dimensional, ¢. Para entender melhor o que foi feito, fagamos uma breve descricao das

origens destas relagoes adimensionais.

As equagdes governantes para a camada limite de Blasius sdo dadas por

U% + U@ = a X (53)
ou Ov
or " oy =" (5.4)

As condigoes de contorno sdo dadas por

1. Na parede, em y =0, u = v = 0;

2. A medida que y — 00, u = Us.

A equagao expressa em (5.3) é satisfeita se as componentes u e v de velocidade sao

provenientes de uma funcgao corrente v de tal forma que

o oY
u= 3y cv=—o- (5.5)
Substituindo estas relagoes diferenciais para u e v na equacao ({5.3)), obtém-se
2 2 3
ou U _owy o 50

— =v .
Jy 0xdy  Ox O0y? oy
O objetivo agora é reduzir esta equacao diferencial parcial a uma equacao diferencial

ordinaria. Para atingir tal meta, Blasius introduziu a variavel adimensional 1 definida por

0w, y) = ——— (5.7)

/v /Us

e a fungdo corrente adimensional, f(n), dada por

R (5.8)

mencionadas anteriormente. E a equacao (5.8) pode ser reescrita da seguinte forma

Y(x,m) = \JvaUs f(0). (5.9)

Dessa forma, usando as relagoes (5.7) e (5.9)), as derivadas parciais presentes em (|5.6)

podem ser reescritas da como segue (Paol, [1967)

o0 _ovon _, df

9y " onoy " Uvay 10
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2 (9 (n\ Us &Ef -
a2~ \awoy) \ow) = Joayi ar o4
By (9 () Usw &Ef

o (am) <y) = e U dif (5.12)

X

P (9w () Usndf
8w8y<0?73y>< >_ (513

21 an’
op (O On  (OY) _ 7 ar f
L )W) e

Agora, substituindo estes resultados na equacao (5.6) e ap6s algumas simplificagoes, a

seguinte equagao diferencial ordinaria é obtida

d3f 1 d2f
—= Tt f55= 5.15

com as seguintes condi¢oes de contorno

1. Emn=0; f=0edf/dn=0;
2. A medida que n — oo, df /dn = 1.

A equagao (5.15)) é nado linear e, com isso, ndao pode ser resolvida diretamente para f(n).
Blasius obteve uma solugao em séries expandindo f(n) em uma série de poténcias com o

seguinte formato

> 1)7l Ag+1cn 3n+2 (516)

=2 (_2 (3n + 2)!

n=0
onde as constantes C,, foram calculadas por Blasius e os valores resultantes foram Cy = 1,
Ci=1,0y=11,C5 =375, C, = 27897 e C5 = 3817137. A tinica quantidade desconhecida
da equacao é Ay a qual determinada pela segunda condicao de contorno da equagao
. O valor para esta constante é 0, 332.

Finalmente, com estes valores em méaos, a fungéo f(n) pode ser computada numericamente
e o perfil de velocidade para a componente de velocidade u é obtido da relacao (5.10) de

modo que

u(n)  df
T (5.17)

em que a varidvel adimensional 1 é dada pela equagao (5.7).
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Agora, voltando ao estudo da validacdo do método numérico proposto, o resultado
obtido desta analise encontra-se na Figura . Neste grafico, a espessura da camada limite foi

determinada usando a relagdo oriunda da solugao de Blasius (White, [2011))

5.0
v Re,,

onde x representa a posicao ao longo da placa plana. Os perfis foram determinados para uma

8

0p =

(5.18)

secao de pontos extraidos ao longo da reta x = 1,2. Vale ressaltar também que o chute inicial

para o método de Newton-Raphson foi dado pela solu¢ao analitica da camada limite dada pela

equagao (5.2)).

1
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Figura 10 — Comparacao do perfil obtido pelo método numérico com os perfis analiticos
quadratico e cubico.

As curvas da Figura mostram a proximidade entre os valores obtidos pela simulacao
numérica e as solugoes analiticas. Isso mostra que o método numérico em elementos finitos é
consistente para a analise dos fendmenos fisicos da camada limite. Com este respaldo, o método
numérico foi adaptado para incluir as contribui¢oes de tensao da fase dispersa nas equagoes de

Navier-Stokes.

5.3 Camada limite de uma emulsao diluida

Esta parte do trabalho foca na analise e comparacao dos resultados obtidos para o
perfil de velocidade da camada limite de uma emulsao diluida com uma concentracao de fase
dispersa de 30%. Estudos da similaridade do perfil de velocidade e da importancia dos termos

da equacgao modelo para a camada limite deste fluido nao Newtoniano também sao realizados.
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5.3.1 Comparacao do perfil da emulsdao com o perfil correspondente da fase con-

tinua

Nesta primeira etapa dos estudos, uma comparacao foi efetuada entre o perfil de veloci-
dade da emulsao e o perfil correspondente da mesma sem o seu comportamento pseudo-plastico
caracteristico, que se observa em baixas e elevadas taxas de cisalhamento (isto é Ca < 1 e
Ca > 1, respectivamente) (Oliveira, 2007)). Neste caso, para a construgao do perfil de veloci-
dade correspondente da fase continua, restringimos a analise para Ca — 0. Este perfil foi obtido
ao substituir o valor da viscosidade dinamica de um fluido qualquer, neste caso a agua, pela
viscosidade efetiva de Taylor, ur, dada por

5 3
e =n 1+ (5 55)].
lembrando que A é a razao entre as viscosidades das fases dispersa e continua, respectivamente.
Vale reforcar que esta viscosidade efetiva corresponde a viscosidade da emulsdao para baixos
numeros de capilaridade e, neste regime, nao se observa comportamento pseudo-plastico da
mesma. Assim, a comparacgao é feita entre o perfil de velocidade da emulsao dentro da camada
limite, onde observa-se elevadas taxas de cisalhamento, e o perfil de velocidade de um fluido
com viscosidade equivalente a de uma emulsao submetida a baixas taxas de cisalhamento.

Substituindo os valores dados pelos parametros de entrada, o valor calculado para a viscosidade
efetiva de Taylor foi de 0.00169375 N's/m?.

0.2

FEM Agua I

——a—— FEM Emulsio

0.15

~ 0.1

0.05

04

Figura 11 — Comparacao entre o perfil da camada limite da emulsao com o perfil correspondente
da fase continua.
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As curvas da Figura demonstram que a diferenga entre os dois perfis esta intima-
mente ligada ao comportamento pseudo-plastico (shear-thinning) da emulsao e pela diferenca
de tensdes normais na superficie da gota deformada. Estas propriedades sdo consequéncias da
tendéncia de alinhamento e alongamento das gotas na dire¢do do escoamento e sao observadas
a medida que se aumenta o numero de capilaridade. Sabe-se que no fronteira da camada limite
a taxa de cisalhamento é nula, ou seja, a emulsao nesta regiao possui um comportamento New-
toniano. A medida que descemos em direcio & parede, as taxas de cisalhamento aumentam e
o comportamento pseudo-plastico da emulsao é verificado. Esta evidéncia se mostra presente
na Figura ([11)) em que uma redugao de viscosidade caracteristica reflete-se no afinamento da
camada limite. Em regioes muito préximas a parede as taxas de cisalhamento sao muito ele-
vadas. No entanto, pelo que foi levanto neste trabalho, nao é possivel afirmar que, nesta regiao,
a emulsao atingiu um nivel de saturacao onde a mesma se comportaria como um fluido de

viscosidade efetiva dado por ug.

5.3.2 Similaridade dos perfis de velocidade

A analise da similaridade dos perfis de velocidade da camada limite da emulsdo em
estudo foi feita pela extracdo de 50 pontos ao longo de retas verticais em quatro posicoes
diferentes da malha, posicionadas em x = 1,0, x = 1,2, x = 1,4 e x = 1,6. A extracao dos
pontos foi feita até uma altura correspondente a y = 0,20 m.

Para facilitar a visualizacao deste resultado, as varidveis dos eixos das ordenadas e
abscissas foram adimensionalizadas. Para tanto, necessitou-se das espessuras da camada limite

em cada uma destas se¢oes do comprimento da malha. As espessuras foram obtidas da Figura
e os resultados foram

r=1,0= 4, =0,026084 m;
e r=12= 0, =0,028832 m;
e r=1,4= 9, =0,031500 m;
e xr=1,6= 9, =0,033914 m.

Dos graficos levantados na Figura (13]) é possivel verificar que os perfis de velocidade
para camada limite de uma emulsao diluida se repetem ao longo da placa. Isto indica a possivel
existéncia de uma variavel de similaridade assim como ocorre com os perfis de velocidade de

um fluido Newtoniano.
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Figura 12 — Grafico do campo de velocidade de uma emulsao monodispersa e diluida no inter-
valo de x variando entre 1,0 e 1,6 metros.

Figura 13 — Anélise da similaridade do perfil de camada limite de uma emulsao parcialmente
diluida.
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5.3.3 Comparacao dos termos do modelo de equacdo para a camada limite de
uma emulsdo diluida
A comparagao dos termos do modelo de equagdes (3.17)) e (3.18]) proposto neste trabalho
foi realizada por meio de um poés-processamento dos dados gerados da simulagao da camada
limite de uma emulsao. Neste caso, 1000 pontos foram extraidos de uma reta vertical na posicao

x = 1,0. Para efeitos de andlise, dividiu-se cada uma das equag¢oes do modelo em termos da

seguinte forma

e Direcao x:

u Ou o, Pu, ,J1080 o A oa )
u—+v—| = —— — —
P\"oz oy ag | HHP Oy? HO\ 133 Npua (2 4+42) | (¢ +3?)
——
Termo 1g1 Termo 2¢1
100 o2 g 29°
19 M3p2a? (2 + 42) (cf +42)
Termo 3s1
e Direcao y:
dp O*u 1580 o A% o
0 = & e L
oy s Ox0y + M¢{ 133 N2pa (¢} +42) (c} +42)
————’
Termo lgo Termo 22
+p 100_o” SN PO
19 X3p2a? (¢} + 42) (cd+43])°

Termo 3s2

Dos resultados expostos nas Figuras ((14]), (15 e (16]) nota-se que o segundo termo em
ambas s direcOes €; e €5 sao nulos. Ainda nestas Figuras pode-se verificar que a contribuicao
dos termos na direcdo y é, aproximadamente, 1% da contribuicdo dos respectivos termos na

direcdo . Com base nisto, temos que o termo referente ao gradiente de pressdao na direcao vy,

dp
—, esta em balango com termos de ordem de magnitude consideravelmente inferior aos termos

0y

0
que estao em balango com op na direcdo x. Sendo assim, pode-se perceber que dentro da

ox
0
camada limite deste possivel modelo de equagoes, o termo 8—p pode ser negligenciado e que a
pressao, p, ¢ praticamente independente de y. Podemos entao considerar que p ¢ invariante com
relacao a esta direcdo e que, consequentemente, seu valor dentro camada limite é igual ao de fora

desta fina camada. Esta conclusao esta de acordo com o que é apresentado na literatura para
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um fluido Newtoniano incompressivel (Pao| [1967)). Desta forma, temos que o possivel modelo

de equagoes para a camada limite de uma emulsao monodispersa e diluida reduz-se a

ou ou op 0%u 100 o2 Yy 272
— — | = —= — — 1l— ——— 1
P (uax + Uay> e + 1pB D2 + pg { 19 A312a2 (C% + 72) (C% + ,}/2) (5 9)

apenas na direcao . Vale lembrar que os termos em andlise sao de origem nao Newtoniana e
que estes efeitos, aparentemente, nao afetam o fato do gradiente de pressao na camada limite

depender apenas do escoamento fora da mesma.

02 F ——o—— Termo 1,
i b — —»— — Termo 2
- 1]
| ——+&—— Termo 3,
B :;
0.15 F
i !
= : ®
0.1

0.05

|
i
|
T B B \I\ !
R 0 0.1 0.2
Termos (Diregdo x)

Figura 14 — Comparacao dos termos do modelo de equagoes obtido neste trabalho na direcao
x.
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Figura 15 — Comparacao dos termos do modelo de equagoes obtido neste trabalho na direcao
Y.
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Figura 16 — Comparacao dos termos do modelo de equagdes obtido neste trabalho.



6 Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho apresentou-se um modelo de equagoes de movimento para a camada
limite de uma emulsao monodispersa e diluida. Para tanto, conceitos basicos da mecanica
dos fluidos foram expostos de modo a situar o leitor quanto ao ferramental utilizado para
o desenvolvimento das equagoes. Mostrou-se que um escoamento de um fluido Newtoniano
é descrito, tipicamente, pelas equacoes de movimento e da continuidade com suas devidas
condicoes de contorno. Dentre elas a equacao do movimento aparece retratando a influéncia
de forgas de superficie e de campo na variagdo do momento linear de um fluido qualquer. No
entanto, devido as caracteristicas do fluido em estudo, o tensor de tensdes pode variar. Para
o caso de uma emulsao, existe uma contribuicdo do tensor de tensdes da gota no fluxo de
quantidade de movimento da emulsao vista como um todo.

Um modelo constitutivo de duas equagoes, que trata da hidrodinamica de uma emulsao,
foi utilizado como base para o desenvolvimento deste trabalho. Neste modelo, uma equacao
retrata a evolugdo da deformacao da gota com respeito ao escoamento imposto sobre ela e a
outra incorpora as caracteristicas dessa evolugao para o calculo do tensor de tensoes adicional
da gota. Vale lembrar que devido as proporc¢oes geométricas da gota, o escoamento dentro dela e
nas suas proximidades é de baixo nimero de Reynolds. Em um regime de pequenas deformacoes
a gota é convectada pelo fluido mesmo que o escoamento da emulsao, em si, possua um elevado
numero de Reynolds.

As simplificagoes propostas por Prandtl para a equagdo do movimento dentro dos
dominios fisicos da camada limite sao validas para escoamentos com elevados ntimeros de
Reynolds. Neste caso, os efeitos convectivos equilibram-se com os efeitos difusivos e a camada
limite formada sobre uma placa plana, por exemplo, possui uma espessura ¢ muito menor que
o comprimento L da placa. Neste trabalho, o escoamento da emulsao foi analisado dentro da
camada limite e, com isso, as simplificagoes de Prandtl foram aplicadas. No modelo proposto
estas simplificagdes foram introduzidas nos principais elementos constituintes do divergente do
tensor de tensoes resultante da emulsao, respeitando a anélise de escala dos termos associados.
Verificou-se também que apenas o termo dominante de cisalhamento du/0dy é relevante. De
acordo com estas conclusoes, o tensor de Green A, que retrata as informacoes da microescala
da emulsao, foi calculado em regime permanente e a partir dos resultados obtidos o tensor de
tensoes da gota o foi determinado. Com isso, um modelo de equacdes de movimento para a
camada limite de uma emulsao poéde ser desenvolvido.

Um modelo numérico de resolugao das equacoes de Navier-Stokes por elementos finitos
também foi apresentado em paralelo. Neste aspecto, os principais conceitos da formulagao in-

tegral destas equacoes foram expostos e as condigoes de contorno para o problema de camada
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limite laminar foram preliminarmente estudados e posteriormente validados. Dessa forma, o
modelo de equagbes para a camada limite de uma emulsao foi implementado e comparado com
o perfil de velocidade desta mesma emulsido sem os seus efeitos pseudo-plasticos caracteristicos,
em uma situacao de taxa de cisalhamento tendendo a zero ou baixo ntimero de capilaridade.
Verificou-se que a diferenca entre os dois perfis se deu, basicamente, pela presenca do compor-
tamento shear-thinnig da emulsao e de diferencas de tensdes normais em um intervalo tipico
de crescimento do nimero de capilaridade. Ainda com os resultados desta simulagao, verificou-
se também que os perfis de velocidade deste fluido ndo Newtoniano se repetem ao longo do
dominio de estudo caracterizando a possivel existéncia de uma varidvel de similaridade. Em
ultima analise, um estudo da importancia da contribuicao de cada termo das equagoes modelo
para a camada limite da emulsdo foi efetuado. Como resultado, evidenciou-se que, de fato,
apenas uma Unica equacgao na dire¢do x, dada por , ¢é relevante e determinante para a
definicao e analise do comportamento da camada limite de uma emulsao monodispersa e diluida.

Em trabalhos futuros o objetivo é reunir os resultados levantados neste trabalho e
estudé-los com maior profundidade. Neste sentido, buscar-se-4 adimensionalizar a equacao
e estudar o comportamento fisico de cada termo. Outra meta a ser atingida é o es-
tudo e a busca de uma possivel varidvel de similaridade para o perfil de velocidade fruto do

possivel modelo de emulsao apresentado.
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