PROJETO DE GRADUACAO

ESTUDO DA DINAMICA NAO-LINEAR DE
BACKLASH EM ENGRENAGENS DE DENTES
RETOS

Por,
Fernando Faleiro Pires

Brasilia, 04 de Dezembro de 2013




UNIVERSIDADE DE BRASILIA
Faculdade de Tecnologia
Departamento de Engenharia Mecanica

PROJETO DE GRADUACAO

ESTUDO DA DINAMICA NAO-LINEAR DE
BACKLASH EM ENGRENAGENS DE DENTES
RETOS

POR,

Fernando Faleiro Pires

Relatério submetido como requisito parcial para obtencao
do grau de Engenheiro Mecanico.

Banca Examinadora

Prof. Marcus Vinicius Girdo de Morais, UnB/ ENM
(Orientador)

Prof. Aline Souza de Paula, UnB/ ENM

Prof. Anténio Manoel Dias Henriques, UnB/ ENM

Brasilia, 04 de Dezembro de 2013



Dedicatéria

A meus pais Fernando e Maria Heloisa e
meus irmaos Gustavo, Juliana e Isadora.

Fernando Faleiro Pires



Agradecimentos

Agradeco & minha familia, pelo apoio e carinho que sempre me deram em todas as
etapas da minha vida e sempre serdo meu bem mais precioso.

A meus amigos, que durante esses anos de estudo sempre estiveram ao meu lado, em
Orizona, em Goiania e em Brasilia.

A todos os professores que me acompanharam durante a graduacéo, ao Grupo de
Dinamica de Sistema da UnB, GDS, e em especial ao Prof. Marcus Vinicius Giréo, responsavel
pela realizacdo deste trabalho.



RESUMO

O trabalho relatado neste documento apresenta a metodologia adotada e os resultados obtidos
para a simulagdo numérica de engrenagens simples dando énfase ao contato entre seus dentes.
Sdo apresentados modelos matematicos utilizados para os sistemas analisados, 0 método
numerico empregado e uma andalise do comportamento ndo-linear dos sistemas por meio de
ferramentas adequadas como diagramas de bifurcacéo e secdo de Poincaré. O objetivo principal
deste trabalho é de analisar o comportamento dindmico dos sistemas e comparar os resultados
obtidos para contato entre engrenagens com os resultados disponiveis na literatura, uma vez
que neste trabalho sdo utilizados outros métodos de integracdo numerica e outro modelo para
mecénica do contato.

ABSTRACT

The study presented in this report shows the methodology and the obtained results for the
numerical simulation of simple gears giving emphasis to the contact between your teeth. It is
presented the mathematical models for the analyzed systems, the numerical method used for
the simulation and an analysis of the non-linear behavior of the systems through specific tools
such as bifurcation diagrams and Poincaré sections. The main goal of the study is to evaluate
an analysis of system dynamics and to compare the obtained results with the ones available on
the literature, since in this work it is employed a different method for the numerical integration
and a different model to describe the contact mechanics.
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1 INTRODUGCAO E OBJETIVOS

Na engenharia, o conceito de sistemas dindmicos nasce da exigéncia de se construir um
modelo geral de como todos os sistemas evoluem. Esses sistemas sdo regidos por equacgdes
diferenciais que sdo responsaveis por descrever a forma como esses sistemas evoluem no
tempo. Elas podem ser lineares ou n&o-lineares. Na grande maioria dos problemas de
engenharia os sistemas sdo regidos por equacdes ndo-lineares, mas por muito tempo foram
tratados de forma linear, devido a uma série de vantagens resultantes do principio da
superposicdo de suas solugdes. Essa aproximagdo muitas vezes, no entanto, ndo produz os
resultados adequados. As equacOes ndo-lineares sdo mais complexas e ndo desfrutam das
facilidades de solucdo e entendimento dos sistemas lineares, apresentando comportamentos
muito mais ricos e diversos. Esses sistemas podem apresentar solucbes cadticas, que Sao
extremamente sensiveis as mais sutis perturbacdes e para um entendimento do funcionamento

do sistema diversas ferramentas devem ser utilizadas.

Neste trabalho serd analisado o caso particular do comportamento dindmico de
engrenagens, em especial o contato entre os dentes da engrenagem devido ao backlash. Com a
crescente demanda por altas velocidades, transmissdes pesadas e leves e o funcionamento
silencioso voltados para sistemas modernos, a reducdo de fatores de fadiga dos materiais e
ruidos, além do aumento da eficiéncia dos engrenamentos e reducdo de perdas em transmissdo
tornam-se cada vez mais importantes. 1sso exige uma avaliacdo mais precisa da carga dinamica
entre os dentes das engrenagens e as respostas de vibragfes para estes casos sdo relacionados
com aspectos ndo-lineares. O backlash, a rigidez do dente variante no tempo, o atrito entre as
faces dos dentes das engrenagens séo alguns dos principais fatores de nédo-linearidades do

sistema.

O contato entre os dentes das engrenagens devido ao backlash geram mudancas repentinas
das caracteristicas do sistema, em especial o impacto, e essa descontinuidade torna o sistema

ndo-linear.

Muitos trabalhos ja foram realizados nessa area. E diferentes metodologias foram utilizadas,
séo considerados nesses trabalhos quatro grupos de interacdo entre as engrenagens, que levam
em consideracdo a rigidez dos dentes das engrenagens, a rigidez dos apoios dos rolamentos,
ambos podendo ou ndo serem fungbes do tempo e o backlash. O objetivo principal deste

trabalho é o estudo de um sistema engrenado com backlash, onde se considera a rigidez do



dente da engrenagem como variante no tempo e desconsidera a rigidez dos eixos, dos
rolamentos e dos apoios. Neste trabalho para a modelagem do sistema seréo utilizadas equacoes
ndo-lineares ordinarias rigidas, que apresentaram resultados mais répidos na simulacdo
computacional e apresentam um modelo simplificado em relacdo a outros métodos comumente
utilizados nesse tipo de estudo. Por se tratar de um sistema ndo-linear algumas ferramentas
especificas devem ser utilizadas, como o diagrama de bifurcacdo e as secOes de Poincare,

buscando uma melhor compreensdo do comportamento destes sistemas.

O trabalho é dividido em 5 capitulos. Neste primeiro capitulo é apresentada uma introducao,
ondesuas motivacOes e objetivos sdo apresentados. O segundo capitulo apresenta conceitos
basicos da dindmica de engrenagens e da mecanica do contato. No terceiro, conceitos sobre
identificacdo e classificacdo de sistemas n&o-lineares e as principais ferramentas para o
entendimento do comportamento do sistema sdo apresentados. No quarto, apresenta-se 0
método de integracdo utilizado e a validagdo do método empregado é apresentada. No Ultimo
capitulo é apresentada a conclusdo parcial do trabalho, e uma apresentacéo sobre a continuacéo
do trabalho.



2. DINAMICA DE ENGRENAGENS

As engrenagens sdo objeto recorrente do estudo de dindmica. Elas séo usadas em milhares de
dispositivos mecénicos, sdo responsaveis por realizar vérias tarefas importantes, entre elas as que
fornecem reducéo e amplificagdo na transmissdo em equipamentos motorizados. E isso é essencial
porque, frequentemente, é necessario transformar baixas velocidades angulares em altas rotagdes, como
no casos das turbinas edlicas e hidrocinéticas. A existéncia de elementos que giram com determinada
velocidade sofrerd uma vibragdo com pelo menos um componente. O objetivo da anélise de engenharia
é manter os efeitos das vibragdes dentro de limites que ndo prejudiquem as funcionalidades das
maquinas. Vibracdes excessivas podem prejudicar a estrutura das maquinas e causar desgastes
acelerados, ocasionando diminuicdo da vida util dos equipamentos.

Nessa perspectiva é importante realizar o estudo da dindmica existente no contato entre 0s dentes
das engrenagens. Um par de engrenagens é obrigado a ter alguma folga, que pode ser tanto projetada
para melhor lubrificagdo e para eliminar a interferéncia ou devido a erros de fabricagdo e de desgaste.
Vibragdes de tor¢do induzida por backlash podem causar a separagdo dos dentes e impactos excessivos.
Os impactos resultam em problemas de vibracdes e ruidos intensos e grandes cargas dindmicas podem

afetar a confiabilidade e a vida da engrenagem.
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Figura 2 — llustragdo do Backlash

Neste capitulo sdo introduzidas as primeiras nogdes que formam a base para o estudo do backlash
em engrenagens simples. Inicialmente é apresentada uma breve revisdo bibliogréafica de alguns estudos
que modelam o efeito backlash em sistemas engrenados. Em seguida a modelagem matematica de

contato entre os dentes das engrenagens.

2.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Comparin e Singh (1989) apresentam um estudo em que engrenagens com backlash nao-linear sdo
essencialmente uma fungédo descontinua e ndo-diferenciavel e representa uma forte interacdo nao-linear

na equacdo diferencial que governa o sistema. Os autores concluiram que a maioria das técnicas de



solucdo disponiveis na literatura até entdo ndo poderiam ser aplicadas diretamente para analisar o contato
entre os dentes das engrenagens. Os autores empregaram o método de equilibrio harménico e
construiram solucdes analiticas para as caracteristicas de resposta de frequéncia ndo-linear de um par de

engrenagens com folga com excitagdo por torque externo.

Lees at al. (2011) apresentam uma abordagem simples de um modelo torcional desenvolvido para
dois eixos ligados por meio de um unico par de engrenagens. Neste trabalho os eixos sdo considerados
como molas e amortecedores, as engrenagens como massas concentradas e o0 par de engrenagens €
considerado como perfeito. O modelo apresentado do sistema assume pequenas Vvibragdes e o efeito da
ndo-linearidade é descartada. O erro é assumido somente como fungdo do tempo e tratado com série de

Fourier.

Wang (1978) apresenta modelos torcionais de dois e trés graus de liberdade com backlash e assume
que os dentes das engrenagens sao rigidos e a engrenagem conduzida possui inercia infinita. Foram
utilizadas técnicas lineares por partes, no entanto, essas técnicas forneceram solugdes apenas para

sistemas lineares equivalentes.

Kahraman e Singh (1990) apresentam um modelo com dois graus de liberdade de um par de
engrenagens de dentes retos com inércias de rotacao, assumindo que os eixos e rolamentos sao rigidos.
A engrenagem ¢é descrita por backlash e rigidez do dente da engrenagem nao varia com o tempo e 0
amortecimento € considerado viscoso. Os autores analisam o contato e a flexibilidade de cada dente da

engrenagem.

O objetivo deste trabalho é verificar a influéncia do backlash em sistemas engrenados. Para isso

utiliza-se 0 método de Range-Kutta-Fehlberg, assumindo as equacdes diferenciais como sendo rigidas.

2.2 MECANICA DO CONTATO

Um problema recorrente na mecéanica é o contato entre dois ou mais corpos sélidos e o ponto critico
da analise € a transicdo entre as duas configura¢fes: com contato e sem contato. A ocorréncia dessa
transicdo brusca provocam nédo-linearidades no sistema.

Sandor (2006) desenvolveu um estudo do comportamento de um sistema ndo-linear com um grau
de liberdade e contato intermitente. S&o apresentadas no trabalho uma analise tedrica e experimental de
um modelo para brocas de perfuracéo, e os seus resultados sdo comparados. O pesquisador utilizou um
modelo de mecénica do contato que envolve uma hiper-superficie de transi¢do do estado sem contato
para um estado com contato. Os resultados apresentados sdo comparados com os obtidos neste trabalho.

Para que essa transi¢do seja modelada de maneira correta € necessario que se estabeleca com

precisdo as condicBes de contorno do problema, principalmente nas transi¢cdes, 0 contato pode ser



definido por uma inequacao estabelecendo o ponto a partir do qual as for¢as de contato surgirdo e agirdo

sobre o sistema.

A Fig. 2.1 apresenta um modelo de contato, representado por um sistema massa mola simples com

uma restricdo rigida que limita o deslocamento, e corresponde a um oscilador com impacto.

—x =5
_ p cos(wi )

AN
|
|
C

Figura 2.1 - Sistema massa mola simples com impacto

Esse sistema, composto por um conjunto massa-mola-amortecedor, esta sujeito a uma excitacéo
harménica. Além disso, existe uma limitagdo de deslocamento devido & restricdo em x = &, que

corresponde a uma parede rigida, onde o oscilador colide inelasticamente.

Entre dois impactos sucessivos, ocorre um movimento suave o aparecimento da forca de contato, e

a equacdo governante do sistema é dada por:

mi + cx + kx = pcoswt x< 8 1)

mi+cx+kx=pcoswt—Fc x=9§

onde c é o coeficiente de amortecimento linear, m é a massa do sistema, k € a rigidez da mola, p é a
amplitude de excitacdo, w é a frequéncia de excitacdo do sistema e Fc €é a forca de contato que deve ser
calculada. Wriggers (2002) apresenta dois métodos para o calculo da forga de contato: o método de

multiplicadores de Lagrange e 0 método da penalidade.

O método de multiplicadores de Lagrange considera que a restricdo x > & deve ser satisfeita,
obtém-se entdo a forga de contato necessaria para atender a condi¢éo. Assim é possivel obter a igualdade
Fc = x = 0, sempre que forca de contato € nula, quando x < §. Quando ocorre contato, Fc > 0 em
x = §. Este método apresenta uma maior estabilidade, por limitar o valor do deslocamento, mas ndo
descreve um sistema real. Este método ndo inclui a deformagdo dos corpos durante e contato e ndo é

capaz de reproduzir impactos sucessivos em um curto periodo de tempo.



O segundo método é chamado de método de penalidade. Este método é mais simples e descreve com
maior exatiddo o modelo real. Para este caso, a forca de contato é calculada como fun¢do da penetracdo
do corpo com a parede, ponderado por um coeficiente de penalidade €. Porém, as descontinuidades do
sistema, que geram grandes mudancas de rigidez, podem acarretar instabilidade na simulagcdo numérica

computacional.

Sandor (2006) apresenta uma alternativa para diminuir os erros numéricos na simulacéo, utilizando
uma alternativa que inclui a utilizacdo de uma superficie de transicdo com o objetivo de reduzir o custo

computacional do problema.

Branddo (2011) apresenta um método de integracdo com passo de tempo varidvel. Caso ocorra a
transicdo da situacdo sem contato para com contato e se o erro for superior a determinado valor, 0s
calculos sdo refeitos com um passo de interagdo menor dt = dt/2, até que o valor do erro seja inferior
ao estipulado. Esse passo é mantido enquanto ha contato permanente. Quando ndo ha contato o passo é

maior e constante.

2.3 INTERACAO DINAMICA DE DENTES DE ENGRENAGENS

Na modelagem matematica de engrenamentos é importante considerar a interacdo que ocorre entre

os dentes das engrenagens e a folga na qual o sistema esta submetida e a rigidez da malha dos dentes.

A equacdo governante do sistema para um par de engrenagens incorpora as caracteristicas de rigidez
ndo-linear, que surgem nos sistemas reais devido as mudancas dos dentes das engrenagens em contato
e a separacdo dos dentes devidos ao backlash. Essa equagéo pode ser resolvida numericamente, sendo

possivel analisar o comportamento que o sistema apresenta na presenca de nao-linearidades.

Um modelo simplificado proposto por Kahraman e Singh (1990) é ilustrado na Fig. 2.2 (a), onde a
rigidez da mola e amortecimento sdo fornecidos pelos dentes das engrenagens. O sistema possui um
grau de liberdade e é ilustrado na Fig. 2.2 (b), onde x; corresponde ao deslocamento tangencial do dente

da engrenagem 1 e x, é o deslocamento tangencial do dente da engrenagem 2.



Pinion

(a) (b)

Figura 2.2 - (a) Malha da engrenagem e (b)Sistema com um grau de liberdade equivalente [Balachandran e
Magrab (2009)].
Os valores dos deslocamentos estéo relacionados com as rota¢Ges do par de engrenagens, onde:

X1 =11 e X =1, 2

onde r; e r, sdo0 respectivamente os raios primitivos do pinhdo e da coroa, ¢, e @, correspondem as
rotacdes angulares. A rotacdo ¢ é assumida para um estado estacionario de velocidade da malha ®

acrescido de 6. Entao ¢ = wt + 06(t), 0 que resulta em:
X1 =11(wt+01(2)) e x; =1p(wyt + 6,(1)) €))

Os dentes do engrenamento sdo modelados por um sistema com um grau de liberdade com uma base
em movimento. Como mostrado na Figura 2.3, onde m, é o momento efetivo de inercia que pode ser

obtido por:

2 2
:1<T_1 2) 4
me /]1+]2 4)



onde Ty = J,6 = FeT, = —],0 = r,F sio 0s torques das engrenagens 1 e 2 respectivamente, e F =

me (116, + 120,).

Assumindo que a rigidez do dente da engrenagem é uma fungdo do tempo:

k(t) = ko(1 — € cos wyt) ®)

onde k, € arigidez da mola, € é a relacéo de rigidez, wy = nyw; = ny,w,, onde n, e n, correspondem
ao namero de dentes das engrenagens 1 e 2. A rigidez do dente de engrenagens é acoplado apenas
guando os dentes entram em contato, isto é, o acoplamento entre os dentes atravessam uma pequena

distancia de separacdo b. Como mostra a Fig 2.3

A ,-l (61‘(’)-,’[)

ki(t)

v

8; (1)

Figura 2.3 - Esquematizagédo do contato entre os dentes (Kahraman e Singh (1990))

A mola exerce uma forca de restauracao que é definida por F, = k(t)h(z), sendo

h(z) = 0 lzl < b (6)

h(z) =z —b *sgn(z) |z| > b

onde z = x; — x, e sgn(z) é uma funcéo sinal de z.

A equacdo governante do sistema é dada por:

meZ + cz + k(t)h(z) = f(t) (N



A forca aplicada nos dentes do pinhdo (engrenagem 1) é dada por:
f) = ?(1 + coswyt) 8)

onde T, é o torque aplicado no pinh&o.

Um modelo mais completo serd apresentado na se¢do 4.2 e os resultados obtidos serdo mostrados

graficamente e analisados com as ferramentas adequadas.



3 SISTEMAS DINAMICOS NAO-LINEARES

Sistemas dinamicos deterministicos sdo governados por equacdes diferenciais que sdo responsaveis
por descrever a forma como esses sistemas evoluem no tempo. As equacgdes podem ser lineares ou ndo-
lineares. As equag0es lineares mais comumente utilizadas, nas ciéncias e nas engenharias, sdo utilizadas
para modelar os mais diversos sistemas. Elas possuem uma série de vantagens resultantes do principio
da superposicdo de suas solucBes, ou seja, se verificam as condicdes (1) e (2) abaixo, onde X, y e z sd0

vetores quaisquer e o, um escalar.

Q) fx+y)=fx)+ )
@) fla.z2)=a.f(2)

Sistemas dindmicos ndo-lineares ndo possuem as facilidades de solucédo e entendimento dos sistemas
lineares, pois ndo se verifica o principio da superposicédo, ou seja, as condic¢des (1) e (2) ndo podem ser
utilizadas. Por outro lado apresentam comportamento mais rico e diverso, além disso, a natureza é
tipicamente ndo-linear e esse modelo é imprescindivel para a descri¢dao apropriada de muitos sistemas.
Né&o-linearidades sdo decorrentes de uma grande variedade de caracteristicas, sendo uma delas as

caracteristicas ndo-suaves.

As ndo-linearidades ndo-suaves estdo geralmente relacionadas a fendmenos de atrito ou a
caracteristicas descontinuas como contatos intermitentes de componentes de sistema. Como exemplo,
tém-se sistemas com atrito fisico, impacto ou folgas operam em diferentes modos, € a transicao de um

modo para o outro pode ser idealizada como instantanea ou discreta.

Nos sistemas onde a ndo-linearidade ocorre devido a presenca de contatos intermitentes, os efeitos
de sensibilidade as condig@es iniciais e outras particularidades do sistema sdo bastante notaveis. A
transicdo repentina entre as duas situagdes, sem contato e com contato, transforma o problema em um
caso singular em termos de simulagdo numérica, por isso devem ser selecionados o modelo, 0 método
de integracdo e a ferramenta adequada para que o comportamento do sistema apresente conclusdes

relevantes.

Serdo apresentados neste capitulo algumas das ferramentas adequadas para a anélise de sistemas
ndo-lineares. O espago de fase, a se¢do de Poincaré e o diagrama de bifurcacdo sdo utilizados na analise
dos casos simulados, elas sdo qualitativas e tem como objetivo apresentar uma no¢éo do comportamento

do sistema.
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3.1 ESPACO DE FASE

O espaco de fase de um sistema dindmico € definido como o espago formado pelas variaveis do
sistema. Para particulas em movimento unidimensional, esse espaco é bidimensional, formado pela
posicdo e velocidade do sistema. Cada ponto no estado de fase caracteriza o estado do sistema em
determinado instante, a trajetéria formada pelos pontos do sistema representa a evolugdo do sistema no

tempo.

Se o sistema for periddico a trajetdria formada se caracterizard por um caminho fechado, passando
sempre pelos menos pontos. Respostas caoticas e quase-periddicas devem ser identificadas de modo

mais preciso, e utiliza-se outra ferramenta para identificar essas respostas, o se¢do de Poincaré.

As Fig. 3.1 mostra duas orbitas no espago de fase. Em ambos 0s casos 0 eixo X representa a posi¢ao

da particula, enguanto o eixo y representa a velocidade de um dos graus de liberdade do sistema.

015 : . . . -

i i i i i
-0.03 -0.025 0.02 0.015 -0.01 -0.005 i

(@) (b)

Figura 3. 1 - Espaco de fase - Orbita periddica (a) e 6rbita cadtica (b).

Quando uma orbita é periddica, o periodo desta pode ndo coincidir com o periodo da forca de
excitacdo. Diz-se que uma Orbita é de periodo n quando esta completa um ciclo completo a cada n

periodos de forcamento. Isso serd melhor notado com a utilizacdo do se¢do de Poincaré.

3.2 SECAO DE POINCARE

A secdo de Poincaré é um procedimento através do qual é possivel reduzir um sistema dindmico
continuo no tempo (fluxo) em um discreto (mapa). Ele é a intersecdo de uma Orbita periddica no espago
de estado de um sistema dindmico continuo com um certo subespago de dimens&o inferior transversal
ao fluxo do sistema. Este procedimento elimina pelo menos uma varidvel do problema, sendo uma

transformacéao que viabiliza uma melhor compreenséo dindmica global de um sistema.
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A Fig. 3.2 mostra uma sec¢do de Poincaré para um movimento com forcamento periddico. E
importante notar que ao invés de observar toda a drbita, considera-se somente os pontos discretos

tomados na superficie. Este procedimento transforma o sistema continuo no tempo em um mapeamento.

Figura 3. 2 - Se¢éo de Poincaré [Savi (2006)]

Desta forma, a construcao da secdo de Poincaré é definida pelas interse¢fes da Orbita com os planos.

A Fig. 3.3 apresentada o espaco de fase nos eixos x e y, posicao e velocidade respectivamente e o
forcamento no eixo z, que varia de -1 a 1. Para forgamento igual a 0,4 foi marcado o plano de “Segdo 17
que possui derivada positiva, ou seja, define um ponto especifico no ciclo de forcamento. Para um

forcamento negativo igual a -0,4 o plano de “Secao 2” ¢é tragado e possui derivada negativa.

A Orbita tracada em azul na Fig. 3.3 é periddica e se repete infinitamente. De forma arbitraria as
secOes de Poincaré séo definidas e a interseccdo delas com a 6rbita sdo assinaladas em vermelho. Pode-
se notar que enquanto o forcamento completa dois ciclos, a drbita completa somente um, o que configura
uma Orbita de periodicidade 2, ela pode ser facilmente identificada pela presenca de dois pontos

diferentes em cada secéo de Poincaré construida.
A sec¢do de Poincaré pode assumir trés diferentes formas principais:

— Numero finito n de pontos: indica que a drbita possui periodicidade n,

— Diversos pontos sem repeti¢cdo: acusa um comportamento caotico,

12



— Diversos pontos sem recorréncia que forma uma curva fechada: indica uma 6rbita

quase-periodica.

Na Fig. 3.1 (a) a 6rbita apresenta periodicidade 2, devido aos dois pontos vermelhos marcados na

oOrbita. A Fig. 3.1 (b) apresenta um comportamento cadtico.

Fargamenta

. =

> o
o = S 7 Posgieim

welacitals i) -0 T -

Figura 3. 3 - llustragdo demonstrativa da secéo de Poincaré [Brand&do (2011)]

3.3 DIAGRAMA DE BIFURCACAO

O termo bifurcacdo est4 associado a uma mudanca qualitativa na estrutura de uma solugdo, como

consequéncia de uma variagdo dos parametros do sistema.

O fenbmeno da bifurcacdo esta relacionado com a existéncia do caos, um sistema que ndo apresenta
nenhum tipo de bifurcacdo ndo apresenta uma resposta cadtica. Mas é importante ressaltar que um

sistema que apresente bifurcaces ndo necessariamente apresenta uma resposta caotica.

Para a construcdo de um diagrama de bifurcacdo deve-se variar um das variaveis do sistema de
maneira quase estatica enquanto se monitora um dos seus parametros de interesse. O valor das variaveis
do sistema para um determinado valor da fase do forcamento é obtido de forma estroboscdpica através
das secdes de Poincaré. Desta forma, extrai-se o valor das varidveis do sistema a cada vez que o
forcamento periddico passar por um determinado valor. Este valor pode se repetir sempre, Periddo-1,

alternar entre um ntmero finito x de valores, Periodo-x, ou ainda assumir infinitos valores, Caos.

Uma importante funcéo do diagrama de bifurcacdo é identificar o comportamento global do sistema,
incluindo pontos de interesse para a chamada rota do caos, que pode apresentar bifurcagdes locais, que

trata as bifurcagfes em uma regido limitada do espaco de fase, por exemplo, a transicdo de periodicidade
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1 para a periodicidade 2, e bifurcacdes globais que representam uma mudanca qualitativa na estrutura
das drbitas em uma regido do espaco de fase, como a transicdo de um comportamento periddico para
um comportamento cadtico, ou vice-versa. Pode ocorrer em alguns casos, que para um mesmo conjunto
de pardmetros, existam mais de uma Orbita estavel possivel, ou seja, ocorre a coexisténcia de drbitas, 0

gue gera comportamentos singulares que podem ser identificados no diagrama de bifurcacéo.

dx/dt
°
I
1

s
)
2

I
.
-
-
cm

« ome
1

Figura 3. 4 - Exemplo de diagrama de bifurcagéo

A Fig. 3.4 apresenta um exemplo de diagrama de bifurcagdo que monitora a velocidade dX /dt de
um sistema de um dos graus de liberdade na se¢do de Poincaré quando a frequéncia de forcamento ® €

variada. Podemos identificar as seguintes regides:

— Quando os valores da frequéncia de forgamento ® sao inferiores a w = 0,452, s6 um ponto é
assinalado no gréafico, que corresponde a um ponto fixo estavel que encontramos no primeiro estagio
para o caos. Esta regido possui periodicidade 1.

— Quando w = 0,455, ocorre uma bifurcacéo e a linha divide-se em duas que identificamos como
os dois pontos do atractor de periodo-2.

— Quando o valor da frequéncia de forcamento do sistema é aumentado (w > 0,46), ocorrem
diversas bifurcagdes, em intervalos cada vez menores. A partir deste valor o atrator de Orbitas é

complexo e exibe formas ndo triviais.
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4 MODELO DE VALIDAGCAO

Neste capitulo o procedimento adotado nas simula¢cdes numéricas utilizadas para a validacdo dos
resultados obtidos sdo apresentados. Desta forma, seréa descrito neste trabalho o método de Range-Kutta-
Fehlberg.

O sistema dinamico utilizado para a comparacdo dos resultados obtidos é proposto por Sandér
(2006), que consiste em um sistema com um grau de liberdade com uma restricéo de deslocamento. Esta
restricdo é dada por uma barreira na qual o corpo pode se chocar. O modelo apresentado pelo autor é

simulado numericamente e é validado por meio de resultados experimentais.

4.1 METODOS DE INTEGRACAO NUMERICA

Um sistema dindmico pode ser expresso por meio de um conjunto de equagfes diferenciais de
segunda ordem na forma da Eqg. (1), apresentada na se¢do 2.2, que traz toda informac&o necessaria para
obter a evolucdo temporal do sistema a partir de um conjunto de valores iniciais. Deve-se definir uma
ferramenta matematica para se realizar a integracdo numérica. Neste processo realiza-se uma
discretizacdo temporal, ou seja, a evolugdo real continua do sistema deve ser aproximada por uma

evolucgdo discreta, na qual calcula-se ponto a ponto no tempo do estado do sistema.

Calculos deste tipo ndo sdo exatos, uma vez que, quando calcula-se a evolugdo de m ponto a outro
no tempo por menor que seja, faz-se um truncamento na série de Taylor que descreveria o caminho
exato do sistema entre os pontos. A utilizagdo de passos de tempos menores torna o resultado mais
préximo de ao caminho da evolucéo e melhor serd sua aproximag&o, pois os termos da série de Taylor

terdo ordem mais alta e menor impacto no valor da funcéo.

Nesta secdo sera apresentado o método de integracdo numérica utilizada neste trabalho e o

tratamento rigido dado as equacoes

4.1.1 METODO DE RUNGE-KUTTA-FEHLBERG

Uma maneira de avaliar a precisdo de uma solucdo de um problema de valor inicial é resolver o
problema duas vezes usando o incremento h e depois h/2 e comparar 0s valores nos tempos em comum.
Observe que isto significa fazer trés vezes mais céalculos que no caso de obter a solugdo para um
determinado incremento h. Uma alternativa mais eficiente € usar o método de Runge-KuttaFehlberg no
qual se pode fazer a avaliacdo da solugdo num Unico incremento. No entanto, isto tem um custo.
Enquanto no Runge-Kutta de quarta ordem avaliamos quatro vezes f(x,y), neste método avaliamos
seis vezes esta funcdo. Mesmo assim, isto é a metade do que avaliariamos f(x,y) se executassemos o
algoritmo com passo h e depois com passo h/2 do Runge-Kutta de quarta ordem. No método de Runge-

Kutta-Felhberg se calcula a solucdo por um esquema de quarta ordem e um de quinta ordem e pela
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comparacdo dos valores podemos obter ndo sé o erro local como também uma estimativa para o h ideal
estabelecendo um esquema adaptativo, ou seja, um esquema em que o valor de h varia automaticamente

a partir de um valor de tolerancia imposto pelo usuario. O esquema do método é o que se segue:

ki = hf(t-,yj)
1 1

3 3 9

12 1932 7200 7296
ko =hf(t; +5h Yj+ 55k — g ke + 557 ks) ©)
439 3680 845
k5 = hf(t] + h, Yj +mk1 — 8k, +§k3 —mk4)
h 8 3544 1859 11
k6 = hf(tj +E' yj _Zkl + 2k2 —ﬁk3 +r04k4 —4—0k5)
A aproximacdo de quarta ordem é calculada por:
25 1408 2197 1
Yier = Vit okt ks + ke —Cks (20
e a de quinta ordem:
N 16 6656 28561 9 2
Yier = Vit s ke + s ke + oo ke 5o ks 55k (11)

O valor 6timo para h é obtido multiplicando o valor atual de h pelo valor dado pela seguinte formula:

1/4 1/4
q= (L) = 0,84 (L) (12)

2|Yiv1=Yj+l [Vi+1—Vj+1

onde eh é a tolerancia. Para que os calculos apresentam valores consistentes com 0s resultados

apresentados por Sandor (2006), foram utilizadas tolerancias de 10°®.
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4.1.2 EQUACAO DIFERENCIAL RIGIDA

Os métodos de aproximacdo de solucdo de problemas de valor inicial possuem termos de erro que
envolvem uma derivada de ordem superior da solucdo da equacéo. Se a derivada pode ser limitada, entdo
0 método tem um limite previsivel para o erro. Mesmo quando a derivada cresce com o aumento do
numero de passos, o erro pode ser relativamente controlado, sempre que a magnitude da solugdo também
aumenta. Porém, existem casos em que a magnitude da derivada cresce mas a solugdo ndo, nestes casos
0 erro pode crescer tanto que domine os célculos. Os problemas de valor inicial onde isso ocorre séo
chamados de equacdes diferenciais rigidas e sdo relativamente comuns, em especial no estudo de
vibragOes. Ele recebe esse nome por causa do movimento em sistemas de massa-mola que possuem

grande rigidez.

As equacdes diferenciais rigidas sdo caracterizadas como por possuirem solucéo exata de um termo
na forma e~¢t, onde ¢ é uma constante positiva grande. Esse termo, em geral, é uma parte da solucéo,
denominada de transitoria. A parte mais importante da solucdo é a solugdo de estado estacionario. A
parte transitoria da equacéao caira rapidamente para zero com o aumento do tempo, porém como a n-
ésima derivada desse termo tem magnitude ¢ e, e ndo caira com o tempo tdo rapidamente. Como a
derivada no termo do erro ¢é avaliada em um valor entre zero e t, os termos de derivadas podem crescer
quando t aumenta. As equacdes rigidas podem ser previstas a partir do problema fisico do qual a equagéo

é derivada e, com pericia, o0 erro pode ser mantido sob controle.

Esse tipo de equagdo é muito instavel, e qualquer minima perturbagdo em suas condi¢des iniciais
podem causar grandes alteracfes na solucdo do problema. Nesse caso a solugdo numérica é
extremamente dificil, pois erros de arredondamento e da discretizagdo podem causar 0 mesmo efeito
que a pequena mudanca na condicdo inicial do problema e a solucéo tendera a divergir. Como mostra o

pequeno exemplo abaixo.

(1) y"=10y'="y =0 10
“f {y’(O) = -1 I S S
Solugdo exata:y(x) = e™™ 4 /" """"""""""""""
- e e e
lm
u T T T T T

(2 y'—=10y'"-"y=0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
y(O) =1+4¢ Figure 4 - Equagdes diferenciais rigida
{y’(O) =-1

Solugdo exata: y(x) = (1 + Es)e‘x 4L e
' 12 12
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4.2 SISTEMA DE 1 GRAU DE LIBERDADE

O oscilador apresentado por Sandor (2006) é um sistema massa-mola amortecido simples, composto
por uma massa m, uma mola de rigidez linear k e um amortecimento com coeficiente de amortecimento
c. Uma barreira de massa desprezivel é colocada a uma distancia g da massa m, que possui uma mola
linear com rigidez k,, e um amortecimento linear com coeficiente cs. O deslocamento da massa relativo
a posicédo de equilibrio do sistema é denotado por y, enquanto o deslocamento do suporte relativo a sua
posicdo de repouso do suporte é denotado por x. Portando o sistema possui duas configuracdes possiveis,
0 primeiro deles corresponde a situa¢do onde a massa ndo entra em contato com o suporte € 0 outro

corresponde a situacdo onde existe contato com o suporte. O sistema é ilustrado na figura 4.1

W

_ [ Koo
—r@'ﬁﬁﬂ. .:."?'fgig— —'ﬁ""‘:!."':lt?:h":h‘ﬁfk::i'_

=

—_ ]

'__]l.‘_.

' Kz
p cos{mt) ’iﬁw
e J?

}.'

-

Figura 4. 1 Modelo de um grau de liberdade proposto por Sandor (2006)

Considerando que a forca Fc corresponde a forga de contato entre a massa e 0 sistema temos:
y < g ¢ f. =0,nd0 ocorre contato.
y =g e f. # 0, ocorre contato.

A equacdo do movimento para esse caso € mostrado na Eq. 13

mx + cx + 2kx = p cos(wx), sem contato. (13)

mx + (c + ¢;)x + 2kx + (x — g)ks = pcos(wx), com contato.

Para que se possa obter resultados mais abrangentes, pode-se adimensionalizar as variaveis do

sistema, entdo os novos parametros do sistema sdo dados pela Eq. 14
P& =g Fo= o x=2 (14)

Com essas novas variaveis a condi¢do de contorno passa a ser x = 1. Com isso a Eq. 13 pode ser

reescrita, e resulta na Eq. 15
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{i} = [_2)(2) _15] {i} + {p cog(a) t)}’ x<I (sem contato) (15)

{i} = [—(c)o% _15] {i} + {p cos(a())t) _ Fc}' x>1 (com contato)

Fo=(x—-1w+xé

Sandor (2006), testou esse sistema em forma empirica e numérica. Os parametros do aparato
experimental foram identificados e sdo mostrados na Tabela 4.1

Tabela 4.1 - Pardmetros para o sistema de Sandor (2006).

k (N/m) ks (N/m) C (N s/m) Cs (N s/m) m(kg) wo (rad/s)
8.47 1210 0.87 0.60 0.838 4.60

Com esses parametros definidos, resta somente a defini¢do de alguns parametros ajustaveis, que
sdo a frequéncia de forcamento w, a sua amplitude p e o espacamento inicial g. Valores negativos de g
s80 possiveis, este caso corresponde a situacdo no qual o equilibrio estatico a mola de rigidez ks esta
comprimida. Os resultados obtidos pelo método utilizado neste trabalho foram comparados aos
resultados apresentados por Sandor (2006). Duas situacdes foram analisadas, no primeiro deles, os
valores da frequéncia de forcamento w e 0 espacamento inicial g foram fixados, e o valor de forcamento
p foi variado, como mostra a Tabela 4.2. No segundo caso, a distancia inicial g foi variada e novos

pardmetros sdo mostrados na Tabela 4.3.

Tabela 4.2 — Primeiro conjunto de teste apresentandos por Sandor (2006).

w (rad/s) g (m p (N)
3.69 —0.0045 | 029 < p < 0.46

Tabela 4.3 — Segundo conjunto de teste apresentandos por Sandor (2006).

w (rad/s) g (m) pN)
11,15 —0.0012 < g 0.0018 0.33

O sistema foi simulado através de um algoritmo desenvolvido no software comercial MatLab. Os
resultados sdo apresentados nas Figuras 4.2 e 4.3 juntamente com a comparagdo com os resultados
obtidos numericamente por Sandor (2006), que validou experimentalmente os resultados da sua
simulagdo numérica. Vemos que os resultados obtidos nesse trabalho sdo muito préximos aos resultados

de Sandor (2006), o que valida o método utilizado neste trabalho. Vale ressaltar que as secGes de
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Poincaré ndo coincidem devido ao fato de que o plano arbitrério utilizado para a construcdo desta ndo
foi 0 mesmo nos dois estudos.

Os resultados obtidos com os pardmetros da Tabela 4.2 sdo coincidentes com os resultados
apresentados por Sandor (2006) como mostra a Figura 4.3. Os espagos de fase sdo totalmente
coincidentes, o que indica que os estados do sistema sdo praticamente iguais. Tracando o diagrama de
bifurcacdo, Fig. 4.2, para este caso e comparando com os resultados de Sandor (2006) é possivel notar
gue ambos se aproximam, apresentando um pequeno deslocamento vertical, 0 que pode ser explicado
pelo fato das secBes de Poincaré utilizadas para tracar o diagrama séo arbitrarias e ndo coincidentes com
os apresentados por S&ndor (2006). As respostas de periodo-1 (p = 0,40 N), periodo-2 (0.28 N < p <
0,40 N), periodo-4(0.26N < p < 0.28 N) e também resposta cadtica (p < 0.26 N) apresentam boa

concordancia.

dx/dt

035 0,40 045 050

dx/dt

04 0.45 0.5

e
in

Figura 4.2 - Diagrama de bifurcacdo para p variavel, comparado os resultados de Sandor (2006)

(acima) e deste estudo (abaixo).
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Figura 4. 3- Espagco de fase e secdo de Poincaré, para p variavel, comparado os resultados de Sandor (2006) (a esquerda)

e deste estudo (a direita).
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A influéncia do backlash € analisado com os pardmetros da Tabela 4.3. Para esta andlise utiliza-se
w=11,15 rad/s e p=0,33 N. O backlash varia de -0,0015< g < 0,002 m, e a comparagdo dos diagramas
de bifurcacdo é utilizado para apresentar os resultados deste estudo na Fig. 4.4. Novamente, deve-se
enfatizar a concordancia obtida entre os resultados de Sandor (2006) e deste trabalho. A Fig. 4.5
apresenta o espaco de fase para diferentes valores de backlash g (-0,0012 m, 0,005 m, 0,0012 m e 0,0014

m), mostrando, respectivamente, periodo-1, periodo-2, periodo-3 e resposta cadtica.

0.004

0.002

0.000

-0.002

x[m]

-0.004

-0.006

e Numerical ®
e Experimental 0.0018
-0.008 L . ! . '

-0.001 0.000 0.001 0.002

0.035

0.03

x[m]

-0.005
-1

g[m]

Figura 4. 4 - Diagrama de bifurcagéo para g variavel, comparado os resultados de Sandor (2006) (acima) e
deste estudo (abaixo).
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4.3 SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADE E DUPLO CONTATO

O modelo que sera testado neste trabalho é para a avaliacdo em engrenagens de dentes retos.
Nesta secdo sera analisado a ocorréncia de duplo contato em que os dentes das engrenagens sdo

submetidos.

O oscilador apresentando na Figura 4.6 é um sistema massa-mola simples, composto por uma
massa m, duas molas de rigidez k. Duas barreiras de massa desprezivel sdo colocadas a uma distancia
g da massa m, uma no sentido positivo do eixo adotado e outra no sentido negativo, em ambos os lados
existe uma mola linear de rigidez kg, e um amortecimento linear com coeficiente c,. O deslocamento

da massa relativo a posicao de equilibrio € 0 mesmo apresentando na se¢ao 4.2.

L.
P k
—VWWW— —MWWWA—
p cos(mt) YV
® ®, —

g

1<

Figura 4.6 - Modelo de um grau de liberdade e contato duplo
Considerando que a forca F ,corresponde a forga de contato entre a massa e 0 sistema temos:
y < g e f.=0,ndo ocorre contato.
y=g ef.# 0,ocorre contato.

y<—g ef.* 0, ocorre contato.
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A equacgdo do movimento para esse caso é mostrado na Eq. 16
mx + cx + 2kx = p cos(wx), sem contato. (16)
mx + (c+ cg)x + 2kx + (x — g)ks = p cos(wx), com contato.

A equacdo pode ser reescrita da seguinte forma

xn_[ 0 17 (x 0
{x} = [—w(z, _ f] {x} + {p cos(w t)}’ -g< x < g (sem contato) 17
xn_[ O 171 (x 0
{x} = [_wtz) _f {x} + {p cos(wt) — Fc}' X >ge x<- g (com contato)
Fo=(x—-1Dwi+x§ (18)

Para esse novo sistema o diagrama de bifurcacéo, para os pardmetros da Tabela 4.1 e o conjunto
de teste da Tabela 4.2, é mostrado na Fig. 4.7.

Nesse novo modelo, existe uma grande variacdo entre sistemas de periodicidade-1,
periodicidade-2 e resultados caéticos. Para que seja melhor visualizado se faz necessario tracar o
diagrama de fase para cada um dos conjuntos de teste, Fig. 4.8.

Para 0,30 < p < 0,43 o sistema possui um resultado cadtico, sendo impossivel determinar
quantas sec¢Ges de Poincaré sdo encontradas. Para 0,43 < p < 0,45, o sistema apresenta periodicidade-
1, para p = 0,46 0 sistema caminha para uma rota cadtica, nesse caso, ampliando o diagrama de
bifurcacdo e o diagrama de fase, encontramos periodicidade-6. Dois novos valores sdo testados p =

0,255 e p = 0,27, que apresentam periodicidade-1 e periodicidade-2 respectivamente.
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Figura 4.7 — Diagrama de bifurcacdo para p variavel e contato duplo
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Também sdo testados, com a finalidade de validacéo, os diagramas de bifurcagéo e os espacos
da fase para os parametros da Tabela 1 e as configuracGes da Tabela 3. O digrama de bifurcagéo é
apresentado na Fig. 4.9. Para uma melhor visualizagdo, alguns espacos de fase sdo mostrados na Fig.
4.10.

No diagrama de bifurcacdo em que o backlash é variado, mantendo-se fixo a excitacdo em
p = 0,33, podemos notar que 0 sistema apresenta em sua grande maioria respostas cadticas para o
sistema de contato duplo, em alguns poucos intervalos é possivel notar atratores de periodicidade-1 e de
periodicidade-2, para § = 0,0005e § = 0,00195 como mostrado na Fig. 4.10. Para os demais casos,

nota-se que a resposta do sistema é quase sempre cadtica.

¥ [m]

004 | I | I | | | I |

Figura 4.9 — Diagrama de bifurcagdo para folga variavel e contato duplo
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5 MODELO DE ENGRENAGEM DE DENTES RETOS

Kahraman at al. (1991) apresentam um modelo completo para engrenagens simples considerando a
rigidez equivalente do sistema como uma variante no tempo e folgas néo-lineares no sistema. Kahraman
at. al. (1996) consideram interacGes paramétricas e excitagdes forcando o sistema que apresenta
backlash.

Balanchandran at al. (2009), apresentam uma solucdo para a mecénica do contato entre os dentes de
engrenagens de dentes retos, nele a forca de impacto é tratado de forma senoidal. O método de integracdo
adotado consiste no Runge-Kutta-Felhberg, através da funcdo ode45 do software MatLab®.

O método de integracdo deste trabalho é 0 mesmo adotado por Balanchandran at al. (2009), e

os resultados apresentado por este, serdo reproduzidos neste trabalho.

5.1 MODELO DE MECANICA DO CONTATO

O modelo de contato apresentado por Balanchandran at al. (2009) é descrito na se¢do 2.3, para
se obter resultados mais abrangentes e, assim, mais uteis, pode-se definir variaveis adimensionais para
substituir as varidveis dimensionais do problema, a mesma transformacéo é feita por Balanchandran at
al. (2009).

2 ko c wpm

wy; =— 20 = Qy =— 19
o m, ¢ Mewn M= (19)
— _ To _z

7= wyt fo= o p=1

Entdo, da Eq. 7, temos

p+2{p+ (1 —e€cosQy)h(p) = fo(1+ acosQy 1) (20)
onde,

h(p) =0 Il <1 (1)

h(p) = p — sgn(p) Ipl > 1
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Os parametros de teste utilizados para este modelo é mostrado na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Parametros para o sistema de Balanchandran (2011)

Qy 4 a fo €
0,5 0,005 0,05 0,1 0<e<04

A Fig. 5.1 apresenta os estados transientes para diferentes valores de e em 0 < 7 < 100. Mas,

estamos interessados no estado estacionario do sistema, que fica evidente com valores de 7 < 170, e 0s

gréaficos sdo comparados com os encontrados por Balanchandran at al. (2009) na Fig 5.2. Onde as
razdes de rigidez ¢, =0, €, = 0,1, €5 = 0,2, €, = 0,4.

el
22
el
ed

05

0 | | | | | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
1

Figura 5.1 — Estado transiente para o sistema de Balanchandran at al. (2009).
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Figura 5.2 — Estados estacionarios para diferentes valores de €, comparando os resultados de Balanchandran at
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Uma forma de se determinar a periodicidade de cada um destes casos é tracando o espaco de

fase e suas respectivas se¢Oes Poincaré, como mostra a Fig. 5.3.

dx/dt
dxfdt

dufdt

Figura 5.3 — Espago de fase e se¢do de Poincaré para para diferentes valores de €.

Para Q,, = 0,5, conforme analisado por Balanchandran at al. (2009), todas as respostas apresentadas
possuem periodicidade-1. Para avaliar o comportamento do sistema para outras frequéncias Q,,

diagramas de bifurcacdo foram tragados, como mostram as Fig. 5.4, 5.5, 5.6 € 5.7.
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005 | | |
0 05 1 15 2 25 3
wh

Figura 5.4 — Diagrama de bifurcacdo para e = 0.
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Figura 5.5 - Diagrama de bifurcacdo para e = 0,1

Figura 5.7 - Diagrama de bifurcacdo para € = 0,4

Para 0s quatro casos apresentados, nota-se que para Q. = 0,5 as respostas apresentam

periodicidade-1, isso corresponde ao caso em que a frequéncia natural do dente de engrenagem w,, é a
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metade da frequéncia em que gira a engrenagem w,,. A periodicidade-1 também pode ser encontrada

para ambos os casos em Q,, = 1,5,Qy = 2,0, Q) = 2,5e Q) = 3,0.

A Fig. 5.8, apresenta a comparacdo do espaco de fase e secdo de Poincaré para 0,48 < Q,, <
0,52, é possivel comprovar que a periodicidade-1 ocorre somente quando a frequéncia natural do dente
da engrenagem w, corresponde a metade da frequéncia em que gira a engrenagem w,,. Qualquer

pequena perturbacdo no sistema caotico.
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Figura 5.8 — Espaco de Fase e secdo de Poincaré para 0,48 < Q) < 0,52
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5.2 MODELO PRATICO

Um exemplo real é utilizado nessa secdo com a finalidade de demonstrar os fatores utilizados
por Balanchandran at al. (2009) e permitir uma melhor avaliacdo do problema.

O sistema consiste em um redutor de velocidades que esta acoplado a um motor de 100 kW que
gira a 3600 rpm. O eixo de saida do redutor gira a 1200 rpm, ou seja, uma reducdo de 3:1. O
carregamento de impacto do motor e da maquina conduzida € considerado desprezivel.

O redutor deve possuir uma vida de cinco anos com 20000 horas/ano de operagdo. As
engrenagens sdo de aco e endurecidas por completo a 595 Brinell e possuem um padrédo de qualidade
seis. O fator de seguranca minimo deve ser igual a dois e com 95% de confiabilidade.

Para o seu dimensionamento foi adotado a metodologia da AGMA que estabelece dois modos
de falha para engrenagem: flexdo do dente e fadiga por contato. Para os eixos realizou-se o
dimensionamento estatico e posteriormente foram testados rigidez e fadiga. Mancais foram selecionados

e chavetas projetadas. A Fig 5.9 apresenta o desenho de conjunto do redutor utilizado.

N N/
T rL )
/ N
i . f-_/
P il e
: = I\i,)
f’“{ fL\ \’m\("\
SYAYERCT AN,
* Desenho fora de escala
8 |Rolamento Ce D SKF NU 215 ECP 2
7 |Rolamento A e B SKF NU 213 ECP 2
6 |Chaveta 3 Aco 1020 Laminado a Quente ]
5 |Chaveta 2 Aco 1020 Laminado a Quente 1
4 |Engrenagem 3 Aco 1045 Temperado € Revenido ]
3 |Engrenagem 2 Aco 1045 Temperado € Revenido ]
2 |Exob Aco 1020 Laminado a Quente ]
1 Eixo d Aco 1020 Laminado a Quente ]
o
r\JITE[IzAO N° DA PECA DESCRICAQO QID.

Figura 5.9 — Desenho de conjunto do redutor
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Estamos interessados nos comportamento do par de engrenagens que possuem dentes retos, que
sdo fabricados de aco 1045 temperado e revenido e endurecidos a 595 Brinell. O redutor deve ser o mais
compacto possivel, a primeira engrenagem possui 15 dentes, diametro primitivo de 105 mm, rotacdo de
3600 rpm e largura de face de 110 mm. Entdo modulo de 7 mm, adendo de 7 mm, dedendo de 8,8 mm,
0 dente possui espessura de 11 mm. A segunda engrenagem possui 45 dentes e diametro primitivo de
315 mm e rotacdo de 1200 rpm. Os eix0s a e b possuem 63 mm e 74 mm respectivamente e possuem
305 mm de comprimento. E o backlash para essas engrenagens € de cerca de 0,08 mm.

A carga transmitida é dada por:

__ 60000.H
=

m.d.n (22)

O dente da engrenagem serd modelado como uma pequena viga engastada, com as mesmas

dimensbes do dente, como mostra a Fig. 5.10.

[ )
=)
L
A
o
L )

(mrm}) ] 8,8 15,3

Figura 5.10 — Modelo de viga engastada para dente de engrenagem

Para 0 aco 1045 temperado e revenido, temos que 0 modulo de elasticidade é E = 205 GPa, e
0 momento de inércia I, pode ser calculado por:
I= %(12 +¢?) 23)
ondem = (l.c.e).p/g, onde [ é a largura de face, c é o comprimento do dente (adendo+dedendo), e é
a espessura do dente da engrenagem, p = 7860 kg/m3 é a densidade do aco e g = 9,79 m/s? é a
gravidade.

Para encontrarmos a rigidez equivalente do dente, primeiramente é necessario calcular sua

deflexdo, que para vigas em balanca e carga intermediéria é dada por:

Py .x?

YaB = g (x —3b) (24)

P;.b?
Ve = - (b — 3x)

As deflexdes encontradas sdo mostradas na Fig. 5.11.
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Figura 5.11 — Diagrama de Deflexdo para dente da engrenagem
A constante de mola é definida como:
P
kg =—— 25
0 Ymax (25)

Sabendo que wy = ny.w; = Ny. w4, ONde ny ,n,, w,e w, S0 respectivamente 0 nimero de
dentes das engrenagens 1 e 2 e a velocidade das mesmas respectivamente

Ostorquessao T, = P, /r e T, = P, /1, € 0s momentos de inercia de massa polar sao dados por:
J1= My * (d% - dgixoa))/g (26)
J1= M * (d% - dgixob))/S

onde dg;yp 4 € deixo p SA0 respectivamente os diametros dos eixos a € b, d; e d, séo os diametros da

primeira e da segunda engrenagem respectivamente, e M;e M, é a massa das engrenagem 1 e 2
respectivamente.

Utilizando a equacéo as Eq. (19), encontramos 0s seguintes resultados:

Tabela 5 - Parametros do novo sistema

Ny ¢ a fo €
0,041 0,005 0,05 0,035 e=0,0

A razdo de rigidez que sera adotada para a nova simulagdo é € = 0,0 e @« = 0,05. Com 0S novos
parametros definidos, os gréficos de estado estacionario, Fig.5.12 e o gréafico de espaco de fase e secdo

de Poincaré, Fig.5.13, utilizando o método de Balanchandran at al. (2009) sdo mostrados.
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Figura 5.13 — Espaco de Fase e Se¢do de Poincaré para uma engrenagem simples
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A Fig. 5.14 apresenta o diagrama de bifurcacdo do modelo descrito acima, nela vocé encontra
uma regido com menores amplitudes, contudo é dificil descrever sobre a periodicidade das 6rbitas. Sdo
necessarios estudos mais aprofundados a fim de evidenciar a auséncia de transiente no diagrama de

bifurcacdo. Nao fica claro a existéncia ou ndo de uma regido cadtica a partir da Fig. 5.14

Figura 5.14 — Diagrama de Bifurcagao
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6 CONCLUSAO

Um sistema dindmico descontinuo foi analisado neste trabalho. O modelo utilizado para a validacao,
consiste em um sistema de um grau de liberdade com contato. A analise foi bem sucedida. Os resultados
obtidos foram semelhantes aos obtidos numericamente e validados experimentalmente por Sandor
(2006), e a modelagem de Balanchandran at al. (2009) foi testada para casos especificos, demonstrando
as particularidades desse tipo de modelagem, e validando o método de integracdo de Range-Kutta-
Fehlberg e do tratamento rigido dado a equacdo diferencial que governa o sistema. Nesse caso a interface
de contato apresentava rigidez, fazendo com que o passo de integracdo fosse relativamente pequeno, e
as forcas de contato e excitagdo eram unidirecionais.

Como o sistema apresentado é ndo-linear, foi necessario a utilizacao de trés ferramentas que fossem
adequadas para a melhor andlise do problema, com a utilizacdo do espaco de fase foi possivel verificar
o trajetoria dos estados do sistema, com a construcdo da secdo de Poincaré e foi possivel determinar a
periodicidade do sistema, com o diagrama de bifurcacdo foi obtida uma visdo global do comportamento
do sistema, obtendo comportamentos periédicos e cadticos.

Para a solugdo numérica foi utilizado o método de Range-Kutta-Fehlberg. A simulagdo numérica foi
realizada no software Matlab a partir de uma pré-definida disponivel, a funcdo ode45, o que facilitou a
utilizagdo de um algoritmo e houve significativa reducéo do tempo de solugéo dos problemas.

A determinacdo do erro utilizado € de extrema importancia para o método de integragéo utilizado,
devido principalmente as mudancas qualitativas na natureza da resposta do sistema como consequéncia
da variacdo dos parametros deste trabalho. O erro utilizado foi de 108, o que apresentou-se eficaz e com
os resultados compativeis com os obtidos por Sandor (2006), e por Balanchandran at al. (2009).

Um modelo para contato duplo foi apresentado e para parametros adotados anteriormente para
outros casos apresentou resultados satisfatorios com uma grande riqueza de resultados e compatibilidade
com o esperado.

Ao utilizar a modelagem proposta por Balanchandran at al. (2009) em que a rigidez da mola
equivalente € uma variante no tempo foi possivel determinar pequenas faixas de estabilidade no sistema
com esse dado, sistema de engrenagens de dentes retos podem ser feitas previsfes de velocidades em

que o modelo apresentara uma menor amplitude de vibragao.

Pode-se dizer que o trabalho cumpriu seus objetivos e ainda deixa em aberto futuras possibilidades
de aprofundamento, como novas formas de tratar o impacto que poderia utilizar somatérios de senos e
cossenos, um maior aprofundamento no modelo descrito de contato duplo, entre outros, com a finalidade

de se modelar o comportamento de sistemas reais com mais precisao.
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