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RESUMO

Modelo de riscos multiplos com fracdo de cura

No presente trabalho, sera abordado o modelo bi-Log-Logistico com fragao
de cura. Este modelo possui a vantagem de ser mais flexivel em relagdo ao Log-Logistico
por possuir caracteristicas de acomodar ndo somente fungcdes de risco mondtonas, como
também acomodar uma grande variedade de fun¢gdes ndo monétonas, como por exemplo,
multimodais e em forma de banheira (“U”). E a partir da teoria de fracdo de cura é
construido o modelo que sera aplicado a um conjunto de dados reais para ilustrar a teoria

apresentada, bem como a selecdo do modelo que melhor se ajusta aos dados.

Palavras-chaves: Modelos de risco multiplo, fragdo de cura, distribuicdo Log-Logistica
multipla com fragcao de cura, dados censurados.
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1  INTRODUCAO

Em certos estudos em que a variavel observada é o tempo até a
ocorréncia de um evento de interesse, a analise de sobrevivéncia torna-se uma
ferramenta indispensavel para a analise dos dados. Usualmente, este tempo € denotado

por tempo de falha ou tempo de sobrevivéncia.

Geralmente, estudos clinicos e médicos utilizam esta ferramenta na
analise dos dados. Em pesquisas industriais, 0 evento pode estar relacionado ao tempo
até a falha de um produto, ou o uso da garantia pelo consumidor. Desta forma, podemos
generalizar o uso da analise de sobrevivéncia em variadas areas, como: economia,

seguros, bancos, biologia entre outros.

No entanto, tal técnica possui algumas peculiaridades inerentes ao
conjunto de dados. A primeira caracteristica € a restrigdo da variavel continua T (tempo)
possuir o dominio definido nos reais positivos (R*). Assim algumas distribuigdes usuais
perdem importancia (distribuicdo Normal). A segunda particularidade, e mais comum em
dados de sobrevivéncia, é a chamada censura, ou seja, alguns individuos ou objetos do
estudo tém a resposta observada de forma parcial ou incompleta. Alguns motivos que
colaboram para isso sdo: morte por outros motivos, desisténcia do estudo, mudanca de

localidade, término do estudo.

Além dessas caracteristicas, existe a presenca em certos estudos de
variaveis auxiliares (covariaveis). Outro aspecto relevante, e comumente encontrado, é a
presenca de multiplas causas para o evento de interesse considerado na pesquisa. Neste
caso, os estudos sao conhecidos na literatura como modelos de riscos multiplos ou
competitivos, em que ha mais de uma causa apresentada para definir a ocorréncia da
falha. Assim, o evento de interesse € analisado levando-se em conta o primeiro fato que

acarretou a falha do objeto ou individuo de estudo.

Quando tomamos como exemplo 0 acompanhamento de pacientes com
uma determinada doenca, um dos focos principais € a quantidade de pacientes que
responderam bem ao tratamento, ou seja, a possibilidade de tornarem-se imunes. Assim,

considerados curados, ndo suscetiveis ao evento de interesse.

Modelos que assumem uma proporgao de curados sao chamados de

modelos de fragdo de cura, e reescrevemos a fungcdo de sobrevivéncia considerando os
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individuos sujeitos a falha e os individuos curados. Essa fungédo € conhecida como fungao

de sobrevivéncia populacional.

Levando-se em conta a base tedrica da analise de sobrevivéncia
enunciada, o presente trabalho abordara a modelagem de dados utilizando os conceitos
de riscos multiplos e fracdo de cura para analisar os dados de peixes da espécie “Notropis

Dourado, crysoleucas de Notemigonus”.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Caracteristicas de dados de sobrevivéncia

2.1.1 Tempo de falha

Analise de sobrevivéncia consiste em um aglomerado de procedimentos
estatisticos para analise de dados relacionados ao tempo até a ocorréncia de um evento
de interesse. Geralmente, esse termo € denotado por tempo de falha ou tempo de

sobrevivéncia.

Por ser de suma importancia para os dados de sobrevivéncia, o tempo de
falha deve ser bem definido para evitar qualquer tipo de ambiguidade. Assim, devem-se
estabelecer trés elementos para definir corretamente o tempo de falha: fixar o tempo de
inicio do estudo, a escala de medida a ser utilizada, e a formulagdo do evento de
interesse, comumente considerado como indesejavel. Eventualmente, a falha é
considerada como a morte do individuo, ou até mesmo em certos estudos a recidiva de

uma doencga.

A falha pode acontecer devido a uma Unica causa ou por varias causas, €
pode ser completamente ou parcialmente conhecida. O caso em que ha potencialmente
varios motivos determinando a falha denota-se na literatura como riscos competitivos, e

geralmente por riscos multiplos (Prentice et al., 1978).

2.1.2 Censura

Os estudos de sobrevivéncia envolvem resposta temporal, e alguns
individuos n&o chegam a experimentar o evento de interesse: a falha. Segundo Colosimo
e Giolo (2006), estas observagdes, denominadas censuras, podem ocorrer por uma
variedade de razdes, dentre elas, perda de contato com o paciente, efeitos adversos ao
tratamento, término do estudo, entre outros motivos. Mesmo sendo observagdes parciais,
os dados censurados ndo devem ser excluidos das analises, pois podem acarretar em

conclusoes viciadas.
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Desta forma, a introdugdo de uma nova variavel na analise que indica se o

valor do tempo para o individuo foi ou ndo observado completamente se faz necessaria.
Assim, a variavel indicadora de censura, ou somente censura, & definida como:

8 =

]

1,se t; étempo de falha
{ J podef j=1.23,..,n.

0,se t; € tempo de censura

As censuras sao definidas em trés mecanismos distintos: Tipo |, Tipo Il e

Aleatorio.

(i) Censura tipo |

Ao inicio do experimento, o pesquisador pré-estabelece um periodo de
tempo T em que o experimento ira terminar. Portanto, ao final do estudo, todos os
individuos que ndo experimentarem a falha s&o considerados censurados, ou seja, a

informacao sobre o tempo foi parcialmente observado.

(ii) Censura tipo Il

O estudo é conduzido até que um numero de falhas (k < n) especificado no
comecgo do experimento se realize. Ao ocorrer o numero de falhas desejado, o estudo &
encerrado e todos os individuos ou objetos que nado falharam no periodo sao
considerados censurados. Esse tipo de censura € mais comumente encontrado em

estudos industriais, onde a técnica é chamada de analise de confiabilidade.

(iii) Censura aleatéria

A censura aleatdria ocorre, por exemplo, quando um individuo experimenta a
falha por motivos distintos do estudo e até mesmo por razdes como falta de
acompanhamento, efeito adverso ou por algum motivo de mudanca de localidade. Tal

censura € a mais comum em estudos médicos e clinicos.

Os tipos de censura definidos acima sao denominados de censura a direita,
porém também existem outras classes como, censura a esquerda e censura intervalar,

que nao serdo abordadas no presente trabalho. A seguir, na Figura 1, estao ilustrados os

“_"n
L)

mecanismos de censura, além de um exemplo com dados completos. Os simbolos e

° representam as observagbes de falha e censura, respectivamente.
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(a) Dados completos (b) Dados com censura tipo |
e Final do Estudo e Final do Esfudo
n . 4
1} ' s} |
] | il !
£ o * ; T W * |
R - L |
A ! e o )
0 ; il i
o . o 4
- ' ! - !
| | | | | | | |
5 10 15 20 5 10 15 20
Tempos Tempos
(c) Dados com censura tipo Il (d) Dados com censura aleatoria
@ - . Final do Estudo © . Final do Estudo
0 ' ) 4
i, R -
- * €
o m g 0 m ) i
T | &
Iyl £ o i
- A -
I I I I I I I I
5 10 15 20 5 10 15 20
Tempos Tempos

Figura 1: Tipos de mecanismos de censura. (Colosimo;Giolo, 2006).

2.1.3 Apresentacédo dos dados de sobrevivéncia

Os dados de sobrevivéncia sdo usualmente representados pela variavel
continua T, que possui a restricdo no seu dominio dos reais positivos e pode ser expressa
através de diversas fungdes matematicas. Dentre estas, temos: a fungdo de densidade de
probabilidade f(t), a fungdo de sobrevivéncia S(t) e a funcdo de risco ou taxa de
falha h(t). A seguir, sera descrita com mais detalhes cada fungdo, bem como a relagéo

matematica existente entre elas.

2.1.3.1 Funcéo densidade de probabilidade
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A funcdo densidade de probabilidade € definida como o limite da
probabilidade de um individuo falhar no intervalo de tempo por unidade de tempo com
At — 0, e é expressa por (KLEIN;MOESCHBERGER,1997):

P(t<T<t+At)
At ’

f@O=Jim (1)

onde a fungao f(t) é sempre positiva para todo t e fowf(t) =1.
2.1.3.2 Funcgéo de sobrevivéncia

A funcéo de sobrevivéncia S(t) é a forma mais natural de se apresentar os
dados de sobrevivéncia. Deste modo, é apresentada como a probabilidade de um
individuo sobreviver além de um tempo t, ou equivalentemente, como a probabilidade de

um individuo nao falhar até certo tempo t. Assim, a fungao S(t) é determinada como:
S)=P(T>t)= f f(x)dx. (2)
t
Ainda temos que S(t) € uma funcdo monodtona nao crescente com as
seguintes caracteristicas: (COX;O0AKES,1984)

bem como uma importante relagdo com a fung¢ao de distribuicdo acumulada

expressa por:
S(t) =1-F(). 3)

2.1.3.3 Funcéo derisco

A funcdo de risco h(t), também conhecida como funcdo taxa de falha, é
representada pelo limite da razado da probabilidade de um individuo experimentar a falha
em um intervalo de tempo [t,t + At), admitindo-se que este nao falhou até o tempo t,

dividido pelo intervalo de tempo At. Pode-se expressar h(t) por (LAWLESS, 2003):

Pt<T<t+At|IT =t)
At '

hO = Jim, @
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A mesma fungéo pode ser enunciada de forma mais simplificada, e incluir a
funcao densidade de probabilidade e a fungao de sobrevivéncia:
f(@©)

A funcéo taxa de falha também é interpretada como o risco instantaneo do
individuo experimentar o evento de interesse, ou seja, € um indicador adequado da
inclinagdo a falha apds decorrer uma unidade de tempo. Observe que a fungéo de risco

assume todos os valores reais positivos, e pode possuir valores acima de um.

No contexto da analise de sobrevivéncia € comum o uso da relagdo entre a

funcao de sobrevivéncia e a fungao de risco acumulada, que pode ser definida como:
S(t) = exp{—H (1)}, (6)
onde H(t) = — [ h(uw)du.

Como para diversas distribuicbes de probabilidade a fungdo de
sobrevivéncia pode assumir formas semelhantes, a modelagem da fungao de risco torna-
se uma ferramenta essencial para a analise, pois pode ter forma crescente, decrescente,
constante ou ndo monétona e pode ter uma gama de diferengas entre o conjunto de

funcdes.
2.1.3.4 Estimador Kaplan-Meier

O estimador de Kaplan-Meier € uma técnica ndo paramétrica bastante
conhecida e utilizada na analise de sobrevivéncia, também chamado de estimador limite-
produto por suas caracteristicas. Tal estimador € uma adaptacdo da funcédo de

sobrevivéncia empirica.

O estimador é utilizado de forma mais descritiva e auxilia na escolha do
modelo paramétrico mais adequado aos dados. Segundo Colosimo e Giolo (2006), é
preferivel a utilizacdo desse estimador aos estimadores de Nelson-Aalen e Tabua de

Vida, pois o estimador de Kaplan-Meier € um estimador de maxima verossimilhanca.

Como os dados de sobrevivéncia possuem observagdes censuradas, Kaplan

e Meier (1958) propuseram um estimador que incorporasse no denominador o numero de



18

individuos sob-risco. Desta forma, apenas sédo considerados os individuos sob-risco no

instante t que inclui os individuos censurados.

Assim, a funcdo de sobrevivéncia do estimador Kaplan-Meier € definida

Ccomo.
A ni —d; d;
s(t)=]_[<—’ ’>=]_[< ——’>,
. n; . n;
Jitj<t Jitj<t

onde n; € o numero de individuos sob-risco em t; e d; o numero de falhas em t;, bem

como t; < t, < -+ < t, 0S j - ésimos tempos distintos e ordenados de falha.

A seguir, na Figura 2, um exemplo da curva de sobrevivéncia estimada pelo

meétodo de Kaplan-Meier para um conjunto de dados.

Fungédo de sobrevivéncia estimada por K-M

10

. + Observacdes censuradas

08

S(t) estimada

04

I I I I I
0 200 400 500 800 1000

Tempo

Figura 2 — Grafico da fungédo de sobrevivéncia estimada de pacientes com cancer de pulméo — banco de
dados do software R.
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2.1.4 Relacbes entre as funcdes

Entre as fungdes caracterizadas anteriormente, estdo definidas algumas
relacbes matematicas. Entre estas, algumas de maior relevancia para o trabalho sao

expressas a seguir:

dF(t)

O = —=

E pela expressao em (3), temos:

dl1-S@®)] _

fO = ———==-5'®.

Assim, considerando a equagdo em (5) substituindo f(t) =-S'(t) ,

reescrevemos a equacao h(t) como:

=§'(t) _ d[-logS(t)]
St) ot ' @

h(t) =

E a fungao densidade de probabilidade pode ser definida, apds pequena

manipulacao, por:

f(®) = h()S(0). (8)

2.1.5 Modelos Paramétricos

Geralmente, o tempo de sobrevivéncia é associado a varias causas do
cotidiano, sendo assim de dificil representacdo matematica. Para contornar tal problema
sao utilizados modelos paramétricos para modelar de forma mais fidedigno o tempo de

sobrevivéncia até a ocorréncia do evento de interesse.

A grande vantagem de se utilizar modelos paramétricos é a possibilidade de
extrapolacdo da curva de sobrevivéncia para valores de tempo para os quais nao se
observa falhas. Segundo Latimer (2011), em estudos de custo-efetividade, muitas vezes &
necessario extrapolar curvas de sobrevida, visto que, geralmente, os estudos de
sobrevivéncia possuem um tempo de acompanhamento menor do que o esperado pelo

pesquisador.
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Desta maneira, certas distribuicbes de probabilidade sdo bastante utilizadas
na analise de sobrevivéncia. Alguns exemplos sdo os modelos Exponencial, Weibull, Log-
Normal, Log-Logistica, além de distribuicdes mais complexas como Burr XllI, Gama
Generalizada, Weibull Exponenciada, entre outras. No entanto, neste trabalho sera dada

mais atencéo a distribuigdo Log-Logistica.

2.1.5.1 Distribuicéo Log-logistica

Seja uma variavel aleatéria ndo negativa T que segue uma distribuicdo Log-
Logistica com parametros a e y. Entdo, a fungdo de densidade de probabilidade é descrita
como:

14

ST/

f@®) =

sendo a > 0 e y > 0 os parametros de escala e forma da distribuicdo, respectivamente.

Naturalmente, definem-se as funcdes de sobrevivéncia, taxa de falha e o p-

ésimo percentil, em ordem por:

S(t) =

1+ (t/a)V
_ y@/rt
h(®) = al[l+ (t/a)]
_ P
t = als _p] .

O primeiro (esperanga) e segundo (variancia) momento da distribuigdo Log-

Logistica sao representados por:

E(T) = w, paray > 0,
Var(T) = lZnaz csc(Zn/y)l B

Ao se lidar com a distribuigdo Log-Logistica, em certas ocasides se faz

necessario o uso do logaritmo do tempo. Como T € uma variavel aleatéria que possui
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distribuicdo Log-Logistica, por conseguinte Y = log (T) que tem distribuicdo Logistica com

funcao densidade de probabilidade denotada por:

-2

o) = se LB 1 ven (8] ©)

sendo os parametros de locacdo e escala, respectivamente, —o < u <o e g > 0.

Logo, as fungdes de sobrevivéncia e risco sdo expressas por:

1

e

-1

h(t) = —exp{ } [1+exp (y ; M)]

Assim, os parametros da distribuicdo estdo relacionados da seguinte forma:
a =exp (u) € y = 1/0. Varios pacotes estatisticos trabalham com essa relacdo que

a torna bastante importante.
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2.2 Formas da funcéo risco

Como a fungdao de sobrevivéncia possui estruturas semelhantes para
distintos modelos, a funcéo de risco passa a desempenhar um papel de grande utilidade
na analise dos dados. Por acomodar fungdes de diferentes tipos, a forma como é

representada ganha destaque para a escolha da distribuicdo que se ajusta aos dados.

Uma metodologia utilizada para selecionar o modelo mais apropriado
baseia-se em informagdes retiradas do grafico tempo total em teste, ou mais conhecido
como curva TTT. Proposto por Aarset (1987) tal grafico auxilia na escolha do melhor
modelo, mesmo antes de qualquer ajuste, para a modelagem dos dados. O grafico é
construido a partir de:
=1 Tin + (M —7)Tp

G (—) = — — versus ,

SI=

onde T;,i=1,2,..,nsao as estatisticas de ordemer = 1,2, ...,n.

Através desse método, tanto informacdes qualitativas como informacgdes
estruturais podem ser determinadas a respeito do estudo em questdo. Enquanto a
primeira questdo é extraida diretamente do grafico, as informagdes estruturais cabem ao
pesquisador e seu conhecimento prévio sobre 0 assunto e estudos correlacionados para a

analise.

Nesse contexto, na Figura 3, temos a representacao de algumas formas
para a curva TTT e logo a seguir alguns exemplos com conjunto de dados nas Figuras 4 e
5.

Na Figura 3, caso a curva seja cbncava (C) ou convexa (B), a fungao é
crescente ou decrescente monotonicamente. Se a curva possui uma caracteristica
diagonal (A), trata-se de uma fung¢ao de risco constante. Ja em casos como (E) onde
temos uma curva cdncava e em seguida uma curva convexa, a fungdo de risco possui
caracteristica unimodal. No caso inverso (D), em que primeiramente temos uma curva
convexa e em seguida uma curva céncava, a fungdo de risco toma forma de banheira
(“u”).

Na Figura 4, destaca-se a presencga inicialmente de uma curva convexa e

em seguida uma curva cOncava, apontando que a fungao taxa de falha possui o formato
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de banheira (“U”). Deste modo, os modelos Weibull Exponenciada, Weibull Modificada,
Burr XII Aditiva, Beta Weibull Generalizada, entre outros, sdo possiveis indicacbes de

distribuicdes para a modelagem dos dados.

Ja na Figura 5, temos primeiramente uma curva convexa e apos a presenca
de uma parte mais complexa contendo uma reta ou uma leve curva céncava, indicando
assim um exemplo de aplicabilidade dos modelos de riscos multiplos, pois acomodam

funcdes constantes, crescentes, decrescentes, unimodais e banheira.

G(r/n)

) I/n I

Figura 3 — llustragdes de algumas curvas TTT.
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Figura 4 — TTT plot - Reinternacdes da regido metropolitana de Belo Horizonte (SIH-SUS).
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Figura 5 — Grafico TTT plot para pacientes com HIV-positivo (IPEC/Fiocruz).
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2.3 Modelos de riscos multiplos

A familia de modelos de riscos multiplos é de valiosa importancia para
analise de certos dados de sobrevivéncia e confiabilidade, uma vez que sao bem flexiveis
e acomodam distintas formas de curvas de risco. Varios autores, como Berger e Sun
(1993), Louzada-Neto (1999) e Fachini et al. (2008), aplicaram tal teoria em varios
exemplos praticos. Tais modelos séo geralmente aplicados em situagdes incluindo riscos
competitivos, riscos complementares e sistemas mascarados, ainda que nao haja

informagdes completas da origem do motivo da falha.

A grande vantagem do uso dessa modelagem é a possibilidade de nao
somente ajustar curvas de risco crescente, constante e decrescente, como também
acomodar formas ndao monétonas, como por exemplo, curvas multimodais e em forma de
banheira (forma de U). Esse fato pode ser analisado no caso em que a curva TTT
apresenta varias regides cdncavas e convexas, ou seja, direcionamentos para riscos
multimodais, a utilizagdo dos modelos de riscos multiplos se torna uma ferramenta efetiva

para a melhor adequagao do modelo.

Modelos de riscos multiplos fundamentam que os individuos ou objetos
estdo sujeitos a k > 2 motivos que, independentes, levam ao evento de interesse. O
principal motivo causador da falha pode ser assim, completamente ou parcialmente

conhecido no estudo.

Deste modo, se 7;, j =1,2,...,k, independentes, sdo os tempos de falha
relacionados ao j-ésimo motivo de ocorrer o evento de interesse, temos o vetor v/ =
(Z1,Z3,Z3, ..., Z), comi =1,2,..,n e o vetor v/ relacionado aos k motivos de falha dos i-
ésimos individuos ou mecanismos de estudo, sendo que o primeiro motivo que levar o
individuo a falhar sera o tempo considerado para o estudo, ou seja,
T, = min (Zy,Z,, ..., Zy).

Com a preposigéo dos Z;s motivos independentes, e que f;(z) € a fungéo
densidade de probabilidade da variavel Z;, conseguinte temos a fungdo de risco para o

modelo de risco multiplo como:

k
h(®) = ) by (O,
j=1
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e proposto por Louzada-Neto (1999), a fungéo de risco é definida por:

(4)]'_1

k
h©) = > (6,05, x), (10)
B I B
j=1
sendo que t >0, uj,w;,k sdo desconhecidos e parametros positivos e as fungbes
monotonas de parametro de forma g;(.) iguais a um quando os argumentos restantes s&o

iguais a zero.
2.3.1 Modelo Log-Logistico multiplo

O modelo Log-Logistico multiplo é especificado como um caso particular da

equacao (10), e a representacao da fungao de risco é dada por:

wi—1
a)]t j

Sy’ (v

h(t) =

IIMPC‘

para

qj (t Hj; @ K) =

£\
sendo que, u; = (—) .
Hj
No entanto, ha situagdes em que o tempo de falha pode estar associado a
um vetor de variaveis explanatérias. Neste caso, o modelo de risco multiplo pode ser

estendido para incluir as variaveis. Reescrevendo a formula (11), temos:

w;t®i~exp (x] B;)
=10 + t®exp (x[B;)

h(t) =

A partir da transformagéo f,; = —log (aj) proposta por Mazucheli; Louzada

e Achcar (2001) obtém-se para o modelo Log-Logistico multiplo a fungao taxa de falha

expressa por:

w;t®i"Yexp (x] B;)
1+ t%exp (x[B))’

k
h(t) = (12)

j=1
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sendo que B = (Boj, Bujs s Bpj)s BT = (Br,Bas s Bids X1 = (1,11, Xizs oo Xip), w’ =

(w1, Wy, ..., wy) € xiT.Bj = Boj + Bijx1i + -+ BpjXip-

E para melhor exemplificagdo do modelo, temos a seguinte caracterizagao
dos parametros: w;, que representa os riscos; x!', que representa o vetor de covariaveis
do modelo; §; os parametros desconhecidos associados ao vetor de covariaveis e t, 0

tempo de sobrevivéncia dos peixes.

O modelo de riscos multiplos possui ainda algumas suposi¢cdes que devem
ser verificadas, sdo essas: as estimativas para os parametros de risco devem ser
positivas, significativamente diferentes e &, < @,. Caso, estas suposi¢des ndo sejam
validas, o modelo de riscos multiplos nao é ajustavel ao conjunto de dados e retornamos

para modelos mais simples ou outros modelos de riscos multiplos.
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2.4 Fracao de cura

Nos modelos de analise de sobrevivéncia, supde-se que no universo dos
individuos presentes no estudo, todos experimentardo o evento de interesse investigado,
e, portanto, durante o acompanhamento acontecera a falha ou os dados serdo
considerados censurados (FACHINI, 2011).

Neste caso, a fungdo de sobrevivéncia estimada pelo estimador Kaplan-
Meier possui certas caracteristicas comuns a maioria dos estudos de sobrevivéncia.
Todavia, em certas situagées ha a presenca no conjunto de dados de uma porcéao de
individuos em que nao sucede o evento de interesse. Tais individuos sao frequentemente
chamados de curados, e em certas pesquisas, de imunes ou ndo suscetiveis. Alguns
ensaios clinicos, como por exemplo, o estudo da sobrevivéncia de pacientes que se
submeteram a certo tipo de transplante, o foco principal € a ndo rejeicao pelo organismo e
conseguinte a sobrevida. Sendo assim, a presencga de pacientes nao suscetiveis a falha é

esperada.

Uma das principais caracteristicas de dados com a presenga de fracdo de
curados é o fato da fungédo de sobrevivéncia, que naturalmente ao longo do estudo tende
a zero, desenvolver uma cauda constante e durante um longo periodo de tempo em um
nivel de probabilidade diferente de zero, sendo assim chamada de fungcdo de

sobrevivéncia impropria.

Desta maneira, pela metodologia proposta por Berkson e Gage (1952), a

funcao de sobrevivéncia é reescrita na forma de mistura e dada por:
Spop(0) = (1 — @) + @S(¢) (13)

sendo que (1—¢) é a probabilidade dos individuos curados e ¢ a probabilidade
relacionada aos individuos suscetiveis a falha, onde ¢ €[0,1] e a funcdo de

sobrevivéncia segue certas caracteristicas:
im0 Spop(t) = 1 € limp_, Spop(t) = (1 — ).

Quando ¢ assume o valor igual a um, reduzimos a fungéo (13) para a
fungdo proépria S(t). Por outro lado, quando ¢ assume o valor igual a zero, temos a
fungdo (13) reduzida a S,,,(t) = 1, ou seja, toda a populagdo é de individuos

curados.
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Através do grafico da funcdo de sobrevivéncia empirica, € possivel a
identificacdo de tal acontecimento. A seguir, na Figura 6, pode-se apreciar um exemplo

em um conjunto de dados.

Kaplan-Meier - Dialise

10

S(t)estimada

04

0.2
|

| | | |
0 10 20 30 40

Tempo

Figura 6 — Gréfico da curva de sobrevivéncia estimada com presenca de fragcdo de curados.
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2.5 Inferéncia

A utilizacdo de métodos cujo objetivo é fazer afirmagdes sobre parametros
desconhecidos no universo dos dados com base em uma parcela da populagao (amostra)
€ chamada Inferéncia Estatistica. Tais amostras sao selecionadas de forma aleatéria da

populacdo e auxiliam nas estimacoes.

A metodologia mais utilizada, na literatura estatistica, € o método dos
minimos quadrados. Contudo, seu uso torna-se inviavel nesse tipo de situacao pelo fato
de ndo conseguir agregar as observagdes censuradas para a estimagao dos parametros.
Sendo assim, o método de maxima verossimilhanga torna-se adequado para a estimacao,

pois em grandes amostras possui propriedades desejaveis além dos demais métodos.

Desta maneira, o método de maxima verossimilhanca obtém os estimadores
através da escolha do valor do pardmetro que maximiza a probabilidade que melhor
explica a amostra observada (Fachini, 2006). Supde-se uma amostra de variaveis
aleatédrias independentes, Ty, T,, ..., T,,, tal que T; = min (Z,,Z,, ..., Z}), i = 1,2,...,n, k = 2
e associada a cada T;, ha uma variavel indicadora de censura §;, sendo que §; = 1set; €

uma observacgéo de tempo de falha e §; = 0, caso seja uma observagao censurada.

Temos entdo, a funcdo de verossimilhanga baseada nas n-duplas (t,,d;),
(t3,62),..., (t,,8,), que sédo os tempos de falhas e tempos de censuras e respectivas
indicadoras de falha. Desta forma, podem ser dividas em dois grupos tais que, as r
primeiras observagdes sao as nao censuradas, e as n —r observacdes restantes sao

censuradas. E pode-se expressar a funcao de verossimilhanga por:
T n
e = | [reso [ | seo.
i=1 i=r+1

que equivale a:

n

L@s0) = | Jurcesondiasce exp-s

=1

utilizando a equagéao (8) e fazendo algumas modificagdes temos:

L@i0) = | inces o019 sceis0), (14)
i=1
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em que h(t;) é definida em (10) e 6 é o vetor de pardmetros. Assim, como a contribuicdo
de cada observagdo censurada é sua funcdo de sobrevivéncia, temos entdo S(t;) =

[15-1 S; (¢, a fungéo de sobrevivéncia do modelo de riscos multiplos.

Para encontrar os valores de 6 que maximizam o logaritmo de L(6), ou seja,
o estimador de maxima verossimilhanca tem-se que resolver o seguinte sistema de

equacoes:

dlogL(6) 0

U = —5g

Dada uma amostra aleatoria de variaveis aleatdrias independentes
t;, ty, t3, ..., t,, com a fungcdo de risco correspondente como (12), de tal maneira que
vinculado a t;, exista um vetor de covariaveis xl-T, bem como a variavel indicadora de
censura §;. Desta forma, a representagdo da fungdo de verossimilhanga do modelo Log-

Logistico multiplo é explicitado por:

n

8.
k Lok
w;t®"texp {x! 5} . -1
L(t; w,B) = | | ] : ’} | |[1+ tiw’exp{xiTBj] ,
j=1

wj Tn.
L | 1+ t“exp {x; B;
. -1
sendo que 6= (w/,B" , St)=[1+ tiw’exp xIB3] e S&) = T1S(t) que

corresponde a fungdo de sobrevivéncia do modelo Log-Logistico multiplo.

Desta maneira, o logaritmo da fungdo de verossimilhangca & apresentado

como:

k
w;t®i"texp {x] B;

n k
} wj T
(Gw )= ), log LT+ trep (B} 2, ;‘Og(“ti x| (5)

i:8;=1 Jj i=1

Utilizando o fato de que, assintoticamente, o estimador 8 possui distribuicao
assintética normal multivariada, e sob certas hipéteses, com média 6 e matriz de variancia
e covariancia I"1(0), pode-se construir testes de hipotese e intervalos de confianca, e

assim temos:

é ~ N[k+k)p+1)] (01 1_1(6))’

onde I1(9) = —E[L(6)], em que
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821(0)

L) = 20007

Devido a presenca de observagdes censuradas, ndo é possivel o calculo da
informacdo de Fisher I(6). Portanto, uma alternativa é a utilizagdo da matriz [L(6)]
avaliada em 8 = 8, chamada de matriz de informagdo observada, que é uma estimativa

consistente de 1(6). Temos, entdo, a matriz L(Q) expressa por:

.o

y —Lyw —L
i) = < l:ww z:wﬁ’),
T HBw  TEBB

e cada submatriz expressa de forma fechada para os modelos de riscos multiplos.
2.5.1 Teste da razdo de verossimilhanca

Segundo Bozdangan (1987), a escolha do modelo mais adequado, para a
estatistica, € um topico de extrema importancia para a analise dos dados. A busca por um
modelo mais parcimonioso, ou seja, um modelo que envolva um niumero minimo possivel
de parametros a serem estimados e que explique o conjunto de dados € de suma

importancia neste caso.

Desta forma, existem critérios que auxiliam o pesquisador na sele¢cao dos
modelos. Alguns exemplos s&o: Critério de Informagdo de Akaike (AIC), Critério
Bayesiano de Schwarz (BIC) e um dos mais utilizados o Teste da Raz&do de

Verossimilhanga (TRV).

O teste da razdo de verossimilhanca é utilizado nos casos em que os

modelos sdo aninhados, isto €, um é caso particular do outro. O teste usa a estatistica
TRV = 2([1,(6,) — 1,(0u,)], em que é usado, respectivamente, o maximo da fungéo de
verossimilhanga do modelo ajustado e do modelo saturado. A estatistica TRV possui
distribuicdo assintotica )(g,v, com § o parametro de ndo centralidade e v os graus de
liberdade da diferengca entre o numero de parametros dos modelos. Caso, TRV >
)(§‘,, rejeita-se a hipétese que o modelo saturado € o de melhor ajuste, ou seja, rejeita-se

o ajuste pelo modelo com maior numero de parametros, e assim a escolha do modelo

mais simples é de fato o que melhor se ajusta aos dados.
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3  APLICACOES

3.1 Material

O conjunto de dados utilizados no trabalho contém o tempo de sobrevivéncia
de peixes da espécie “Notropis Dourado, crysoleucas de Notemigonus” que foram obtidos
através da realizacao de experimentos no lago Saint Pierre, Quebec, em 2005 (Laplante
et al.). Foram feitas medigbes das seguintes variaveis: y;, tempo de sobrevivéncia em
anos; §;, indicador de censura; x;;, tamanho do peixe em cm; x;,, profundidade do rio em

cm e x;3, transparéncia da agua, emque i = 1, 2, ..., 106.

O conjunto de dados do IPEC(Fiocruz), utilizado no estagio um, foi
substituido pelos dados de peixes citado acima pelo fato de ndo se ajustar ao modelo
sugerido e também ser muito instavel nas estimagdes dos parametros. Desta maneira, as
analises descritiva e do modelo serdo feitas com base nos dados de peixes da espécie

“Notropis Dourado, crysoleucas de Notemigonus”.
3.2 Métodos

No presente trabalho sera utilizada a teoria de modelos de riscos multiplos
citado na secao (2.3) em que sera utilizado o modelo log-logistico multiplo (2.3.1), além
da base tedrica da segado (2.4) que engloba a parte de fragdo de cura. Desta forma, o
modelo ajustado aos dados sera o modelo Log-Logistico multiplo com fragdo de cura. Ao
modelo sera utilizado o método de verossimilhanga restrita como estimagao para os
parametros, e verifica-se através do teste da razdo de verossimilhanga modificado qual o

melhor modelo a ser ajustado ao conjunto de dados.
3.2.1 Modelo de riscos multiplos com fracéo de cura

Através de uma primeira analise preliminar verifica-se através do grafico
Tempo Total em Teste (TTT) e o grafico da curva de sobrevivéncia estimada, que um
possivel modelo aos dados engloba o uso conjunto das teorias de riscos multiplos e
fracdo de cura. Desta forma, o modelo escolhido para ajustar os dados € expresso pelas

funcgdes de sobrevivéncia populacional e fungéo de risco populacional a seguir:
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Spop(t) = 1- QD) + 9S(0),

onde S(t) = lesj(t), j=1,2,...,k citada na secao (2.5). Logo,

—1 -1
Spop() = (1= @) + o1+ texp {x]B] [1+ t;2exp (x]B,] .

Da relagdo da expressao (7), obtemos a fungdo de risco populacional,

expressa por:

SO L O

E obtemos pelos calculos,

o{(1 + t/exp (x] B1) 2w t @™V (1 + t%exp (x] B) 1 — (1 + t;%exp (x] B) 2(1 + ;" exp(x] B1) tw,t @2V}
1 —9)+ o{(1+ t;"exp (x] B1) 1 (1 + ;" exp(x] B>) ' }}

hpop(t) =

Assim, utilizando a formula em (8), temos que a funcdo densidade de

probabilidade do modelo utilizado no trabalho € denotada como:

fpop(t) = Spop(t)hpop(t)'
3.2.2 Estimacao

Para o modelo Log-Logistico multiplo e Log-Logistico multiplo com fragao de
cura, considerando k = 2, foi utilizado a fungdo constrOptim do software R para a
estimagédo dos parametros e maxima verossimilhanga. O uso da maxima verossimilhanga
restrita neste caso se fez necessario pelo fato do modelo incorporar os parametros w e ¢

que possuem restricdo no seu espago parameétrico.

Neste caso, o processo de maxima verossimilhnanca restrita (Patterson;
Thompson, 1971) obtém as estimagdes maximizando a parte da fungdo de

verossimilhanga que é invariante, ou seja, a parte do modelo que incorpora os betas.

Desta forma, para o modelo de riscos multiplos com fragdo de cura, o

logaritmo da funcao de verossimilhanca restrita € dado por:

q
1.(6,9) = 1(6) + ﬁZ(u]-Tﬁ ¢,
=1

J
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em que,

n

16) = Z log[A(t, ) p0p] + Z[log(S(t,H)pop)].

i:6;=1 =1

Sendo que S(t)pop € h(t)pep €sté0o definidas na segdo (3.2.1) e o vetor de

parametros é definido como 8 = (w,, w,, BT, BT, )T

Temos também, o parametro de ajuste que é uma constante positiva, 9 > 0

e ujTﬁ — ¢; = 0 é o conjunto de restricbes de inequagdes lineares para j = 1,2, ..., q.
3.2.3 Teste da raz&o de verossimilhanca modificado

Usualmente, quando o pesquisador trabalha com dados estatisticos e se
depara com alguns modelos que se ajustam aos dados, ha uma duvida de qual se
acomodaria de forma mais satisfatéria. Assim, o teste da razdo de verossimilhanca
indicado na seg¢ao (2.5.1) da suporte e teoria para a escolha do modelo mais

parcimonioso.

Contudo, segundo (Maller;Zhou 1996), em sobrevivéncia, ha um problema
associado com o teste do parametro quando esse esta na fronteira do espaco paramétrico.
E a solucdo apresentada inclui somente uma pequena modificacdo na teoria, que toma a

forma da seguinte expressao:
1 1
P(XSx)=§+ EPQ(fo), x = 0.

Desta forma, com o uso desta nova metodologia, rejeita-se a hipotese nula
de que o modelo com maior numero de parametros ajusta-se melhor ao conjunto de
dados caso TRVm > y?. E assim, o uso de modelos com um ndmero menor de

parametros é utilizado no experimento.
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4 RESULTADOS

4.1 Anédlise descritiva

E de suma importancia em pesquisas estatisticas uma analise descritiva
preliminar dos dados para que se possa observar valores discrepantes, bem como se
existe algo anormal com os dados. Em pesquisas na area de sobrevivéncia, muitas vezes
0 pesquisador divide para cada variavel estudada, dois subgrupos, os que

experimentaram o evento de interesse (falha) e as observag¢des censuradas.

Desta maneira, pode-se observar se algumas estatisticas sofrem mudancgas
bruscas para cada grupo e se isso pode interferir na analise posterior. Assim, segue na
Figura 7 o histograma da variavel tempo de sobrevivéncia e nas Figuras 8 a 10 os
diagramas de dispers&o das covariaveis do estudo. E conjuntamente nas Tabelas de 1 a
4 as estatisticas basicas da variavel tempo de sobrevivéncia e as demais variaveis

explicativas do estudo.

Tempo de sobrevivéncia
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Figura 7 — Histograma da variavel tempo de sobrevivéncia dos peixes.
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A Figura 7 representa o histograma do tempo de sobrevivéncia dos peixes e
evidencia claramente um comportamento assimétrico positiva, que condiz com as

propriedades de conjunto de dados de sobrevivéncia.

Tabela 1 — Estatisticas basicas para tempo de sobrevivéncia dos peixes.

Estatisticas | Tempo
Minimo 0,02
Maximo 44 38

1° Quartil 0,385

3° Quartil 12,227
Média 6,808
Mediana 1,235

Soma 721,750
LCL Média 5,100
UCL Média 8,517
Variancia 78,708
Desvio Padrao 8,871
Assimetria 1,350

Profundidade do rio
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Figura 8 — Diagrama de disperséo da covariavel profundidade do rio.



Tabela 2 — Estatisticas basicas para a covariavel profundidade do rio.

Estatisticas

Profundidade do
Rio (censura =0)

Profundidade do
Rio (censura=1)

Minimo 60,0 50,0
Maximo 130,0 160,0
1° Quartil 98,0 80,0
3° Quartil 122,50 110,0
Média 108,266 96,186
Mediana 115,0 92,0
Soma 1624,0 8753,0
LCL Média 97,373 91,306
UCL Média 119,159 101,067
Variancia 386,923 549,153
Desvio Padrao 19,670 23,434
Assimetria -1,003 0,463

38

Através do grafico de dispersdo da Figura 8, e calculado o coeficiente de
correlagdo das variaveis (r = 0,093), temos que as variaveis tempo de sobrevivéncia e

profundidade do rio possui uma correlacao fraca e praticamente nula, sendo assim nao

interferem uma na outra.

Comprimento do peixe
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Figura 9 — Diagrama de dispersao da covaridvel comprimento dos peixes.
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Tabela 3 — Estatisticas basicas para a covariavel comprimento dos peixes.

Estatisticas

Tamanho Peixe
(censura=0)

Tamanho do Peixe
(censura=1)

Minimo
Maximo
1° Quartil
3° Quartil
Média
Mediana
Soma
LCL Média
UCL Média
Variancia
Desvio Padrao
Assimetria

47,0
73,0
64,0
68,5
64,666
65,0
970,0
60,971
68,361
44,523
6,672
-1,175

45,0
87,0
55,5
68,0
62,208
62,0
5661,0
60,504
63,913
66,989
8,184
0,203

Da mesma forma que a covariavel anterior, foi feito o grafico de dispersao e

o calculo da correlagdo entre as variaveis (r = —0,077), e averigua-se que as variaveis

possuem uma correlagdo negativa muito fraca, portanto existe a possibilidade de nao

serem dependentes uma da outra.

Transparéncia da agua
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Figura 10 — Diagrama de disperséo da covariavel transparéncia da agua.
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Tabela 4 — Estatisticas basicas para a covariavel transparéncia da agua.

Estatisticas Transparéncia da Transparéncia da

Agua (censura=0) | Agua(censura=1)
Minimo -1,10 -2,610
Maximo 1,310 1,560
1° Quartil 0,125 -1,320
3° Quartil 0,72 0,26
Média 0,382 -0,508
Mediana 0,61 -0,63
Soma 5730,0 -45,85
LCL Média -0,046 -0,728
UCL Média 0,810 -0,279
Variancia 0,599 1,163
Desvio Padréao 0,774 1,078
Assimetria -0,711 0,153

Dentre as variaveis explicativas, a transparéncia da agua foi a que mais se
distanciou para alguns valores como minimo, média, mediana, desvio padréo, e isso sao
vistos na Tabela 4. Analisando o grafico da Figura 10 e o coeficiente de correlagéo
(r =0.1926), temos que estas variaveis possuem uma correlagdo mais forte que as

demais e isso pode acarretar em uma dependéncia que influencia nos resultados futuros.

4.2 Kaplan Meier

Curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier
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Figura 11 — Curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier para os dados de peixes.
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Na Figura 11, temos a curva de sobrevivéncia estimada do conjunto de
dados de peixes, e pelas caracteristicas da fungdo de sobrevivéncia, ha um pequeno
indicativo de individuos curados pelo fato da curva nao tender a zero quando o tempo vai

para infinito.

4.3 Curva Tempo Total em Teste (TTT)

TTT plot
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Figura 12 — TTT plot para os dados de peixes.

Pela teoria do grafico TTT plot, temos o pressuposto da utilizagdo de um
modelo mais complexo para a modelagem do conjunto de dados. Pela analise da Figura
12, temos que um ajuste por um modelo multimodal seria uma ferramenta mais adequada,

e com isso o ajuste pelo modelo de riscos multiplos é valido nesse caso.

4.4 Andalise do Modelo

Devido as caracteristicas apresentadas na Figura 11 e 12, conjuntamente
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com a analise descritiva do conjunto de dados de peixes, sera ajustado o modelo de
riscos multiplo e o modelo de riscos multiplos com fragao de cura para verificar se de fato
existem evidéncias da presenca de individuos curados, pois ha um pequeno indicativo
observado na Figura 11. Na Tabela 5, respectivamente, temos as estimativas dos
parametros dos modelos de riscos proporcionais sem fracdo de cura e do modelo de

riscos proporcionais com fracdo de cura.

Contudo, o modelo de riscos multiplos com fracdo de cura ndo obteve um
ajustamento satisfatério ao conjunto de dados. Uma possivel justificativa € a possibilidade
de nao identificabilidade do modelo somado a uma superficie de verossimilhanga que nao
possui um maximo global, mas sim varios maximos locais. Desta forma, impossibilitou o
calculo da inversa da matriz hessiana, e nao foi possivel o calculo do erro padrao deste

modelo.

Tabela 5 — Estimativas dos parametros dos modelos de riscos proporcionais sem fragcao
de cura e modelo de riscos proporcionais com fragao de cura.

Parametro Estimativa Estimativa

(s/ fracdo de  (c/ fracdo de

cura) cura)

W, 0,7475 0,4511
Bo1 -0,8133 -1,5029
Bi1 0,0357 0,0453
B21 -0,0216 -0,0161
B31 -0,2601 0,0545
w, 8,8227 6,9911
Bo2 -27,9656 -20,0035
P12 -0,2309 -0,1209
B2z 0,0811 -0,3783
B3z -3,6009 2,0016
® - 0,9999

Desta forma, podemos testar a hipétese a um nivel de confianga de 5%, de
que ha total presenca de individuos suscetiveis a falha, ou seja, testar o parametro ¢ do

modelo ajustado, e isto é expresso por:

HO: (po = 1
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E os respectivos valores de verossimilhanca para os modelos de risco
multiplo e risco multiplo com fragdo de cura sao -221,7404 e -211,9045, desta forma

temos:
TRVm = 2([1,(6,) — 1,(8u,)] = 2[((—211,9045) — (—221,7404)] = 19,6718.

E pelo teste levemente modificado da razdo de verossimilhanga, temos:

1 1
E‘l’ EP(X% < Co’gs) = 0,95

Como ¢, 45 satisfaz P()(12 Scolgs) =09 e pela tabela do y?, obtemos
Coos = 2,71. Assim, concluimos que 19,6718 > 2,71, ou seja, rejeita-se a hipotese nula a
um nivel de significancia de 5% e consideramos que existem fortes evidéncias que

(po?‘:l

Desta forma, apesar de né&o rejeitar a hipotese nula, através da analise do
conjunto de dados, o modelo sem cura sera ajustado, pois pelo valor do parametro ¢
estimado a estimativa de individuos n&o suscetiveis a falha € quase nula e como
observado na Figura 11 existe pouco indicativo de individuos curados nos dados, entéao

usando o principio da parciménia sera considerado o modelo de riscos multiplos.

Com base na analise do teste da razdo de verossimilhanca modificado,
analise das estimativas obtidas e graficos de suporte, como as Figuras 11 e 12, o modelo
a ser utilizado e ajustado ao conjunto de dados sera o modelo Log-Logistico multiplo
citado na secao (2.3.1), e em geral, aplica-se a esta teoria considerando k = 2 causas
que podem causar a falha do individuo pela facilidade dos calculos e aplicabilidade do

modelo.

Esse modelo é expresso por:

2

2
wit® " texp {x] B:} ©; -1
ht=Z’ L eSt=n1+t.’ex xIgi|
(t) 2,1+ (o7 exp(xT 5] (t) [ . exp {x] B;]

j=1

em que, t indica o tempo de sobrevivéncia dos peixes e o vetor de parédmetros é

representado por 0 = (w4, G)z;ﬁlT: ﬂzT)T-

Sao apresentados na Tabela 6 as estimativas dos parametros, estimativas

de maxima verossimilhanga, erro padrao e p-valor. Apenas as estimativas dos parametros
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de risco, o intercepto para o risco dois e a covariavel profundidade do rio relacionada ao
risco um, sao significativas ao nivel de 5%. As estimativas dos paréametros de risco séo
positivas, bem como sao significativamente diferentes, e @, < @,. Desta maneira, o

modelo bi-Log-Logistico ndo contraria as suposi¢cdes e assim, ajusta os dados de peixes.

Tabela 6 — Estimativas dos parametros e erro padrdo do modelo de riscos multiplos para

os dados de peixes.

Parametro Estimativa Erro padrao p-valor
w1 0,7475 0,0692 <0,0001*
Bo1 -0,8133 1,5838 0,6065
P11 0,0357 0,0223 0,1092
P21 -0,0216 0,0082 0,0083*
P31 -0,2601 0,1764 0,1411
W 8,8227 3,1057 0,0047*
Boz -27,9656 11,1828 0,0103*
P12 -0,2309 0,2791 0,4850
P22 0,0811 0,0657 0,2560
P32 -3,6009 2,7134 0,2171

Estatistica Valor
AIC 463,4808

(*) significativo a 5%
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Incialmente, o trabalho propds o ajuste do conjunto de dados através do
modelo de riscos multiplos com fracdo de cura, e de forma resumida foi apresentado a
parte inferencial do modelo. A estimagdo dos parametros foi feita através da funcéo

constrOptim do software R.

Desta forma, os resultados obtidos pelo teste da razdo da verossimilhanca
modificada, indicou um modelo menos complexo para o ajuste e pelo principio da
parcimbnia o ajuste do conjunto de dados de peixes da espécie “Notropis Dourado,
crysoleucas de Notemigonus”, foi adequado com a teoria desenvolvida para o modelo bi-

Log-Logistico.

Uma possibilidade para trabalhos futuros é a utilizacdo do banco de dados
do IPEC(Fiocruz), que possivelmente pode ser ajustado por outro modelo de riscos

multiplo, ou de fato, o conjunto de dados deve ser abordado com outra metodologia.
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7 ANEXOS

##Leitura dos dados

dados = read.table("peixe.txt")
t = dados$V1

cens = dados$V2

longf = dados$V4

prof1 = dados$V5

tran_edw = dados$V6

####H# Modelo de riscos multiplos com fracdo de cura ####

##Funcao de verossimilhanca
log.vero = function(para) {

beta01 = para[1]

beta11 = para[2]

beta21 = para[3]

beta31 = para[4]

beta02 = para[5]

beta12 = para[6]

beta22 = para[7]

beta32 = para[8]

risco1 = para[9]

risco2 = para[10]

phi = para[11]

beta1X = beta01 + beta11*longf + beta21*prof1 + beta31*tran_edw
beta2X = beta02 + beta12*longf + beta22*prof1 + beta32*tran_edw

s = ((1 - phi) + phi*(1 + ((t*(risco1))*exp(beta1X))*-1)*((1 + (t*(risco2))*exp(beta2X))*-1))

h1 = (phi*(((risco1*(t*(risco1 -1))*exp(beta1X)))*((1 + ((t*(risco1))*exp(beta1X)))*-2)*(1 +
((t\(risco2))*exp(beta2X)))*-1))

h2 = (phi*(((risco2*(t"(risco2 -1))*exp(beta2X)))*((1 + ((t*(risco2))*exp(beta2X)))*-2)*(1 +
((tM(risco1))*exp(beta1X)))*-1))

logL = (cens*(log(h1 + h2)/s) - log(s))
return(-sum(logL))

}

##Gradiente

grad = function(para) {

beta01 = para[1]
beta11 = para[2]
beta21 = para[3]
beta31 = para[4]
beta02 = para[5]
beta12 = para[6]



beta22 = para[7]
beta32 = para[8]
risco1 = para[9]
risco2 = para[10]
phi = para[11]

dbeta01 = D(f, "beta01")
dbeta11 = D(f, "beta11")
dbeta21 = D(f, "beta21")
dbeta31 = D(f, "beta31")
dbeta02 = D(f, "beta02")
dbeta12 = D(f, "beta12")
dbeta22 = D(f, "beta22")
dbeta32 = D(f, "beta32")
drisco1 = D(f, "risco1")
drisco2 = D(f, "risco2")
dphi = D(f, "phi")

return(c(-dbeta01,-dbeta11,-dbeta21,-dbeta31,-dbeta02,-dbeta12,-dbeta22,-dbeta32,-

drisco1,-drisco2,-dphi))
}

##Estimac&o dos parametros

chute = ¢(0.1,0.01,0.01,0.2,-20,0.1,0.01,2,0.7,7,0.959)
estima = constrOptim(chute, log.vero, grad, method
ui=rbind(c(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0), ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0),
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¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1), ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1)) , ci=c(0,0,0,-1),hessian = TRUE)

##Calculo do erro padrédo e p-valor

estima$par

estima$value
veroMe<-estima$value
veroMe
paraMe<-estima$par
paraMe
hessiMe<-estima$hessian
invMe<-solve(hessiMe)
varianciaMe<-diag(invMe)
eppMe<-sqrt(varianciaMe)
eppMe
zMe=paraMe/eppMe
pvalorMe<-2*(1-pnorm(abs(zMe)))
pvalorMe
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#### Modelo de riscos multiplos sem fragc&o de cura ####

##Funcao de verossimilhanca
log.vero = function(para) {

beta01 = para[1]

beta11 = para[2]

beta21 = para[3]

beta31 = para[4]

beta02 = para[5]

beta12 = para[6]

beta22 = para[7]

beta32 = para[8]

risco1 = para[9]

risco2 = para[10]

beta1X = betaO1 + beta11*longf + beta21*prof1 + beta31*tran_edw
beta2X = beta02 + beta12*longf + beta22*prof1 + beta32*tran_edw

a = (risco1*(t*(risco1 -1))*exp(beta1X))/(1 + (t*(risco1))*exp(beta1X))
b = (risco2*(t*(risco2 -1))*exp(beta2X))/(1 + (t"(risco2))*exp(beta2X))
c =log(1 + (t*(risco1))*exp(beta1X))
d = log(1 + (t*(risco2))*exp(beta2X))

logL = (cens*(log(a + b)) - (c + d))
return(-sum(logL))

}

##Estimacao dos parametros

chute = ¢(-0.1,0.01,0.01,0.2,-20,-0.1,0.01,2,0.7,7)

estima = constrOptim(chute, log.vero, NULL,
ui=rbind(c(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0), ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)), ci=c(0,0))

estima

est<-optim(c(-0.1,0.01,0.01,0.2,-20,-0.1,0.01,2,0.7,7), log.vero, NULL, method = "BFGS",
hessian = TRUE)

##Calculo do erro padrédo e p-valor
paraMe<-est$par
hessiMe<-est$hessian
invMe<-solve(hessiMe)
varianciaMe<-diag(invMe)
eppMe<-sqrt(varianciaMe)

eppMe

zMe=paraMe/eppMe
pvalorMe<-2*(1-pnorm(abs(zMe)))
pvalorMe



