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Resumo

O controle e estimacdo de atitude de um satélite sdo aspectos importantes para o sucesso
de uma missao espacial, pois ajudam a manter uma orientacdo e posicionamento precisos
do satélite no espaco. Este trabalho tem por objetivo fazer uma comparacdo entre alguns
dos tipos de Filtros de Kalman utilizados para esse fim, além de fazer uma comparacido
com filtros mais simples como o filtro Alfa e o Quaternion Estimator (QUEST) : o Filtro
de Kalman Extendido (Extended Kalman Filter - EKF) , o Filtro de Kalman Adaptativo
(Adaptive Kalman Filter - AKF) e o Filtro de Kalman Ensemble (Ensemble Kalman Filter).
Alguns outros filtros também serdo estudados afim de fazer uma comparacdo menos rigorosa
com alguns dos filtros estudados. Satélites operam em um dos ambientes mais dindmicos e
imprevisiveis que € o espaco. A dindmica nao-linear e as incertezas inerentes a0 movimento
de um satélite fazem com que seja necessario técnicas sofisticadas de filtragem com a
finalidade de viabilizar uma estimacdo e controle de atitude eficientes, que sdo propriedades
determinantes para o sucesso de uma missdo. Utilizando uma abordagem baseada em
simulacdes, este trabalho busca avaliar a performance, precisio e eficiéncia computacional
de cada uma destas variagoes do Filtro de Kalman sob as mesmas condicdes dinamicas e
cendrios orbitais. Para este fim serd utilizado como objeto de estudo o satélite conceitual
Self-DePloyable FLexible AeroSHell for de-Orbiting and Space Re-entry (SPLASH) assim como
o cendrio para o qual o mesmo estd sendo idealizado. E para a simulacdo de fato serd utilizado
o software de computacdo numérica MATLAB . Os dados utilizados para a simulacio virao
do magnetdmetro, giroscopio e sensor solar, que terdo suas caracteristicas simuladas em
coédigo, com a introducio de ruidos e erros, com o propdsito de gerar dados mais proximos a
realidade.

Palavras-chave: Atitude. CubeSat. Kalman. Estimacao.



Abstract

The estimation and control of a satellite’s attitude are one of the most important aspects
for a successful space mission on account that they’re responsible for keeping the satellite’s
positioning and orientation while in orbit. The purpose of this work is to conduct a com-
parative study between a few variants of the Kalman Filter that can be used for the intents
outlined previously as well as comparing them to a few simpler estimators like the alpha
filter and the Quaternion Estimator (QUEST). The main variants to be analyzed in this
work are: the Extended Kalman Filter (EKF), the Adaptive Kalman Filter and the Ensemble
Kalman Filter. A few other filters will also be included to make a less rigorous comparison
with some of the analysed filters. Satellites operate in one of the most dynamic and unpre-
dictable environments there are. The nonlinear dynamics and the inherent uncertainties of
a satellite’s motion require sophisticated methods of filtering with the intent of providing the
means for an efficient and accurate attitude estimation and control, which are essential for
an accomplished space mission. The wrong satellite orientation may result in batteries not
charging efficiently as well as interrupted communication, which can in turn lead to a total
mission failure. Using a simulation-based approach, this work aims to evaluate both the
performance, accuracy and computational efficiency of each Kalman Filter variant under the
same dynamic conditions and orbital scenarios. For this end the Self-DePloyable FLexible
AeroSHell for de-Orbiting and Space Re-entry (SPLASH) conceptual satellite is going to be
used as object of study along with the orbital scenario it was designed for. For the simulation
itself MATLAB will be used to perform all the numerical computation necessary for the
accurate simulation of both the satellite and the space environment. For the estimation
three sensors will be modeled, with noise and errors, to provide the necessary data for the
calculations.

Keywords: Attitude. CubeSat. Kalman. Estimation.
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1 Introducao

A estimacdo de atitude, que normalmente faz parte dos subsistemas de Attitude Deter-
mination and Control System (ADCS) e/ou de Attitude and Orbit Control Subsystem (AOCS) ,
constitui um componente essencial de qualquer missdo espacial. Essa atividade desempenha
um papel fundamental no éxito ou na eventual falha de tais empreendimentos. A correta
determinacdo da atitude de um satélite, por exemplo, possibilita o controle apropriado para
que o mesmo consiga direcionar cameras ou antenas para alvos especificos e desejados. Esse
processo de estimacdo € realizado utilizando-se diversos sensores que capturam medicoes
variaveis, as quais sdo analisadas e empregadas em estimadores, como o Filtro de Kalman

Estendido, Filtro de Particulas, entre outros métodos adotados na area.

A estimativa de atitude se torna especialmente necessaria para veiculos espaciais
projetados para realizar reentradas na atmosfera, desde capsulas tripuladas como Soyuz
e Crew Dragon até satélites de demonstracdo como o SPLASH, considerando que esses
dispositivos devem manter uma orientagdo especifica durante o processo de entrada. Essa
orientacio ¢ fundamental para garantir uma reentrada bem-sucedida e segura. Um exemplo
notavel de satélite que apresenta essa caracteristica é o S.P.L.A.S.H. que, em sua concepcao,
possui um escudo projetado em um formato semelhante ao de um guarda-chuva, o qual é
acionado e se abre quando o satélite executa a manobra de reentrada na atmosfera. Essa
estratégia é crucial para a protecdo do satélite, proporcionando uma forma eficiente de
dissipar a energia gerada durante a passagem na camada atmosférica, minimizando danos e
garantindo a integridade dos sistemas internos.

O Filtro de Kalman Estendido destaca-se como um dos métodos mais utilizados
para a estimacdo, especialmente no ambito da determinacdo da atitude de satélites e outros
veiculos que operam no espaco. Essa relevancia se deve a sua capacidade de tratar incertezas
que podem ocorrer tanto nos modelos empregados quanto nas medicoes realizadas. Além
disso, sua habilidade em lidar com problemas dinamicos ndo-lineares, que é frequentemente
observado na tarefa de estimacdo da atitude de um satélite, torna-o uma escolha preferencial

na area.

1.1 Objetivo Geral

O objetivo primordial deste trabalho de conclusdo de curso é efetuar uma comparacao
da eficicia de diversos tipos de técnicas de filtragem que sdo empregadas na estimacdo de
atitude de satélites. Para tanto, foi escolhido como objeto de estudo o satélite SPLASH,
um satélite conceitual desenvolvido por meio de uma colaboragdo entre o Ministério dos
Negocios Estrangeiros da Italia (MAECI) e o Conselho Nacional das Fundacoes Estaduais
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de Amparo a Pesquisa (CONFAP), coordenado pelo Centro Italiano Ricerche Aerospaziali
(CIRA) . Essa missdo tem como objetivo o desenvolvimento de um escudo de protecdo para
satélites para reentrada atmosférica. Este satélite se revela um objeto de estudo pertinente,
pois demanda uma estimagdo de atitude robusta para garantir o €xito de sua missao.

1.2 Objetivo Especifico

Afim de alcancar o objetivo geral deste trabalho, este foi dividido em diversos objetivos
mais especificos:

« Fazer uma revisdo de toda a fundamentacio teoérica da cinemética e da dinamica de
satélites além dos sensores utilizados para estimar a atitude de satélites

« Fazer a implementacao dos métodos de estimacdo que serdo objetos de estudos no
programa MATLAB

« Adaptar o codigo de estimacdo de atitude do satélite Tropical Rainfall Measuring
Mission (TRMM) disponibilizado no livro Fundamentals of Spacecraft Attitude Deter-
mination and Control (Markley F. L.; Crassidis, 2014) com os novos filtros e parametros
orbitais do satélite S.P.L.A.S.H.

« Fazer uma comparacdo entre as diferentes estimacoes de atitude obtidas

1.3 Justificativa

Com o continuo avango tecnoldgico dos processadores, que incorporam transistores
em dimensdes cada vez menores e, por conseguinte, aumentam significativamente seu poder
de processamento, surge a viabilidade de conduzir um estudo aprofundado sobre a utilizacdo
de filtros de Kalman com melhor desempenho em presenca de outliers. Esses filtros podem
aproveitar todo esse potencial de processamento disponivel para realizar uma estimativa
de atitude com maior acuricia. Essa melhoria ndo apenas possibilita uma estimativa mais
acurada, mas também torna factivel a execucdo de um controle de atitude de maneira mais
efetiva.

Esses filtros possuem a capacidade de gerenciar uma quantidade significativa de incer-
tezas e ndo linearidades, o que contribui para a reducdo de custos ao diminuir a dependéncia
de sensores que precisam ser extremamente acurados. Essa reducdo de custos beneficia ndo
apenas Orgdos governamentais, mas também empresas privadas que apresentam interesse
em desenvolver satélites com um custo inferior.

A justificativa para a execuc¢do deste trabalho se origina da incerteza provocada pela
ampla quantidade de variacoes do filtro de Kalman. Essas variacdes foram desenvolvidas

ao longo dos anos, desde a sua primeira men¢do em um artigo que tratou da estimacdo de
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atitude, no ano de 1970, por James Farrell(Farrell, 1970). Nesse cendrio, a principal pergunta
que se apresenta é: qual variacdo, dentre as diversas selecionadas para o estudo, oferece a
estimativa mais acurada, mantendo, a0 mesmo tempo, um custo computacional reduzido?

1.4 Organizacao do Trabalho

O Capitulo 2 oferece uma contextualizacio detalhada sobre um tipo especifico de
satélite que requer uma estimacao de atitude que seja a0 mesmo tempo robusta e eficiente:
os satélites de reentrada. Esses satélites exercem uma funcio essencial em diversas missoes,
e sua habilidade de manter uma orientacao precisa durante o processo de reentrada na
atmosfera é absolutamente fundamental para garantir o sucesso das operacoes, além de
assegurar a protecdo dos equipamentos presentes a bordo.

O Capitulo 3 deste trabalho tem como objetivo apresentar a fundamentagdo tedrica
bésica que se faz necessaria para o adequado desenvolvimento e a efetiva realizacdo do
trabalho proposto.

No Capitulo 4, sdo apresentados as principais variacdes do filtro de Kalman a serem
avaliados neste trabalho. Além disso, ha a inclusdo de alguns filtros mais basicos, os quais
servirdo como referéncia para comparacao e analise.

O Capitulo 5 apresenta os resultados e uma discussdo comparativa sobre os filtros
analisados.

No capitulo 6 sdo apresentados as ideias conclusivas sobre este trabalho.

Ao final do documento, encontra-se o codigo adaptado para a elaboracio deste traba-
lho, onde sdo implementados o Filtro de Kalman Estendido, o Filtro de Kalman Adaptativo
Basedo em Inovacio, o Filtro de Kalman Ensemble e o Filtro de Kalman Raiz Quadrada de
Ensemble.
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2 Satélites de reentrada atmosférica

Satélites concebidos para reentrada atmosférica representam um avanco significativo
no Ambito das missdes espaciais por diversos motivos. Um dos aspectos mais notaveis € a
possibilidade de recuperar integralmente esses satélites ao término de seu ciclo operacional,
em vez de serem simplesmente descartados na atmosfera. Essa pratica contrasta com a
maioria dos satélites que, durante sua operacdo, utilizam o arrasto atmosférico como um meio
de se desfazer de maneira controlada ao final de suas missées, como por exemplo o satélite
Upper Atmosphere Research Satellite (UARS) , desenvolvido pela National Aeronautics and
Space Administration (NASA), lancado em 1991, e que custou cerca de 750 milhdes de ddlares
para ser construido (Goddard Space Flight Center, 2025). Desenvolver satélites que possam
fazer reentrada atmosférica nao apenas contribui para a preservacdo de recursos valiosos,
mas também abre a possibilidade de estudo e reutilizagdo das tecnologias embarcadas.
Além disso, proporciona um maior controle sobre o local de queda de satélites que foram

desativados.

Uma outra motivagao significativa para o desenvolvimento de sistemas de reentrada
para satélites é a possibilidade de enviar esses veiculos espaciais para planetas que possuem
uma atmosfera que, devido as elevadas temperaturas ou caracteristicas corrosivas, podem
afetar negativamente a integridade fisica do satélite, diminuindo substancialmente o seu
tempo de vida.

Nas secdes que se seguem, alguns satélites que foram desenvolvidos com o propdsito

de testar sistemas de reentrada serdo apresentados. Esta andlise culminard com a descri¢do
do satélite que € objeto de estudo deste trabalho, denominado SPLASH.
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2.1 CAPE-MIRCA

O CAPE-MIRCA foi um satélite parte do conceito CubeSat Application for Planetary
Entry Missions (CAPE) de satélites que visava o desenvolvimento de CubeSats com modulos

de propulsdo além de tecnologias que permitissem a reentrada atmosférica do satélite.

3. Planetary Entry
A. Entry probe

2. Targeting and deployment

orbit adjustment B. PEP survival
C. Communications
from PEP to SM
D. SM demise after
probe data re-
transmission.

1. Deployment

Figura 2.1 - CAPE-MIRCA. Fonte: NASA

O sistema de reentrada consistia em um modulo que se separaria do satélite levando
consigo sensores que fariam medicdes das caracteristicas atmosféricas terrestres durante
sua reentrada. Esse médulo era revestido por um material altamente resistente as variacoes
de temperatura, que sofreria um desgaste controlado a medida que passasse pela atmosfera,
garantindo que as medic¢des fossem realizadas de forma eficaz e segura. O satélite foi testado
em 2015 ao ser levado por um baldo estratosférico da NASA até os limites da atmosfera
(Esper, 2025).

2.2 ADEPT

O projeto Adaptable, Deployable Entry and Placement Technology (ADEPT) tem como
objetivo o desenvolvimento de um sistema de reentrada que se apresenta na forma de um
aeroescudo semi-rigido. Este dispositivo possui um coeficiente balistico reduzido, o que
facilita a entrada atmosférica e a desaceleragio de satélites durante missdes planetarias. Uma
das caracteristicas mais notaveis desse sistema € a sua flexibilidade, permitindo que ele seja
retratil. O aeroescudo é confeccionado a partir de um tecido de fibra de carbono (Cassell et
al., 2018).
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Figura 2.2 - Prot6tipo do aeroescudo. Fonte:(Cassell et al., 2018)

2.3 IRENE

O Italian Re-Entry Nacelle for Microgravity Experiments (IRENE) é uma capsula de
reentrada com escudo inflavel em formato de guarda-chuva com o objetivo de permitir, entre
outras possibilidades, o envio de paylods da International Space Station (ISS) de volta para
a terra além de ser um possivel veiculo de retorno para missoes cientificas realizadas em
Orbita terrestre baixa. Esse projeto foi desenvolvido em colaboracdo entre o ALI Consortium,
o CIRA e a renomada Universidade de Napoles Federico II. O teste da capsula foi realizado
com éxito no ano de 2022, por meio do lancamento de um foguete sub-orbital (Mungiguerra,
2023)(Bassano et al., 2011).

Figura 2.3 - Capsula de teste. Fonte: (Mungiguerra, 2023)
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2.4 SPLASH

O SPLASH € um conceito proposta na forma de um sistema de protecdo térmica
no formato de guarda-chuva. Ao contrario dos outros sistemas propostos até o presente
momento, 0 SPLASH nio faz uso de uma estrutura inflavel. O seu conceito se assemelha ao
funcionamento real de uma guarda-chuva, onde um tecido com propriedades de resisténcia
térmica € aberto por meio de bragos mecanicos. Esses bracos mecanicos podem se mover de
forma independente, mudando o formato do escudo para a realizacdo de uma reentrada mais
precisa. O projeto foi concebido como uma parceria entre drgdos governamentais brasileiros
e italianos (Dimino et al., 2023).

Nose Cap

Fixed Ring

Ribs

el

Figura 2.4 — Estrutura proposta do SPLASH. Fonte:(Dimino et al., 2023)
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3 Fundamentacao Tedrica

3.1 Cinematica

A cinematica tem como objetivo explicar as caracteristicas que sdo inerentes ao
movimento de um corpo, sem levar em conta as causas que provocam esse movimento
(Markley F. L.; Crassidis, 2014). Em outras palavras, a cinemadtica analisa 0 movimento sem
considerar os efeitos de forcas, torques e demais interacées que possam estar atuando sobre o
corpo em questdo, descrevendo a correlacio entre a mudanca na orientacdo de um corpo e sua
velocidade angular (Xie, 2022). Essa abordagem oferece uma compreensio mais aprofundada
das trajetdrias, velocidades e aceleracdes dos objetos, sendo essencial para a andlise do
comportamento dindmico dos sistemas que se encontram em movimento. A cinemadtica de
atitude pode ser representada de diversas maneiras, com algumas dessas maneiras sendo
detalhadas a seguir, mas este trabalho fard uso, principalmente, da representacdo por meio

de quatérnions (Shuster, 1993).

3.1.1 Parametrizacoes
3.1.1.1 Angulos de Euler

Angulos de Euler descrevem atitude através de trés rotagdes consecutivas em eixos
distintos (Markley F. L.; Crassidis, 2014). A rotacdo transforma o referencial do corpo para
coincidir com o referencial inercial desejado.

Zb Zr Zb (Zr )

¥, (1) Jo
Y,

'xb (xr ) xr 'xr

Figura 3.1 — Rotacoes realizadas em torno dos trés eixos. Fonte:(Xie, 2022)

Matrizes sdo utilizadas para representar diferentes tipos de rotacdo em torno de eixos
especificos e distintos. As matrizes basicas sdo mostradas a seguir.
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1 o0 0
Ry (0) = [0 cos(8) —sin(B) (3.1)
[0 sin(6) cos(6)

[ cos(p) 0 sin(g)]
Ry(p) = 0 1 0 (3.2)

|—sin(p) 0 cos(p)]

[cos(1) —sin(y) O]
R:() = [sin(¥) cos(y) O (3.3)
0 0o 1

A matriz resultante, que descreve as trés rotacoes ¢ chamada de matriz de cossenos di-
retores, também conhecida como matriz de atitude. No total, existem 12 possiveis sequéncias
de rotacdo, geradas a partir da combinacao das trés matrizes fundamentais (Xie, 2022). Os
eixos x, y e z sdo geralmente denominados de 1, 2 e 3, respectivamente, quando referenciados
no contexto de uma sequéncia de rotacdes de angulos Euler. A sequéncia mostrada na figura
3.1, por exemplo, realiza uma rotacdo no eixo X, depois uma rotacdo no eixo y e uma ultima
rotacdo no eixo z. Essa sequéncia especifica é conhecida como 1-2-3 e possui a seguinte
matriz de atitude — os termos cos e sen sdo substituidos por c e s, respectivamente, com o
intuito de tornar o texto mais conciso:

c(p)c(®) —c(e)s(¥) s(p)
Rizz = [c(0)s(¥) +5(8)s(p)c(¥) c(O)c(P) —s(O)s(@)s(¥) —s(O)c(e) (3.4)
$(0)s(¥) —c(O)s(p)c(®)  s(O)c(P) +c(O)s(p)s(¥)  c(B)c(p)

Neste trabalho, utiliza-se a sequéncia de rotacdo 3-2-1 (yaw-pitch-roll), também co-
nhecida como sequéncia aerondutica ou ZYX, que é a convencao mais comum em aplicacdes
de estimacdo de atitude de satélites (Markley F. L.; Crassidis, 2014). A conversio entre qua-
térnions e angulos de Euler depende da sequéncia escolhida, portanto esta deve ser mantida
consistente em todo o documento.

Um dos problemas da representacdo por angulos de Euler € o fendmeno conhecido
como gimbal lock, que se caracteriza pela perda de um grau de liberdade quando dois eixos
coincide apds uma rotacio de 90° em um eixo especifico (Markley F. L.; Crassidis, 2014).
E importante notar que o gimbal lock é uma limitacdo da parametrizacio por angulos de
Euler, ndo da matriz de cossenos diretores (DCM) em si, que € uma representacdo completa
e ndo-singular. Esse fendmeno resulta na situagdo em que a rotacdo em um determinado
eixo acaba gerando, de maneira involuntaria, uma rotagdo em outro eixo. Isso ocorre devido
ao alinhamento existente entre os eixos envolvidos. Esse tipo de situacdo é frequentemente
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observado, por exemplo, em sistemas fisicos que utilizam trés suspensdes cardas, sendo uma
destinada a cada um dos eixos envolvidos. Esse dilema pode ser abordado e solucionado por
meio de diversas estratégias, e uma das abordagens que pode ser adotada € a utilizacdo de
diferentes sistemas de representacdo. Um desses sistemas € o eixo-angulo de Euler, o qual
seréd explorado e apresentado na se¢ao a seguir.

3.1.1.2 Eixo-angulo de Euler

A representacdo por eixo-angulo de Euler ¢ considerada uma abordagem mais geral e
compacta (Xie, 2022) para descrever as rotacoes de um objeto tridimensional. Essa represen-
tacdo utiliza uma unica rotagdo em torno de um eixo arbitrario para representar qualquer
orientacdo, evitando as singularidades dos angulos de Euler.

€1
r=0¢=20|e, (3.5)
€3
com r o vetor de rotacdo, é o eixo unitario e 6 o angulo de rotagao.

Dessa maneira, € possivel realizar a conversdo das rotacdes que estdo formatadas em
angulos de Euler para o formato eixo-angulo de Euler, utilizando as defini¢des a seguir:

tr(R) -1
@ = arccos (%) (3.6)
R35 — Ro3
e =—— R — R 37
25in(0) 13 — R31 (3.7)
Ry1 — Ry2

onde R ¢ a matriz de atitude e R;;j € o elemento na linha i, coluna j.

A partir deste momento, é possivel estabelecer a matriz de atitude por meio da
utilizacdo da férmula de rotacdo de Rodrigues (Xie, 2022; Markley F. L.; Crassidis, 2014).
Essa férmula é amplamente utilizada em campos que envolvem a dindmica de sistemas
rotacionais, pois permite a conversido de um vetor de rotacdo em uma matriz de rotacao.

R =I+sin(8)K + (1 — cos(8))K> (3.8)

onde I é a matriz identidade e K é a matriz anti-simétrica de é:

K=]les 0 - (3.9)
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Dessa maneira, a expressdo ampliada da matriz de atitude em eixo-angulo de Euler, a
qual efetua a transformacao de vetores do referencial do corpo para o referencial inercial, é

apresentada da seguinte forma:

co + e%(l —cO) erex(1—cH) —e3zs0 eje3(1—ch) +eps0
R=|ee1(1-cO)+e36 cO+e3(1—cB)  eres(1—cH) —ersd (3.10)
eze1(1—cO) —es6 ezen(1—cb)+e1s6 O+ eg(l —c0)

Embora essa representacao consiga solucionar a problemaética de gimbal lock e apre-
sente uma abordagem mais intuitiva em compara¢do com os angulos de Euler para fins
de andlise, é importante notar que, do ponto de vista computacional, ela ndo é a op¢do
mais eficiente disponivel (Markley F. L.; Crassidis, 2014). Dessa forma, este trabalho utiliza

quatérnions e a matematica que os envolve para realizar esses calculos.

3.1.1.3 Quatérnions

Quatérnions foram inicialmente propostos por Hamilton (Hamilton, 1844) como
um sistema numérico para extender os numeros complexos, denominados de nimeros
hipercomplexos. Este sistema numérico partiu da necessidade de Hamilton encontrar uma
forma de obter o quociente de dois pontos em um espaco tri-dimensional, pontos estes que
poderiam ser interpretados como ntimeros complexos. Um quatérnion é definido como:

q=qo+iq1+jg2+kqs onde qo,q1,92,93 €R (3.11)

Para alcancar os objetivos propostos neste trabalho, a representacdo de quatérnions
que sera utilizada é a mesma estabelecida por Crassidis e Markley (Markley F. L.; Crassidis,
2014), onde a parte escalar é posicionada na parte inferior.

q1
q-=|? (3.12)
q3

o

Também é de grande relevancia definir o conjugado de um quatérnion, que para um

quatérnion unitdrio corresponde a sua inversa:

—q1
qg=|% (3.13)
—q3

do



25

Dessa maneira, € vidvel representar a atitude de um corpo em relacdo a um referencial
inercial por meio de quatérnions unitarios. A angulacdo de uma aeronave, por exemplo,
¢ conhecida como arfagem, rolagem e guinada. Estes movimentos sio comumente repre-
sentados em angulos de Euler, utilizando o sistema de referéncia inercial denominado
North-East-Down (NED). Neste sistema, os eixos sao definidos de forma que x corresponde
ao Norte polar, y representa o Leste terrestre e z aponta para baixo, em dire¢cdo ao centro da
Terra. A conversio de angulos de Euler para quatérnions é dada por (Markley F. L.; Crassidis,

2014):
g1 = sin (ﬁ) cos (?) cos ? — COS (ﬁ) sin (f) sin (f
2 2 2 2 2 2
g2 = COoS § sin ? cos % + sin ﬁ cos f sin ?
2 2 2 2 2 2 (3.14)
_ cos | (f)-%_-ﬁ-f (% '
g3 = COS cos sin sin sin cos
2 2 2 2 2 2
go = COS § cos (f) cos (£)+sin ﬁ sin ¢ sin (ﬂ
2 2 2 2 2 2

Além disso, € possivel realizar a conversdo de um eixo-angulo de Euler para um
quatérnion, operacdo que serd extremamente Util em etapas posteriores, especialmente para
efetuar rotacdes em um vetor. Esse processo pode ser facilmente executado da seguinte
maneira (Markley F. L.; Crassidis, 2014):

)
sin 3 e
)
sin 5 e,

q=| 2 (3.15)
sin 3 e3

)
Cos 5

Tendo em vista esses conceitos, € possivel representar rotacoes por meio da utilizacio
de quatérnions. Para que isso ocorra, € essencial, em primeiro lugar, entender como a
multiplicacdo desses quatérnions é realizada, uma vez que essa operacdo ¢ indispensavel
para realizar rotacdes utilizando esse método especifico. A multiplicacdo de dois quatérnions
¢ expressa da seguinte maneira:

qoP1+q1Po+q2p3 — q3p2
- + +
qep= qop2 —q1pP3 +q2Po + q3p1 (3.16)
qop3 +q1pP2 — q2P1 + q3Po

qoPo —q1P1 — q2P2 — q3P3

E importante notar que a ordem dos elementos multiplicados é importante. Com
essa operacdo em maos, € possivel, por exemplo, aplicar uma rotagdo a um vetor em trés
dimensoes utilizando quatérnions. Para efetuar esse procedimento de maneira adequada,
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inicialmente, € imprescindivel realizar a conversdo do vetor em um quatérnion, no qual os
componentes do vetor correspondem aos primeiros elementos do quatérnion, enquanto a
parte escalar é definida como igual a zero:

v (3.17)

A equacgdo 3.15 é utilizada para determinar o quatérnion que representa a rotacdo
a ser aplicada ao vetor considerado. Em seguida, uma sequéncia de multiplicacdes entre
quatérnions € realizada com o intuito de obter o vetor rotacionado desejado. Inicialmente, o
quatérnion de rotaciao é multiplicado pelo quatérnion correspondente ao vetor. Apds essa
operacao, a multiplicacdo pelo conjugado do quatérnion de rotacdo € executada, completando
assim o cdlculo necessario para a transformacdo do vetor na nova orientagdo (Markley F.
L.; Crassidis, 2014).

vV=qeveq" (3.18)

Este método é conhecido como método conjugado e é empregado principalmente
na tarefa de converter medicdes obtidas no referencial do corpo, utilizando sensores, por
exemplo, para o referencial inercial. Outro método, identificado como o método direto, sera
empregado para a estimacdo da atitude de um satélite ao longo do tempo. Esse método sera
detalhado na Secao 3.1.2.1.

A matriz de atitude pode ser obtida a partir de um quatérnion utilizando a seguinte
equacdo (Markley F. L.; Crassidis, 2014):

1-2(g5+q3) 2(q192—q0g3) 2(q193 + qog2)
R=(2(q192+qogq3) 1-2(q1+q3) 2(q293 — qoq1) (3.19)
2(q193 — 9092)  2(q293 + qoq1) 1-2(q} +q3)

A conversdo entre as trés parametrizacdes que foram apresentadas até o momento é
de suma importancia, pois, apesar de os quatérnions se mostrarem mais eficientes do ponto
de vista computacional no que diz respeito ao cdlculo de rotagdes, os Angulos de Euler se

revelam mais intuitivos quando se trata de visualizacdo e anélises (Shuster, 1993).

3.1.2 Cinematica de Atitude

As parametrizagdes anteriores ndo incluiram velocidade angular — componente es-
sencial da cinematica (Markley F. L.; Crassidis, 2014). A velocidade angular serd introduzida
usando quatérnions, a representacdo principal deste trabalho.
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O giroscdopio mede a velocidade angular nos trés eixos, representada pelo vetor cw:

w = |w, (3.20)

A velocidade angular ¢ um conceito de grande relevancia, uma vez que possibilita a
avaliacdo da variacdo da atitude. Em outras palavras, essa medida nos fornece informacoes
sobre a rapidez com que a orientacdo de um corpo se altera. Para calcular a variacdo do
quatérnion, transformamos o vetor de velocidade angular em um quatérnion, conforme
ilustrado em 3.17, adicionando um componente escalar igual a zero ao final. Posteriormente,
a derivada do quatérnion em relagdo ao tempo é calculada, conforme descrito em (Markley
F. L.; Crassidis, 2014):

1
q=-q8w (3.21)

Para otimizar essa operacdo sob a perspectiva computacional, € bastante vidvel realizar
a conversdo do processo em uma multiplicacdo entre uma matriz e um vetor. Com esse
objetivo, o vetor w ¢é transformado em uma matriz 4x4, cujo formato é anti-simétrico, e a
essa matriz designamos o nome de Q:

Q(w) = _w (3.22)

Isso possibilita a obtencdo da variacdo do quatérnion por meio da seguinte operacao
(Markley F. L.; Crassidis, 2014):

4= 504 (3.23)

A transformacdo da representacio da velocidade angular de vetor para matriz possi-
bilita a execucdo de operagdes computacionais com maior eficiéncia. Isso se deve ao fato de
que os computadores sdo projetados para realizar multiplicacdes de matrizes e vetores de
maneira otimizada. E importante ressaltar que essa abordagem assegura que o resultado
obtido permaneca equivalente ao que seria alcancado por meio da 4lgebra de quatérnions.

Existem diferentes convengdes na literatura para a matriz £, com variacées nos sinais
de alguns elementos dependendo da convencdo de multiplicacdo de quatérnions adotada.
Este trabalho segue a convencdo de Crassidis & Markley (Markley F. L.; Crassidis, 2014).
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3.1.2.1 Propagacao Discreta de Quatérnions

Para integracdo numérica, a forma discreta exata assumindo w constante é:

Qic+1 = P (e, At)qy (3.24)

onde ® ¢ a matriz de transicdo de estado do quatérnion, definida como:

6 COC - 6 - 0
COoS 2 n; S 3 —hy Sin 2 ny SIn 2
- 0 6 T -0
®(w, Al) = —ng s.lnez cos? ) Ny sn; 3 ny s?n g (3.25)
nysins  —nysin 3 Ccos 3 ng sin 3
—nysin? -nysin? -n,sin cos?
x 2 y 2 z 2 2

com 6 = ||w||At e n = w/||w|| sendo o eixo unitario de rotacdo (Markley F. L.; Crassidis,
2014).

3.2 Dinamica

A dindmica de atitude estuda movimentos rotacionais e os torques que os causam
(Markley F. L.; Crassidis, 2014; Xie, 2022). As equagdes que governam este campo de estudo
estabelecem relacoes entre a velocidade angular de um corpo, o tensor de momento de
inércia e os torques externos que atuam sobre ele. Considerando que nio se fard uso de
atuadores no contexto deste trabalho, a modelagem da dindmica de atitude ser4 tratada de
maneira mais simplificada e direta. Essa equacgado é conhecida como equacido do movimento
de Euler (Markley F. L.; Crassidis, 2014):

Jo+wx (Jw) =1 (3.26)
onde J é o tensor momento de inércia:
Jix ]xy sz

Jzx Jzy Jzz

w ¢ a velocidade angular, @ a aceleracdo angular e 7 o torque externo.

3.3 Sensores de Atitude

Para se conseguir calcular a atitude de um satélite, ¢ imprescindivel o uso de sensores,

pois eles fornecem as medicdes necessarias para essa estimativa. Sem esses dispositivos,
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seria invidvel determinar a orientacdo adequada do satélite enquanto ele opera no espaco,
dado que os sensores possibilitam a coleta de dados cruciais para essa finalidade.

Diversos tipos de sensores podem ser encontrados no mercado (Wertz, 1978). No
entanto, para os objetivos deste estudo, nossa atencio estara voltada exclusivamente para trés
deles: o DSS (Digital Sun Sensor, Sensor Solar Digital) , 0 TAM (Three-Axis Magnetometer,
Magnetometro Triaxial) e o RIG (Rate Integrating Gyroscope, Giroscopio Integrador de
Taxa) . Sensores dessa natureza foram selecionados especificamente devido a sua frequente
utilizacdo como a base principal na determinacio da atitude, especialmente em situacoes
onde os sensores primarios deixam de funcionar adequadamente (Markley F. L.; Crassidis,
2014).

3.3.1 Modelo Vetorial Genérico

Todos os sensores vetoriais (magnetdmetro, sensores solares) seguem um modelo
geral que relaciona a medicdo no referencial do corpo com o vetor de referéncia no referencial
inercial (Markley F. L.; Crassidis, 2014; Wertz, 1978):

z=A(qQr;+Vv (3.28)

onde z € R? é o vetor medido no referencial do corpo, A(q) € SO(3) é a matriz de
rotacdo do quatérnion (Eq. 3.19), r; € R3 é o vetor de referéncia inercial e v ~ N(0,R) é
ruido gaussiano de média zero.

Alguma suposicoes precisam ser feitas para que modelo seja verdade:
1. O sensor estd rigidamente montado no corpo do satélite
2. O referencial do sensor e do corpo sdo alinhados entre si
3. O ruido de medicdo ¢ aditivo e gaussiano
4. A referéncia inercial r; é conhecida com precisdo

Para utilizacdo em filtros de Kalman, a medicdo € linearizada em torno da estimativa
atual, resultando na equacao de inovacdo (Markley F. L.; Crassidis, 2014):

v =z - A@r; ~ —A(§)[r;:x] 56 +V (3.29)

onde [r;X] é a matriz anti-simétrica de r; e §6 € o vetor de erro de atitude.
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3.3.2 DSS

Figura 3.2 - Digital Sun Sensor (CubeSatShop, 2023)

Um Sensor Solar Digital € composto por uma matriz de fotocélulas que gera um sinal
quando expostas a luz. Este sensor € geralmente colocado atrds de uma abertura estreita,
permitindo que a luz passe por ela. A abertura cria uma sombra varidvel sobre as fotocélulas,
iluminando seletivamente certas células dependentemente do angulo pelo qual a luz solar
incide. Com base nessa distribuicdo seletiva de luz e sombra, o dispositivo eletronico € capaz
de determinar a posi¢cdo da fonte luminosa em relagdo a face onde o sensor estd montado
(Wertz, 1978).

Para que o sensor possa ser utilizado para estimacao, é necessario que o seu funciona-
mento seja descrito de forma matematica. Desta forma, o modelo de medicdo de um Sensor
Solar Digital ¢ dado da seguinte forma (Markley F. L.; Crassidis, 2014):

a arctan (5)
- T +vaun (3.30)
B arctan (%)

onde o e 8 sdo angulos medidos em relacdo aos eixos x e y do sensor, (x,y) sdo
coordenadas do centroide no detector, f € a distancia focal e vg,, é ruido branco gaussiano.

Com esses angulos, € possivel obter o vetor solar medido:

) tan o
Sg = tan 3 (3.31)
V1 +tan?a + tan? g 1

Este vetor segue o modelo vetorial genérico da Eq. 3.28, onde z = sg e r; € a direcdo

do Sol no referencial inercial.
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3.3.3 TAM

Figura 3.3 - Magnetometro de 3 eixos (SatCatalog, 2024)

Um magnetometro tridimensional é um instrumento que realiza a medicio da forca e
da orientacdo do campo magnético ao longo de trés eixos que sdo perpendiculares entre si. No
contexto da determinacdo da atitude de um satélite, esse dispositivo exerce um papel crucial
ao identificar a orientacdo do satélite em relacdo ao campo magnético presente na Terra
(Markley F. L.; Crassidis, 2014). Por meio das informacdes obtidas a partir dessas medigdes,
¢ possivel calcular a atitude do satélite, utilizando o conhecimento pré-existente sobre o
comportamento do campo magnético na regido da drbita em que o satélite se encontra posi-
cionado. Essa capacidade de medicdo nio apenas facilita, mas também permite a realizacdo
de ajustes precisos na orientacdo do satélite, otimizando seu alinhamento, especialmente
quando combinado com outros sensores complementares.

O modelo matematico de um magnetdmetro de trés eixos é definido da seguinte
forma (Wertz, 1978):

By, = Csf(I + Cron-orth) Bt + b + Viag (3.32)

onde B, € o campo medido, B; o campo verdadeiro, C = diag(sy, Sy, Sz) a matriz de

fatores de escala, Cyon—ortn @ matriz de ndo-ortogonalidade, b o bias e v;,44 ruido gaussiano.

Entretanto, para utilizacdo dentro de filtros de Kalman ¢ utilizado um modelo sim-
plificado, que despreza os erros de fator de escala e nao ortogonalidades ou que compensa
estes erros por meio de calibragdo:

Onde o vetor de bias b é estimado pelo filtro de Kalman.
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3.3.4 RIG

Figura 3.4 - Giroscépio do tipo Sistema Microeletromecanico (Fraunhofer, 2025)

Um giroscopio integrador de taxa ¢ um dispositivo que mede a taxa de rotacio e a
integra ao longo do tempo para determinar a orientacdo relativa ou angulo rotacional. E
importante destacar que esse equipamento ndo fornece a orientacido absoluta, mas sim a
variacdo na atitude ao longo de um determinado intervalo de tempo (Markley F. L.; Crassidis,
2014). Esse instrumento ¢ amplamente utilizado para identificar as mudancas na atitude
ou na orientacdo do satélite em relacdo a um ou mais eixos. Os dados obtidos do giroscopio
sdo frequentemente combinados com informagdes provenientes de outros sensores, como
magnetometros, com o intuito de fornecer uma estimativa precisa e confidvel da atitude
total do satélite.

A relacao entre a velocidade angular verdadeira do satélite e a velocidade angular
medida é dada da seguinte forma (Farrell, 2008):

@=(I+8S)w+by+ny (3.34)
Onde:
@ € o vetor de velocidade angular medido.
w € o vetor de velocidade angular verdadeiro da espaconave.
I é a matriz identidade.
S € a matriz de erro de fator de escala e acoplamento cruzado.

by € o vetor de bias do giroscopio. O bias € frequentemente modelado como uma combinagao
de um termo constante e um termo variavel no tempo:
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onde nyg4 € um processo de ruido branco Gaussiano de média zero. Isso permite que o filtro

de Kalman estime o bias variavel no tempo.

3.4 Cenario de Missao

Este trabalho considera uma missdo de reentrada atmosférica controlada de um
CubeSat 12U equipado com um escudo térmico articulado do tipo guarda-chuva (umbrella
heat shield). A missio é dividida em duas fases distintas, com abertura do escudo a 250 km
de altitude, simulando a descida orbital desde 400 km até 120 km.

A missdo foi dividida em duas fases com o objetivo de aproxima-la a uma situacao
mais real. A abertura do escudo foi decidida em 250 km pois ¢ o momento logo antes de
alguns fendmenos de reentrada comecarem a acontecer. A simulacdo contém apenas os
modelos fisicos essenciais para a propagacao orbital e determinacdo de atitude: densidade
atmosférica (NRLMSISE-00(Picone et al., 2002)), arrasto aerodindmico (Vallado, 2013), e
campo magnético terrestre (WMM-2010).

A Tabela 3.1 apresenta os parametros fisicos do satélite para ambas as fases da missao:

Tabela 3.1 — Pardmetros fisicos do CubeSat 12U

Parametro Fase 1 Fase 2

Massa 24 kg 24 kg
Configuracio Escudo recolhido Escudo aberto
Diametro do escudo - 1m

Area de arrasto 0.15 m2 0.785 m?2
Coeficiente de arrasto Cp = 2.2 Cp=1.9
Razdo A/m 0.00625 m2/kg 0.03271 m2/kg
Orbita inicial 400 km circular, equatorial
Altitude alvo 120 km

O alto coeficiente de arrasto do cubesat com escudo recolhido decorre da geometria
aproximadamente cubica com apéndices (antenas, painéis solares retraidos). Durante a fase
com escudo aberto, o formato contuso em regime de escoamento molecular livre (tipico de
orbitas baixas) resulta em coeficiente ligeiramente menor. Apesar do menor Cp na fase 2, a
area 5x maior (0,785 vs 0,15 m2) aumenta significativamente a forca de arrasto, acelerando
o decaimento (Vallado, 2013).

3.5 Dinamica Orbital com Arrasto Atmosférico

A propagacdo da orbita € realizada considerando a forca gravitacional da Terra (mo-
delo de dois corpos) e o arrasto atmosférico (Vallado, 2013).



34

3.5.1 Equacées de Movimento

O movimento do satélite € governado por:

F = agray + QAdrag (3.36)

A aceleragdo gravitacional (modelo de dois corpos) é:

Agray = —}’%r (3.37)
onde:
« 1 é o vetor posicao (km, referencial inercial ECI)
o r =||r|| é o raio orbital

« 1 =398600.64 km3/s2 é o parametro gravitacional da Terra

3.5.2 Modelo de Arrasto Atmosférico

A aceleragdo devido ao arrasto atmosférico é dada por (Vallado, 2013):

1 pCDA

Adrag = _5

I Vrel [ Vrel (3.38)

onde:

+ p éadensidade atmosférica (kg/m3) do modelo NRLMSISE-00
« Cp = 1.9 é o coeficiente de arrasto

« A =0.785m2é a drea da secdo transversal

« m = 24 kg é a massa do satélite

* Vo € a velocidade relativa a atmosfera rotativa (m/s)

A velocidade relativa leva em conta a rotacdo da Terra:

Viel = Vgat — Wg X T (3.39)
onde:
0
we = 0 rad/s (3.40)

7.2921159 x 10>

¢ o vetor de rotacdo da Terra (apontando para o p6lo Norte).

O modelo atmosférico NRLMSISE-00 (Picone et al., 2002) é utilizado para calcular
a densidade atmosférica p em funcdo da altitude, latitude, longitude, data, hora, e indices
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de atividade solar (F10.7 e Ap). Este modelo empirico fornece a densidade total (neutra)
da atmosfera terrestre na faixa de 0-1000 km, utilizado na férmula acima para o calculo da
forca de arrasto atmosférico.

A densidade atmosférica varia exponencialmente com a altitude segundo a equacao:

p(h) = poexp (—h ;Ih(’) (3.41)

onde H ~ 30-60 km ¢ a altura de escala atmosférica. Na faixa de altitude da missdo (400-120
km), a densidade aumenta em aproximadamente 600,000 vezes, resultando em aceleracdo
exponencial do decaimento orbital.

3.5.3 Integracdao Numérica (Runge-Kutta de Quarta Ordem)

A propagacio orbital é realizada utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem
(RK4) (Burden; Faires; Burden, 2015; Vallado, 2013). Este método foi escolhido devido ao
seu excelente equilibrio entre precisdo, estabilidade e custo computacional para problemas
de dindmica orbital (Curtis, 2013).

3.5.3.1 Formulacao Matematica

Vetor de estado:

e R® (3.42)

Derivada do estado:

%= f(x,t) = H - [ ¥ ] (3.43)

- %1‘ + Qdrag (r.1,0)

Esquema de atualizacao RK4:

k) = f(xXpn,tn) (3.44)

k3 = f (Xn + gkz, t, + g) (346)
2 2

k4 = f(x, + Atks, t, + At) (3.47)

At
Xn+1 = Xp + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4) (348)
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3.5.3.2 Parametros de Integracao

O passo de tempo escolhido para a propagacdo orbital foi de 60 s, o que devido a 6rbita
circular inicial de 400 km e o consequente periodo orbital de cerca de 92.7 minutos, permite
obter aproximadamente 93 pontos por orbita, o que garante um erro de posi¢io menor que
1 km ao longo da missdo, mantendo o erro acumulado abaixo de 0.01% da magnitude da
orbita (Vallado, 2013).

A escolha do passo de tempo ¢ fundamentada em (Vallado, 2013):

« Para orbitas circulares em LEO (400 km), o periodo orbital € T ~ 92.7 min

« Com At = 60 s, obtemos aproximadamente 93 pontos por Orbita

Este passo garante erro de posi¢cdo < 1 km ao longo da missdo

O erro relativo acumulado permanece abaixo de 0.01% da magnitude da 6rbita

Ja a condicgdo de término da simulacgdo foi definida em 120 km, que marca o limite
inferior da termosfera e o inicio da mesopausa, onde o arrasto atmosférico muito grande
devido a densidade atmosférica e a reentrada final é iminente (Vallado, 2013).

3.5.4 Analise Tedrica do Decaimento Orbital

Para uma orbita circular com densidade constante, a taxa de decaimento do semieixo
maior € aproximadamente (Vallado, 2013):

da 2rpCpA ,
dt mT
onde T = 2w+/a3/u é o periodo orbital.

(3.49)

Para uma atmosfera exponencial p = poe /¥ com altura de escala H (Vallado, 2013):

% o« —p(h) o« —e MH (3.50)

Isso resulta em decaimento rapido em altitudes baixas (realimentacdo exponen-
cial: altitude menor — densidade maior — decaimento mais rdpido — altitude menor...).

Dissipacdo de energia:

A energia mecanica total é (Vallado, 2013):

1
E=-p2-H# (3.51)
2 r
A taxa de perda de energia ¢ (Vallado, 2013):
dE
— =V <0 (3.52)

dt
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A taxa € sempre negativa (energia é dissipada como calor na atmosfera).

O modelo NRLMSISE-00 (Naval Research Laboratory Mass Spectrometer and Incohe-
rent Scatter Radar Extended) é um modelo atmosférico empirico que fornece densidade de
massa, temperatura e composicdo atmosférica em funcdo da altitude, latitude, longitude,
dia do ano, hora do dia e indices de atividade solar (Picone et al., 2002).

3.5.5 Parametros de Atividade Solar

Os parametros fixos utilizados neste trabalho representam condi¢ées de atividade
solar moderada:

F10.75v = 150 sfu  (média de 81 dias) (3.53)
F10.74ai1y = 150 sfu  (fluxo didrio) (3.54)
APgaitly = 15 (indice geomagnético diario) (3.55)

onde 1 sfu = 10722 W/(m? - Hz) é a unidade de fluxo solar.

Interpretacao dos indices:

« F10.7 (fluxo de radio solar em 10.7 cm):

70-100: Minimo solar
100-150: Atividade moderada
150-200: Sol ativo

- > 200: Maximo solar

+ Ap (indice geomagnético):
- 0-7: Calmo

8-15: Instavel

16-29: Ativo

30-49: Tempestade menor

> 50: Tempestade maior

3.5.6 Variacao da Densidade com Altitude

Utilizando este modelo atmosférico é possivel obter a densidade atmosférica ao longo
da missdo planejada, de uma altitude de 400 km até 120 km.

Altura (km) Densidade (kg/m°)
400 5x 10712
120 3x107°

Tabela 3.2 - Densidade atmosférica em atividade solar moderada (F10.7 = 150)(Picone et al., 2002)
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E possivel notar que hd um aumento de densidade consideravel ao longo da missdo de
cerca de 6 ordens de magnitude. Este aumento exponencial € o que impulsiona o decaimento
orbital rapido em baixas altitudes.

3.5.7 Aproximacao por Altura de Escala

Na termosfera (> 90 km), a densidade segue aproximadamente:

p(h) ~ poexp (—h ;{ho) (3.56)

onde a altura de escala H ~ 30-60 km (varia com temperatura e composicao)
(Vallado, 2013).

3.5.8 Conversao de Coordenadas

A posicdo no referencial inercial ECI deve ser convertida para o referencial fixo na
Terra ECEF (Earth-Centered Earth-Fixed), e entdo para coordenadas geodésicas (latitude/-
longitude).
3.5.8.1

Tempo sideral

Osia (t) = 6o + wat (3.57)

onde:

B0 = 280.46061837 + 360.98564736628 - d,0o (3.58)
onde djgg0 representa o numero de dias Julianos desde J2000.0 (1 de janeiro de 2000,

12:00 TT), utilizado como época de referéncia para calculos astronémicos.

3.5.8.2 Rotacao ECI para ECEF

cos® sinf 0
YEcEF = |—Sin@ cos6 O recr (3.59)
0 0 1

3.5.8.3 Conversao ECEF para geodésica

E utilizada solucdo iterativa das equacoes do elipsoide com parAmetros WGS-84
(National Imagery and Mapping Agency, 2000).
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3.6 Modelo de Ruido dos Sensores

3.6.1 Ruido do Magnetéometro

O ruido do magnetometro ¢ modelado como ruido branco Gaussiano com desvio

padrdo constante:

Omag = 50 nT (3.60)

O valor de omag = 50 nT foi escolhido por estar na faixa de valores de ruido tipicos
para magnetdmetros espaciais utilizados em CubeSats (10-100 nT) (Wertz, 1978). Este
valor é consistente com sensores comerciais como 0 MAG3110 (ruido tipico de 25-50 nT) e
HMCS5883L (ruido tipico de 20-100 nT)., além de ser o valor utilizado no cédigo original
de simulacdo do TRMM (Markley F. L.; Crassidis, 2014) que foi utilizado como base para a
simulacao realizada neste trabalho.

Para um CubeSat 12U equipado com sensores comerciais um magnetdmetro com
ruido de 50 nT é uma possibilidade existente na escolha de um sensor para uma missao real,
uma vez que os magnetometros utilizados em CubeSats modernos podem apresentar niveis
de ruido em torno deste valor (Wertz, 1978).

3.6.2 Ruido do Giroscopio

O modelo de ruido de ruido usado para o giroscopio consiste de dois componentes,
modelo padrio utilizado para giroscépios do tipo RIG, utilizados nessa simulacdo (Markley F.
L.; Crassidis, 2014; Farrell, 2008): o angle random walk e o random walk do bias do giroscépio.

O angle random walk, como é chamado na literatura (Markley F. L.; Crassidis, 2014),

¢ um ruido branco Gaussiano modelado como:

ny ~ N(0,07) (3.61)

onde o, = 3.162 x 1077 rad/s (~ 1.09 x 1073 °/+h) ¢é o coeficiente de Angle Random
Walk. Ele representa o ruido que gera flutuagdes aleatérias instantaneas na medicgao.

Ja o random walk do bias do giroscépio € modelado da seguinte forma (Markley F.
L.; Crassidis, 2014):

by = nyy (3.62)
onde ny,y ~ N (0, o21) é um ruido branco Gaussiano com intensidade o, = 3.162 x
10710 rad/s'/2 (~ 1.09 x 10~° °/vh). Este representa a variacdo lenta do bias ao longo do

tempo.
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E possivel notar que ambos os ruidos sdo Gaussianos e o que diferencia eles é a
magnitude de cada coeficiente, uma diferenca de mil vezes. Essa diferenca de magnitude
representa o fato de o ruido de medicdo instantineo domina sobre a deriva lenta do bias
em escalas de tempo curtas e € uma escolha especifica herdada do codigo de simulagédo do
TRMM (Markley F. L.; Crassidis, 2014). O bias inicial ¢ by = 0.1 °/h (x 4.848 x 1077 rad/s).

Com esses coeficientes, 0 modelo de medicdo do giroscépio € dado por (Eq. 3.34):

w=w+n,+by (3.63)

onde:

@ Velocidade angular medida
w Velocidade angular verdadeira do satélite
7, Ruido branco (ARW)

b, Bias variavel no tempo (random walk)

Os valores utilizados sdo consistentes com o que é proposto para simulacées que
utilizam giroscépios MEMS, que sdo comumente utilizados em CubeSats por causa de suas
dimensoes pequenas (Markley F. L.; Crassidis, 2014; Wertz, 1978). E importante destacar que
a diferenca de magnitude de mil vezes entre os dois coeficientes e o fato de ambos utilizarem
o mesmo fator multiplicativo de 3.162 nio tém motivo fisico, mas foram uma escolha de
projeto dos autores do codigo de simulagdo do TRMM e do livro no qual este trabalho se
baseia (Markley F. L.; Crassidis, 2014). Apesar disso ambos os valores estdo dentro da faixa
tipica para giroscopios MEMS (Wertz, 1978; Markley F. L.; Crassidis, 2014).

3.6.3 Justificativa do Modelo Simplificado

A escolha de utilizar ruido constante no modelo dos sensores se deu pelo objetivo
central do trabalho, que é fazer uma comparacio entre os diversos algoritmos de filtragem
implementados neste trabalho. Adicionar mais realismo ao modelo dos sensores implicaria
em fazer com que o ruido variasse no tempo, sendo influenciado pela altura e a temperatura
do satélite. Isso aumentaria a complexidade do cédigo de forma significativa, uma vez
que a modelagem mais detalhadas dos fendmenos fisicos que afetam os sensores teria que
ser feita, aumentando ainda mais o escopo do trabalho. Além disso, é possivel notar na
literatura (Markley F. L.; Crassidis, 2014; Wertz, 1978; Shuster, 1993) que a utilizacdo de
ruido estaciondrio na modelagem dos sensores ¢ uma abordagem amplamente utilizada

quando se trata de comparacgdo de algoritmos.

Outro motivo pelo qual o modelo simplificado foi escolhido se deve ao fato de que
maior parte da missdo se encontra em altitudes onde efeitos ambientais como temperatura
e plasma ionosférico ainda nio afetam de forma significativa os sensores (Wertz, 1978),
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novamente aumentando a complexidade do cddigo sem contribuir significantemente para a

comparacio entre os filtros.

3.6.4 Limitacoes

A escolha de utilizar o modelo de ruido constante acarreta em algumas limitacdes na

simulacdo que devem ser levadas em consideracao ao analisar os resultados do trabalho:

Efeitos ambientais ndo modelados: a variacdo de temperatura devido ao aquecimento
aerodindmico gerado pelo aumento da densidade atmosférica ao longo do decaimento,
a interferéncia magnética do plasma presente na ionosfera e a propria degradacao
do sensor devido a ciclagem térmica e radiacdo sdo efeitos que mudam o ruido do
sensor com o tempo, mas que ndo foram modelados neste trabalho devido a restricoes
de tempo e a complexidade necessdria para implementar estes modelos de forma
robusta suficiente para que a qualidade da simulagdo aumentasse, uma vez que uma
implementacdo parcial desses fendmenos poderia diminuir a qualidade do trabalho,
sendo preferido seguir a abordagem feita na literatura (Markley F. L.; Crassidis, 2014;
Vallado, 2013; Wertz, 1978).

As conclusdes sobre o desempenho de cada um dos filtros abordados neste trabalho sao
relativas somente ao cenario proposto em 3.4, em outras palavras, ndo € possivel
generalizar os resultados aqui obtidos para outros cenérios, como no caso de ruidos
ndo estaciondrios ou ndo Gaussianos. Ainda assim € possivel verificar e validar algu-
mas das vantagens fundamentais de cada filtro, como a no utilizacio de Jacobianos
no EnSRF ou o mecanismo de adaptacdo de covariancia de medicdo baseado em
deteccao de outliers no RAKF (Se¢do 4.4).

3.6.5 Injecao de Outliers

Para testar a robustez dos algoritmos de filtragem a erros de medicao esporadicos e
de grande magnitude, foi implementada uma estratégia de injecdo de outliers na simulagao,
onde em 5% das medic¢des, em um dado instante de tempo, o ruido aplicado ¢ multiplicado
por 10, ou seja, o ruido no magnetdmetro naquele instante é de 500 nT.

Alguns dos motivos para implantacdo desta estratégia € simular situacdes onde
pode haver interferéncia eletromagnética devido ao acionamento de rodas de reagdo ou
magnetotorquers (Wertz, 1978), erros de conversdo analogico-digital, uma vez que apesar
de o sensor estar medindo um efeito de natureza continua, ele precisa transformar esta
leitura em informacao digital para ser interpretada pelo computador de bordo, assim como
efeitos causados pela alta radiacdo presente no ambiente seja vinda de tempestades solares

ou devido a anomalia do Atlantico Sul.
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Este teste é importante para avaliar como cada um dos filtros se comporta com dados
incoerentes que podem aparecer durante o tempo de operacdo de um satélite. A escolha de
5% das medidas para receber estes ruidos condiz com cendrios realistas para cubesats em
orbita baixa, onde falhas de sensor e interferéncia ocorrem ocasionalmente, mas nao sido

maioria no conjunto de dados (Wertz, 1978).

3.7 Modelo de Atitude Verdadeira

O satélite ¢ modelado como seguindo uma atitude de apontamento ao nadir (nadir-
pointing) (Wertz, 1978; Vallado, 2013), onde:

« Z,: Aponta para o centro da Terra (nadir)
+ ¥»: Ao longo da normal negativa da orbita (dire¢@o anti-momento)

« X,: Completa o sistema destro (aproximadamente direcio de velocidade)

3.7.1 Definicao Matematica

5y = ——— (3.64)
[[x]]
rxr
Vp = — 3.65
Y = e (369
)A(b = }A’b X ib (3.66)
Matriz de cossenos diretores (DCM):
oT
Xp
AgcioBody = |97 (3.67)
iT

Extracido de quatérnion:

O quatérnion q é extraido de A utilizando o método de Shepperd (Shepperd, 1978),

que evita singularidades ao selecionar o componente com maior magnitude.

3.7.2 Velocidade Angular (Variante no Tempo)

Para um satélite apontando ao nadir em uma 6rbita em decaimento, a velocidade

angular verdadeira é (Wertz, 1978):

0
Wirye = |—n(1) (3.68)
0
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onde n(t) € a taxa orbital instantanea:

_ @)l
n(t) = )7 (3.69)
Momento angular:
h=rxt (3.70)

A Tabela 3.3 mostra a variacdo da taxa orbital.

Tabela 3.3 - Variacdo da taxa orbital ao longo da missdo

Altitude (km) n (rad/s) Periodo (min)

400 0.001131 92.7
300 0.001163 90.2
200 0.001199 87.6
120 0.001235 84.8

Variacao: ~9% de aumento na taxa angular ao longo da missao.

3.8 Validacao e Justificativa Fisica

3.8.1 Validacao do Decaimento Orbital

A energia mecanica total (Eq. 3.51) deve diminuir monotonicamente ao longo da
simulacgdo (Vallado, 2013) e a taxa de perda de energia (Eq. 3.52) deve ser sempre negativa,
confirmando modelagem consistente do arrasto (Curtis, 2013). Isso deve fazer com que a
taxa de decaimento do satélite aumente exponencialmente a medida que a altitude diminui
(Vallado, 2013).

3.8.2 Validacao do Modelo de Ruido

O modelo de ruido constante é validado por comparacao direta com a literatura: a
utilizacdo de um ruido com valor constante é adequado para fazer uma analise de desempe-
nho entre diferentes métodos de filtragem (Markley F. L.; Crassidis, 2014; Wertz, 1978) e
o mesmo valor de ruido ¢ utilizado no c6digo da missdo do satélite TRMM utilizado como
base para este trabalho (Markley F. L.; Crassidis, 2014).

3.8.3 Validacao dos Modelos de Sensores

O modelo magnético utilizado no codigo é o World Magnetic Model 2010 (Maus et al.,
2010), que fornece precisdo de ~1-10 nT para o campo magnético da Terra em 6rbita LEO.
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Essa precisao estd bem abaixo do ruido de medi¢cdo do magnetémetro de 50 nT. O modelo
WMM foi desenvolvido pelo National Geophysical Data Center (NGDC) e é um dos modelos
magnéticos mais utilizados para aplicagdes espaciais (Wertz, 1978).

O ruido aplicado no sensor solar, de og,, = 0.05 (0.87 mrad), foi retirado da literatura
(Markley F. L.; Crassidis, 2014; Wertz, 1978), valor utilizado para reproduzir o ruido encon-
trado em sensores solares digitais mais grosseiros. Sensores solares de alta precisao existem

e atingem uma precisdo de até 0.001°, mas ndo sdo considerados neste trabalho.

Niveis de random walk e ruido branco sdo consistentes com giroscépios MEMS
utilizados em pequenos satélites (Markley F. L.; Crassidis, 2014).

3.8.4 Comparacao com o Exemplo Original TRMM

A cinemadtica de atitude e propagacao de quatérnions, os modelos de medicdo de
sensores (magnetdmetro, sensor solar, giroscépio), o algoritmo QUEST e o filtro Alpha e
a deteccdo de eclipse foram herdados do codigo exemplo do satélite TRMM (Markley F.
L.; Crassidis, 2014).

O modelo de densidade atmosférica NRLMSISE-00 (Picone et al., 2002), o modelo de
arrasto (Vallado, 2013), propagacao orbital RK4 foram implementados. Além disso, para os
fins deste trabalho foram adicionados quatro filtros para comparagdo com os filtros herdados:
o Filtro de Kalman Estendido, o Filtro de Kalman Adaptativo Baseado em Inovacdo, o
Filtro de Kalman Ensemble e o Filtro de Kalman Raiz Quadrada de Ensemble. Estes serdo
apresentados na proxima sec¢ao.
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4 Métodos de Estimacao

4.1 QUEST

O QUEST resolve o problema de Wahba.

Grace Wahba propos em 1965 (WAHBA, 1965) encontrar a matriz de rotacdo A (det
= +1) que minimiza:

N
_1 2
L(A) = 5 > aillbi - Ari| 4.1)

i=1
onde L(A) é o erro entre vetores medidos b; e referéncias rotacionadas Ar;, com pesos

a; para N vetores.

Fazendo uso da ortogonalidade da matriz A e a expansdo da norma dos vetores
unitdrios é possivel reescrever a fun¢do de perda de outra forma (MARKLEY, 1993):

L(A) = Ao — tr(ABT) (4.2)
onde:
n
l() = Z ai, (4.3)
i=1
B = Z aibiriT (4-4)
i=1

Desta forma, o problema vira um problema de maximizacio de tr(ABT). Existem duas
abordagens: célculo direto da matriz ou via quatérnions. O método conhecido como QUEST
estd incluido na segunda categoria, no qual a solucdo € derivada por meio da representacdo
da matriz de atitude utilizando quatérnions (SHUSTER M. D.; OH, 1981).

Dessa forma, a solucdo para o problema de Wahba pode ser reescrita em termos de
quatérnions e da matriz K (B), conhecida como matriz de Davenport (DAVENPORT, 1968):

L(A(q) = 4 - q"K(B)q (4.5)

onde:

N B+BT — (trB); =z
mm=;mwwfmm= o um (4.6)
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By3 — B3, N
Z= |B31 — B3| = Z ai(b; x1;) (4.7)
Bi; — By =1

Portanto, a solucdo é alcancada mediante a maximizacio do termo q'K(B)q. O
quatérnion 6timo tem que obedecer a seguinte restricdo de norma unitaria (SHUSTER M.
D.; OH, 1981): g7 q = 1. Desta forma adicionamos um multiplicador de Lagrange para impor
essa restricdo de norma unitéria:

L(g.2) =q"K(B)g-2A(q"q-1) (4.8)

Entdo derivamos em relacdo a g e igualamos a zero, obtendo a seguinte equacao,
que € um problema de autovalor, onde 4 € um dos autovalores de K(B) e g o autovetor

correspondente:

K(B)g =g (4.9)

Sabendo que 0 nosso objetivo é maximizar g” K (B)gq, ¢ possivel notar que a solucdo
otima para 4.9 é o maior A de K(B) (SHUSTER M. D.; OH, 1981).

Temos entdo que a solucdo étima para a funcgao de perda 4.5 se da por (SHUSTER M.
D.; OH, 1981):

Lotimo = /10 - /1max (4-10)

4.2 Filtro Alfa

O filtro alfa é um estimador recursivo de primeira ordem para atitude — caso particu-
lar do filtro alfa-beta (Benedict; Bordner, 1962) quando a velocidade angular vem diretamente
do giroscopio (Junkins, 2011).

Sua principal aplicacdo consiste em integrar a leitura de sensores que apresentam
ruido, com o objetivo de produzir uma estimativa suavizada e mais precisa (Simon, 2006).
Para facilitar a compreensdo do conceito, serdo utilizados como exemplos os sensores que
foram apresentados na secdo 3.3. Serdo consideradas as leituras do giroscépio para realizar
a propagacdo da atitude e, adicionalmente, as leituras do magnetéometro e do sensor solar
digital para efetuar a corre¢ao, aprimorando a precisdo da estimativa. O processo se desenrola
em duas vertentes principais: uma de predicdo baseada no modelo dindmico e outra de
correcdo baseada nas medicdes instantaneas.

Primeiramente, a atitude estimada no instante anterior € propagada para o instante
atual utilizando a velocidade angular medida pelo giroscopio. Esta etapa de predicao, que
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resulta em qyrop, representa a melhor estimativa da atitude futura baseada apenas no conhe-
cimento do movimento do corpo. A propagacdo € realizada utilizando a forma discreta exata
da cinemadtica de quatérnions, assumindo velocidade angular constante durante o intervalo
At:

Qprop = P(wk-1, AL)qk—1 (4.11)

onde ®(w, At) é a matriz de transi¢do de estado do quatérnion definida na Eq. 3.25.
Esta ¢ a forma discreta exata da cinematica de quatérnions assumindo velocidade angular
constante durante o intervalo At (Markley F. L.; Crassidis, 2014).

Embora métodos mais simples como a integracdo de Euler sejam frequentemente
citados para filtros alfa devido a sua simplicidade computacional (Simon, 2006), a forma exata
¢ preferivel pois garante que o quatérnion propagado mantenha norma unitdria sem precisar
de um passo extra para realizar a normalizacdo, além de eliminar o erro de truncamento
O(At?) da aproximacao de Euler. Para o passo de tempo utilizado (At = 60 s) e as velocidades
angulares da missdo (||w|| ~ 1073 rad/s, Tabela 3.3), a diferenca entre os métodos seria

pequena, mas a forma exata ¢ matematicamente mais rigorosa.

Em paralelo, as medicdes vetoriais do magnetometro e do sensor solar digital sdo
utilizadas para calcular uma estimativa instantanea da atitude, aqui denominada qegs-
Este quatérnion de medicdo representa a orientacdo do satélite no instante atual, conforme
inferido pelos sensores (Wertz, 1978). Ele pode ser obtido utilizando o método QUEST como

descrito na secdo 4.1), que é a forma utilizada neste trabalho:

Qmeas = QUEST(bmag’ bsun1, Bsun2, Fmag, Tsun) (4.12)

onde b; sdo os vetores medidos no referencial do corpo e r; sdo os vetores de referén-
cia no referencial inercial. Como demonstrado na Secdo 4.1, o uso de multiplos vetores é
necessario pois um unico vetor fornece apenas 2 graus de liberdade (Wertz, 1978), enquanto

a determinacao completa da atitude requer 3 graus de liberdade.

Com o quatérnion propagado (qprop) € 0 quatérnion medido (qmeas) €m maos, a
equacdo do filtro alfa é utilizada para fundir as duas informacées. A fusdo resulta em uma
estimativa tempordria, qeemp, que € uma média ponderada entre a predicdo e a medicdo
(Junkins, 2011):

Qtemp = (1- oC)qprop + AQmeas (4.13)

E crucial ressaltar que a equacdo 4.13 ¢ uma interpolacio linear, uma simplificacdo
matematica para quatérnions. Como os quatérnions que representam rotacoes residem em
uma hiperesfera quadridimensional (um espaco curvo), uma média ponderada linear nao
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garante que o resultado qemp mantenha a norma unitaria, condicdo indispenséavel para um
quatérnion de atitude (Markley F. L.; Crassidis, 2014). A interpolacdo "correta"no espago
de rotagdes seria a Interpolacdo Linear Esférica (SLERP) (Shoemake, 1985), porém, sua
complexidade computacional é maior e foge ao escopo de um filtro simples como o filtro
alfa.

O valor do ganho « estabelece o equilibrio crucial entre a confianca na predicdo do
modelo e na nova medicdo, podendo variar entre 0 e 1. Um a que se encontra mais proximo
de 0 diminui o ruido, mas resulta em uma estimativa cuja alteracao é mais lenta, uma vez
que concede maior peso a estimativa propagada. Por outro lado, um valor que se aproxime
de 1 proporciona uma resposta mais agil as mudancas nas leituras, mas, em contrapartida,
também introduz mais flutuacées e uma suavizacido menor da estimativa (Junkins, 2011)
(Kalata, 1994).

Neste trabalho, o valor base utilizado é ay = 0.1 (Markley F. L.; Crassidis, 2014), que
proporciona um equilibrio adequado entre a suavizacao do ruido e a capacidade de resposta
as mudancas de atitude. Este valor est4 dentro da faixa tipica de 0.1 < a < 0.3 utilizada em
aplicacoes de estimacdo de atitude de satélites (Lefferts; Markley; Shuster, 1982). O valor de
a varia com base na geometria dos sensores:

2
bmag Ssun

||bmag|| lISsun

a(k) = g X (4.14)

onde by, € Ssun 30 0s vetores de campo magnético e dire¢do solar no referencial
inercial. O termo ||byag X Ssun || Tepresenta o seno do angulo entre os vetores, atingindo valor
méximo 1 quando os vetores sdo perpendiculares e minimo 0 quando paralelos. Este ajuste
geométrico é baseado no fato de que a observabilidade da atitude é méxima quando os vetores
de medicdo sdo ortogonais, fornecendo informacao independente sobre dois eixos de rotacdo
(Lefferts; Markley; Shuster, 1982). Quando os vetores sdo paralelos (||bmag X Ssun|| = 0), um
grau de liberdade da atitude ndo é observavel, e o filtro deve confiar mais na propagacio do
giroscopio, o que resulta em uma diminuicao do valor de a. Quando perpendiculares, ambos

os eixos fornecem informacgido méaxima, justificando maior peso na medi¢do, aumentando a.

A interpolacdo linear viola a norma unitaria. Normalizacdo restaura ||q|| = 1 (Markley
F. L.; Crassidis, 2014):

Q = qtemp

= P (4.15)
4ttemp|

4.3 Filtro de Kalman Estendido

O filtro de Kalman estendido representa a abordagem mais utilizada na estimacao de

sistemas nio lineares, que é exatamente o caso quando se trata do desafio de determinar
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a atitude de satélites. Essa escolha € justificada pelo fato de o filtro de Kalman cléssico ter
sido projetado para resolver problemas que envolvem apenas sistemas lineares (Markley F.
L.; Crassidis, 2014). A dificuldade em sistemas nio-lineares, como a cinematica de atitude,
estd na na propagacdo da matriz de covariancia do erro, uma vez que uma distribuicdo de
probabilidade, geralmente Gaussiana, ao ser propagada por uma funcdo ndo-linear, muitas
vezes ndo resulta em uma distribuicdo que ainda seja Gaussiana. O EKF contorna esse
problema por meio da linearizacdo do sistema em torno da estimativa de estado atual,
utilizando uma expansdo de série de Taylor de primeira ordem para obter as matrizes

Jacobianas necessarias para a propagacdo da covariancia.

Para estados que possuem restricoes matematicas, como o quatérnion de atitude que
deve manter sua norma unitaria (||q|| = 1), a aplicacdo do EKF requer uma consideracio
especial. Uma abordagem, conhecida como EKF aditivo, trata o quatérnion como um vetor
de quatro elementos e aplica uma correc¢ao aditiva. Contudo, essa soma geralmente nao
mantém a norma unitaria, precisando de um passo extra de normalizagdo forcada ao final
da atualizacdo. Este passo, embora funcional, € uma projecdo geométrica que nio possui

uma base estatistica 6tima e pode introduzir inconsisténcias no filtro.

Uma outra abordagem, chamada de EKF Multiplicativo ou MEKEF, que ¢ a versdo
utilizada no cédigo deste trabalho, foi desenvolvido especificamente para contornar esse
problema. Em vez de estimar um erro nos quatro componentes do quatérnion, o MEKF
define o erro de atitude como um vetor de rotacdo infinitesimal de trés elementos, d«, que
pertence ao espaco euclidiano e ndo possui restricoes. A correcao da atitude é entdo realizada
"multiplicando”o quatérnion estimado por um quatérnion de correcio derivado desse vetor
de erro. Essa metodologia respeita a geometria do grupo de rotagdes SO(3), preserva a
norma unitdria do quatérnion naturalmente e € considerada mais elegante e robusta para a

estimacdo de atitude (Junkins, 2011).

4.3.1 EKF Multiplicativo (MEKF)

A utilizagdo do filtro de Kalman estendido multiplicativo pode ser resumida nos
seguintes passos (Lefferts; Markley; Shuster, 1982; Markley F. L.; Crassidis, 2014; Cordeiro,
2012):

4.3.1.1 |Inicializacao

Neste passo € definido o estado inicial do satélite, composto pelo quatérnion de atitude
e pelo bias do giroscdpio, e a matriz de covariancia do erro, que quantifica a incerteza inicial.
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« Vetor de estado estimado’: xo = [q],b]]”

« Vetor de estado de erro:
Sp

o (4.16)

X =

onde §p € R3 é o vetor de erro de atitude (parte vetorial do quatérnion de erro) e
Ab € R3 ¢ o erro de bias do giroscopio.

O MEKEF trabalha com um vetor de estado de erro reduzido de dimensio 6 ao invés
de utilizar os 4 componentes do quatérnion de erro uma vez que devido a restricao de
norma unitdria, apenas 3 pardmetros independentes sdo necessarios para representar
o erro de atitude (Lefferts; Markley; Shuster, 1982).

« Matriz de covariancia do erro (6 x 6): P{ = E [5x05xg]. Ela detalha a incerteza na
atitude e no bias.

(4.17)

onde P, é a covariancia do erro de atitude (3 x 3), Py}, € a covariancia do erro de bias
(3 x 3), e Py, é acovariancia cruzada.

« Matriz de covariancia do ruido do processo (6 x 6): Q.

« Matriz de covariancia do ruido de medicao (m x m): R.

4.3.1.2 Propagacao

Nesta fase, o estado e sua incerteza sdo propagados para o préximo instante de tempo.

« Propagacio do Estado Estimado: O quatérnion e o bias sdo propagados utilizando as
equacoes cinematicas e dindmicas ndo-lineares. Esta propagacdo utiliza a velocidade
angular medida, w,,, corrigida pelo bias estimado, ﬁ;_l, resultando na velocidade
angular estimada & = wy, —b;_;.

i = ;0@am . bt =0 (418)

A integracdo dessas equagdes de f_; a f; fornece o estado predito % = [§;7,b; 7]

« Propagacdo da Covariancia do Erro: A matriz de covariancia do erro é propagada
através de um modelo linearizado. Este passo descreve como a incerteza do estado
evolui devido a dinAmica do sistema e a adicio de ruido de processo.

P, = ®_1P;_ @, | + Qi1 (4.19)

1 Também denominado “estado nominal” em algumas referéncias, para distingui-lo do “estado de erro” que

¢ resetado apds cada atualizacio.
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onde ®;_; é a matriz de transicdo de estados do erro, obtida pela discretizacdo da

matriz de dinidmica do erro continua, F(¢):

F(f) = (4.20)

—[@x] —I3><3]
03x3 033
onde [&«] é amatriz antissimétrica da velocidade angular estimada (Lefferts; Markley;

Shuster, 1982).

Arelagdo entre a matriz de transicdo de estados do erro completo (7 elementos) e a ma-
triz de transicio do erro reduzido (6 elementos) é dada pela matriz de transformacao
S¢(q) (Lefferts; Markley; Shuster, 1982):

Dy_1 = S°(Qkfk-1) Pr-1S(Qk-1/k-1) (4.21)

onde S° extrai os componentes relevantes do estado completo para formar o estado
reduzido. Na prética, essa transformacao ¢ implicita quando se trabalha diretamente

com a representacdo de erro de 6 elementos.

4.3.1.3 Atualizacao

Quando uma nova medicao zx esta disponivel, ela é usada para corrigir o estado
propagado.
« Calculo da Jacobiana da Medicao: A matriz Jacobiana da medicao, Hy, ¢ calculada.
Ela lineariza a funcio de medicdo em torno do estado predito e estabelece a relagdo
entre o vetor de erro (6x) e o residual da medicio.

« Calculo do Ganho de Kalman: O ganho de Kalman Ky é computado. Ele funciona
como um peso 6timo que equilibra a confianca na predi¢do do modelo (representada
por P,)) com a confianga na nova medicdo (representada por Ry).

Ky = P, H] (HyP; H] +Ry)™ (4.22)

Esta ¢ a forma padrao do ganho de Kalman, que minimiza o erro médio quadratico
da estimativa (Markley F. L.; Crassidis, 2014).

« Atualizacdo do Estado de Erro: O ganho ¢ usado para calcular a estimativa 6tima do
estado de erro com base na inovagao (o residual entre a medicdo real e a predita).

S&y

5%, =
M= 5by

= Ky (zx — h(Xy)) (4.23)

« Atualizaclo da Covariancia do Erro: A incerteza do estado de erro € reduzida, refle-

tindo a informacao ganha com a medicdo. A forma de Joseph ¢ utilizada para garantir
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estabilidade numérica e preservar a simetria positiva-definida da matriz (Markley F.
L.; Crassidis, 2014):

P! = (I - KiHp)P, (I - KeHy)" + KR K] (4.24)

A forma simplificada P} = (I — K¢Hy)P, ¢ matematicamente equivalente quando o
ganho de Kalman é 6timo, mas a forma de Joseph € mais robusta a erros de arredon-
damento numérico.

4.3.1.4 Reset e normalizacao

Finalmente, a informacao do estado de erro estimado € usada para corrigir o estado
estimado. Este passo de reset ¢ caracteristico do MEKF e garante que a covariancia do erro
de atitude permaneca pequena (Lefferts; Markley; Shuster, 1982).

« Correcdo Multiplicativa da Atitude: O quatérnion predito € "rotacionado”pela pequena
correcdo de atitude dé&. Primeiro, a magnitude do vetor de erro € calculada:

oy = l|6éll (4.25)

Em seguida, o vetor de erro € convertido em um quatérnion de erro usando a forma
exata (Lefferts; Markley; Shuster, 1982):

sin(6y/2) sa
sq(da) =| o ok (4.26)
cos(8y/2)

Para erros pequenos (§y < 1), a aproximagao de primeira ordem simplifica para:

(4.27)

15A
5q(8é) ~ [2 “"]

Finalmente, a multiplicacdo de quatérnions ¢ realizada para aplicar a correcao:
q; =9q(5&x) ® §, (4.28)

« Correcao Aditiva do Bias: O bias do giroscopio, que reside no espaco euclidiano, é
corrigido de forma aditiva.
b; = b, +0by (4.29)

« Reset do Erro: O estado de erro é entdo resetado para zero (6x — 0), pois sua
informacao foi totalmente "absorvida“pelo estado estimado. A covariancia atualizada,

P}, € entdo usada como a incerteza inicial para o proximo ciclo de predigao.
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4.4 Robust Adaptive Kalman Filter

O Robust Adaptive Kalman Filter (RAKF) estende o EKF convencional com mecanis-
mos de adaptacio da covaridncia de medicdo baseados em deteccio de outliers e avaliacio de
qualidade geométrica dos sensores (Mohamed; Schwarz, 1999; Hide; Moore; Smith, 2003). O
objetivo é melhorar a robustez do filtro a medicées andmalas sem descartar completamente
informacdo utilizavel, ao contrario de estratégias de rejei¢do bindria de outliers (Yang; He;
Xu, 2001; Karlgaard; Schaub, 2007).

4.4.1 Fundamentos da Adaptacao de Covariancia

O RAKF mantém a estrutura do MEKF apresentado na Secdo 4.3, mas modifica
dinamicamente a matriz de covariancia de medicdo Ry com base em dois critérios comple-
mentares (Hide; Moore; Smith, 2003; Markley F. L.; Crassidis, 2014):

« Distancia de Mahalanobis: Métrica estatistica que detecta medi¢des inconsistentes
com o modelo de predicdo, amplamente utilizada em deteccdo de outliers (Maess-
chalck; Jouan-Rimbaud; Massart, 2000; Koch; Yang, 1998)

« Qualidade geométrica sensor-vetor: Avaliacdo da observabilidade baseada na ortogo-
nalidade entre vetores medidos (magnetdmetro e sensor solar), critica para determi-
nacao precisa de atitude (Markley, 2003; SHUSTER M. D.; OH, 1981)

Esta abordagem dupla permite que o filtro adapte sua confianca nas medi¢oes consi-
derando tanto inconsisténcias estatisticas quanto limitacdes geométricas da configuracdo de
sensores (Karlgaard; Schaub, 2007; Markley F. L.; Crassidis, 2014).

4.4.2 Deteccao de Outliers via Distancia de Mahalanobis

A distancia de Mahalanobis normaliza a inovacdo (residual entre medicdo e pre-
dicdo) pela covariancia predita, fornecendo uma métrica adimensional de consisténcia
(Maesschalck; Jouan-Rimbaud; Massart, 2000; Maybeck, 1979):

dy = ,/z{S;lzk (4.30)

onde z = yk — h(X;) € ainovacdo e Sy = HkP,;Hi + Ry é a covaridncia da inovacao
(Kalman, 1960; Brown; Hwang, 1992).

Sob a hipotese de que 0 modelo est4 correto e os ruidos sdo gaussianos, dy, segue uma
distribuicdo qui-quadrado com n; graus de liberdade (dimensdo do vetor de medi¢do) (Bar-
Shalom; Li; Kirubarajan, 2001; Maybeck, 1979). Para medicGes vetoriais de 3 componentes,
um threshold é estabelecido baseado no percentil 95% da distribuicdo )(§ (Hide; Moore;
Smith, 2003; Koch; Yang, 1998):
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thhreshold = 5.0 (correspondente a 95% de confianca) (4.31)

Quando dy; > thhreshol o & medic@o € considerada andmala e a covariancia Ry €
adaptada para reduzir seu peso no ganho de Kalman (Mohamed; Schwarz, 1999; Yang; He;
Xu, 2001). Esta estratégia de adaptacio suave € preferivel a rejeicdo completa de medicaes,
pois outliers podem conter informacao parcial utilizavel (Karlgaard; Schaub, 2007; Chang,
2012).

4.4.3 Qualidade Geométrica Sensor-Vetor

A observabilidade completa da atitude requer vetores de medicdo ndo-colineares
(Markley, 2003; Lefferts; Markley; Shuster, 1982). Quando magnetémetro e sensor solar
fornecem direcdes quase paralelas, a determinacdo do eixo perpendicular ao plano formado
por ambos sofre degradacdo significativa (SHUSTER M. D.; OH, 1981; WAHBA, 1965).
A qualidade geométrica é quantificada pelo produto vetorial normalizado entre o campo
magnético terrestre e a direcdo solar (Pittelkau, 2003):

mag Ssun

b
Vgeom = b (4.32)

magll  [|Ssunl|

onde Ygeom € [0, 1]. Valores proximos a 1 indicam vetores perpendiculares (geometria
6tima), enquanto valores proximos a 0 indicam vetores quase paralelos (perda de obser-
vabilidade em um eixo) (Markley, 2003). O threshold de geometria ruim é estabelecido
empiricamente em (Hide; Moore; Smith, 2003; Markley F. L.; Crassidis, 2014):

Qthreshold = 0.15 (4-33)

Esta métrica € particularmente relevante para satélites em orbitas baixas, onde ocor-
rem configuragdes desfavoraveis durante travessias de eclipse ou em latitudes magnéticas
especificas (Wertz, 1978; Pittelkau, 2003).

4.4.4 Fator de Escalonamento Adaptativo

A matriz de covariancia de medicdo ¢ escalonada por um fator 1y > 1.0 que modula a
confianca do filtro na medicao atual (Hide; Moore; Smith, 2003; Mohamed; Schwarz, 1999):

Ry = 4Ry (4.34)

Este escalonamento reduz o ganho de Kalman efetivo quando medicdes suspeitas ou
condicoes geométricas desfavoraveis sdo detectadas (Karlgaard; Schaub, 2007; Yang; He; Xu,
2001). O fator Ax é determinado pela logica de adaptacdo multimodal (Chang, 2012):
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a2
dM X threshold

2.0+ 3.0 X min (1.0, ) se dy > thhreshold

2
4 threshold

2
/1]{ =9 dM - 0'8Xthreshold 2 (4-35)
1.2+08 x 0247 se dm > 0.8 X1 reshold
=X threshold
max (Ageom, 1.0) caso contrario
onde o fator geométrico é calculado como (Pittelkau, 2003):
Y geom
12+13(1.0 - ———— S€ Ygeom < {threshold
lgeom — Qthreshold (4.36)
1.0 caso contrario

Esta formulacio implementa trés regimes de adaptacdo hierarquicos, detalhados nas
subsecoes seguintes.

4.4.4.1 Regime de Outlier Confirmado

Quando a distancia de Mahalanobis excede significativamente o threshold (dy; > 5.0),
a medicdo € classificada como outlier confirmado (Hide; Moore; Smith, 2003; Koch; Yang,
1998). Neste regime, o fator de escalonamento varia de 2.0 a 5.0 proporcionalmente ao excesso
de distancia de Mahalanobis (Mohamed; Schwarz, 1999):

(4.37)

dy - 5.0
Ak = 2.0 + 3.0 X min (1.0, MS—O)

Este comportamento progressivo evita transicdes abruptas no ganho de Kalman,
preservando estabilidade numérica (Chang, 2012; Bar-Shalom; Li; Kirubarajan, 2001). Para
outliers extremos (dys > 10), o fator satura em 5.0, reduzindo a covariincia efetiva de medi-
cdo em uma ordem de magnitude e essencialmente descartando a medicao sem introduzir
descontinuidades no filtro (Karlgaard; Schaub, 2007).

O crescimento ndo-linear reflete a interpretacdo probabilistica: medi¢cdes com dys =
7.5 (1.5% o threshold) tém probabilidade desprezivel (< 0.1%) sob a hipdtese nula de ruido
gaussiano (Maesschalck; Jouan-Rimbaud; Massart, 2000; Maybeck, 1979). A adaptagdo
suave permite recuperacao gradual quando medig¢des subsequentes retornam a normalidade,
evitando divergéncia do filtro (Yang; He; Xu, 2001).

4.4.4.2 Regime de Medicédo Suspeita

Para distancias de Mahalanobis moderadamente elevadas (4.0 < dj; < 5.0), a medicdo
¢ tratada com cautela moderada através de crescimento linear suave de A de 1.2 a 2.0 (Hide;
Moore; Smith, 2003):
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dy — 4.0
A =12+08 X Ml—O (4.38)

Este regime intermedidrio reconhece que medic¢des no intervalo [4.0, 5.0] tém proba-
bilidade marginal sob distribuicio qui-quadrado (5-10%), podendo representar tanto outliers
leves quanto flutuacdes estatisticas naturais (Bar-Shalom; Li; Kirubarajan, 2001). A adap-
tacdo conservadora (maximo de 2X) preserva informacao ttil enquanto limita impacto de
anomalias transitorias (Chang, 2012; Karlgaard; Schaub, 2007).

A transi¢do continua entre regimes evita oscilacdes no ganho de Kalman quando me-
dicoes flutuam proximo aos thresholds, fendmeno conhecido como “chattering’em sistemas
de controle adaptativo (Astrom; Wittenmark, 1995). A linearidade do fator neste intervalo
simplifica andlise de estabilidade e permite ajuste empirico baseado em dados de missdo
(Wertz, 1978).

4.4.4.3 Regime de Geometria Degradada

Quando a qualidade geométrica ¢ insuficiente (ygeom < 0.15), independentemente da
distancia de Mahalanobis, o fator de escalonamento aumenta inversamente proporcional a
qualidade (Pittelkau, 2003; Markley, 2003):

(4.39)

Ageom =12+1.3 (1.0 yge"m)

0.15
resultando em A € [1.2,2.5] conforme ygeom decresce de 0.15 a 0. Este regime reflete

degradacdo fundamental de observabilidade: vetores de medi¢do quase colineares produzem
matriz de informacao de Fisher mal-condicionada, tornando a solucdo do problema de
Wahba numericamente instdvel (WAHBA, 1965; SHUSTER M. D.; OH, 1981).

Para ygeom = 0 (vetores perfeitamente paralelos), o sistema tem apenas dois graus de
liberdade observaveis, perdendo completamente informacao sobre rotagdo em torno do eixo
comum (Lefferts; Markley; Shuster, 1982; Markley, 2003). O escalonamento adaptativo de
Rj compensa parcialmente esta perda elevando conservadoramente a incerteza reportada,
prevenindo excesso de confianca do filtro em dire¢des mal observadas (Pittelkau, 2003).

Este mecanismo ¢ critico em ¢rbitas polares ou equatoriais, onde alinhamentos
campo magnético-sol ocorrem periodicamente devido a geometria orbital (Wertz, 1978).
Sem adaptacio geométrica, o filtro pode apresentar divergéncia episddica durante travessias

de configuracdes desfavoraveis (Markley F. L.; Crassidis, 2014).

4.4.5 Implementacao no MEKF

O RAKEF segue a estrutura do MEKF (Sec¢do 4.3) com modificacdes estratégicas nas
etapas de atualizacdo para incorporar adaptacdo de covariancia (Markley F. L.; Crassidis,
2014; Markley; Crassidis, 2014):
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A

1. Predicao: Idéntica ao MEKF, propagando q,, b, e P, atraves das equagoes de dina-
mica de atitude e bias de giroscépio (Lefferts; Markley; Shuster, 1982).

2. Calculo preliminar da inovacao: Antes da adaptacio, a covariancia da inovacio
com Ry nominal é calculada (Kalman, 1960; Brown; Hwang, 1992):

Sprelim = H Py HJ, + Ry (4.40)

Esta matriz € necessaria para o cdlculo da distancia de Mahalanobis sem circularidade
(Bar-Shalom; Li; Kirubarajan, 2001).

3. Deteccio e adaptacio: Sdo calculados sequencialmente dys (Eq. 4.30), Ygeom (Eq. 4.32),
determinacdo de Ay (Eq. 4.35), e atualizacdo Ry = ARy (Hide; Moore; Smith, 2003;
Mohamed; Schwarz, 1999). Este passo é o que define a robustez adaptativa (Karlgaard;
Schaub, 2007).

4. Ganho de Kalman com R adaptado: O ganho ¢ calculado novamente utilizando a

covariancia de medicdo adaptada (Chang, 2012):
T T 5\ "
Ky = PyH] (H(PpH] + Ry ) (4.41)

O aumento de Ry reduz automaticamente a magnitude de Ky, diminuindo o peso da
medicdo andmala (Maybeck, 1979).

5. Atualizacdo: E feita a correcdo multiplicativa do quatérnion (q; =89 ®q,) e atu-
alizacdo aditiva do bias (b = b, + éb) conforme MEKF padrao (Lefferts; Markley;
Shuster, 1982; Markley F. L.; Crassidis, 2014). A covariancia é atualizada preferenci-
almente pela forma de Joseph para garantir simetria e definicio positiva (Bierman,
1977).

A ordem de execucdo € critica: dy; deve ser calculado antes da adaptacdo de Ry para
evitar dependéncia circular entre métricas de deteccio e parametros adaptativos (Yang; He;
Xu, 2001; Chang, 2012).

4.4.6 Consideracoes de Estabilidade Numérica

Para garantir robustez numérica durante inversdo de matrizes potencialmente mal-
condicionadas, especialmente quando ygeom = 0, € feita a regularizacdo de Tikhonov (Tikho-
nov; Arsenin, 1977; Press et al., 1992):

S+sT
com ¢ = 107°, A simetrizacdo (S+S")/2 corrige erros de arredondamento acumulados
em multiplicacdes matriciais sucessivas (Higham, 2002), enquanto a perturbacio diagonal
garante numero de condicao finito mesmo para matrizes singulares (Golub; Loan, 1996).
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Adicionalmente, a covariancia atualizada utiliza obrigatoriamente a forma de Joseph
(Secdo 4.7) (Bierman, 1977):

P! = (I - KeHp) P, (I - KeHy)" + K ReK) (4.43)

que preserva simetria e definicio positiva mesmo com ganho nao 6timo devido a
adaptacdo (Grewal; Andrews, 2008). Saturacdo nos elementos da diagonal de Py também é
imposta (Markley F. L.; Crassidis, 2014):

P;i(t) < (2)* paraie {1,2,3} (atitude) (4.44)
P;i(t) < (0.5°/hr)®> paraie {4,56} (bias) (4.45)

prevenindo crescimento descontrolado da incerteza estimada durante sequéncias
prolongadas de outliers ou geometria degradada persistente (Markley; Crassidis, 2014).
Estes limites fisicos refletem conhecimento a priori de performance dos sensores tipicos de
CubeSats (Wertz; Everett; Puschell, 2011).

4.5 Filtro de Kalman Ensemble

O filtro de Kalman Ensemble (EnKF) recebe essa denominacio devido ao seu funcio-
namento baseado na utilizacdo de um conjunto (ensemble) de amostras para a propagacao
dos estados, sem a necessidade de uma matriz de covaridncia. Essas caracteristicas se tornam
especialmente vantajosas em aplicacées que apresentam alta ndo-linearidade, nas quais o
Filtro de Kalman Estendido (EKF) ndo consegue lidar de maneira adequada. Além disso,
ele se mostra eficaz em cenarios onde existe uma grande incerteza nos estados do sistema,
contribuindo para resultados mais confidveis e robustos (Evensen, 1994; Evensen, 2003).

O Filtro de Kalman Ensemble ¢, em grande medida, calculado de maneira anéloga
ao Filtro de Kalman Estendido (EKF), apresentando, no entanto, algumas diferencas em
aspectos particulares (Junkins, 2011):

Ao invés de utilizar apenas um vetor de estados como em 4.3.1.1, o EnKF utiliza um

conjunto de amostras de estados:

X, = x.x?, x| (4.46)

onde x,({l) representa a i-ésima amostra do estado.

Enquanto no EKF um tnico estado é propagado utilizando a equagdo diferencial de atitude,
no EnKF cada amostra ¢ propagada independentemente e em paralelo:
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x) = f(x) +w (4.47)

O EKF utiliza a Jacobiana F para obter uma aproximacdo da covariancia, jA no EnKF a
covariancia ¢ calculada de forma empirica a partir do conjunto de estados:

N
1 . _ . _
Pra ~ 57 )% %) (x %0 (4.48)
i=1
O ganho de Kalman ¢ calculado analiticamente para realizar a atualizac@o dos estados no
EKF, ja no EnKF o ganho de Kalman ¢ calculado a partir da covariancia do conjunto

e todos os estados sdo atualizados individualmente:

Ky = P,H (HPH! + Ry) ™! (4.49)

Uma das desvantagens desse filtro reside no fato de que, apesar de ser significativa-
mente mais robusto em comparacdo ao Filtro de Kalman Estendido (EKF), ele requer um
maior numero de amostras e exige um poder computacional mais elevado para funcionar de
maneira eficiente. Isso pode tornar-se obstaculo dependendo do processador embarcado.

A implementacdo do EnKF utiliza N = 50 membros no ensemble, consistente com a
escolha do EnSRF. O ruido do processo é amostrado de uma distribuicao normal multivariada
N(0,Q) com:

Q = diag (10—8, 1078, 10—8) rad?/s? (4.50)

De forma similar, o ruido das medicoes é amostrado de N (0, R) com:
R = diag (10—4, 1074, 10—4) (4.51)

A cada passo de tempo, as perturbacdes estocdsticas sdo geradas independentemente
para cada membro do ensemble, garantindo que as trajetdrias explorem o espaco de estados
de forma consistente com as incertezas especificadas. Esta abordagem permite ao EnKF
capturar nio-linearidades complexas no processo de reentrada atmosférica sem necessidade
de linearizacio.

4.6 Filtro de Kalman Raiz Quadrada de Ensemble

O Filtro de Kalman Raiz Quadrada de Ensemble (EnSRF), do inglés Ensemble Square
Root Filter, representa uma evolu¢do das abordagens baseadas em conjuntos, concebida para
aprimorar a estabilidade numérica e a precisdo das estimativas em sistemas nio-lineares.
Ele emerge como uma alternativa ao EnKF tradicional, especificamente as suas formulacoes
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estocdsticas, ao adotar uma metodologia deterministica para a etapa de atualizacdo dos
estados (Whitaker; Hamill, 2002).

A principal caracteristica que o distingue de outras variantes do EnKF ¢é a forma
como a incerteza das medicdes € incorporada ao sistema. Em implementacdes estocasticas,
¢ comum que a medicdo real seja artificialmente perturbada com um ruido aleatério para
cada membro do conjunto, uma técnica que, embora funcional, pode introduzir erros de
amostragem adicionais. O EnSRF, em contrapartida, contorna essa necessidade, utilizando
a medicio real de forma direta e aplicando uma transformacio deterministica para atualizar
o conjunto de estados, o que pode resultar em estimativas mais consistentes.

A designacdo "Raiz Quadrada’em sua nomenclatura alude a maneira como a matriz de
covariancia do erro ¢ manipulada. O EnSRF opera diretamente sobre a matriz de perturbacoes

do conjunto — a "raiz quadrada’da covariancia. Considerando N membros na previsio X/

X/ = x{,xg,...,xf; (4.52)

A partir deste, a média da previsdo (%/) e a matriz de perturbacoes (A/) sio calculadas,
representando os desvios de cada membro em relacdo & média:

1
== ZX{ (4.53)

Al =x/-%/ (4.54)
onde X/ é a matriz cujas colunas sio todas iguais ao vetor médio %/. A matriz de covariancia
do erro da previsdo, P/, é entdo implicitamente representada por P/ = t1-A/(A/)T.

Na etapa de atualizacdo, a média do conjunto ¢é corrigida de forma andloga ao filtro

de Kalman padrio:
%% =%/ +K(y° - H/) (4.55)

onde K € o ganho de Kalman, y° a medicao real e H o operador de observacdo. O passo

crucial do EnSRF reside na atualizacio deterministica da matriz de perturbacoes:
A® = A/ — aKHA' (4.56)

O fator escalar a € um coeficiente de corre¢do que garante que a covariancia resultante seja
matematicamente consistente, e sua forma exata depende da implementacdo especifica do
EnSRF. Finalmente, o novo conjunto de andlise, X%, é reconstituido:

X = X% + A® (4.57)

Apesar de suas vantagens em robustez numérica, o EnSRF, assim como outros filtros
de conjunto, continua dependente de um numero suficientemente grande de membros



61

no ensemble para representar adequadamente as estatisticas do erro, sendo este um fator
limitante em sua aplicacao.

A implementacdo do EnSRF neste trabalho utiliza um conjunto de N = 50 mem-
bros no ensemble. Este valor representa um compromisso entre precisao estatistica e custo
computacional. Ensembles menores (N < 30) apresentam subamostragem do espaco de es-
tados, resultando em estimativas enviesadas das covariancias. Ensembles maiores (N > 100)
oferecem ganhos marginais em troca de custo computacional significativamente maior.

A média do ensemble para vetores de estado com quatérnion requer tratamento
especial devido & natureza nio-euclidiana de $°. O método de Markley (Markley et al., 2007)

¢ empregado para calcular o quatérnion médio através da matriz:
N . .
M= q"(q") (4.58)
i=1

O quatérnion médio corresponde ao autovetor associado ao maior autovalor de M. Esta

abordagem garante consisténcia geométrica da média em $°.

As matrizes de covariancia do processo e medicdo sio mantidas constantes:
Q = diag (10—8, 108, 10—8) rad?/s? (4.59)
para o ruido do giroscépio, e
R = diag (10‘4, 1074, 10—4) (4.60)

para as medigdes vetoriais normalizadas de magnetdmetro e sensor solar.

4.7 Consideracoes Numéricas Comuns

A implementacdo pratica de filtros de estimacgdo de estado requer atencio a aspectos
de estabilidade numérica e consisténcia geométrica. Esta secdo descreve técnicas aplicadas

uniformemente em todos os filtros implementados.

4.7.1 Garantia de Semi-Definicao Positiva

As matrizes de covariancia devem ser simétricas e semi-definidas positivas (SPD)
para manter significado fisico. Erros de arredondamento acumulados podem violar essas
propriedades. A funcdo de regularizacio aplicada é:

P+PT

SPD(P) = +el (4.61)

onde ¢ = 10719 ¢ um valor de regularizacdo pequeno. A simetrizagio corrige assimetrias
numéricas, enquanto a adicdo de eI garante autovalores positivos.
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4.7.2 Forma de Joseph para Atualizacao da Covariancia

Nos filtros baseados em Kalman (EKF, MEKF, RAKF), a atualizacdo da covariincia
utiliza a forma de Joseph (Bucy; Joseph, 1969):

Py = (I- K Hp) P, (I - KeHy)" + K ReKy (4.62)

Esta forma € numericamente superior a forma simplificada P = (I - K Hy)P, pois garante
simetria e positividade mesmo quando o ganho Ky ndo € 6timo devido a erros numéricos.

4.7.3 Média de quatérnions em Métodos Ensemble

O calculo da média do ensemble em $° requer o método de Markley (Markley et al.,

2007). Dada uma colecio de quatérnions {q, ..., q"V)}, a matriz:
N . .
M= q"(q") (4.63)
i=1

¢ formada e diagonalizada. O quatérnion médio corresponde ao autovetor associado ao
maior autovalor de M. Este procedimento evita o viés introduzido por médias aritméticas

diretas, que no respeitam a geometria de $°.

4.7.4 Extracado de Covariancia do QUEST

O algoritmo QUEST fornece a estimativa 6tima de atitude mas ndo produz direta-
mente a matriz de covariancia. A covariancia associada a solucdo QUEST ¢é calculada através
do Hessiano da funcdo de perda de Wahba (Markley, 1988):

-1
m
Pquest = (Z w;il - BTE) (4.64)
i-1

onde w; sdo os pesos das medicdes e B é a matriz de perfil de atitude. Esta covariancia é

utilizada para inicializar os filtros recursivos subsequentes.
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5 Resultados e Discussao

A simulacio compara seis algoritmos de estimacdo durante reentrada de CubeSat
12U: um filtro instantdneo (QUEST) e cinco filtros recursivos (Alfa, EKF, RAKF, EnKF,
EnSRF)

5.1 Perfil da Missao e Condicoes Orbitais

O satélite decai de 400 km até 120 km em 209 dias (Figura 5.1). O escudo abre em
250 km, aumentando a area frontal 5,2x (0,15 — 0,785 m?2).

Figura 5.1 - Perfil de decaimento orbital: altitude versus tempo da 6rbita inicial (400 km) até altitude
final (120 km)
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Fonte: Autoria prépria

Taxa de decaimento varia: lenta na fase inicial (400-250 km) com densidade baixa e
area reduzida, acelerando ap0s abertura do escudo. A dindmica orbital inclui variacoes de
densidade atmosférica com latitude e altitude, modeladas pelo NRLMSISE-00, que causam

modulagdes na taxa de decaimento ndo visiveis em modelos atmosféricos simplificados.

O sistema de medi¢do € composto por magnetdmetro triaxial (ruido gaussiano cons-
tante de 50 nT RMS) e dois sensores solares digitais (ruido de 0,05° RMS), operando com
periodo de amostragem de 60 s (0,0167 Hz). Em 5% das medic6es do magnetometro o ruido
¢ multiplicado por 10 para gerar outliers sintéticos. O giroscopio de referéncia é modelado
com o, = 3,162 x 107 rad/s'/? (angle random walk) e o, = 3,162 x 107 rad/s/? (random
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walk do bias), resultando em ruido discreto de aproximadamente 2,3 x 107° °/s por eixo no
passo de 60 s e bias inicial de 0,1°/h.

5.2 Desempenho do QUEST e Filtro Alfa

O QUEST é um filtro instantaneo que resolve o problema de Wahba a cada instante,
enquanto o Filtro Alfa é um estimador recursivo que propaga a estimativa de atitude no
tempo, embora ndo mantenha estimativa de covariancia ou bias de giroscopio. A Figura 5.2
mostra o erro de atitude do QUEST ao longo da missdo. O erro médio RMS ¢ de 0,136 graus,
refletindo a precisdo do método de otimizacdo de Wahba quando sensores de boa qualidade

estdo disponiveis.

Figura 5.2 — Erro de atitude do filtro QUEST nos trés eixos (roll, pitch, yaw) com bandas de incerteza
3-sigma
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Fonte: Autoria prépria

As bandas de 3-sigma mostradas na Figura 5.2 sdo calculadas a partir da covariancia
da solucdo QUEST, derivada da matriz de ganho de Davenport. O erro permanece dentro dos
limites 3-sigma, validando a covariancia do QUEST. Picos esporadicos de erro correlacionam-
se com periodos de eclipse (auséncia de medicdo do sensor solar) e com outliers injetados

nos sensores de magnetometro.
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O Filtro Alfa, mostrado na Figura 5.3, apresenta desempenho similar ao QUEST em
termos de erro absoluto, mas ndo fornece covariancia de atitude estimada (portanto, sem
bandas de incerteza nos graficos). O Filtro Alfa é computacionalmente mais leve que QUEST,
porém oferece menos informacao estatistica para fusdo de dados ou anélise de consisténcia.

Figura 5.3 - Erro de atitude do Filtro Alfa nos trés eixos (roll, pitch, yaw)
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Fonte: Autoria prépria

Ambos os filtros instantaneos dependem exclusivamente da qualidade das medicdes
atuais. Quando outliers severos ocorrem simultaneamente em ambos os sensores, ndo ha
mecanismo de suaviza¢ao temporal para mitigar o impacto. Apesar disso, a taxa de outliers
de 5% injetada na simulacdo ndo causa divergéncia perceptivel nos filtros instantaneos,
demonstrando robustez adequada para cenarios de missdo com sensores moderadamente

confiaveis.

5.3 Desempenho dos Filtros Baseados em Kalman

Os filtros baseados em Kalman incorporam propagacdo temporal da covariancia e

estimacao de bias do giroscopio, proporcionando estimativas de atitude suavizadas e mais
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robustas a ruidos de medicdo transitérios. Esta secdo compara o desempenho de quatro
implementacgoes: EKF, RAKF, EnKF e EnSRF.

5.3.1 Extended Kalman Filter (EKF)

O EKF convencional, mostrado na Figura 5.4, apresenta erro médio RMS de 0,117
graus. Este nivel de erro reflete o comportamento em presenca de outliers nao tratados: o
EKF assume que todas as medi¢coes seguem o modelo gaussiano nominal e ndo adapta a
covariancia de medicdo R quando detecta inconsisténcias.

Figura 5.4 - Erro de atitude do EKF nos trés eixos (roll, pitch, yaw) com bandas de incerteza 3-sigma
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Fonte: Autoria prépria

Picos de erro coincidem com outliers — pontos além das bandas 3-sigma. Ap6s outli-
ers, 0 EKF requer varios passos de tempo para reconverger, pois a atualizacdo da covariancia
¢ gradual. Durante periodos sem outliers, o erro permanece consistentemente dentro das
bandas de confianca, validando o modelo de propagacio e a linearizacdo de primeira ordem
do MEKF.
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5.3.2 Robust Adaptive Kalman Filter (RAKF)

O RAKEF, apresentado na Figura 5.5, reduz o erro médio RMS para 0,099 graus, uma
melhoria de 15% em relacdo ao EKF convencional. O mecanismo de adaptagdo detecta
outliers via distancia de Mahalanobis e escala a covariancia de medicao R por um fator A
que varia entre 1,0 (nominal) e 5,0 (outlier severo confirmado), com média de 1,12 ao longo
da missao.

Figura 5.5 - Erro de atitude do RAKF nos trés eixos (roll, pitch, yaw) com bandas de incerteza 3-sigma
adaptadas
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Fonte: Autoria prépria

Picos de erro no RAKF (Figura 5.5) sao menores que no EKF (Figura 5.4). Quando
um outlier é detectado, o ganho de Kalman efetivo diminui automaticamente (devido ao
aumento de R), reduzindo o peso da medicdo an6mala na atualizacio de estado. Apos a
deteccdo, o fator Ax retorna gradualmente ao valor nominal, permitindo reconvergéncia
suave.

As bandas de 3-sigma do RAKF expandem-se momentaneamente durante eventos
de outlier, refletindo o aumento da incerteza estimada quando medicdes suspeitas sdo
processadas. Este comportamento é desejavel: o filtro reconhece que ndo pode confiar
plenamente na medi¢do e aumenta conservadoramente sua incerteza reportada.
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5.3.3 Ensemble Kalman Filter (EnKF)

O EnKF, mostrado na Figura 5.6, alcang¢a erro médio RMS de 0,039 graus, o segundo
melhor desempenho dentre todos os filtros testados. O método ensemble propaga 50 mem-
bros em paralelo, cada um com ruido amostrado independentemente, e estima a covariancia
empiricamente a partir da dispersdo dos membros. Esta abordagem nao lineariza a dindmica,
capturando ndo-gaussianidades introduzidas pela propagacdo multiplicativa de quaternions
e pelo arrasto atmosférico variavel.

Figura 5.6 - Erro de atitude do EnKF nos trés eixos (roll, pitch, yaw) com bandas de incerteza 3-sigma
derivadas do ensemble
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Fonte: Autoria prépria

As bandas de incerteza do EnKF sdo geralmente mais largas que as do EKF, espe-
cialmente durante periodos de dindmica acelerada (alta taxa de decaimento orbital). Isto
reflete a capacidade do ensemble de capturar dispersao estatistica real que a linearizagdo
de primeira ordem do EKF subestima. A consisténcia entre erro verdadeiro e bandas de
3-sigma ¢ superior ao EKF, embora nao tdo conservadora quanto o RAKF durante outliers.
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5.3.4 Ensemble Square Root Filter (EnSRF)

O EnSREF, apresentado na Figura 5.7, obtém erro médio RMS de 0,038 graus, o melhor
desempenho dentre todos os filtros testados. A diferenca fundamental entre EnKF e EnSRF
estd na forma de atualizacio: o EnSRF atualiza a matriz de covariancia deterministicamente
sem adicionar ruido artificial na etapa de medicao, evitando a necessidade de inflagdo de
covariancia.

Figura 5.7 - Erro de atitude do EnSRF nos trés eixos (roll, pitch, yaw) com bandas de incerteza 3-
sigma derivadas do ensemble
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Fonte: Autoria prépria

A Figura 5.7 mostra comportamento qualitativo similar ao EnKF, porém com bandas
de incerteza ligeiramente mais suaves (menor variabilidade temporal). O EnSRF ¢é preferivel
ao EnKF em aplicacdes onde estabilidade numérica de longo prazo € critica, pois ndo
acumula ruido artificial nas atualizacdes. O custo computacional de ambos os métodos é
comparavel: EnKF requer 844 segundos e EnSRF requer 823 segundos para a simulacdo
completa (Tabela 5.2).



70

5.4 Analise Comparativa e Custo Computacional

A Tabela 5.1 sumariza o desempenho quantitativo de todos os filtros. O Filtro Alpha
apresenta o terceiro melhor erro médio (0,058 graus), enquanto o QUEST apresenta erro
médio de 0,136 graus. Ambos ndo fornecem estimativa de bias de giroscépio e dependem
exclusivamente da qualidade instantanea das medicoes.

Tabela 5.1 - Estatisticas de desempenho de estimacido de atitude (RMS em graus)

Filtro  Média Mediana Desvio Padrio Percentil 95

QUEST 0,136 0,085 0,236 0,302
Alpha 0,058 0,047 0,040 0,137
EKF 0,117 0,072 0,164 0,349
RAKF 0,099 0,069 0,100 0,287
EnKF 0,039 0,031 0,030 0,097
EnSRF 0,038 0,028 0,030 0,098

Fonte: Autoria propria

Dentre os filtros Kalman, o EnSRF e EnKF apresentam os melhores resultados,
com erros médios de 0,038 e 0,039 graus respectivamente. O RAKF oferece desempenho
intermediario (0,099 graus) com custo computacional significativamente menor que os
métodos ensemble. O EKF convencional apresenta erro médio de 0,117 graus devido a
auséncia de mecanismos de robustez a outliers.

A Tabela 5.2 compara o custo computacional absoluto de cada filtro. O filtro Alpha
¢ incluido para referéncia, apresentando tempo de execucdo de 4,14 segundos. O RAKF
adiciona overhead de 99% sobre o EKF devido ao célculo da distancia de Mahalanobis e
qualidade geométrica a cada passo. Os métodos ensemble sdo ordens de magnitude mais
caros: EnKF requer 33 vezes mais tempo que o EKF, e EnSRF requer 32 vezes mais.

Tabela 5.2 - Custo computacional dos filtros baseados em Kalman

Filtro Tempo (s) Fator relativo ao EKF

Alpha 4,14 0,16x
EKF 25,36 1,00
RAKF 50,58 1,99%
EnKF 843,93 33,27x
EnSRF 823,27 32,46%

Fonte: Autoria prépria

Para aplicacoes embarcadas em CubeSats com processadores de baixa poténcia (e.g.,
ARM Cortex-M4 a 48 MHz), o custo dos métodos ensemble € proibitivo. O RAKF emerge
como compromisso atrativo: oferece 15% de melhoria sobre o EKF com overhead modesto
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de 99%, tornando-se vidvel para implementacdo em tempo real com taxa de atualizacio de

10 Hz tipica de missoes de atitude.

5.5 Discussao e Recomendacoes

Os resultados demonstram trade-offs claros entre precisdo, robustez e eficiéncia
computacional. Nio existe um unico filtro universalmente superior, a escolha deve considerar
o contexto de aplicacdo.

Para missdes criticas com processamento em solo (ground processing), os filtros
ensemble (particularmente EnSRF) sdo recomendados. A precisdo de 0,038° e robustez
excepcional justificam o custo computacional quando recursos ndo sio limitantes. Aplicacoes
como controle de apontamento de telescOpios espaciais ou reentrada guiada de alto valor se
beneficiariam desta abordagem.

Em sistemas embarcados com processadores de baixo custo, 0 RAKF emerge como
compromisso atrativo. O overhead de 99% sobre o EKF é compensado pela redu¢do de 15% no
erro médio. Para CubeSats em missdes de demonstragao tecnologica onde falhas ocasionais

de sensores sdo esperadas, o RAKF oferece margem de seguranca significativa.

O EKF convencional permanece valido para aplicagdes onde outliers sdo raros e
recursos computacionais sdo extremamente limitados. Microcontroladores de 8 bits ou
aplicagdes com restricoes severas de energia podem se beneficiar da simplicidade do EKF.

O Filtro Alpha apresenta erro médio de 0,058°, superando RAKF (0,099°) e EKF
(0,117°), revelando que para dindmicas rotacionais lentas (como spin-stabilized CubeSats
ou satélites em pointing mode), métodos simples podem ser competitivos. Entretanto, a
auséncia de estimacdo de incerteza e bias limita sua aplicabilidade.

Os filtros ensemble apresentam desempenho superior em precisdo (0,038-0,039° vs.
0,099-0,117° dos filtros Kalman convencionais), mas com custo computacional 32-33 vezes
maior que o EKF que limita sua aplicabilidade embarcada. O RAKF oferece equilibrio inte-
ressante entre desempenho (15% melhor que EKF) e custo (99% de overhead), adequado
para missdes onde outliers esporadicos sdo esperados e recursos computacionais sdo mode-
rados. O EKF convencional permanece a escolha para sistemas com restricoes severas de

processamento e cendrios de baixa incidéncia de anomalias.
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6 Conclusao

Este trabalho comparou seis algoritmos de estimacdo de atitude durante uma mis-
sdo de reentrada atmosférica de um CubeSat 12U equipado com escudo térmico inflavel,
simulando o decaimento orbital de 400 km até 120 km de altitude ao longo de 209 dias. A
comparacdo envolveu dois filtros instantdneos (QUEST e Filtro Alfa) e quatro filtros baseados
em Kalman (EKF, RAKF, EnKF e EnSRF), avaliando precisao, robustez a outliers e custo

computacional em condicdes de sensores imperfeitos e medi¢ées andmalas.

Os resultados revelam trade-offs fundamentais entre desempenho e viabilidade de
implementacdo embarcada. Os filtros ensemble apresentaram os menores erros médios
RMS (EnSRF: 0,038°, EnKF: 0,039°), confirmando que métodos ensemble capturam nao-
linearidades complexas da cinematica de atitude e dindmica orbital com arrasto atmosférico
varidvel sem necessidade de Jacobianos. A capacidade de representar distribuicdes ndo-
gaussianas através da propagacdo de 50 membros independentes proporcionou robustez
superior durante periodos de geometria sensor-vetor degradada e outliers esporadicos (5%
das medicoes do magnetometro). No entanto, o custo computacional de 823-844 segundos
para a simulacdo completa (32-33 vezes maior que o EKF) inviabiliza implementa¢ido em pro-
cessadores tipicos de CubeSats, como ARM Cortex-M4 operando a 48 MHz, onde requisitos

de tempo real exigem execu¢do em milissegundos por ciclo de atualizacdo.

O Filtro Alpha surpreendeu com o terceiro melhor desempenho (0,058°), superando
RAKF (0,099°) e EKF (0,117°) apesar de ndo propagar covariancia temporal ou estimar
bias de giroscopio. Este resultado revela que para dindmicas rotacionais lentas e previsiveis,
como atitude nadir durante reentrada atmosférica, a fusdo instantanea de medicdes vetoriais
via QUEST pode ser competitiva com filtros recursivos mais complexos. A simplicidade
computacional (4,14 segundos, apenas 16% do tempo do EKF) torna o Filtro Alpha atrativo
para sistemas com recursos extremamente limitados, porém a auséncia de estimativa de
incerteza e bias limita sua aplicabilidade em sistemas que requerem fusdo de dados com

outros subsistemas ou analise de consisténcia estatistica.

O RAKF emerge como solucao de compromisso para missdes com recursos com-
putacionais moderados. O erro médio de 0,099° representa melhoria de 15% sobre o EKF
convencional, com overhead de 99% no tempo de processamento (50,58 s vs. 25,36 s). O
mecanismo de adaptacdo baseado em distancia de Mahalanobis e qualidade geométrica
demonstrou eficicia em mitigar impacto de outliers, com fator de escalonamento médio de
1,12 e maximo de 5,0 durante eventos andmalos. A qualidade geométrica média de 0,945
indica que configuracdes sensor-vetor favoraveis predominaram durante a missdo, com
minimo de 0,636 durante alinhamentos temporarios entre campo magnético e direcao solar.
Para CubeSats em missdes de demonstracdo tecnolégica onde falhas ocasionais de sensores
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sdo esperadas, o RAKF oferece margem de seguranca significativa sem exigir hardware

especializado.

O EKF convencional apresentou erro médio de 0,117°, desempenho intermediario
que reflete auséncia de mecanismos de robustez. Outliers ndo tratados causam divergéncia
tempordria do filtro, com reconvergéncia lenta devido a propagacdo gradual da covariancia.
Este comportamento valida a necessidade de estratégias adaptativas em ambientes onde
medi¢des andmalas sdo inevitaveis, como interferéncia eletromagnética de magnetotorquers,
erros de conversao analégico-digital ou radiacio ionizante em anomalias geomagnéticas.
O QUEST apresentou o maior erro médio (0,136°) dentre todos os filtros, com desvio pa-
drao elevado (0,236°) indicando sensibilidade a outliers instantdneos sem mecanismo de

suavizacao temporal.

As limitacoes deste trabalho devem ser consideradas ao interpretar os resultados. O
modelo de ruido constante para sensores nao captura degradagdo devida ao aquecimento
aerodinamico crescente durante reentrada, interferéncia de plasma ionosférico em altitudes
abaixo de 200 km, ou ciclagem térmica acelerada. A inclusdo desses efeitos ambientais
dependentes de altitude e temperatura exigiria modelos fenomenoldgicos complexos de
dificil validagdo sem dados de voo real, fugindo ao escopo de comparacao algoritmica. Além
disso, a simulacio assume que o satélite mantém atitude de apontamento ao nadir durante
toda a missdo, cendrio idealizado que niao contempla perturbagdes de torque gravitacional
diferencial, torque magnético residual ou torque aerodindmico assimétrico apos abertura
do escudo em 250 km. Essas simplificacdes permitem isolar o desempenho intrinseco dos
algoritmos de filtragem, mas ndo refletem completamente a complexidade de uma missdo
operacional.

Trabalhos futuros podem explorar diversas direcdes promissoras. A implementacao
dos filtros em hardware embarcado real (por exemplo, STM32H7 dual-core a 480 MHz) per-
mitiria benchmarks de desempenho mais precisos, incluindo andlise de consumo energético
e laténcia de execucdo em tempo real. A validacio experimental com dados de voo de missoes
reais de CubeSats em orbita baixa (como o MIRCA?2) forneceria ground truth para calibracio
de modelos de ruido e verificagido de robustez em condicdes ndo simuladas. A extensdo para
filtros hibridos, combinando RAKF para propagacao rapida com atualizagoes periodicas
de EnSRF em janelas de baixa carga computacional, pode balancear precisdo e eficiéncia.
Finalmente, a incorporagdo de modelos de arrasto atmosférico mais refinados (incluindo
efeitos de atividade solar extrema e tempestades geomagnéticas) e torques perturbativos (gra-
diente de gravidade, pressao de radiacdo solar, interacio magnética) aumentaria o realismo
da simulacdo e permitiria avaliar o impacto dessas dindmicas acopladas na convergéncia
dos filtros.

A escolha do algoritmo de estimacdo de atitude para uma missdo especifica deve

considerar o contexto completo de aplicacio. Para processamento em solo com recursos
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ilimitados, EnSRF é recomendado devido a precisdo superior (0,038°) e estabilidade numé-
rica de longo prazo. Em sistemas embarcados com processadores de médio desempenho e
expectativa de falhas esporadicas de sensores, RAKF oferece o melhor compromisso entre
desempenho (15% melhor que EKF) e viabilidade de implementacao (overhead de 99%).
Para sistemas com recursos extremamente limitados onde estimativa de bias néo € critica, o
Filtro Alpha apresenta alternativa eficiente (16% do custo computacional do EKF). O EKF
convencional permanece valido apenas em cendrios onde outliers sao raros e recursos com-
putacionais sdo moderadamente limitados, oferendo base solida para extensdes adaptativas
como o RAKF.
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Anexo A - Cadigos

clear;
close all;

clc;

mu = 398600.64;

RUN_QUEST = true;
RUN_ALPHA
RUN_EKF = true;

RUN_RAKF = true;
RUN_ENKF = true;
RUN_ENSRF = true;

true;

if ~(RUN_QUEST || RUN_ALPHA || RUN_EKF || RUN_RAKF || RUN_ENKF || RUN_ENSRF)
error('Pelo menos um filtro deve estar habilitado!');

end

fprintf('\n========== FILTROS HABILITADOS ==========\n');
if RUN_QUEST, fprintf(' [X] QUEST\n'); else, fprintf(' [ ] QUEST
< (DESABILITADO)\n'); end
if RUN_ALPHA, fprintf(' [X] Filtro Alfa\n'); else, fprintf(' [ ] Filtro Alfa
<> (DESABILITADO)\n'); end
if RUN_EKF, fprintf(' [X] EKF\n'); else, fprintf(' [ ] EKF (DESABILITADO)\n'); end
if RUN_RAKF, fprintf(' [X] RAKF\n'); else, fprintf(' [ 1 RAKF (DESABILITADO)\n');
<— end
if RUN_ENKF, fprintf(' [X] EnKF\n'); else, fprintf(' [ 1 EnKF (DESABILITADO)\n');
— end
if RUN_ENSRF, fprintf(' [X] EnSRF\n'); else, fprintf(' [ 1 EnSRF
<> (DESABILITADO)\n'); end
fprintf (' \n\n');

dt = 60;
max_time = 86400 * 365 * 2;

3; day = 31;
32; sec = 41;

start_datetime = datetime(yr, mth, day, hr, minute, sec, 'TimeZone', 'UTC');

yr = 2011; mth

hr = 2; minute
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mass_sat = 24;
shield_diameter = 1.0;

shield_radius = shield_diameter / 2;

area_drag_phase2 = pi * shield_radius”2;
cd_drag_phase2 = 1.9;
area_drag_phasel = 0.15;
cd_drag_phasel = 2.2;
deploy_altitude_km = 250;
sat_params = struct( ...
'mass', mass_sat,
'deploy_altitude_km', deploy_altitude_km,
'shield_closed', struct('area', area_drag_phasel, 'Cd', cd_drag_phasel),

"shield_open', struct('area', area_drag_phase2, 'Cd', cd_drag_phase2));

f107_avg = 150;

f107_daily = 150;

ap_daily = 15;

atm_params = struct('f107a', f1@7_avg, 'f107', f107_daily, 'ap', ap_daily);

earth_radius_km = 6378.137;
initial_altitude_km = 400;
target_altitude_km = 120;

a = earth_radius_km + initial_altitude_km;
initial_position = [a, @, 0];

initial_velocity = [0, sqrt(mu / a), @1;

initial_state = [initial_position, initial_velocityl;

fprintf('Iniciando simulacdo de decaimento orbital de 400 km para 120 km...\n');
fprintf('Nota: Decaimento em 400 km de altitude élento devido baixa densidade
< atmosférica.\n");

fprintf('A simulacdo pode levar tempo consideravel.\n\n');

[t,pos,vel] = propagateDecayOrbit(dt, max_time, initial_state, start_datetime,
target_altitude_km, mu, earth_radius_km, sat_params, atm_params);

length_t = numel(t);

tf = t(end);

alt_vec = sqrt(sum(pos.”2,2)) - earth_radius_km;

fprintf('Propagacao orbital completa: %.2f dias\n', tf/86400);
fprintf('Total de passos de tempo: %d\n\n', length_t);



74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

83

g = zeros(length_t, 4);

ge = zeros(length_t, 4);
sig3 = zeros(length_t, 3);
ger = zeros(length_t, 4);
g_alp = zeros(length_t, 4);

alpha = zeros(length_t, 1);

sig3qger = zeros(length_t, 3);
P_meas = NaN(3, 3, length_t);
sig3alp = zeros(length_t, 3);

h_vec = cross(pos,vel,2);

h_norm = sqrt(sum(h_vec.*2, 2));

r_norm = sqrt(sum(pos.*2, 2));

orbital_rate = h_norm ./ max(r_norm.”2, realmin);

ang_vel=[zeros(length_t,1) -orbital_rate zeros(length_t,1)];

sigu = sqrt(10) * 1e-10;

sqrt(10) * le-7;

dt = [1 1];

den_g = 2 x [1 -11;

[phi_g, gam_g, c_g, d_g] = tf2ss(num_g, den_g);

sigv

num_g

bias_init = 0.1 * pi / 180 / 3600 / dt;

noise_scale = sigu / sqrt(dt);

bias1l = dlsim(phi_g, gam_g, c_g, d_g, noise_scale * randn(length_t, 1), bias_init);
bias2 = dlsim(phi_g, gam_g, c_g, d_g, noise_scale * randn(length_t, 1), bias_init);
bias3 = dlsim(phi_g, gam_g, c_g, d_g, noise_scale * randn(length_t, 1), bias_init);

bias = [bias1, bias2, bias3];

arw_component = sigv*2 / dt;

rw_component = (sigu”2 * dt) / 12;

gyro_noise_var = arw_component + rw_component;
gyro_noise = sqrt(gyro_noise_var) * randn(length_t, 3);

wgm = ang_vel + gyro_noise + bias;

for i = 1:1length_t
pos_norm = norm(pos(i,:));

1z = -pos(i,:) / pos_norm;

h_vec_i = cross(pos(i,:), vel(i,:));

h_norm_i = norm(h_vec_i);
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ly = -h_vec_i / h_norm_i;

1x

cross(ly, 1z);

true_att = [1x; ly; 1z1;

if i ==
q(1,:) = extract(true_att);
else
vel_norm = norm(ang_vel(i,:));
if vel_norm > 1e-10
half_angle = @.5 * vel_norm * dt;
co = cos(half_angle);

si = sin(half_angle);

axis_n = ang_vel(i,:) / vel_norm;

qwl axis_n(1) * si;
gqw2 = axis_n(2) * si;
gw3 = axis_n(3) * si;

qw4 = co;

om = [gw4, qw3, -qw2, qwl;
-gqw3, qw4, gwl, qw2;
aw2, -gqwl, qw4, qw3;
-qwl, -qw2, -qw3, qw4];
g_prev = q(i-1, 1:4)';
g_new = om * g_prev;
q(i, 1:4) = gq_new';
else
adi,:) = a(i-1,:);
end
end

end

mag_i=mag_field(pos,yr,mth,day,hr,minute,sec,10,dt,1);
mag_b=i2b(q,mag_1i);

sun_i=solar(yr,mth,day,hr,minute,sec,dt,tf);

sun_b=i2b(q,sun_i);

t1=[-0.5736 @ -0.8192;0.4096 0.866 -0.2868;0.7094 -0.5 -0.4967];
t2=[-0.5736 @ 0.8192;-0.4096 0.866 -0.2868;-0.7094 -0.5 -0.4967];

sun_sen1=(t1*sun_b')"';
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sun_sen2=(t2*sun_b')"';
sun_availl=eclipse(pos,sun_senl);
sun_avail2=eclipse(pos,sun_sen2);
availl=find(sun_availl==1);
avail2=find(sun_avail2==1);
sun_avail=zeros(length_t,1);

sun_avail(availl)=1;sun_avail(avail2)=1;

sig_sun=0.05*pi/180;

alpl = -sun_sen1(:,1) ./ sun_senl1(:,3);

betal = -sun_sen1(:,2) ./ sun_senl1(:,3);

alpl = alp1l + sig_sun * randn(length_t, 1);
betal = betal + sig_sun * randn(length_t, 1);
sensor_vec = [alp1, betal, -ones(length_t, 1)1;
sensor_norm = sqrt(sum(sensor_vec.”*2, 2));

sun_senlm = sensor_vec ./ repmat(sensor_norm, 1, 3);

sun_senim(:,1) sign(sun_sen1(:,1)) .* abs(sun_senim(:,1));

sun_senim(:,2) sign(sun_sen1(:,2)) .* abs(sun_senim(:,2));
sun_senim(:,3) = sign(sun_senl1(:,3)) .* abs(sun_senim(:,3));

sun_bim = (t1 \ sun_senim')';

alp2 = -sun_sen2(:,1) ./ sun_sen2(:,3);

beta2 = -sun_sen2(:,2) ./ sun_sen2(:,3);
noise2_alpha = sig_sun * randn(length_t, 1);
noise2_beta = sig_sun * randn(length_t, 1);

alp2 = alp2 + noise2_alpha;

beta2 = beta2 + noise2_beta;

sensor2_vec = [alp2, beta2, -ones(length_t, 1)1;
norm2 = sqrt(sum(sensor2_vec.”2, 2));

sun_sen2m = sensor2_vec ./ repmat(norm2, 1, 3);

sun_sen2m(:,1) sign(sun_sen2(:,1)) .* abs(sun_sen2m(:,1));

sun_sen2m(:,2) = sign(sun_sen2(:,2)) .* abs(sun_sen2m(:,2));

sun_sen2m(:, 3) sign(sun_sen2(:,3)) .* abs(sun_sen2m(:,3));

sun_b2m = (t2 \ sun_sen2m')';

sig_tam = 50;
mag_bm = mag_b + sig_tam * randn(length_t, 3);
fprintf('\n=== Modelo de Ruido do Magnetmetro ===\n');

fprintf('Ruido gaussiano constante: = %.1f nT\n\n', sig_tam);
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196 outlier_prob = 0.05;

197 outlier_magnitude = 10;

198 outlier_mask = rand(length_t, 1) < outlier_prob;
199 num_outliers = sum(outlier_mask);

200

201 for i = 1:length_t

202 if outlier_mask(i)

203 outlier_noise = outlier_magnitude * sig_tam * randn(1,3);
204 mag_bm(i,:) = mag_b(i,:) + outlier_noise;

205 end

206 end

207

208 fprintf('Injecdo de Outliers: %d medicoes (%.1f%%) corrompidas\n', num_outliers,
< 100*outlier_prob);

209 fprintf('Magnitude do ruido outlier: %.1fx nivel nominal\n\n', outlier_magnitude);

210

211 for i = 1:length_t

212 sun_b1_cross = -crossm(sun_bim(i,:));

213 sun_b2_cross = -crossm(sun_b2m(i,:));

214 mag_bm_cross = -crossm(mag_bm(i,:));

215 sun_i_cross = crossm(sun_i(i,:));

216 mag_i_cross = crossm(mag_i(i,:));

217

218 om_dss1 = [sun_bl_cross sun_bIm(i,:)'; -sun_bim(i,:) 0];
219 om_dss2 = [sun_b2_cross sun_b2m(i,:)"'; -sun_b2m(i,:) 0];
220 om_tam = [mag_bm_cross mag_bm(i,:)'; -mag_bm(i,:) 0];
221 gam_dss = [sun_i_cross sun_i(i,:)'; -sun_i(i,:) 01;
222 gam_tam = [mag_i_cross mag_i(i,:)'; -mag_i(i,:) 01;
223 gam_tamr = gam_tam;

224 if sun_availl(i) == 1 & sun_avail2(i) ==

225 sig_tam_i = sig_tam;

226 weight_sun = 1 / sig_sun”2;

227 weight_mag = 1 / sig_tam_i*2;

228

229 k_mat = -weight_sun * om_dss1 * gam_dss ...

230 -weight_sun * om_dss2 * gam_dss ...

231 -weight_mag * om_tam * gam_tamr;

232

233 [v_eig, e_eig] = eig(k_mat);

234 [ii, jj] = max(diag(e_eig));

235 g_opt = v_eig(:, iid"';
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ger(i,:) = q_opt / norm(qg_opt);

sunl_cross = crossm(sun_bim(i,:));

sun2_cross = crossm(sun_b2m(i,:));
mag_cross = crossm(mag_bm(i,:));
meas_mat = weight_sun * sunl_cross”2 + weight_sun * sun2_cross”2 +
— weight_mag * mag_cross”2;
p_bad=regularized_inverse(meas_mat, 1e-6);
P_meas(:,:,i)=p_bad;
sig3ger(i,:)=(sqrt(diag(p_bad)))'*3%180/pi;
if dot(ger(i,:), q(i,:)) <0, ger(i,:) = -qer(i,:); end

end

if sun_availl(i) == 1 & sun_avail2(i) ==
sig_tam_i = sig_tam;

k_mat = -om_dss1 * gam_dss / sig_sun*2 - om_tam * gam_tamr / sig_tam_i"2;

[v_eig, e_eig] = eig(k_mat);
[~, jj1 = max(diag(e_eig));
ger(i,:) = v_eig(:, jj)' / norm(v_eig(:, 3i));

meas_mat = crossm(sun_bim(i,:))*2 / sig_sun*2 + crossm(mag_bm(i,:))*2 /
— sig_tam_i"2;

p_bad=regularized_inverse(meas_mat, 1e-6);

P_meas(:,:,i)=p_bad;

sig3ger(i,:)=(sqrt(diag(p_bad)))'*3%180/pi;

if dot(ger(i,:), q(i,:)) <0, qger(i,:) = -qer(i,:); end

end

if sun_availl(i) == @ & sun_avail2(i) ==

sig_tam_i = sig_tam;

sun_weight = 1 / sig_sun”2;

mag_weight = 1 / sig_tam_i"2;

k_mat = -sun_weight * om_dss2 * gam_dss - mag_weight * om_tam * gam_tamr;

[v_eig, e_eig] = eig(k_mat);
diagonal_vals = diag(e_eig);

[~, max_idx] = max(diagonal_vals);

eigenvector = v_eig(:, max_idx);

ger(i,:) = eigenvector' / norm(eigenvector);



275 meas_mat = sun_weight * crossm(sun_b2m(i,:))*2 + mag_weight *

< crossm(mag_bm(i,:))"2;

276 p_bad=regularized_inverse(meas_mat, 1e-6);

277 P_meas(:,:,i)=p_bad;

278 sig3qger(i,:)=(sqrt(diag(p_bad))) '*x3x180/pi;

279 if dot(ger(i,:), q(i,:)) <0, qger(i,:) = -qer(i,:); end
280 end

281 if sun_availl(i) == 0 & sun_avail2(i) ==

282 ger(i,:)=NaN;

283 P_meas(:,:,1i)=NaN(3);

284 sig3qger(i,:)=NaN(1,3);

285 end

286

287 end

288

289 if RUN_QUEST

290 gerr=quat_err(qg,qer);errer=gerr(:,1:3)*2%180/pi;
291 end

292 k@ = find(~any(isnan(qer),2), 1, 'first');

203 if isempty(k®)

294 error('Nenhuma solucdo QUEST valida para inicializar os filtros');
295 end

206 @ = ger(ko,:);

297 if ~RUN_QUEST

298 errer = NaN(length_t, 3);

299 end

300 if ~RUN_ALPHA

301 errea = NaN(length_t, 3);

302 g_alp = NaN(length_t, 4);

303 sig3alp = NaN(length_t, 3);
304 end

305 1f ~RUN_EKF

306 ekf_error = NaN(length_t, 3);
307 g_ekf = NaN(length_t, 4);

308 sig3ekf = NaN(length_t, 3);
309 b_ekf = NaN(length_t, 3);

310 end

311 if ~RUN_RAKF

312 rakf_error = NaN(length_t, 3);
313 g_rakf = NaN(length_t, 4);

314 sig3rakf = NaN(length_t, 3);
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end

b_rakf = NaN(length_t, 3);
lambda_rakf = NaN(length_t, 1);
mahal_dist_hist = NaN(length_t, 1);
geom_quality_hist = NaN(length_t, 1);
outlier_flags = false(length_t, 1);
Rk_rakf_hist = NaN(3, 3, length_t);

if ~RUN_ENKF

end

enkf_error = NaN(length_t, 3);
g_enkf = NaN(length_t, 4);
sig3enkf = NaN(length_t, 3);
b_enkf = NaN(length_t, 3);

if ~RUN_ENSRF

end

ensrf_error = NaN(length_t, 3);
g_ensrf = NaN(length_t, 4);
sig3ensrf = NaN(length_t, 3);
b_ensrf = NaN(length_t, 3);

if RUN_ALPHA

g_alp(1,:) = qo;
alphao = 0.1;
mag_norm = mag_i(1,:) / norm(mag_i(1,:));

sun_norm = sun_i(1,:) / norm(sun_i(1,:));
geom_factor = norm(cross(mag_norm, sun_norm))*2;

alpha(1) = alpha@ * geom_factor;

process_cov_alpha = diag([(0.005xpi/180)"2, (0.005%pi/180)"2,

— (0.005%pi/180)*21);

Q_alp = process_cov_alpha;

if sun_avail(1) == 1 && all(isfinite(diag(P_meas(:,:,1))))
P_alp = P_meas(:,:,1);

else

P_alp = (0.5 * pi/180)"2 * eye(3);
end

sig3alp(1,:) = sqrt(diag(P_alp))' * 3 * 180/pi;

fprintf('Executando Filtro Alfa...\n');

tic;



355 for i = 1:length_t-1

356 ww=norm(wgm(i,:));

357 if ww>Te-8

358 co=cos(0.5*xwwxdt); si=sin(@.5*wwxdt);

359 n=wgm(i,:)/ww; gwl=n(1)*si; qw2=n(2)*si; qw3=n(3)*si; qw4=co;
360 else

361 gwl1=0; qw2=0; qw3=0; qw4=1;

362 end

363 om=[gw4 qw3 -gw2 gwl; -qw3 qw4 gwl qw2; qw2 -gwl qwd qw3; -gwl -qw2 -gw3 gw4];
364 g_prop=(omxq_alp(i,:)"'); g_prop=q_prop/norm(g_prop);
365

366 if sun_avail(i+1) ==

367 alpha(i+1)=alpha@*norm(cross( ...

368 mag_1i(i+1,:)/norm(mag_i(i+1,:)),

369 sun_i(i+1,:)/norm(sun_i(i+1,:)) ))*2;

370 else

371 alpha(i+1)=0;

372 end

373 a=alpha(it+1);

374

375 F=eye(3)-crossm(wgm(i, :))*dt;

376 P_prop=F*P_alpF'+Q_alpxdt;

377 Rz=P_meas(:,:,i+1);

378 if a>0 && all(isfinite(diag(Rz)))

379 P_alp=(1-a)*2%P_prop + a*2*Rz;

380 else

381 P_alp=P_prop;

382 end

383 sig3alp(i+1,:)=(sqrt(diag(P_alp))) '*3%180/pi;

384

385 if a>0

386 g_meas = qger(i+1,:);

387 if dot(g_meas, q_prop') < @, q_meas = -g_meas; end
388 q_alp(i+1,:)=(1-a)*qg_prop' + a*g_meas;

389 else

390 q_alp(i+1,:)=q_prop';

391 end

392 g_alp(i+1,:)=qg_alp(i+1,:)/norm(g_alp(i+1,:));

393

394 end

395
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time_alpha = toc;
fprintf('Filtro Alfa completo em %.2f segundos\n', time_alpha);
gerr_a=quat_err(q,q_alp);errea=qerr_a(:,1:3)*2x180/pi;
else
time_alpha = 0;
end
quat_mult = @(q, r) [q(4)*r(1:3) + r(4)*xq(1:3) + cross(q(1:3), r(1:3)),

q(4)*r(4) - dot(a(1:3), r(1:3))1;
quat_inv = @(q) [-q(1:3), q(4)];
normalize_quat = @(q) q / norm(q);
delta_to_quat = @(delta) normalize_quat([@.5*delta, 1]);

attitude_noise = [(0.01xpi/180)"2 (0.005*pi/180)*2 (0.005%pi/180)"2];
bias_noise = (sigu)*2 * eye(3);

Q = blkdiag(diag(attitude_noise), bias_noise);

R_nominal = diag([(@.1 * pi/180)*2, (0.1 * pi/180)"2, (@.1 * pi/180)"2]);

if RUN_EKF
fprintf('Executando EKF...\n");
tic
g_ekf = zeros(length_t, 4);
a_ekf(1,:) = qo;
att_cov_init = (0.1xpi/180)*2 * eye(3);
bias_cov_init = (0.1%pi/180/3600)"2 * eye(3);
P = blkdiag(att_cov_init, bias_cov_init);
b_ekf = zeros(length_t, 3);

sig3ekf = zeros(length_t, 3);

sig3ekf(1,:) = (sqrt(diag(P(1:3,1:3))))"' * 3 * 180/pi;

ekf_error = zeros(length_t, 3);

for i = 1:1length_t-1
omega = wgm(i,:) - b_ekf(i,:);

ww = norm(omega);

if ww > 1e-8
half_angle = 0.5 x ww * dt;

co = cos(half_angle);
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si = sin(half_angle);
n = omega / ww;

dg = [n(1)*si, n(2)*si, n(3)*si, col;

else

end

dg = [0, @, 0, 1];

g_pred = quat_mult(g_ekf(i,:), dqg);

g_pred = normalize_quat(q_pred);

F =

[eye(3)-crossm(omega)*dt -eye(3)xdt; zeros(3,3) eye(3)];

P_pred = F#PxF' + Q%dt;

if ~any(isnan(qer(i+1,:)))

g_tilde = quat_mult(ger(i+1,:), quat_inv(qg_pred));
if g_tilde(4) < @, g_tilde = -q_tilde; end
z =2 % q_tilde(1:3)"';

H = [eye(3) zeros(3)1];
Rk = measurement_covariance_from_quest(P_meas, i+1, R_nominal);
Rk = ensure_spd(Rk, (0.01*pi/180)"2*xeye(3));

S = HxP_pred*H' + Rk;
(P_predxH')/S;

~
1

delta = Kxz;
delta_theta = delta(1:3);
delta_bias = delta(4:6);

16 = eye(6);
P = (I6 - KxH)*P_pred*(I6 - KxH)' + K*Rk*K"';
P=(P +P"')/2;

dg_update = delta_to_quat(delta_theta');

gq_update = quat_mult(dg_update, g_pred); q_update =
< normalize_quat(q_update);

b_ekf(i+1,:) = b_ekf(i,:) + delta_bias';

else

q_update = g_pred;
P = P_pred;
b_ekf(i+1,:) = b_ekf(i,:);
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end
g_ekf(i+1,:) = g_update;
sigl3ekf(i+1,:) = (sqrt(diag(P(1:3,1:3))))"' * 3 * 180@/pi;
g_err_ekf = quat_mult(q(i+1,:), quat_inv(g_update));
if g_err_ekf(4) < @
qg_err_ekf = -q_err_ekf;
end
ekf_error(i+1,:) = 2 * g_err_ekf(1:3) * 180/pi;
end
time_ekf = toc;
fprintf ('EKF completo em %.2f segundos\n', time_ekf);
else
time_ekf = 0;
end
if RUN_RAKF
fprintf ('Executando RAKF (EKF adaptativo robusto com rejeicdo de
< outliers)...\n');
tic
g_rakf = zeros(length_t,4);
g_rakf(1,:) = qo;
b_rakf = zeros(length_t,3);

P_rakf = blkdiag(diag([(@.1xpi/180)"2 (@.1xpi/180)"2 (@.1xpi/180)"2]),
— (0.1%pi/180/3600)"2*eye(3));
Q_rakf = Q;

sig3rakf = zeros(length_t,3);

sig3rakf(1,:) = (sqrt(diag(P_rakf(1:3,1:3))))"' * 3 x 180/pi;
rakf_error = zeros(length_t,3);

lambda_rakf = ones(length_t,1);

mahal_dist_hist = NaN(length_t,1);

geom_quality_hist = NaN(length_t,1);

outlier_flags = false(length_t,1);

Rk_rakf_hist = zeros(3,3,length_t);

chi2_threshold = 5.0;
0.15;

geom_threshold
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R_floor_rakf = (0.01xpi/180)"2 * eye(3);
eps_regularization = le-6;
Rk_rakf_hist(:,:,1) = R_nominal;

for i = 1:1length_t-1
omega = wgm(i,:) - b_rakf(i,:);
ww = norm(omega);

if ww > 1e-8

co = cos(@0.5 * ww x dt);
si = sin(@.5 * ww x dt);
n = omega / ww;

dg = [n(1)*si, n(2)*si, n(3)*si, col;
else

dg = [0, 0, 0, 11;
end
g_pred = quat_mult(q_rakf(i,:), dq);
g_pred = normalize_quat(q_pred);

F = [eye(3)-crossm(omega)*dt -eye(3)*dt; zeros(3,3) eye(3)];
P_pred = FxP_rakf*F' + Q_rakfx*dt;

if ~any(isnan(qer(i+1,:)))
q_tilde = quat_mult(ger(i+1,:), quat_inv(qg_pred));
if q_tilde(4) < @
q_tilde = -q_tilde;
end
z =2 % q_tilde(1:3)"';

H = [eye(3) zeros(3)1;

Rk = measurement_covariance_from_quest(P_meas, i+1, R_nominal);

Rk = ensure_spd(Rk, R_floor_rakf);

S_prelim = HxP_pred*H' + Rk;

try
S_inv = pinv(S_prelim);

z_norm_sq = z' * S_inv * z;

if isfinite(z_norm_sq) && z_norm_sq >= @

mahal_dist = sqrt(z_norm_sq);
else
mahal_dist = norm(z) / sqrt(trace(S_prelim));
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end
catch

mahal_dist = norm(z) / sqrt(trace(S_prelim));
end
mahal_dist_hist(i+1) = mahal_dist;

if sun_avail(i+1) ==
mag_norm = mag_i(i+1,:) / norm(mag_i(i+1,:));
sun_norm = sun_i(i+1,:) / norm(sun_i(i+1,:));
geom_quality = norm(cross(mag_norm, sun_norm));
else
geom_quality = 0;
end

geom_quality_hist(i+1) = geom_quality;

Rk_adapted = Rk;
scale_factor = 1.0;
if isfinite(mahal_dist) && mahal_dist > @
if mahal_dist > chi2_threshold
outlier_flags(i+1) = true;
excess_ratio = min(1.0, (mahal_dist - chi2_threshold) /
< chi2_threshold);
scale_factor = max(scale_factor, 2.0 + 3.0 x excess_ratio);
elseif mahal_dist > chi2_threshold * 0.8
scale_factor = max(scale_factor, 1.2 + 0.8 * (mahal_dist -
< chi2_threshold*@.8)/(chi2_threshold*0.2));

end

if geom_quality < geom_threshold
geom_scale = 1.2 + 1.3 * (1.0 - geom_quality/geom_threshold);
scale_factor = max(scale_factor, geom_scale);

end

end

lambda_rakf(i+1) = scale_factor;

Rk = scale_factor * Rk_adapted;

Rk_rakf_hist(:,:,i+1) = Rk;

S = HxP_pred*H' + Rk;
(P_predxH') * pinv(S);

~
1l
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597 delta = Kxz;

598 delta_theta = delta(1:3);

599 delta_bias = delta(4:6);

600

601 16 = eye(6);

602 P_rakf = (I6 - KxH)*P_pred*(I6 - KxH)' + K*Rk*K';
603 P_rakf = (P_rakf + P_rakf')/2;

604

605 max_att_var = (2%pi/180)"2;

606 max_bias_var = (0.5*pi/180/3600)"2;

607 for j =1:3

608 P_rakf(j,j) = min(P_rakf(j,j), max_att_var);
609 P_rakf(j+3,j+3) = min(P_rakf(j+3,j+3), max_bias_var);
610 end

611

612 P_rakf = (P_rakf + P_rakf')/2;

613

614 dg_update = delta_to_quat(delta_theta');

615 gq_update = quat_mult(dg_update, qg_pred);

616 gq_update = normalize_quat(q_update);

617 b_rakf(i+1,:) = b_rakf(i,:) + delta_bias';

618 else

619 q_update = g_pred;

620 P_rakf = P_pred;

621 b_rakf(i+1,:) = b_rakf(i,:);

622 lambda_rakf(i+1) = 1.0;

623 Rk_rakf_hist(:,:,i+1) = Rk_rakf_hist(:,:,1);

624 mahal_dist_hist(i+1) = NaN;

625 geom_quality_hist(i+1) = NaN;

626 end

627

628 g_rakf(i+1,:) = g_update;

629 sig3rakf(i+1,:) = (sqrt(diag(P_rakf(1:3,1:3))))' * 3 * 180/pi;
630

631 g_err_rakf = quat_mult(q(i+1,:), quat_inv(g_update));
632 if gq_err_rakf(4) < o

633 g_err_rakf = -q_err_rakf;

634 end

635 rakf_error(i+1,:) = 2 * g_err_rakf(1:3) * 180/pi;

636 end
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time_rakf = toc;
fprintf ('RAKF completo em %.2f segundos\n', time_rakf);
fprintf (' Outliers detectados: %d (%.1f%%)\n', sum(outlier_flags),
— 100*sum(outlier_flags)/length_t);
else
time_rakf = 0;

end

if RUN_ENSRF
fprintf('Executando EnSRF...\n');

tic

quat_to_dcm = @(q) ...
La(1)"2 - q(2)*2 - q(3)*2 + q(4)*2, 2x(q(1)*q(2) + q(3)*q(4)),
— 2x(q(1)*q(3) - q(2)*q(4));
2%(q(1)*q(2) - a(3)*q(4)), -aq(1)"2 + q(2)*2 - q(3)"2 + q(4)"2,
— 2x(q(2)*q(3) + q(1)*q(4));
2%(q(1)*q(3) + q(2)*q(4)), 2*(q(2)*q(3) - q(1)*q(4)), -q(1)"2 - q(2)"2 +
— q(3)*2 + q(4)"2];

N_ensrf = 50;

g_ensrf = zeros(length_t, 4);
g_ensrf(1,:) = qo;

Q_ensrf = diag([(0.01 * pi/180)"2, (0.005 * pi/180)"2, (0.005 * pi/180)*2]1);
R_att = diag([(@.1 * pi/180)"2, (0.1 * pi/18@)*2, (0.1 * pi/180)*2]1);
R_floor = (0.1xpi/180)"2 * eye(3);

P_init = diag([(0.1 * pi/180)*2, (0.1 * pi/180)*2, (0.1 * pi/180)"2]);
delta_theta_ensemble = mvnrnd(zeros(1,3), P_init, N_ensrf)';
g_ensemble = zeros(N_ensrf, 4);
for j = 1:N_ensrf
dg_j = delta_to_quat(delta_theta_ensemble(:,j)');
g_ensemble(j, :) = quat_mult(dg_j, qg_ensrf(1,:));
g_ensemble(j, :) = normalize_quat(g_ensemble(j, :));
end
b_ensemble = mvnrnd(zeros(1,3), (0.1 * pi/180/3600)"2 * eye(3), N_ensrf);
b_ensrf = zeros(length_t, 3);

b_ensrf(1,:) = mean(b_ensemble, 1);
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674 Q_bias_rw = (sigu)*2 * eye(3);

675

676 sig3ensrf = zeros(length_t, 3);

677 ensrf_error = zeros(length_t, 3);

678 sig3ensrf(1,:) = sqrt(diag(P_init))' * 3 * 180/pi;
679

630 for i = 1:length_t-1

681

632 process_noise = mvnrnd(zeros(1,3), Q_ensrf, N_ensrf)';

633 bias_noise = mvnrnd(zeros(1,3), Q_bias_rw * dt, N_ensrf)';

634 g_ensemble_pred = zeros(N_ensrf, 4);

685 b_ensemble_pred = zeros(N_ensrf, 3);

686 for j = 1:N_ensrf

687 omega_j = wgm(i,:) - b_ensemble(j,:);

638 ww_Jj = norm(omega_j);

689 if ww_j > 1e-8

690 co_j = cos(@.5 * ww_j * dt); si_j = sin(@.5 * ww_j * dt); n_j = omega_j
— / ww_j;

691 dg_prop = [n_j(1)*si_j, n_j(2)*si_j, n_j(3)*si_j, co_jl;

692 else

693 dg_prop = [0 @0 @ 1];

694 end

695 q_j_propagated = quat_mult(q_ensemble(j,:), dg_prop);

696 dg_noise = delta_to_quat(process_noise(:,3j)");

697 g_ensemble_pred(j,:) = quat_mult(dqg_noise, q_j_propagated);

698 g_ensemble_pred(j,:) = normalize_quat(q_ensemble_pred(j,:));

699 b_ensemble_pred(j,:) = b_ensemble(j,:) + bias_noise(:,j)"';

700 end

701 g_ensemble = g_ensemble_pred;

702 b_ensemble = b_ensemble_pred;

703

704 meas_valid = ~any(isnan(qer(i+1,:)));

705 if ~meas_valid

706 g_ensrf(i+1,:) = mean_quat(qg_ensemble);

707 b_ensrf(i+1,:) = mean(b_ensemble, 1);

708 delta_X_final = zeros(6, N_ensrf);

709 for j=1:N_ensrf

710 g_err_j = quat_mult(g_ensemble(j,:), quat_inv(g_ensrf(i+1,:)));

711 if g_err_j(4) < 0, g_err_j = -q_err_j; end

712 delta_X_final(1:3,j) = 2 x q_err_j(1:3)"';

713 delta_X_final(4:6,j) = (b_ensemble(j,:) - b_ensrf(i+1,:))";
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end

P_final = (1/(N_ensrf-1)) x (delta_X_final * delta_X_final');
sig3ensrf(i+1,:) = (sqrt(diag(P_final(1:3,1:3))))' * 3 * 180/pi;
g_err_ensrf = quat_mult(q(i+1,:), quat_inv(g_ensrf(i+1,:)));

if g_err_ensrf(4) < @, g_err_ensrf = -g_err_ensrf; end

ensrf_error(i+1,:) = 2 * g_err_ensrf(1:3) * 180/pi;

continue;
end
Rk = R_att;
Rk = ensure_spd(Rk, R_floor);

[Rk_chol,pR] = chol(Rk, 'lower"');

if pR ~= 0@
Rk = ensure_spd(Rk, R_floor + 1e-9*eye(3));
Rk_chol = chol(Rk, 'lower");

end

b_mean_pred = mean(b_ensemble, 1);

g_mean_pred = mean_quat(qg_ensemble);

X_a = zeros(6, N_ensrf);

for j = 1:N_ensrf
g_err_j = quat_mult(g_ensemble(j,:), quat_inv(g_mean_pred));
if q_err_j(4) < 0, g_err_j = -q_err_j; end
X_a(1:3,3)
X_a(4:6,73)

2 x g_err_j(1:3)';

(b_ensemble(j,:) - b_mean_pred)"';

end

Y_pred_ensemble = zeros(3, N_ensrf);

for j = 1:N_ensrf
g_err_meas = quat_mult(qger(i+1,:), quat_inv(g_ensemble(j,:)));
if g_err_meas(4) < @, g_err_meas = -g_err_meas; end
Y_pred_ensemble(:,j) = 2 * q_err_meas(1:3)"';

end

y_mean_pred = mean(Y_pred_ensemble, 2);

Y_a = Y_pred_ensemble - y_mean_pred;

y_true = zeros(3,1);

Sf = X_a / sqrt(N_ensrf - 1);

Sy = Y_a / sqrt(N_ensrf - 1);

Sy_tilde = Rk_chol \ Sy;

M = eye(N_ensrf) + Sy_tilde' * Sy_tilde;
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M= (M+M')/2;
[LT,pchol] = chol(M, 'lower');
jitter = 1e-9;
iter = 0;
while pchol>0 && iter < 5
M =M+ (jitter * 2*iter)*eye(N_ensrf);
[LT,pchol] = chol(M, 'lower');
iter = iter + 1;
end
if pchol>0, LT = chol(M + l1e-6xeye(N_ensrf), 'lower'); end
T = LT \ eye(N_ensrf);

d = y_true - y_mean_pred;

d_tilde = Rk_chol \ d;

wa = LT'\(LT \ (Sy_tilde' * d_tilde));

delta_mean = Sf * wa;

delta_theta_mean = delta_mean(1:3)"';

delta_bias_mean = delta_mean(4:6)"';

g_mean_updated = quat_mult(delta_to_quat(delta_theta_mean), g_mean_pred);

g_mean_updated = normalize_quat(g_mean_updated);

b_mean_updated = b_mean_pred + delta_bias_mean;
X_a_updated = X_a * T;
for j = 1:N_ensrf
delta_theta_j = X_a_updated(1:3,j)";
delta_bias_j = X_a_updated(4:6,3j)"';
dg_update = delta_to_quat(delta_theta_j);
g_ensemble(j,:) = quat_mult(dq_update, g_mean_updated);

g_ensemble(j,:) normalize_quat(g_ensemble(j,:));
b_ensemble(j,:) = b_mean_updated + delta_bias_j;

end

g_ensrf(i+1,:) = mean_quat(g_ensemble);

b_ensrf(i+1,:) = mean(b_ensemble, 1);

delta_X_final = zeros(6, N_ensrf);
for j=1:N_ensrf
g_err_j = quat_mult(g_ensemble(j,:), quat_inv(g_ensrf(i+1,:)));
if g_err_j(4) < @, g_err_j = -q_err_j; end
delta_X_final(1:3,j) = 2 * g_err_j(1:3)";
delta_X_final(4:6,j) = (b_ensemble(j,:) - b_ensrf(i+1,:))"';
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796 end

797 P_final = (1/(N_ensrf-1)) * (delta_X_final * delta_X_final');
798 sig3ensrf(i+1,:) = (sqrt(diag(P_final(1:3,1:3))))"' * 3 * 180/pi;
799

800 g_err_ensrf = quat_mult(q(i+1,:), quat_inv(g_ensrf(i+1,:)));
801 if g_err_ensrf(4) < @, g_err_ensrf = -g_err_ensrf; end

802 ensrf_error(i+1,:) = 2 * g_err_ensrf(1:3) * 180/pi;

803 end

804

805 time_ensrf = toc;

806 fprintf ('EnSRF completo em %.2f segundos\n', time_ensrf);

807 else

808 time_ensrf = 0;

809 end

810

811 1f RUN_ENKF

812 fprintf('Executando EnKF...\n");

813 tic;

814 N_enkf = 50;

815

816 g_enkf = zeros(length_t,4);

817 g_enkf(1,:) = qo;

818 Q_enkf = diag([(0.01*pi/180)"2, (0.005*pi/180)"2, (0.005%pi/180)"21);
819 P_init_enkf = diag([(@.1*pi/180)"2, (0.1*pi/180)"2, (0.1*pi/180)"2]);
820

821 delta_theta_ensemble = mvnrnd(zeros(1,3), P_init_enkf, N_enkf)';

822 g_ensemble_enkf = zeros(N_enkf,4);

823 for j = 1:N_enkf

824 dg_j = delta_to_quat(delta_theta_ensemble(:,3j)');
825 g_ensemble_enkf(j,:) = normalize_quat(quat_mult(dq_j, qg_enkf(1,:)));
826 end

827 b_ensemble_enkf = mvnrnd(zeros(1,3), (0.1xpi/180/3600)"2 x eye(3), N_enkf);
828 b_enkf = zeros(length_t,3);

829 b_enkf(1,:) = mean(b_ensemble_enkf, 1);

(sigu)*2 * eye(3);

830 Q_bias_enkf
831

832 sig3enkf = zeros(length_t,3);

833 enkf_error = zeros(length_t,3);

834 sig3enkf(1,:) = sqrt(diag(P_init_enkf))' * 3 * 180/pi;
835

836 for i = 1:length_t-1
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proc_noise = mvnrnd(zeros(1,3), Q_enkf, N_enkf)';

bias_noise = mvnrnd(zeros(1,3), Q_bias_enkf % dt, N_enkf)';
for j = 1:N_enkf
omega_j = wgm(i,:) - b_ensemble_enkf(j,:);
ww_j = norm(omega_j);
if ww_j > 1e-8
co_j = cos(@.5*ww_jxdt); si_j = sin(@.5*ww_j*dt); n_j = omega_j/ww_j;
dg_prop = [n_j(1)*si_j, n_j(2)*si_j, n_j(3)*si_j, co_jl;
else
dg_prop = [0 @ @ 1];
end
g_p = quat_mult(g_ensemble_enkf(j,:), dq_prop);
dg_n = delta_to_quat(proc_noise(:,j)"');
g_ensemble_enkf(j,:) = normalize_quat(quat_mult(dqg_n, q_p));
b_ensemble_enkf(j,:)

b_ensemble_enkf(j,:) + bias_noise(:,j)’;

end

meas_valid = ~any(isnan(qer(i+1,:)));

if ~meas_valid

g_enkf(i+1,:) = mean_quat(q_ensemble_enkf);
b_enkf(i+1,:)
DX = zeros(6, N_enkf);
for j = 1:N_enkf

g_err = quat_mult(g_ensemble_enkf(j,:), quat_inv(g_enkf(i+1,:)));

mean(b_ensemble_enkf, 1);

if g_err(4) < 0, g_err = -g_err; end

DX(1:3,j) = 2 * g_err(1:3)"';

DX(4:6,j) = (b_ensemble_enkf(j,:) - b_enkf(i+1,:))";
end
P_samp = (DX*DX')/(N_enkf-1);
sig3enkf(i+1,:) = sqrt(diag(P_samp(1:3,1:3)))"' * 3 % 180/pi;
g_err_enkf = quat_mult(q(i+1,:), quat_inv(g_enkf(i+1,:)));
if q_err_enkf(4) < @, g_err_enkf = -g_err_enkf; end
enkf_error(i+1,:) = 2 x g_err_enkf(1:3) * 180/pi;

continue;
end
Rk = R_att;
Rk = ensure_spd(Rk, R_floor);
[Rk_chol,pR] = chol(Rk, 'lower");
if pR ~= @

Rk = ensure_spd(Rk, R_floor + le-9*xeye(3));
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Rk_chol = chol(Rk, 'lower");

end

b_mean_pred = mean(b_ensemble_enkf, 1);

g_mean_pred = mean_quat(q_ensemble_enkf);

X_a = zeros(6, N_enkf);
for j = 1:N_enkf
g_err = quat_mult(qg_ensemble_enkf(j,:), quat_inv(g_mean_pred));
if g_err(4) < 0, g_err = -g_err; end
X_a(1:3,j) =2 * g_err(1:3)"';
X_a(4:6,j) = (b_ensemble_enkf(j,:) - b_mean_pred)';

end

y_true = zeros(3,1);

m = 3;

Y_pred = zeros(m, N_enkf);

for j = 1:N_enkf
g_err_meas = quat_mult(qer(i+1,:), quat_inv(g_ensemble_enkf(j,:)));
if g_err_meas(4) < @, g_err_meas = -g_err_meas; end
Y_pred(:,j) = 2 * g_err_meas(1:3)"';

end

y_bar = mean(Y_pred, 2);

Y_a = Y_pred - y_bar;

P_xy (X_a x Y_a') / (N_enkf - 1);
P_yy (Y_a x Y_a') / (N_enkf - 1) + Rk;
P_yy = ensure_spd(P_yy, le-12*eye(3));

K = P_xy / P_yy;

obs_pert = y_true + Rk_chol*randn(m, N_enkf);
for j = 1:N_enkf
innov = obs_pert(:,3j) - Y_pred(:,j);
delta_state = K * innov;
delta_theta = delta_state(1:3);
delta_bias = delta_state(4:6);
dg_upd = delta_to_quat(delta_theta');
g_ensemble_enkf(j,:) = normalize_quat(quat_mult(dg_upd,
— qg_ensemble_enkf(j,:)));
b_ensemble_enkf(j,:) = b_ensemble_enkf(j,:) + delta_bias';

end
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g_enkf(i+1,:) = mean_quat(g_ensemble_enkf);
b_enkf(i+1,:) = mean(b_ensemble_enkf, 1);
DX = zeros(6, N_enkf);
for j = 1:N_enkf
g_err = quat_mult(g_ensemble_enkf(j,:), quat_inv(g_enkf(i+1,:)));
if gq_err(4) < 0, g_err = -g_err; end
DX(1:3,j) = 2 * g_err(1:3)"';
DX(4:6,j) = (b_ensemble_enkf(j,:) - b_enkf(i+1,:))";
end
P_samp = (DX*DX')/(N_enkf-1);
sig3enkf(i+1,:) = sqgrt(diag(P_samp(1:3,1:3)))"' * 3 x 180/pi;
g_err_enkf = quat_mult(q(i+1,:), quat_inv(g_enkf(i+1,:)));
if g_err_enkf(4) < 0, g_err_enkf = -qg_err_enkf; end
enkf_error(i+1,:) = 2 x gq_err_enkf(1:3) * 180/pi;
end
time_enkf = toc;
fprintf ('EnKF completo em %.2f segundos\n', time_enkf);
else
time_enkf = 0;
end
d_2000 = 367xyr - floor(7*(yr+floor((mth+9)/12))/4) + floor(275*mth/9) + ...

(hr + minute/60 + (sec + t)/3600)/24 + day - 730531.5;
theta = (280.46061837 + 360.98564736628*d_2000)*pi/180;
r_ecef = [cos(theta).*pos(:,1) + sin(theta).*pos(:,2),

-sin(theta).*pos(:,1) + cos(theta).*pos(:,2),
pos(:,3)];
[lat,long,height] = ecef2llh(r_ecef);

fprintf('\nSalvando dados para analise...\n");

data_dir = fullfile(fileparts(fileparts(mfilename('fullpath'))), 'data’,
— 'results');

if exist(data_dir, 'dir') ~=7

mkdir(data_dir);
end
save_vars = {'t', '"tf', 'pos', 'vel', 'alt_vec', 'lat', 'long',
"earth_radius_km', 'target_altitude_km', 'dt', 'q', 'outlier_mask',
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— 'sun_avail',

958 'deploy_altitude_km', 'orbital_rate', 'bias', 'RUN_QUEST',
< 'RUN_ALPHA', 'RUN_EKF',

959 "RUN_RAKF', 'RUN_ENKF', 'RUN_ENSRF'};

960 if RUN_QUEST

961 save_vars = [save_vars, {'qger', 'sig3qer', 'errer'}];

962 end

963 if RUN_ALPHA

964 save_vars = [save_vars, {'q_alp', 'sig3alp', 'errea', 'time_alpha'}];

965 end

966 1if RUN_EKF

967 save_vars = [save_vars, {'q_ekf', 'sig3ekf', 'ekf_error', 'b_ekf"',

— 'time_ekf'}];

968 end

969 if RUN_RAKF

970 save_vars = [save_vars, {'q_rakf', 'sig3rakf', 'rakf_error', 'lambda_rakf',
<— 'mahal_dist_hist"',

971 'geom_quality_hist', 'outlier_flags', 'Rk_rakf_hist',

— 'b_rakf', 'time_rakf'}];

972 end

973 if RUN_ENKF

974 save_vars = [save_vars, {'q_enkf', 'sig3enkf', 'enkf_error', 'b_enkf',
— 'time_enkf'}];

975 end

976 if RUN_ENSRF

977 save_vars = [save_vars, {'qg_ensrf', 'sig3ensrf', 'ensrf_error', 'b_ensrf',
— 'time_ensrf'}];

978 end

979

980 save(fullfile(data_dir, 'plot_data.mat'), save_vars{:});
981 fprintf('Dados salvos em %s\n', fullfile(data_dir, 'plot_data.mat'));

982
983 fprintf('\n \n');
984 fprintf('RESUMO DE DESEMPENHO DOS FILTROS\n');

985 fprintf(’ ===\n');

986 fprintf('Erro RMS Total (todos os eixos combinados):\n');
987

988 filters = {3};

989 errors = {};

990 if RUN_QUEST

991 filters{end+1} = 'QUEST';
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errors{end+1} = errer;
end
if RUN_ALPHA

filters{end+1} = 'Alpha’;
errors{end+1} = errea;
end
if RUN_EKF
filters{end+1} = '"EKF';
errors{end+1} = ekf_error;
end
if RUN_RAKF
filters{end+1} = 'RAKF';
errors{end+1} = rakf_error;
end
if RUN_ENKF
filters{end+1} = '"EnKF';
errors{end+1} = enkf_error;
end

if RUN_ENSRF
filters{end+1} = '"EnSRF';

errors{end+1} = ensrf_error;

end

for i = 1:numel(filters)

err = errors{i};

overall_rms = sqgrt(mean(sum(err.”2,2), 'omitnan'));

fprintf (' %s: %.4f graus\n', filters{i}, overall_rms);

end

fprintf ('

fprintf('Simulacdo completal!\n');

fprintf('\n==

fprintf('GERANDO GRFICOS DE ANLISE\n');
fprintf ("NOTA: Alguns graficos requerem filtros especificos habilitados.\n');

fprintf(' Para graficos completos, habilite todos os filtros.\n');

fprintf ('

fig_dir = fullfile(fileparts(fileparts(mfilename('fullpath'))),

if exist(fig_dir, 'dir') ~=7
mkdir(fig_dir);

end

"figures');



1033

1034

1035

1036

1037

1038

1039

1040

1041

1042

1043

1044

1045

1046

1047

1048

1049

1050

1051

1052

1053

1054

1055

1056

1057

1058

1059

1060

1061

1062

1063

1064

1065

1066

1067

1068

1069

1070

1071

1072

107

t_hours = t / 3600;
t_days = t / 86400;

colors = struct();

colors.quest = [0.8, 0.4, 0.0];
colors.alpha [0.0, 0.5, 0.8];
colors.ekf = [0.2, 0.7, 0.2];
colors.rakf = [0.9, 0.2, 0.47;
colors.enkf = [0.6, 0.0, 0.6];

colors.ensrf = [0.0, 0.7, 0.7];

fprintf('Gerando Figura 1: Altitude vs Tempo...\n');
figl = figure('Position', [100, 100, 800, 500]);

plot(t_days, alt_vec, 'k-', 'LineWidth', 1.5);
hold on;
yline(deploy_altitude_km, 'r--', 'LineWidth', 1.5);

t_days(end) * 0.7;

deploy_text_y = deploy_altitude_km + 5;

text(deploy_text_x, deploy_text_y, 'Shield Deploy (250 km)', 'FontSize', 10);
xlabel('Time (days)', 'FontSize', 12);

ylabel('Altitude (km)', 'FontSize', 12);

title('Orbital Decay Profile (400 km to 120 km)', 'FontSize', 14);

grid on;

altitude_limits = [target_altitude_km - 10, initial_altitude_km + 10];
ylim(altitude_limits);

set(gca, 'FontSize', 12);

deploy_text_x

saveas(figl, fullfile(fig_dir, 'figl_altitude.png'));
fprintf (' Salvo: figl_altitude.png\n');

fprintf('Gerando Figura 2: Erro de Atitude do QUEST...\n');
fig2 = figure('Position', [100, 100, 900, 700]);

subplot(3,1,1)

plot(t_hours, -sig3qer(:,1), 'r', t_hours, errer(:,1), 'b', t_hours, sig3qger(:,1),

— 'r', 'LineWidth', 1.0);
ylabel('Roll (deg)');
title('QUEST - Attitude Estimation Error');
set(gca, 'FontSize', 12);
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grid on;
x1im([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,2)

plot(t_hours, errer(:,2), 'b', t_hours, -sig3qer(:,2), 'r', t_hours, sig3qer(:

— 'r', 'LineWidth', 1.0);
ylabel('Pitch (deg)');
grid on;
set(gca, 'FontSize', 12);
x1im([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,3)

plot(t_hours, -sig3qer(:,3), 'r', 'LineWidth', 1.0);
hold on;

plot(t_hours, errer(:,3), 'b', 'LineWidth', 1.0);
plot(t_hours, sig3qger(:,3), 'r', 'LineWidth', 1.0);
xlabel('Time (hours)');

ylabel('Yaw (deg)');

set(gca, 'FontSize', 12);

grid on;

x1lim([@ t_hours(end)]);

saveas(fig2, fullfile(fig_dir, 'fig2_quest_error.png'));
fprintf(' Salvo: fig2_quest_error.png\n');

fprintf('Gerando Figura 3: Erro de Atitude do Filtro Alfa...\n');
fig3 = figure('Position', [100, 100, 900, 700]);

subplot(3,1,1)

plot(t_hours, errea(:,1), 'b', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Roll (deg)');

title('Alpha Filter - Attitude Estimation Error');
grid on;

x1im([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,2)

plot(t_hours, errea(:,2), 'b', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Pitch (deg)');

grid on;

’2)’
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x1im([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,3)

plot(t_hours, errea(:,3), 'b', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Yaw (deg)');

xlabel('Time (hours)');

grid on;

x1im([@ t_hours(end)]);

saveas(fig3, fullfile(fig_dir, 'fig3_alpha_error.png'));
fprintf (' Salvo: fig3_alpha_error.png\n');

fprintf('Gerando Figura 4: Erro de Atitude do EKF...\n');
fig4 = figure('Position', [100, 100, 900, 700]);

subplot(3,1,1)

plot(t_hours, -sig3ekf(:,1), 'r', t_hours, ekf_error(:,1), 'b', t_hours,
— sig3ekf(:,1), 'r', 'LineWidth', 1.0);

set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Roll (deg)');

title('EKF - Attitude Estimation Error');

grid on;

x1lim([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,2)

plot(t_hours, -sig3ekf(:,2), 'r', t_hours, ekf_error(:,2), 'b', t_hours,
— sig3ekf(:,2), 'r', 'LineWidth', 1.0);

set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Pitch (deg)');

grid on;

x1im([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,3)

plot(t_hours, -sig3ekf(:,3), 'r', t_hours, ekf_error(:,3), 'b', t_hours,
< sig3ekf(:,3), 'r', 'LineWwidth', 1.0);

set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Yaw (deg)');

xlabel('Time (hours)');

grid on;

x1lim([@ t_hours(end)]);
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saveas(fig4, fullfile(fig_dir, 'fig4_ekf_error.png'));
fprintf(' Salvo: fig4_ekf_error.png\n');

fprintf('Gerando Figura 5: Erro de Atitude do RAKF...\n');
figh = figure('Position', [100, 100, 900, 700]);

subplot(3,1,1)

plot(t_hours, -sig3rakf(:,1), 'r', t_hours, rakf_error(:,1), 'b', t_hours,
— sig3rakf(:,1), 'r', 'LineWidth', 1.0);

set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Roll (deg)');

title('RAKF - Attitude Estimation Error');

grid on;

x1im([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,2)

plot(t_hours, -sig3rakf(:,2), 'r', t_hours, rakf_error(:,2), 'b', t_hours,
— sig3rakf(:,2), 'r', 'LineWidth', 1.0);

set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Pitch (deg)');

grid on;

x1lim([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,3)

plot(t_hours, -sig3rakf(:,3), 'r', t_hours, rakf_error(:,3), 'b', t_hours,
— sig3rakf(:,3), 'r', 'LineWidth', 1.0);

set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Yaw (deg)');

xlabel('Time (hours)');

grid on;

x1im([@ t_hours(end)]);

saveas(figh, fullfile(fig_dir, 'fig5_rakf_error.png'));
fprintf (' Salvo: figh_rakf_error.png\n');

fprintf('Gerando Figura 6: Erro de Atitude do EnKF...\n');
figb = figure('Position', [100, 100, 900, 700]);

subplot(3,1,1)
plot(t_hours, -sig3enkf(:,1), 'r', t_hours, enkf_error(:,1), 'b', t_hours,
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— sig3enkf(:,1), 'r', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);
ylabel('Roll (deg)');
title('EnKF - Attitude Estimation Error');
grid on;
xlim([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,2)

plot(t_hours, -sig3enkf(:,2), 'r', t_hours, enkf_error(:

— sig3enkf(:,2), 'r', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);
ylabel('Pitch (deg)');
grid on;
x1im([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,3)

plot(t_hours, -sig3enkf(:,3), 'r', t_hours, enkf_error(:

— sig3enkf(:,3), 'r', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);
ylabel('Yaw (deg)');
xlabel('Time (hours)');
grid on;
x1lim([@ t_hours(end)]);

saveas(fig6, fullfile(fig_dir, 'fig6_enkf_error.png'));
fprintf(' Salvo: fig6_enkf_error.png\n');

,2), 'b', t_hours,

,3), 'b', t_hours,

fprintf('Gerando Figura 7: Erro de Atitude do EnSRF...\n');

fig7 = figure('Position', [100, 100, 900, 700]);

subplot(3,1,1)

plot(t_hours, -sig3ensrf(:,1), 'r', t_hours, ensrf_error(:,1), 'b', t_hours,

<— sig3ensrf(:,1), 'r', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);
ylabel('Roll (deg)');
title('EnSRF - Attitude Estimation Error');
grid on;
xlim([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,2)
plot(t_hours, -sig3ensrf(:,2),

1 1

r

, t_hours, ensrf_error(:,2), 'b', t_hours,
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<— sig3ensrf(:,2), 'r', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);
ylabel('Pitch (deg)');
grid on;
x1lim([@ t_hours(end)]);

subplot(3,1,3)

plot(t_hours, -sig3ensrf(:,3),
r', 'LineWidth', 1.0);
set(gca, 'FontSize', 12);

ylabel('Yaw (deg)');

xlabel('Time (hours)');

grid on;

x1im([@ t_hours(end)]);

1 1

r', t_hours, ensrf_error(:,3), 'b', t_hours,

[

<— sig3ensrf(:,3),

saveas(fig7, fullfile(fig_dir, 'fig7_ensrf_error.png'));
fprintf(' Salvo: fig7_ensrf_error.png\n');

fprintf('\nSalvando estatisticas detalhadas em CSV...\n');

rms_quest = sqrt(sum(errer.*2, 2));
rms_alpha = sqrt(sum(errea.*2, 2));
rms_ekf = sqrt(sum(ekf_error.”*2, 2));

sqrt(sum(rakf_error.”2, 2));

rms_rakf

rms_enkf = sqrt(sum(enkf_error.*2, 2));

rms_ensrf = sqrt(sum(ensrf_error.”2, 2));

all_filters = {'QUEST', 'Alpha', 'EKF', 'RAKF', 'EnKF', 'EnSRF'};

all_errors = {rms_quest, rms_alpha, rms_ekf, rms_rakf, rms_enkf, rms_ensrf};

num_filters = length(all_filters);
stats_mean = zeros(num_filters, 1);
stats_std = zeros(num_filters, 1);
stats_max = zeros(num_filters, 1);
stats_p95

stats_p5@ = zeros(num_filters, 1);

zeros(num_filters, 1);

for i = 1:num_filters
current_err = all_errors{i};
stats_mean(i) = mean(current_err, 'omitnan');

stats_std(i) = std(current_err, 'omitnan');



1265

1266

1267

1268

1269

1270

1271

1272

1273

1274

1275

1276

1277

1278

1279

1280

1281

1282

1283

1284

1285

1286

1287

1288

1289

1290

1291

1292

1293

1294

1295

1296

1297

1298

1299

1300

1301

1302

1303

113

stats_max(i)
stats_p95(i)

max(current_err);

prctile(current_err, 95);

stats_p50(i) = prctile(current_err, 50);

end

T = table(all_filters', stats_mean, stats_std, stats_p50, stats_p95, stats_max,

'VariableNames', {'Filter', 'Mean_deg', 'Std_deg', 'Median_deg',
— 'P95_deg', 'Max_deg'});

csv_file = fullfile(data_dir, 'performance_statistics.csv');

writetable(T, csv_file);

fprintf(' Salvo: performance_statistics.csv\n');
T_timing = table({'Alpha'; 'EKF'; 'RAKF'; 'EnKF'; 'EnSRF'3},

[time_alpha; time_ekf; time_rakf; time_enkf; time_ensrf],

'VariableNames', {'Filter', 'Time_seconds'});

csv_timing = fullfile(data_dir,

"timing_statistics.csv');

writetable(T_timing, csv_timing);

fprintf(' Salvo: timing_statistics.csv\n');

lambda_valid = lambda_rakf(isfinite(lambda_rakf));
mahal_valid = mahal_dist_hist(isfinite(mahal_dist_hist));

geom_valid = geom_quality_hist(isfinite(geom_quality_hist));

num_outliers_detected = sum(outlier_flags);

outlier_rate = 100 * num_outliers_detected / length_t;

diag_table = table( ...

mean(lambda_valid), median(lambda_valid), max(lambda_valid),

< min(lambda_valid),

mean(mahal_valid), median(mahal_valid), max(mahal_valid),

mean(geom_valid), median(geom_valid), min(geom_valid),

num_outliers_detected, outlier_rate,

'VariableNames', {'Lambda_mean', 'Lambda_median', 'Lambda_max', 'Lambda_min',
'Mahal_mean'

'GeomQuality_mean', 'GeomQuality_median', 'GeomQuality_min',

, '"Mahal_median', 'Mahal_max',

'Outliers_detected', 'Outlier_rate_percent'});
writetable(diag_table, fullfile(data_dir, 'rakf_diagnostics.csv'));

fprintf (' Salvo: rakf_diagnostics.csv\n');

summary_file = fullfile(data_dir, 'analysis_summary.txt');

[fid,msg] = fopen(summary_file,
if fid == -1

'w');
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warning('N\u@@e3o foi poss\u@@edvel abrir arquivo de resumo: %s', msg);
else
fprintf(fid, "Resumo de Desempenho dos Filtros de Atitude\n");
fprintf(fid, "Dura\u@@e7\u@@e3o da simula\u@@e7\u@@e3o: %.2f dias (%.2f
<— horas)\n", tf/86400, tf/3600);
fprintf(fid, "Passo de tempo: %.1f s, amostras: %d\n\n", dt, length_t);
fprintf(fid, "Filtro\tRMS Total (graus)\tRMS Mediano (graus)\tPercentil 95
< (graus)\tTempo Execu\u@@e7\u@@e3o (s)\n");
runtime_lookup = containers.Map( ...
{'QUEST', 'Alpha', 'EKF"', 'RAKF", "EnKF ', "EnSRF '},
[NaN, time_alpha, time_ekf, time_rakf, time_enkf, time_ensrf]);
for idx = 1:numel(filters)
err = errors{idx};
err_mag = sqrt(sum(err.*2,2));
overall_rms = sqrt(mean(err_mag.”2, 'omitnan'));
median_err = median(err_mag, 'omitnan');
p95_err = prctile(err_mag,95);
t_run = runtime_lookup(filters{idx});
fprintf(fid, "%s\t%.4f\t%.4f\t%.4f\t%.2f\n", filters{idx}, overall_rms,
< median_err, p95_err, t_run);
end
fprintf(fid, "\nEstat\u@@edsticas adaptativas RAKF:\n");
fprintf(fid, " Fator de atenua\u@@e7\u@@e3o: m\u@@e9dia = %.2f, m\u@@elx =
— %.2f\n", mean(lambda_valid), max(lambda_valid));
fprintf(fid, " Outliers detectados: %d (%.1f%%)\n", num_outliers_detected,
— outlier_rate);
fprintf(fid, " Qualidade geom\u@@e9trica: m\u@@e9dia = %.3f, m\u@@edn =
— %.3f\n", mean(geom_valid), min(geom_valid));
fclose(fid);
end

fprintf(' Salvo: analysis_summary.txt\n');

fprintf('\n== \n');
fprintf (' TODOS 0S GRFICOS E DADOS GERADOS COM SUCESSO\n');
fprintf(' ===\n");

fprintf('Figuras salvas em: %s\n', fig_dir);
fprintf('Dados salvos em: %s\n', data_dir);
fprintf('\n');

function [time_hist,pos_hist,vel_hist] = propagateDecayOrbit(dt, max_prop_time,

< initial_state, start_datetime, target_altitude_km, mu, earth_radius_km,
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< sat_params, atm_params)

1338 if dt <=0

1339 error('0 passo de tempo dt deve ser positivo.');
1340 end

1341

1342 max_steps = floor(max_prop_time/dt) + 1;
1343 state_hist = zeros(max_steps,6);

1344 time_hist = zeros(max_steps,1);

1345

1346 state_hist(1,:) = initial_state;

1347 time_hist(1) = 0;

1348

1349 omega_earth = 7.2921159e-5;

1350

1351 idx = 1;

1352 while idx < max_steps

1353 current_state = state_hist(idx,:);
1354 current_time = time_hist(idx);

1355 current_state_col = current_state(:);
1356 r = current_state_col(1:3);

1357 alt_km = norm(r) - earth_radius_km;
1358

1359 if alt_km <= target_altitude_km

1360 break;

1361 end

1362

1363 k1 = orbitalDynamics(current_state_col, mu, earth_radius_km, sat_params,

< atm_params, current_time, start_datetime, omega_earth);

1364 k2 = orbitalDynamics(current_state_col + 0.5xdt*k1, mu, earth_radius_km,
< sat_params, atm_params, current_time + 0.5%dt, start_datetime,
< omega_earth);

1365 k3 = orbitalDynamics(current_state_col + 0.5xdt*k2, mu, earth_radius_km,
< sat_params, atm_params, current_time + 0.5%dt, start_datetime,
< omega_earth);

1366 k4 = orbitalDynamics(current_state_col + dtxk3, mu, earth_radius_km,
< sat_params, atm_params, current_time + dt, start_datetime,

< omega_earth);

1367
1368 next_state_col = current_state_col + dt/6x(k1 + 2%xk2 + 2xk3 + k4);
1369 if any(~isfinite(next_state_col))

1370 warning('Estado n\u@@e3o finito encontrado durante propaga\u@@e7\u@de3o
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< orbital no passo %d.', idx);
break;
end

next_state = next_state_col.';

idx = idx + 1;
state_hist(idx,:) = next_state;

time_hist(idx) = current_time + dt;

if mod(idx, 360) ==
fprintf('Tempo: %.2f horas (%.1f dias), Altitude: %.2f km\n',
< current_time/3600, current_time/86400, alt_km);
end

end

state_hist = state_hist(1:idx,:);
time_hist = time_hist(1:idx);

pos_hist = state_hist(:,1:3);
state_hist(:,4:6);

vel_hist

function state_dot = orbitalDynamics(state_col, mu, earth_radius_km, sat_params,

< atm_params, current_time, start_datetime, omega_earth)
r = state_col(1:3);
v = state_col(4:6);

r_norm = norm(r);
if r_norm ==
error('Vetor de posi\u@@e7\u@@e3o zero encontrado na din\u@@e2mica
< orbital.');

end

current_datetime = start_datetime + seconds(current_time);

lat_deg = rad2deg(asin(max(min(r(3) / r_norm,1),-1)));

lon_deg = rad2deg(atan2(r(2), r(1)));

alt_km = max(r_norm - earth_radius_km, @);

rho = computeAtmosDensity(alt_km, lat_deg, lon_deg, current_datetime,

— atm_params);

if alt_km > sat_params.deploy_altitude_km
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Cd_curr = sat_params.shield_closed.Cd;

area_curr = sat_params.shield_closed.area;

else

Cd_curr = sat_params.shield_open.Cd;

area_curr = sat_params.shield_open.area;

end

rm=r % le3;

v_m = v * le3;

omega_vec = [0Q; @; omega_earth];
v_atm = cross(omega_vec, r_m);
v_rel = v_m - v_atm;

v_rel_mag = norm(v_rel);

grav_acc_km = -mu * r / r_norm*3;
if v_rel_mag > @
drag_acc_m = -0.5 *x rho * Cd_curr * area_curr / sat_params.mass *

<— v_rel_mag * v_rel;

drag_acc_km = (drag_acc_m(:)) / 1000;

else

drag_acc_km = zeros(3,1);

end

state_dot = reshape([v(:); grav_acc_km + drag_acc_km], [1, 1);

function rho = computeAtmosDensity(alt_km, lat_deg, lon_deg, current_datetime,

— atm_params)

year_val = year(current_datetime);

doy_val = day(current_datetime, 'dayofyear');

sec_of_day = hour(current_datetime)*3600 + minute(current_datetime)*60 +

< second(current_datetime);

alt_m = min(max(alt_kmx1000, @), 1e6);
[~, density_matrix] = atmosnrlmsise@@(alt_m, lat_deg, lon_deg, year_val,
< doy_val, sec_of_day,

atm_params.f107a, atm_params.f107, atm_params.ap);

if ~isnumeric(density_matrix) || size(density_matrix,2) < 6
error('Sa\u@@edda de densidade inesperada de atmosnrlmsise@0.');

end
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1444 rho = density_matrix(end,6);
1445 end
1446

1447 function R_cov = measurement_covariance_from_quest(P_meas, idx, R_default)

1448 R_cov = R_default;

1449 if idx >= 1 && idx <= size(P_meas,3)

1450 candidate = P_meas(:,:,idx);

1451 if all(isfinite(candidate(:)))

1452 R_cov = ensure_spd((candidate + candidate')/2, le-12*xeye(3));
1453 return;

1454 end

1455 end

1456 end

1457

1458 function A_spd = ensure_spd(A, floor_mat)

1459 n = size(A,1);

1460 if nargin < 2

1461 floor_mat = zeros(n);

1462 elseif isscalar(floor_mat)

1463 floor_mat = floor_mat * eye(n);
1464 else

1465 floor_mat = (floor_mat + floor_mat')/2;
1466 end

1467

1468 A_sym = (A + A')/2 + floor_mat;

1469 diag_abs = abs(diag(A_sym));

1470 diag_abs(~isfinite(diag_abs)) = 0;
1471 base_scale = max(1, max(diag_abs));
1472 jitter = 1e-12 * base_scale;

1473 p=1;

1474 iter = 0;

1475 while p ~= 0 && iter < 7

1476 [~,p] = chol(A_sym, 'lower"');
1477 if p ==

1478 break;

1479 end

1480 A_sym = A_sym + (10*iter) * jitter * eye(n);
1481 iter = iter + 1;

1482 end

1483

1484 ifp~=0
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end

function invA = regularized_inverse(M,

end

A_sym = A_sym + le-6*eye(n);

end

A_spd = (A_sym + A_sym')/2;

M_sym = (M + M')/2;
n = size(M_sym,1);
if nargin < 2
lambda = 1e-9;
end
lambda = max(lambda, eps);
M_reg = M_sym + lambda*eye(n);
inv_raw = -pinv(M_reg);

invA = ensure_spd(inv_raw);

Codigo A.1 — Cddigo de Estimacdo de Atitude

lambda)



