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Resumo

Modelos de regressdo beta sdo amplamente utilizados para modelar respostas
continuas limitadas ao intervalo unitario. Exemplos incluem proporgdo de renda gasta
com alimentagao, indice de qualidade de vida, cobertura de seguro saude, entre outros.
Os parédmetros destes modelos sdo geralmente estimados pelo metodo de maxima veros-
similhanca, que e sensivel a observacdes discrepantes, podendo resultar em inferéncias
equivocadas. Este trabalho apresenta um breve estudo sobre a robustez de estimadores
recentemente propostos sob modelos de regressdao beta. Estas abordagens robustas, base-
adas em M-estimadores, visam minimizar a influencia de observacoes atipicas, mantendo
boas propriedades estatisticas. Por fim, os diferentes metodos inferenciais robustos sao

avaliados e comparados por meio de uma aplicagao com dados reais.

Palavras-chave: Regressao Beta, Maxima verossimilhanca, Estimadores robustos, Ob-

servacOes discrepantes.
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4 Introducao

1 Introdugao

Modelos de regressdo beta (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004; SMITHSON;
VERKUILEN, 2006) sdo vastamente utilizados para modelar o comportamento de res-
postas continuas que sao limitadas ao intervalo unitario aberto. Este comportamento e
explicado por meio de varidveis que sao usualmente chamadas de covariaveis, explicativas
ou preditoras. Exemplos de dados que podem ser modelados atraves desta abordagem sao
propor¢cdo de renda gasta com alimentacao, indice de qualidade de vida de pacientes com
alguma doenca, cobertura de seguro saade, fracao do tempo livre gasto com atividades

de lazer, taxas de desemprego e pobreza, e escore para mensurar habilidade de leitura.

O efeito que as varidveis explicativas possuem sobre a variavel resposta e mensu-
rado atraves dos coeficientes da regressao que sao parametros populacionais desconhecidos
que devem ser estimados. Sob modelos de regressao beta, estes pardmetros sao usualmente
estimados com base no metodo de maxima verossimilhanca. Entretanto, como discutido
em Ribeiro e Ferrari (2023) e Maluf, Ferrari e Queiroz (2024), este metodo se mostra
sensivel na presenca de observacdes discrepantes. A presenc¢a de outliers pode conduzir
inferéncias equivocadas sobre as verdadeiras relacdes entre as caracteristicas estudadas.
Uma &nica observacao pode introduzir vies significativo nas estimativas dos coeficientes

da regressao estimados via 0 metodo de maxima verossimilhanca.

Como ilustracao do efeito que dados discrepantes podem possuir no ajuste de um
modelo de regressao beta, considere o conjunto de dados a ser melhor discutido posteri-
ormente sobre o percentual de gordura corporal em individuos. A varidvel resposta e a
porcentagem de gordura corporal (Percent Fat, PF), e uma variavel explicativa e o indice
de massa corporal (Body Mass Index, BMI), uma medida muito utilizada no contexto
nutricional que relaciona altura e peso. Na Figura 1 tem-se o grafico de dispersao de
PF versus BMI juntamente com curvas obtidas via regressdao beta ajustada utilizando o
estimador de maxima verossimilhanca (Maximum Likelihood Estimator; MLE) com to-
dos os dados e excluindo algumas observaccioes discrepantes. Observa-se que a retirada de
um ponto discrepante impacta consideravelmente a curva ajustada aos dados, ilustrando

assim a sensibilidade do MLE.

Uma solucgdao natural para lidar com observagcdoes atipicas ie trocar o procedi-
mento inferencial. Assim, mantem-se o modelo de regressao beta como a representacao
do fendmeno aleatério estudado, entretanto, troca-se a forma de estimar os parametros.
Recentemente, algumas abordagens inferenciais robustas sob modelos de regressdao beta

foram introduzidas. Ghosh (2019) e Ribeiro e Ferrari (2023) propuseram estimadores ro-
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Figura 1. Grafico de dispersdo de PF contra BMI juntamente com as curvas ajustadas via regressao
beta baseadas no MLE para os dados completos e para os dados sem o ponto discrepante

BMI

bustos que sao obtidos a partir da minimizacdo de divergéncias entre densidades. Ambos
estimadores sdo casos especiais da classe de M-estimadores introduzida inicialmente por
Huber (1964). Os M-estimadores sao conhecidos por produzir estimadores robustos que
possuem boas propriedades tais como consistencia, eficiencia e normalidade assintotica
(MARONNA et al., 2019). Os metodos robustos sob regressao beta possuem constantes
que controlam a robustez do procedimento inferencial, e contem o MLE como caso es-
pecial. Entretanto, como apontado por Ribeiro e Ferrari (2023), estes metodos possuem
algumas restricoes para sua obtencao. Nesse sentido, Maluf, Ferrari e Queiroz (2024) pro-
puseram adapta¢des dos procedimentos inferenciais robustos de tal forma que nao existam

restricdes para a sua obtencao.

O presente trabalho, que esta dividido em 5 capitulos, visa um breve estudo sobre
a recente metodologia de regressdo beta robusta. No Capitulo 2, sera apresentada a classe
de modelos de regressao beta sob a inferéncia classica baseada no metodo de maxima ve-
rossimilhanca. No Capitulo 3, abordaremos os metodos robustos propostos por Ghosh
(2019), Ribeiro e Ferrari (2023) e Maluf, Ferrari e Queiroz (2024), introduzindo estimado-
res alternativos capazes de reduzir a influencia de valores discrepantes sobre as estimativas
dos parametros num modelo de regressao beta. No Capitulo 4, seré realizada a aplicacao
dos metodos discutidos a um conjunto de dados reais, permitindo a comparagao entre
0s estimadores classicos e robustos, bem como a analise de suas diferencas em termos

de ajuste e inferéncia estatistica. Para realizar a comparacao empirica entre as aborda-
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gens estudadas serdo utilizadas as bibliotecas betareg e robustbetareg disponiveis no

software R. Por fim, no Capitulo 5 sdo apresentadas as consideracoes finais deste trabalho.
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2 Referencial Teorico

2.1 Distribuicao Beta

A distribuicdo beta e uma familia de distribuicbes de probabilidade continuas
com dois parametros a > 0e b> 0. A func¢do densidade de probabilidade de uma variavel

aleatdria Y que segue uma distribuicao beta com paradmetros a, b e dada por

em que (a,b) e a funcao beta definida por

Considere que

com r(-) sendo a funcao gama definida por

Assim, a funcao densidade de probabilidade pode ser reescrita como

(2.1.1)

A flexibilidade da distribuicao beta e notavel, pois pode assumir uma variedade
de formas dependendo dos valores fixados para os parametros a e b. Na Figura 2 apre-
sentamos curvas da fungcdao de densidade da distribuigcdao beta para alguns valores fixados
dos parametros. Este modelo e frequentemente usado para representar uma variedade de
tipos de fendmenos aleatérios em que a variavel de interesse esta limitada ao intervalo
continuo (0, 1). Entretanto, a distribuicdo beta tambem pode ser usada para fenomenos
com valores restritos ao intervalo continuo (c, d), com c e d sendo constantes reais. Este
intervalo continuo pode ser ajustado ao suporte exigido pela distribuicao beta por meio

da transformagdo y = (y —c)/(d —c) comy G (0, 1).
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Figura 2: Curvas para a funcao de densidade de probabilidade da distribuicdo beta para diferentes
valores de (a,b).

Tipo
Assimétrica-Direita
— Assimétrica-Esquerda
— Banheira
—J
— J-invertido

Unimodal

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

A media e a varidncia da distribuicdo beta sdo expressos por

Ele) =2+ b

Var(Y) ab
(a+ b)2(a+ b+ 1)’
Desse modo, a e b contribuem para a media e variancia de Y, entretanto nao possuem
uma interpretacao simples. Estes resultados da distribui¢cdo beta servem como base para
introducao do modelo de regressao beta. Neste tipo de regressdo, a media de Y serd

explicada atraves de covariaveis.

Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram uma reparametrizacdo da distribuicao
beta com o objetivo de estabelecer uma estrutura de regressao para modelar a media de
uma variavel resposta distribuida segundo o modelo beta. Sob essa reparametrizagdo, a
media e a precisao sao definidas como » = E(Y) = a/(a+b) e 0 = a+ b, respectivamente,

coma="0eb= (1 —)0 sendo os parametros originais da distribuicao beta.

A expressao para a funcdo de densidade de probabilidade da distribuicdo beta
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reparametrizada fica dada por

f fe: =ruw a- »vf)y*-1(1- y)1-"*1' 0< » < 1 (2-L2)

Denotamos por Y ~ B( 0). Sob esta reparametrizagdo, a media e a variancia de Y ficam

expressos por

E(Y) = = *

Var(Y) =
0+1

Observe que, mantendo a media  constante, a varidncia de Y tende a reduzir quanto
maior for o valor de 0. Ainda, valores baixos de 0 geram valores altos para a variancia
de Y. Por isso, 0 e considerado como pardmetro de precisdo da distribuicao beta repara-

metrizada.

2.2 Metodo da M axima Verossimilhanca

O metodo de maxima verossimilhanca e uma das mais populares tecnicas para
obtencao de estimadores. Tome Y1,...,Yn tais que Y possui funcao densidade f (y" 9)

com 9= (915..., 9k)T. A funcao de verossimilhanca para 9 e definida como
L(9;y) = f(y;9),

com f (y; 9) denotando a funcao de densidade conjunta de Y = (Y1,..., Yn)T. Sob inde-

pendencia de Y1,Y2,..., Yn, ficamos com

n
L(9;y) = ?—1 f (> 9),

em que f (yt;9) é a funcdo densidade de Yt avaliada no ponto yt.

Para cada ponto y da amostra, seja 9(y) um valor do pardmetro 9 ao qual L(9;y)
atinge o seu maximo como uma funcao de 9, para y fixado. O MLE do pardmetro 9

baseado na amostra Y e 9(Y).

O MLE e o valor mais provavel do paradmetro 9 para qual a amostra observada
foi gerada. Intuitivamente, o MLE e uma escolha razoavel para estimar 9. Em geral, o
MLE e um bom estimador pontual, pois possui boas propriedades tais como normalidade

assintotica, eficiencia assintotica e consistencia. Casella e Berger (2024) apontam duas
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desvantagens inerentes associadas com o problema geral de encontrar 0 maximo de uma
funcao, e portanto da estimacao pelo metodo de maxima verossimilhanca. A primeira e
verdadeiramente encontrar o maximo e verificar que, de fato, o maximo global foi encon-
trado. E a segunda, mais relacionada com este trabalho, e a sensibilidade numerica ou
falta de robustez. O quao sensivel e a estimativa de maxima verossimilhanca a pequenas
mudancas nos dados? Em alguns casos uma amostra minimamente diferente produz um
MLE extremamente diferente, fazendo com que suspeitemos dessa estimativa, e do uso

do metodo.

Para lidar com a primeira desvantagem citada, note que, se a fungcado de veros-
similhanca e diferenciavel em 0j, os possiveis candidatos para o MLE sdo os valores de

(01, ...,0k) que satisfazem as seguintes equacoes

dL(;y) =0 7=1 k
0dj 0,3 1,..k
Assim, a solucdo 0 = (91,... ,0K)T e um possivel candidato para o MLE. Alem disso, o

procedimento de igualar zeros com a primeira derivada nos ajudam a localizar os pontos
extremos no interior do dominio da funcao. Na maioria dos casos, desde que seja possivel,
e mais facil trabalhar com o logaritmo da funcdo de verossimilhanca log L(0;y) do que com
a funcgdao de verossimilhancga diretamente, uma vez que a fungcado logaritmo ie estritamente

crescente no intervalo (0, ro).

O logaritmo da funcgdao de verossimilhangca para 0 ie

n
1(0}y) = \t(—i log[f(yt; 0)].

Dai, o vetor escore, que e o vetor de primeiras derivadas, e dado por

u@)=df )=E u(yt0),
t=1

em que

dlog f (yt;0)

U (yt; 0) de

Uma outra vantagem dos MLEs e que se a funcao L(0; y) nao pode ser maximizada

analiticamente, pode-se obter 0 numericamente por metodos de otimizacao ndo linear.

Dado que o MLE foi encontrado, este pode ser suscetivel ao problema de falta de

robustez. Tomando que os dados sdo medidos com um erro (contaminacao), nos pergun-
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tamos como pequenas mudancas nos dados podem afetar o MLE. Em outras palavras,
calculamos 0 baseado numa funcao de verossimilhanca L(0; y), entretanto gostariamos de
saber qual valor obteriamos se tivessemos baseado os célculos em uma funcao de veros-
similhanca L(0; y + e). Intuitivamente, se a mudanca e e pequena, a diferenca entre os
dois estimadores deveria ser, tambem, pequena, 0 que ndo e o caso sempre para o MLE,
principalmente quando a funcao de verossimilhanca e plana nas proximidades do maximo

e quando o estimador nado pode ser obtido analiticamente.

O MLE possui algumas propriedades importantes para o estudo, tal como con-
sistencia, que serdo comentadas mais a frente quando falarmos dos metodos robustos.
Um estimador 0 e considerado consistente para 0 se, a medida que o tamanho da amostra
aumenta, este converge em probabilidade para o valor verdadeiro do pardmetro populaci-
onal 0. Em outras palavras, para uma amostra suficientemente grande (quando n tende
ao infinito), a diferenca entre o estimado e o verdadeiro valor do parametro tende a zero
com probabilidade 1 (CASELLA; BERGER, 2024). Ainda, o MLE e Fisher-consistente,
0 gque garante que o estimado ira atingir o verdadeiro valor de 0 quando e calculado sob

a distribuiccdao populacional dos dados.

Outra caracteristica importante do MLE e a normalidade assintotica. Sob cer-
tas condi¢cbes (como amostras grandes e regularidade dos dados), o MLE segue aproxi-
madamente uma distribuiccdao normal quando o tamanho da amostra tende ao infinito;
Especificamente, o MLE se aproxima de uma distribuicao normal com media igual ao
verdadeiro valor do pardmetro e variancia dada pela inversa da informacdo de Fisher.
Esta 6ltima propriedade e vantajosa pois possibilita a aplicacao de metodos inferenciais
classicos, como a construcao de intervalos de confianca e testes de hip6teses, mesmo que
a distribuicdo dos dados originais nao seja normal. O MLE e tambem assintoticamente
eficiente, no sentido de atingir a menor variancia possivel entre os estimadores nao vie-
sados quando o tamanho amostral e grande. Essa eficiencia estdé ligada ao Teorema de
Cramer-Rao, que estabelece um limite inferior para a variancia de qualquer estimador
nao viesado. Quando a amostra e suficientemente grande, o MLE atinge essa variancia
minima, tornando-o o estimador mais preciso assintoticamente. Dessa forma, a eficiencia
assintotica garante que o MLE utiliza as informacdes dos dados de maneira 6tima, o que
o torna preferivel em muitos cenarios. Adicionalmente, o MLE tambem possui a proprie-
dade de invariancia. Isso significa que, se 0 e 0 MLE para o pardmetro 0, entdo qualquer
funcdo desse pardmetro, g(0), pode ser estimada aplicando-se diretamente a fungéo #(¢) no
estimador obtido para 0 dado que g-1 (W) exista. Essa caracteristica simplifica o processo

de estimacao de funcoes dos pardmetros, especialmente em casos onde se deseja estimar
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quantidades derivadas, como a razao de duas variancias ou a soma de medias de diferentes
populacoes (CASELLA; BERGER, 2024).

2.3 Regressao Beta

Para definirmos os modelos de regressao beta considerados nesse trabalho, con-
sideraremos o modelo proposto por Smithson e Verkuilen (2006) que e uma extensao do
modelo previamente proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Nessa abordagem e con-
siderada a precisao variavel, sendo o caso de precisao constante um caso particular. Dessa
forma a media * e a precisao 0 da variavel resposta serao modeladas simultaneamente.
Assim, definiremos as estruturas de regressao linear que serdo atribuidas a media e ao

pardmetro de precisao.

Dada a reparametrizacdo da distribuicdo beta apresentada em (2.1.2), considere
n realizagcdes independentes de uma variivel aleatoria Y denotadas por Y1,... ,Yn com
Yi ~ B(”i,0i). Assim, assume-se que a media de cada observacao yt pode ser escrita
como

k

9AM) =nt= A xtifii = XA, (2.3.1)
i=1

em que

= (fiLfi2,..., fik)T E Rke um vetor de parametros desconhecidos (coeficientes da

regressao) associado a media;

Xt= (xtl,xt2,..., xtk)T E Rk e o vetor de valores conhecidos das k covariiveis para

a t-esima observagao (t= 1,2,... ,n);

g™(-) e uma funcdo de ligacdo continua, estritamente monitona e duas vezes dife-

renciavel.

Vale ressaltar que existem numerosas opcées para a funcao de ligacao gM-). Dentre as
mais utilizadas estao (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004):

e funcao logito: g(*) = lo® ;

« funcao probit: g(*) = $-1(");

» funcao cloglog g(*) = log(- log(1 - *));
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» funcdo cauchit g(*) = tan(n(® —0, 5)).

Adicionalmente, consideraremos uma estrutura de regressao que modela simulta-

neamente a precisdo 0t:

q
g$0t) = Y ztjYj=Z2+4Y= (2.3.2)
j=1
em que
e y=(YbY2,..., YQ)T GRqge um vetor de parametros desconhecidos (coeficientes da

regressdo) associado a precisao;

o Zt = (zt1,zt2,...,ztq)T G e o vetor de valores conhecidos das g covariaveis da

precisao para a t-esima observagao (t = 1,2,... ,n);

* g™(-) e uma funcdo de ligagdo continua, estritamente monotona e duas vezes dife-

renciavel.

Smithson e Verkuilen (2006) mostram que para a precisao tambem existem algumas
funcoes de ligagao apropriadas como a ligagao logaritmo g~(0) = log(0) e a ligacao raiz-
guadrada g”(0) = yi4>.

Baseando-se na amostra, devemos estimar os vetores de pardmetros desconhecidos
fi e y da regressao de acordo com (2.3.1) e (2.3.2). Para isso, pode-se utilizar o metodo
de maxima verossimilhanca ja introduzido na Subsecao 2.2. A func¢do de verossimilhancga
para 9 = (fit ,yT)T considerando Y1,...,Yn variaveis aleatorias independentes tal que
Yt ~ B(”"t,0t) e dada por

n

L(9;y) = n r("t) YBt-1(1 —yt)(1- M)nt-1
=1 _r(Atot)r (1 —~t)ot)’

e, 0 logaritmo da fungcdao de verossimilhangca para 9 e

n

19;y) = Y It(MAt). (2.3.3)
t=1

Desenvolvendo It("t,0t) e utilizando propriedades logaritmicas, temos que

it("t,0t) = log r(*t) —log r(~t™t) —logr((1 —&)&)
+ (M t—21) log(yt) + [(1 —"t)ot —1]log(1 —yt),
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com = 9-1(Vt) uma funcéo de [ e Xt, de mesma forma que Ot = g-1(&) uma funcao
de 7 e Zt.

Para obter o valor de 9 que maximiza a expressdo (2.3.3) e necessario obter os

vetores escores para [ e 0 que sao as derivadas parciais de 1t("t,0t) com relacdo aos

respectivos parametros. As entradas do vetor escore para [ comi= 1,... ,k sdo
n 1
U?i(9) = 0t(vt - vy XL
(©) -6 e

em que xti e o t-esimo valor da i-esima covariavel, g"(it) e a primeira derivada de gM-)
avaliada em N y* = log(yt/(1 - yt)) e U* = E(ytO.
Sendo $ = diag{01,..., On} uma matriz diagonal, obtemos que o vetor escore

para [ pode ser escrito por

UnroQ) = Xt $T(y*- 0%). (2.3.4)
As entradas do vetor escore para7 comj = 1,..., g sao
n 1

ulj (9) = S Z)i

em que a = Gt(y* - 0*) + log(l - yt) + i>(&) - ~((1 - at)ot), ~(-) e a funcao digama.

Considere uma matriz n x q em que cada coluna representa os n valores ob-
servados para a j-esima covariavel, j = 1,2,..., 9, H = diag{1/g*(0D,..., 1/g”(0n)} e
a= (al ..., an)T.

O vetor escore para 7 fica dado por
U7(9) = ZTHa. (2.3.5)

Assim, o estimador de maxima verossimilhanca para 9e 9 = ([T,aT)T, e este e obtido

por meio da solucao do seguinte sistema de equacoes:

Us(9) = 0,

u7(9) = 0.

Constata-se que nao e possivel definir esses estimadores de modo analitico devido a
ausencia de uma expressao fechada. Em outras palavras, o sistema acima nao e linear em

[ e 7. Dessa forma, e imprescindivel empregar metodos de otimizacao nao linear para
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maximizar o logaritmo da funcao de verossimilhanca com relacdo a 0, obtendo, assim, as
estimativas numericas para 0. Ferrari e Cribari-Neto (2004), por exemplo, mencionam
o0 uso do algoritmo de Newton-Raphson e ate sugerem valores iniciais para facilitar o

processo de convergaencia.

Apos a obtencao das estimativas pontuais dos pardmetros do modelo, podemos
construir estimativas intervalares para os parametros de interesse e, posteriormente, rea-
lizar testes de hipoteses. Para isso, e essencial quantificar a variabilidade desses estima-
dores. Sob condicoes usuais de regularidade e para amostras grandes, OSPINA (2007)
estabelece que 0 = (f3T,yt )t segue uma distribuicao conjunta aproximadamente normal

(k + g)-variada:

(2.3.6)

em que K e a matriz de Informacao de Fisher do vetor de parametros 0 definida por

K = K(0)= Ki) Kl

em que

e« KN = XT$W X;

Kfil = KT = XtCTHZ;

K77=2tDZ;

W = diag{wi,..., wH}
« C = diag{ci,... ,cn};

« D = diag{di,... ,dn};

wt = fat{tf(vtfat) + tf (L - Vo)fat)}{d /dn*}2;

ct = fa{tf (Mtfa)"t — ((1 — t)fat)(1 — )}

dt = [tfW tK 2+ tf((1 - Mt)fat)(1 - ~t)2 - tf (fat) ]M fat)]2.
OSPINA (2007) mostra que a inversa da Matriz de Informagcdao de Fisher @expressa por

K~ K27

K-1= K-1(0)
K K77
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em que
e« KN = (XTFW X - XtCTHZ(ZtDZ)-1ZtHTCt X )-1;
e K = (K)T=—KAXtCTHZ(ZtDZ)-1;

* KYY= (ZtD2Z)-1 + (ZtHTCtX)KA"XtCTHZ (ZtDZ)-1}.

A partir do resultado acima, e possivel obter de maneira assintotica a variabilidade
do MLE sob regressdo beta, a partir da diagonal principal da matriz K-1. Conforme
estabelecido em (2.3.6), para a s-esima componente de 0, denotada como 0s, temos que
para obtencao de intervalos de confianca aproximados para os parametros do modelo de

regressdo beta, considere que

em que K(0)ss e o (s, s)-esimo elemento de K(0)-1. Assim, considerando um nivel de con-
fianca de 100(1 —a)%, um intervalo de confianca aproximado para a s-esima componente

do vetor de parametros 0 e

em que z1-a/2 denota o quantil da distribuicao normal padrao tal que P(Z < z1-a/2) =
1—al/2, com Z ~ N(0,1).

O modelo de regressado beta com precisdao constante anteriormente definido por
Ferrari e Cribari-Neto (2004) e visto como um caso particular do modelo discutido nesta

secao, desde que e obtido supondo que 0 = 0,Vi= 1,...,n
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3 Métodos Robustos

Neste capitulo apresentaremos os estimadores recentemente propostos para re-
alizar inferéncia dos parametros sob os modelos de regressao beta discutidos na Secao
2.3.

3.1 M DPDE

Ghosh (2019) propos o estimador de minima divergencia poréncia entre densida-
des (minimum density power divergence estimator; MDPDE) para o modelo de regressao
beta. O MDPDE e um estimador robusto baseado na minimizacao da versao empirica da
divergencia de poréncia de densidades (GHOSH, 2019) definida por

n

H(9) = V  Ki.i+,(9) ——  fe(yi;ft,0i)“
i=1 L a

em que a > 0 e uma constante de afinacao (tuning constant), e
B((1 + a)(”i0i—1) + M@+ a)[(r —"i)0i—1] + 1)
B(Mi0i(1 —"i)0i)l+a
Assim, o MDPDE e o valor de 9 solucao do seguinte sistema de equacaes:

n
(3.1.1)

em que

o femVi,0i) e a funcdo de densidade de probabilidade da distribuicdo beta repara-

metrizada com media "i e precisao 0i;
* U(yi;9) = Velog(fe(yi;™i,0i)) e o vetor escore para a irésima observacao;

e £i.l-a(9) = E[U(YO69)fe(yi;~i,0i)a] e uma constante de correcdo da equacdo de

estimaccado.

O fator fe(yi;*i,0i)a age como uma ponderacao da irésima observacao no processo de
estimacdo. Vale observar que, se a = 0 tem-se o estimador de maxima verossimilhanca
tradicional. Ainda, quando a > 1 o estimador se torna bastante ineficiente, por essas
razdes, vamos nos restringir a a E [0,1), o que gera estimadores robustos. Se yi e uma

observagdo atipica, para a se aproximando de 1, fe(yi;*i,0i)a sera um valor pequeno
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proximo a zero. Vale ressaltar que, segundo Ghosh (2019), as quantidades Ki,1+a(9) e
Ei;1 a(9) estao bem definidas para ~i0i > a/(1 + a) e (1 —"i)0 > a/(1 + a). Logo,
0 MDPDE estard bem definido para todo 0 < a < 1 desde que fg(yi;"i,0i) seja uma

densidade beta limitada.

A matriz de covaridancias assintoaticas do MDPDE &dada por
Vn(9) = *n(9)-1nn(9)*n(9)_1T,

em que

A matriz de covariancias assintaticas e obtida a partir da distribuicdo assintotica

dos M-estimadores, desde que o MDPDE pode ser visto como um M-estimador.

3.2 SMLE

Outro estimador robusto sob regressao beta foi proposto por Ribeiro e Ferrari
(2023) que baseia-se na maximizagao da funcao de Lg-verossimilhanca reparametrizada

definida por

mC(9) = L1 a(fg(yi; ~i,0i)),
1=1

em que

o fg(yi;~i,01)  fo(yi; Mi,(1_a) 1,0i,(La) 1);

N,a = 0_afa(™i0i —1) + 1], Oia = a(0i —2) + 2;

a E (0,1] e a constante de afinacao;

La(u) = (ua—1)/a, para a E (0,1];

La(u) = log(u), paraa = 0.
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De forma equivalente, o estimador proposto por Ribeiro e Ferrari (2023) e obtido como o
valor de 9 que soluciona o seguinte sistema de equagbes de estimacao

n
YU i 9)f(yi; &) = 0, (3.2.1)
i=1

em que U*(yi;9) = V#Ilog[/*(yi;™i,0i)] e o vetor escore modificado para 9 correspondente

a irésima observacao dado por

T . _ (n ) . «/\WE:_/:_I,_)_ vT ) W"i,(l_«)(yl—"l’)+”y1— T
U*Eyl,% y(1 a) 0i, (1 g/i(’\i,(l_«))rXI’(l a) 9©(Oi,(1_«))v Zi

em que, yJ = log(l-yi)e = E(Y/) = ~((1- *1)0i)—"(0i). Assim, de forma semelhante
a (3.1.1) o fator /#:(yi;~i,0i)* em (3.2.1) funciona como uma ponderacdo no processo de
estimacdao, e, ainda de forma semelhante, se a = 0 tem-se o estimador de maxima verossi-
milhanca tradicional. Ribeiro e Ferrari (2023) denominaram este estimador de estimador
de méaxima verossimilhanca substituto (surrogate maximum likelihood estimator; SMLE).
A matriz de covariancias assintotica do SMLE e dada por (RIBEIRO; FERRARI, 2023)

V1 «(9) = J1_«(9) 1K1 «(9)J1 a(9) 1T,

em que

JlLa@) = (a—1)- (~ W X A T<C*Z
"ZtBIT*T*C*x ZtBIT 2*T*D*X

K (9= (@1_a)2(xtB2t;282(Vi+ta+ M2))X x tB2t;t;(c* +«+ m 3)z
la( ) ( ) \ ztB2¢;T;(cl+a + m 3)x ztBjTj**(di+, + m|)z,

com B1= diag{O11,..., bn1}, B2 = diag{bsj, ..., bnj},

b = B (MM, (1 —"i)0i)la
B (M,(La)oi(La), (1 i(1a))oi,(La))

b B (Mi,(1+a)0i,(1+a), (I ~i,(1+a))0i,(1+a))
APA @ AD0E) B(ML(La)oi(la)(l  Aiy(1a))oi(la)

Analogamente ao MDPDE, as quantidades necessarias para realizar a inferéncia usando o
SMLE estarao bem definidas para betas limitadas. Os estimadores SMLE e MDPDE sao
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semelhantes entre si, entretanto ndo sao equivalentes, exceto quando a = 0. A principal
diferenca entre estes dois estimadores esta na forma em que se atinge a nao viciosidade

das respectivas equacgoes de estimagao.

Para ambos os estimadores citados, a escolha da constante de afinagao e crucial
para obtencdo das estimativas dos parametros, e, quanto maior o valor de a E [0,1) mais
robusto e o processo, porem, menos eficiente este se torna. A escolha de a serdé discutida
na Secao 3.4. Adicionalmente, o MDPDE e o SMLE tem boas propriedades, como B-
robustez, V-robustez e normalidade assintotica (GHOSH, 2019; RIBEIRO; FERRARI,
2023; MALUF; FERRARI; QUEIROZ, 2024).

3.3 Estimadores Robustos sob a Transformacédo Logit

Devido a limitagdo do SMLE e MDPDE estarem bem definidos para todo a E
[0,1), desde que supoe-se uma distribuicao beta limitada, Maluf, Ferrari e Queiroz (2024)
propdem novas versdes do MDPDE e do SMLE visando eliminar tais limitacdes em suas

obtencoes por meio da transformacao logit que e definida por

Se Y ~ B(y, 0), a funcdo de densidade de Y *e dada por

1 e-y*(:- M

Nesse caso, a densidade resultante do logito de uma variavel beta e conhecida
como beta exponencial generalizada do segundo tipo (exponential generalized beta of thé
sécond type; EGB). Escrevemos Y *~ EGB(*,0).

Os estimadores robustos para os paraametros do modelo de regressdao beta usando
a funcao de densidade da variavel resposta transformada sao construidos com base em
Ghosh (2019) e Ribeiro e Ferrari (2023). Séo eles, o logit minimum densisty power diver-
gence estimator (LMDPDE) e o logit surrogate maximum likehood estimator (LSMLE).
Maluf, Ferrari e Queiroz (2024) descrevem as vantagens de trabalhar com os estimadores
transformados. A ideia geral dos novos estimadores e obter estimadores do tipo MDPDE
e SMLE, entretanto usando a fun¢do densidade de Y *ao inves de usar a funcao densidade
de Y. Ao fazer isto, estaremos estimando os mesmos pardmetros, sem quaisquer restrigdes

para obtenccdao dos estimadores robustos.
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Para obter o LMDPDE, Maluf, Ferrari e Queiroz (2024) propdoem o estimador
que minimiza a fungcdao

1 n
Hn() = -V Vi(ly
n ._
=1
em que
] . 1+ a
Vi(y*,0) = Ki,1+«(0) - a h,(y*;
e

Kiae«(0) = r h,(y*"ifai)iady” = B
m

+ «m(l + a»

B(MiCi. (1 - Vi)fai)l+a
com 0 < a < 1 A equacgao de estimacao e dada por

Y [U(yi;0)h, (y*;ni.faY - Ei,l-«(0)] = 0.

i=1
Analogamente, o LSMLE e obtido a partir da maximizacdo em 0 da funcao

l1-a(0) = 2~ L1-a(h, (y; &.&)).
i=1

em que

h, (y*: A fai)  h, (vi ;2. faiy(-a)-1) .

e que soluciona a equacao de estimacao

n
Y U*(y* 0)h,(y*; = 0.
i=1

em que U*(y*;0) = V, log h*(y*;"i,fai) e o vetor escore modificado para a i-esima ob-

servagcdao, dado por

* ‘| 4 - /\, _ /\. - + . /\,
UTli-8 = "a 0w "I . g i )+ 2D T
gni) g~ (fai,1-«)
B importante comentar que esses estimadores possuem algumas propriedades importantes,
como a normalidade assint6tica, B-robustez e V-robustez, Fisher-consistencia (MALUF;
FERRARI; QUEIROZ, 2024). Maluf, Ferrari e Queiroz (2024) explicitam as matrizes de
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covariancias assintoticas do LMDPDE e LSMLE como se segue. Considere 0a = (/C, &aT)T
e da = (/20r, Tc)T o LMDPDE e o LSMLE, respectivamente, para a E [0,1) fixo. Dado
que sdo M-estimadores, temos que da ~ N(d,V1>0)) e da ~ N (0, V2Q(0)), em que ~

denota distribuicao assintotica, assim

Via(e) = Aaam 1,a(6)A-1(0),

V2,a(0) = A-ii (0)E2,a(0)A-Ti(0)

em que
Xt70+“X X T7i2az
Ala(0) . )
Zt7i27aX  ZT1HaZ i
1+a)2 +a) (1+a
E ) = <t vi 3 X Xty vi M 32
- " 1+a 1+a 1+a)2
zt 7(2+2%) YI( %yﬁ %x zt yé 3 z
(a —1)Xt B1T 25 2V X XtBITnT;CZ
A2,a(0)
ZATAC X (a —1)- 1Zt BT ;2DZ*
e
E (0)=(1- q)-M XATim + 0 X (1 —a)- IXTB2T,T;Ci+«Z'
A G ( ' A1l —a)- 1Zt B2T, T;C'i+«X (1 —q)-2Zt B2T2*D1+aZ

Quando a = 0, estas matrizes de covariancias assintoticas equivalem a matriz de co-

variancias assintoticas do MLE.

3.4 Constante de Afinacéo

Nesta subsecao discutiremos brevemente o processo de selecao da constante de
afinacao a. Essa constante desempenha um papel fundamental no equilibrio entre a

robustez e a eficiencia dos estimadores em modelos de regressao beta robusta.

Ribeiro e Ferrari (2023) propuseram um algoritmo para determinar a constante
de afinacao para o SMLE. O objetivo e identificar o valor de a, em uma grade ordenada

variando de a = 0 ate um amax, mais préximo de zero, que resulte em estimativas sufici-
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entemente estaveis dos pardmetros, preservando a eficiencia total em dados ndo contami-
nados. Caso o algoritmo nao atinja estabilidade ate amax, o valor a = 0 (correspondente
ao MLE) e selecionado. A escolha do valor otimo da constante de afinacao e uma etapa
critica especialmente em aplicacoes com dados reais. Valores grandes de a aumentam a
robustez dos estimadores, mas podem comprometer sua eficiencia assintotica. Os quatro
estimadores robustos discutidos nesse trabalho terdo, em aplicacoes praticas, a constante

a escolhida pelo metodo orientado pelos dados proposto por Ribeiro e Ferrari (2023).

O procedimento proposto tem como objetivo selecionar um valor ideal para a que
seja 0 mais proximo de 0, desde que atenda ao criterio de estabilidade nas estimativas.
Caso a estabilidade nafo seja alcanccada, o algoritmo define a = 0, resultando no estimador
MLE. Segundo Ribeiro e Ferrari (2023), essa escolha pode ser necessaria em situacoes onde
as distribuiccdoes beta ndao sdao limitadas, desde que que o SMLE e o MDPDE podem ndao

ser adequadamente definidos nesses casos, gerando estimativas instaveis.

3.5 Teste de Hipdtese Robusto

Em aplicagcbes praticas, e necessario avaliar se 0s coeficientes das covariaveis sao
estatisticamente significantes para explicar o comportamento medio da variavel resposta.
Como indicado por Ribeiro e Ferrari (2023), testes de hipoteses baseados no MLE que
normalmente dependem da funcdo de verossimilhanca sao sensiveis a observacoes atipicas

e podem ter seu desempenho prejudicado em cendarios de dados contaminados.

Ribeiro e Ferrari (2023) propuseram um teste de hipotese robusto que indica a
nova estatistica de teste como a estatistica tipo-Wald. Considere a hipotese nula HO :
O = 90 contra a hipatese alternativa bilateral H1: 9k = 9Y0). A estatistica tipo-Wald e

definida por

(9kq —9 f) 2

Wog = A
SE (9f)2

em que 9kg e o SMLE de 9% e SE(9kqg) e o erro padrdo assintotico obtido a partir da
matriz de covariancias assintoticas. Este mesmo procedimento pode ser aplicado usando
o MDPDE. Maluf, Ferrari e Queiroz (2024) expandem o uso deste teste para 0s outros
estimadores vistos, substituindo as estimativas e erros padrdo assintoticos pelos valores
dos respectivos estimadores. A estatistica WOg possui uma distribuicdo assintatica qui-
quadrado com um grau de liberdade (WCg~ x1) sob a hipotese nula HO. Para realizar o

teste de nulidade dos coeficientes da regressdo basta especificar 90 = 0. Esta abordagem
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sera utilizada no Capitulo 4.
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4  Aplicacao

Neste capitulo ilustraremos o uso dos estimadores robustos sob regressao beta
atraves da analise dos dados previamente apresentados no Capitulo 1. O conjunto de
dados a ser analisado sao os dados humanfat, disponivel no pacote GLMsData do R. Esse
conjunto contem informacdes sobre a com posto corporal de 18 individuos, distribuidas
em quatro variaveis. O objetivo e modelar a variivel resposta, porcentagem de gordura
corporal em funcdo das variiveis explicativas, que incluem a idade em anos completos
(Age; AGE), o indice de massa corporea, que corresponde a, uma medida amplamente
utilizada para avaliar a relacao entre peso e altura, e a variavel categ6rica genero (Gender;
GEN), que classifica os individuos como femininos (F) ou masculinos (M), sendo o genero

feminino utilizado como referdencia na modelagem.

O objetivo desta aplicagcdao ie comparar os diferentes mietodos de estimagcdao em
termos de resultados e robustez, analisando o comportamento de cada estimador na mo-
delagem da porcentagem de gordura corporal. A variivel idade nao seri considerada na

analise, pois sua inclusao nao foi relevante na anilise.

Inicialmente, considere o modelo de regressao beta com precisao constante dado
por log(®i/(1 - ai)) = [1+ *BMI; e log(0i) = 71, em que U e 0i sao a media e precisao
da variavel resposta PF para o i-esimo individuo, i = 1,..., 18 Ajustamos o modelo
utilizando os estimadores robustos SMLE, MDPDE, LSMLE e LMDPDE para os dados
completos. Denominamos este de Modelo 1. O valor otimo selecionado para a constante a
pelo estimador LSMLE e para o LMDPDE foi de 0, 32 e 0, 24 respectivamente, enquanto os
outros estimadores robustos indicaram a = 0, ou seja, indicando que nao hi necessidade de
robustez e ajustando o modelo pelo estimador clissico nao robusto MLE. E importante
lembrar que as equacoes de estimacao dos estimadores SMLE e MDPDE nao sao bem
definidas a nao ser que > ae (1- ui)oi > a (MALUF; FERRARI; QUEIROZ,
2024). Assim, esta pode ser a explicacao da escolha de a = 0 sob esses estimadores.

A Figura 3 apresenta o grafico de dispersao de PF versus BMI com as curvas
ajustadas do MLE, LSMLE e LMDPDE para os dados completos. Percebemos que as
curvas geradas pelos diferente mietodos de estimagcado se distinguem ligeiramente, de forma
gue o LSMLE se diferencia mais do MLE enquanto o LMDPDE se posiciona entre as
outras duas estimativas. Durante a anailise dos dados, identificamos visualmente que os
pontos 1, 3 e 17 se destacam por estarem mais afastados da massa principal dos dados.
Esses pontos podem ser possiveis outliers ou observacoes que apresentam caracteristicas

distintas em relagcdao ao restante do conjunto. A identificagcado desses valores ie relevante,
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Figura 3: Grafico de dispersdo de PF contra BMI juntamente com as curvas ajustadas via regressao
beta baseadas no MLE, LSMLE e LMDPDE para os dados completos considerando o Modelo 1

BMI

pois podemos acompanhar o efeito dessas observacBes na estimativa dos pardmetros e a
robustez dos metodos utilizados. Observe que a curva estimada sob o MLE fica mais

proxima aos ponto atipicos.

A Tabela 1apresenta as estimativas, erros-padrao, estatisticas-z (estimativa divi-
dida pelo erro padrao) e valores-p assintoticos do teste tipo-Wald da nulidade dos coefici-
entes. Podemos notar o comportamento dos estimadores robustos analisando as variacoes
relativas nas estimativas em relacao ao MLE. Para o submodelo da media, os estimadores
robustos tem estimativas maiores para o intercepto e para o coeficiente de BMI, sendo
para o intercepto uma reducao de 26% e 12% para o LSMLE e LMDPDE, respectiva-
mente, e uma reducao um pouco maior para o coeficiente de BMI de 33% e 14% para o
LSMLE e LMDPDE, respectivamente. Ainda, no submodelo da media, os erro padrao
estimados, tanto do intercepto quanto do coeficiente de BMI, apresentam uma redugao
ainda mais evidente, sendo de 61% para o LSMLE e 38% para o LMDPDE. No caso
da precisdo, hd um aumento significativo nas estimativas robustas em relacao ao metodo
classico, que para o LSMLE e de 61%, e de 31% para o MDPDE.

No contexto deste estudo, ieimportante ressaltar que a pequena dimensdao amos-
tral (n = 18) representa uma limitacao, especialmente no que se refere as estimativas in-
tervalares. Embora as estimativas pontuais obtidas pelos diferentes metodos de estimacao

sejam interpretaveis, a confiabilidade dos intervalos de confianca pode ser afetada. Isso
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ocorre porque as matrizes de covariancia utilizadas na inferéncia sao assintoticas, ou seja,
sua validade tedrica depende do pressuposto de amostras grandes. Com um numero
reduzido de observacoes, a aproximacdo assintotica pode nao ser precisa, 0 que pode

comprometer a acurada das inferéncias baseadas nos intervalos de confianca.

Tabela 1. Estimativas, erros padrao, estatistica z e p-valor sob os modelos de regressao beta ajustados
considerando o Modelo 1.

MLE
Estimativa Erro padrao z  p-valor
média
intercepto —2.93245 0.75054 —3.907 < 0.001
BMI 0.0825 0.03038 2.716 0.006
precisdo
intercepto 3.327 0.3287 10.12 < 0.001
LSMLE
Estimativa Erro padrao z  p-valor
media
intercepto —2.17338 0.29382 —7.397 < 0.001
BMI 0.05535 0.01195 4633 < 0.001
precisdo
intercepto 5.3575 0.3906 13.72 < 0.001
LMDPDE
Estimativa Erro padrao z  p-valor
média
intercepto —2.57342 0.46276 —5.516 < 0.001
BMI 0.07089 0.01877 3.776 < 0.001
precisdo
intercepto 4.3503 0.3507 1241 < 0.001

Para avaliar a qualidade do ajuste sob regressdao beta e comum o uso de graficos de
probabilidade normal dos residuos com envelope simulado (RIBEIRO; FERRARI, 2023).
A Figura 4 apresenta os graficos de probabilidade normal dos residuos com envelopes
simulados sob os ajustes dos MLE, LSMLE e LMDPDE. Uma observacao relevante e
que o metodo classico (MLE), ao buscar ajustar todos os pontos da amostra indiscri-
minadamente, pode mascarar a presenca de discrepancias nos dados, resultando em um
ajuste global que tenta acomodar ate mesmo observacdes atipicas. Em contraste, 0s
metodos robustos, como o LSMLE e o LMDPDE, tem a capacidade de identificar auto-
maticamente possiveis outliers e expo-los no grafico. Essa caracteristica faz com que os
pontos discrepantes apresentem um ajuste visivelmente inferior nesses metodos, enquanto

a massa central dos dados, que nao contem valores extremos, recebe um ajuste mais pre-
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ciso. Esse comportamento e desejavel no contexto da robustez estatistica, pois garante
que a inferéncia seja baseada principalmente nos dados mais representativos, reduzindo
a influencia de valores aberrantes na estimacao dos parametros. A Figura 5 apresenta 0s
graficos dos residuos contra as ponderagBes que ilustra que observacoes com residuos altos

tendem a receber ponderacoes baixas no procedimento de estimacao robusto.

Figura 4: Graficos de probabilidade normal dos residuos com envelopes simulados sob MLE, LSMLE e
LMDPDE considerando o Modelo 1.

MLE

Normal quantiles

Normal quantiles

Normal quantiles

Outra abordagem pode ser feita levando em consideracao a varidavel genero. Para
isto, considere o0 modelo de regressdo beta com preciséo constante dado por log(~/(1 —
A)) = P1+ &BMI, + "3GENj e log(™) = j 1, em que “i e *i s6o a media e precisao da
variavel resposta PF para o i-esimo individuo, i = 1,..., 18. Denominamos este de Modelo
2. Ajustamos o modelo utilizando os estimadores robustos SMLE, MDPDE, LSMLE e

LMDPDE para os dados completos. O valor &timo selecionado para a constante a pelo



Aplicagao 29

Figura, 5: Graficos dos residuos contra as ponderagdes considerando o Modelo 1.
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estimador LSMLE foi 0,28, enquanto que os outros estimadores, incluindo o LMDPDE,
indicaram a = 0, ou seja, indicando que nao ha necessidade de robustez, e ajustando
0 modelo pelo estimador classico nao robusto MLE. A Figura 6 apresenta o grafico de
dispersdo de PF versus BMI com as curvas ajustadas do MLE e LSMLE para os dados
completos, sendo que os pontos na cor preta indicam individuos do genero feminino (F),

qgue e o valor de referencia, enquanto os pontos na cor vermelha indicam individuos do
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género masculino (M).

Figura 6: Gréafico de dispersdo de PF contra BMI com as curvas ajustadas via regressdo beta baseadas no
MLE e LSMLE considerando o Modelo 2.

BMI

Observa-se que os homens, em geral, apresentam uma porcentagem de gordura
corporal menor do que as mulheres. Esse resultado e consistente com o conhecimento
biolégico, pois diferencas hormonais e de composicdo corporal influenciam a distribuicao
de gordura entre os sexos. Estudos indicam que, em media, as mulheres possuem uma
maior proporcao de gordura corporal devido a fatores como a funcao reprodutiva e a dis-
tribuicdo de tecido adiposo (WELLS, 2007). Esse padrdo esperado reforca a importéncia
de considerar o genero ao modelar a porcentagem de gordura corporal em analises es-

tatisticas.

A Tabela 2 apresenta as estimativas, erros-padrao, estatisticas-z e valores-p as-
sintoticos do teste tipo-Wald da nulidade dos coeficientes para o0 modelo com a variavel
genero.Ao comparar os coeficientes estimados nos dois modelos, MLE e LSMLE, observa-
se variacdes significativas, especialmente no efeito da varidvel genero. No submodelo da
media, o coeficiente associado ao genero no modelo MLE e de -0.89969, enquanto no
LSMLE esse efeito e reduzido para -0.36968, representando uma diminuto percentual
de aproximadamente 59%. Essa diferenca indica que o modelo robusto atribui um efeito
menor ao fator genero na estimativa da porcentagem de gordura corporal em comparacao
com o modelo classico. Essa reducao pode ser explicada pela influencia de pontos dis-

crepantes na amostra. Como mencionado anteriormente, os pontos 1 e 3, identificados
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como discrepantes, pertencem ao grupo masculino. No modelo ajustado sob o MLE, que
busca ajustar todos os pontos da amostra sem distincao, esse valor atipico estd ampliando
artificialmente a estimativa do efeito do genero. Ja no modelo ajustado sob o LSMLE,
que e robusto a outliers, ha um menor impacto desse ponto extremo, resultando em uma

estimativa mais conservadora para o efeito da variavel genero.

Tabela 2: Estimativas, erros padrao, estatistica z e p-valor sob os modelos ajustados

MLE
Estimativa Erro padréo z  p-valor
média
intercepto -1.96659 0.50290 -3.911 < 0.001
BMI 0.04974 0.02005 2.480 0.0131
GEN(M) -0.89969 0.17810 -5.051 < 0.001
precisao
intercepto 4.3258 0.3317 13.04 < 0.001
LSMLE
Estimativa Erro padrao z  p-valor
media
intercepto -2.26517 0.26609 -8.513 < 0.001
BMI 0.05961 0.01059 5.629 < 0.001
GEN(M) -0.36968 0.08653 -4.272 < 0.001
precisao
intercepto 5.699 0.376 15.16 < 0.001

Ao comparar os erros-padrao estimados e os p-valores dos coeficientes entre os
modelos ajustados sob MLE e LSMLE, algumas diferencas importantes podem ser obser-
vadas. De modo geral, os erros-padrao no submodelo da media s&o menores no modelo
LSMLE em comparacgado com o modelo MLE. Essa reducgdao sugere que o modelo robusto
produz estimativas mais precisas, possivelmente por minimizar o impacto de pontos dis-
crepantes que aumentam a variabilidade dos coeficientes no modelo classico. Quanto aos
p-valores, todos os coeficientes sao altamente significativos (p < 0.001), com excecao do
coeficiente de BMI no modelo MLE, que tem um p-valor de 0.0131. Esse valor indica que,
sob um nivel de significancia de 5%, o coeficiente de BMI ainda seria considerado signifi-
cativo, mas a diferenca se torna relevante para um navel mais estrito de 1%. No modelo
sob o LSMLE, o p-valor associado ao coeficiente de BMI e inferior a 0.001, refor¢ando
que, ao reduzir a influencia de pontos discrepantes, a relacao entre BMI e percentual de

gordura corporal se torna estatisticamente mais evidente.

Esses resultados reforccam a robustez do LSMLE, que, ao reduzir a infludencia

de valores extremos sobre as estimativas, melhora a precisdo inferencial dos coeficientes.
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Nesse cenario, 0 objetivo principal nao e ajustar bem os pontos discrepantes, mas sim
garantir um melhor ajuste para a massa de dados principal. Dessa forma, mesmo que
o modelo robusto apresente um “ajuste ruim” para os pontos mais afastados, isso e in-
tencional, pois prioriza uma modelagem mais estavel e representativa do comportamento
geral dos dados, minimizando o impacto de observacdes atipicas sobre as estimativas do

modelo de regressao beta.

A Figura 7 exibe os graficos de probabilidade normal dos residuos com envelopes
simulados sob os estimadores MLE e LSMLE. Os paineis da segunda linha apresentam
ampliacoes dos paineis da primeira linha para fins de visualizac6o. E a Figura 8 apresenta

os graficos dos residuos contra as ponderacoes considerando o Modelo 2

Figura 7: Graficos de probabilidade normal dos residuos com envelopes simulados sob MLE e LSMLE sob o

Modelo 2.
MLE LSMLE
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|
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Ao incluir a variavel genero no modelo, o comportamento dos estimadores segue
0 mesmo padrao observado anteriormente. O metodo classico (MLE) continua ajustando
os dados de forma a minimizar os residuos, o que pode levar a um ajuste aparente melhor,
mas que mascara o efeito de pontos discrepantes. Em contrapartida, o estimador robusto
(LSMLE) expdoe esses pontos e os trata com menor peso, permitindo que o modelo capture

com mais fidelidade a estrutura predominante dos dados. Isso e particularmente relevante
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Figura, 8: Graficos dos residuos contra as ponderagdes considerando o Modelo 2.
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quando ha variaveis categoricas, como o0 genero, pois a presenca de outliers pode distorcer
a estimativa dos coeficientes. Dessa forma, o metodo robusto proporciona inferéncias
mais estaveis e confiaveis sobre a relagao entre as varidveis, preservando o foco na massa

principal dos dados.
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Para complementar a analise dos modelos de regressao beta ajustados, a Figura
9 apresenta grafico de dispersao da porcentagem de gordura corporal (PF) em relacao ao
indice de massa corporal (BMI). Nesse grafico, incluimos as curvas ajustadas via regressao
beta utilizando os méetodos MLE e LSMLE, tanto com os dados completos quanto com a
exclusao da observacao 3no MLE. A motivacao para essa abordagem vem do fato de que o
LSMLE identificou a observacao 3 como um ponto discrepante. Dessa forma, ao remover
essa observacdo e refazer o ajuste pelo MLE, conseguimos avaliar o impacto dessa exclusao

na curva ajustada, comparando-a com o ajuste originalmente obtido pelo LSMLE.

Figura 9: Grafico de dispersao de PF contra BMI com as curvas ajustadas via regressdo beta baseadas no
MLE e LSMLE considerando o Modelo 2.

BMI

Ao examinar as curvas ajustadas, percebemos que a exclusao da observacao 3
no MLE resulta em um comportamento da curva mais semelhante ao do LSMLE. Esse
resultado reforcca a efetividade do LSMLE em reduzir a infludencia de valores extremos sem
precisar remove-los diretamente. Alem disso, evidencia o impacto que pontos discrepantes
podem ter no ajuste dos modelos tradicionais, destacando como os metodos robustos con-
seguem preservar melhor a tendaencia predominante nos dados sem serem excessivamente

influenciados por valores atipicos.
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5 Consideracbes Finais

Neste trabalho, a metodologia de regressdao beta sob a perspectiva da inferdencia
tradicional e robusta foi discutida, destacando-se a importaancia de mietodos alternativos
de estimacao para reduzir o impacto de observacoes discrepantes. Inicialmente, revisa-
mos a modelagem por meio de regressao beta tradicional baseada no metodo de maxima
verossimilhancga. Em seguida, apresentamos procedimentos inferenciais robustos, como o
LSMLE e o LMDPDE, que, quando necessario, atribuem menor peso a valores atipicos,

tornando as estimativas obtidas mais confiaveis.

Os resultados empiricos obtidos neste trabalho ilustraram que o MLE, embora
amplamente utilizado, e sensivel a presenca de observacgdes atipicas, o que pode compro-
meter a qualidade do ajuste do modelo e levar a inferéncias equivocadas. Em contraste,
0s mietodos robustos demonstraram maior capacidade de identificar e mitigar o impacto
de observacoes atipicas, proporcionando ajustes mais precisos para a massa dos dados.
Essa caracteristica e particularmente relevante em aplicacoes praticas, onde a presenca de

outliers iecomum e pode distorcer as conclusdoes obtidas a partir de anailises estatisticas.

A aplicacgdao dos mietodos robustos a um conjunto de dados reais permitiu ilustrar
as vantagens das abordagens robustas em termos de identificacao de outliers e avaliacao
da qualidade do ajuste. Os graficos de probabilidade normal dos residuos com envelo-
pes simulados foram ferramentas uteis para avaliar a adequacao dos modelos ajustados
e identificar possiveis discrepaancias nos dados. Enquanto, o MLE tendeu a mascarar a
presencca de outliers e aumentar a incerteza sob o estimador, os mietodos robustos des-
tacaram essas observacdes, garantindo que a inferéncia fosse baseada principalmente nos

dados mais representativos.

Em sintese, este trabalho refor¢a a importancia da robustez estatistica em mode-
los de regressao beta, especialmente em cenirios onde ha presenca de outliers. Os metodos
robustos apresentados oferecem uma alternativa confiavel ao MLE, garantindo inferéncias
mais robustas. Futuras pesquisas podem explorar a aplicacao desses metodos em outros

contextos, bem como a extensdao dessas abordagens para modelos mais complexos.
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