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Resumo

O ntcleo atomico é fundamental para a compreensao da estrutura da matéria e da esta-
bilidade dos elementos quimicos (ou simplesmente niicleos). Nesse sentido, este trabalho
possui como objetivo o estudo de um dos mais bem-sucedidos modelos nucleares, o modelo
de camadas, direcionado a uma de suas mais relevantes explica¢oes: os nimeros magicos.
O trabalho se inicia com um referencial teérico que propoe uma visao geral dos modelos
nucleares, abordando conceitos, suposicoes e propriedades essenciais para a consolidacao
dos trés modelos mais conhecidos, com énfase no modelo de camadas, seus principios nor-
teadores e justificativas de utilizacao para a descricao da estabilidade nuclear. Com isso,
por meio de uma abordagem tedrica, a pretensao do trabalho se encontra, inicialmente, na
obtenc¢ao dos primeiros nimeros magicos de maneira didatica, por meio da resolucao da
equagao de Schrodinger aplicada ao nicleo atomico. Para tanto, a metodologia utilizada
parte da resolucao analitica desta equagao, acompanhada pelas suas implicagdoes no que
concerne ao desenvolvimento de solugdes para equagoes diferenciais parciais, abarcando a
solugao angular e a solugao radial. Nesta abordagem, as solugoes radiais foram aplicadas
a um poco potencial infinito e ao modelo oscilador harmoénico, com intuito de se obter
os primeiros nimeros magicos. Os resultados obtidos por meio da resolugao analitica da
equacao de Schrodinger para esses potenciais revelaram padroes consistentes relaciona-
dos aos niimeros magicos, corroborando com os valores conhecidos na literatura, contudo
nao foi possivel obter todos os nimeros magicos. Por fim, diante do referencial e das
discussoes propostas pelos resultados, aborda-se a integracao da interacao spin-érbita a
solugao radial, de modo a se obter todos os nimeros magicos. Essa abordagem, por sua
vez, permitird uma compreensao mais abrangente e acessivel dos niimeros mégicos e sua
importancia para a estabilidade nuclear, principalmente por estudantes interessados em

compreender melhor o modelo de camadas nucleares.

Palavras-chave: Modelo de camadas. Numeros Magicos. Equacao de Schrodinger.






Abstract

The atomic nucleus is fundamental to understanding the structure of matter and the sta-
bility of chemical elements (or simply nuclei). In this sense, this work aims to study one
of the most successful nuclear models, the shell model, focusing on one of its most sig-
nificant explanations: the magic numbers. The work begins with a theoretical framework
that provides an overview of nuclear models, addressing essential concepts, assumptions,
and properties for the consolidation of the three most well-known models, with an em-
phasis on the shell model, its guiding principles, and justifications for its use in describing
nuclear stability. Thus, through a theoretical approach, the work initially aims to obtain
the first magic numbers in a didactic manner by solving the Schrodinger equation applied
to the atomic nucleus. For this purpose, the methodology used starts with the analytical
solution of this equation, accompanied by its implications concerning the development
of solutions for partial differential equations, encompassing the angular solution and the
radial solution. In this approach, the radial solutions were applied to an infinite potential
well and the harmonic oscillator model to obtain the first magic numbers. The results
obtained through the analytical solution of the Schrédinger equation for these potentials
revealed consistent patterns related to the magic numbers, corroborating the values known
in the literature. However, it was not possible to obtain all the magic numbers. Finally,
considering the theoretical framework and the discussions proposed by the results, the
integration of the spin-orbit interaction into the radial solution is addressed to obtain
all the magic numbers. This approach, in turn, will allow a more comprehensive and ac-
cessible understanding of the magic numbers and their importance for nuclear stability,

especially for students interested in better understanding the nuclear shell model.

Keywords: Shell model. Magic numbers. Schrédinger equation.
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1 Introducao

O cenario atual de demanda de energia se apresenta crescente e, aliado a isso, o
incentivo a integracao de fontes renovaveis, nas matrizes elétricas e energéticas nacionais e
mundiais, apresenta-se como uma medida primordial para mitigar os efeitos das mudancas

climaticas e promover a transicao energética.

Em consonancia com os dados fornecidos pelo Relatério Sintese do Balanco Ener-
gético Nacional (BEN) de ano base 2023, a oferta interna de energia (OIE) registrou um
aumento de 3,5% em relagao ao ano anterior (EPE, 2024b). Nesse contexto, esse aumento
foi refletido na maior participagao de fontes renovaveis na matriz energética, notadamente
biomassa, edlica e solar. Dessa maneira, as fontes renovaveis compuseram 49,1% da OIE,

conforme ilustrado na Figura 1.

Carvao Mineral (4.4%)

Gas Natural (9.6%) Biomassa de Cana (16.9%)

Outras ndo renovaveis {0.6%)
Uranio (1.2%)

Hidraulica (12.1%)

Edlica (2.6%)

Petréleo e derivados (35.1%)

Lenha e Carvao Vegetal (8.6%)

Licor preto e outras renovaveis (7.2%)

Solar (1.7%)

Figura 1 — Repartigao da Oferta de Energia Interna, adaptado de (EPE, 2024b).

Diante da notoriedade do Brasil em face ao ambito mundial, no que diz respeito a
geracao de energia por fontes renovaveis, como pode ser observado em (EPE, 2024a), é per-
ceptivel que o fomento a integracao de fontes intermitentes, principalmente solar e edlica,
ao sistema elétrico € uma das principais providéncias para a descarbonizacao, precedida
pela diminuicdo do uso de combustiveis fésseis. Contudo, é imprescindivel considerar a
complementariedade no que concerne a intermiténcia das fontes renovaveis, especialmente

na geracao de energia elétrica, a fim de assegurar a seguranca energética.

No contexto da complementariedade, as usinas hidrelétricas (UHEs) e térmicas



22 Capitulo 1. Introdugio

(UTEs) exercem fungoes essenciais. Todavia, as UHEs apresentam intermiténcia intrin-
seca, uma vez que sua geracao depende do regime pluvial, e as UTEs utilizam majoritari-
amente combustiveis fosseis como fonte primaria, contribuindo significativamente com a

emissao de C'O; e demais gases do efeito estufa (GEE).

A geragao de energia nuclear se destaca pela eficiéncia entre as UTEs e desempenha
um papel crucial na transicao dos combustiveis fosseis para fontes limpas e sem emissoes.
Zhang et al. (2024) afirmam que a falta de investimentos em energia nuclear dificultara
e encarecerd as metas globais de descarbonizagdo (net zero). Dessa maneira, para atin-
gir essas metas, a capacidade de geracao nuclear deve dobrar de 413 GW em 2022 para
812 GW em 2050 (ZHANG et al., 2024). Além disso, a energia nuclear oferece um supri-
mento diversificado e seguro de eletricidade, com custos operacionais menos vulneraveis
a volatilidade dos precos dos combustiveis em comparagao com usinas de combustiveis
fosseis (ZHANG et al., 2024; KRMI; KAVI, 2023). Tecnologias nucleares avangadas, como
os pequenos reatores modulares (SMR), também fornecem geragao despachavel e maior

seguranca sem a necessidade de grandes instalagoes (KRMI; KAVI, 2023).

Defronte do potencial da energia nuclear e a alta demanda por energia, além do
investimento nas cadeias finais das usinas e da industria nucleares, é impreterivel con-
siderar que a pesquisa na area nuclear abarca avancos os quais demandam estudos de
propriedades nucleares. O estudo aprimorado do niicleo atémico e de suas propriedades
constitui a base para o desenvolvimento de tecnologias mais seguras e eficientes, permi-
tindo a otimizacao dos reatores nucleares e a minimizagao dos riscos associados. Desse
modo, uma das propriedades mais importantes para o desenvolvimento dessas tecnologias

¢é a estabilidade nuclear.

A andlise da estabilidade nuclear é fundamental no contexto da engenharia nu-
clear; a fim de garantir a seguranca nas operacoes de usinas nucleares, prevenir acidentes,
otimizar o manuseio de materiais radioativos e para o desenvolvimento de combustiveis
nucleares mais eficientes e com maior controle de estabilidade (OLANDER, 2009), i.e.
na identificagdo de materiais propicios a fissao nuclear. Nesse escopo, diversos modelos
nucleares se propuseram a explicar essa propriedade, uma vez que se verifica experimental-
mente que, dentre os 2500 nicleos atomicos conhecidos, menos de 300 niicleos nao decaem

naturalmente, sendo assim considerados estaveis e possuem grandes energias de ligacao.

A fim de explicar a dindmica e a estrutura dos nicleos estaveis, o primeiro modelo
nuclear estabelecido para a fisica do nicleo atémico foi o modelo da gota liquida, introdu-
zido por George Gamow em 1928 (GAMOW, 1930) e expandido e aperfeicoado por Niels
Bohr e Carl Friedrich von Weizsédcker. Sua principal contribuicao foi calcular as energias
de ligacoes de diversos niicleos atomicos. Porém, as limitagoes desse modelo se encontram
em condigoes para explicar a estabilidade nuclear de nicleos atomicos com ntimeros de

néutrons N e/ou nimero de prétons Z iguais a 2, 8, 20, 28, 50 ou 126. Esses nimeros,



23

por sua vez, referem-se diretamente a estabilidade nuclear (TIPLER, 1994) uma vez que
eles correspondem a especificos niimeros de protons e néutrons que pertencem as camadas

completas do nicleo (SZAMOSI, 1954), eles os denominados como niimeros magicos.

Com isso, durante o desenvolvimento da fisica nuclear, observou-se que a estabili-
dade nuclear poderia ser interpretada de maneira analoga a estabilidade dos gases nobres,
que possuem camadas eletronicas preenchidas com Z iguais a 2, 10, 18, 36, 54 e 86. A
mecanica quantica mostrou como os elétrons sao distribuidos em camadas e subcamadas
nos atomos, movendo-se independentemente no campo coulombiano do nticleo. As flutu-
acoes energéticas observadas tanto nos elétrons dos atomos quanto nos nicleos sugerem
que algumas propriedades nucleares podem ser explicadas por um modelo de camadas
nucleares. Essa analogia, por sua vez, é crucial para entender o modelo de camadas e a

distribuicao dos niucleons no ntcleo atémico.

Nesse sentido, o modelo de camadas consiste em um modelo analogo a estrutura
orbital dos elétrons no nicleo atomico (MARTIN; SHAW, 2019). Neste modelo, a inte-
ragao dos nicleons gera um pogo de potencial (KAMAL, 2014), no qual cada niicleon se
move independentemente, ele representa a interacao média com os outros niicleons em um
nicleo, obedecendo ao principio de exclusao de Pauli (SMIRNOVA, 2009). Este é o modelo
responsavel por fornecer uma compreensao essencial da organizacao dos niicleos atomicos
e tem sido fundamental para explicar varias propriedades nucleares, como a distribuicao
de carga, a energia de ligacao, a natureza dos isétopos, e abarcando a propriedade sobre
a qual possui a explica¢do mais bem-sucedida: a estabilidade nuclear (MARTIN; SHAW,
2019).

Apesar das similaridades entre os Ambitos da eletrosfera e do niicleo atomico, é ne-
cessario considerar um potencial diferente deve ser usado para representar o curto alcance
das forgas nucleares. Segundo Fényes (2011), tendo em vista que o modelo de camadas é
um modelo de particulas independentes, o pressuposto basico é que os ntcleons de valéncia
se movem em um campo médio produzido pelos ntcleons inertes do nticleo. Sendo assim,
espera-se que o campo médio seja aproximadamente proporcional a densidade nuclear
(FENYES, 2011). Uma aproximacdo é assumir que os niicleons (prétons e néutrons) se
movem em um potencial aproximado de um oscilador harmoénico tridimensional esférico
V = %mszQ, por exemplo. Contudo, ressalta-se que qualquer poco de potencial gera
niveis de energia discretos, cabe, entao, analisar potenciais que sejam coerentes com as

dinamicas do nucleo atomico.

Conquanto, para o estudo desse modelo, é sabido na literatura que a ideia de que
nucleons ocupariam camadas quanticas foi sugerida inicialmente em meados da década de
1930, no entanto, somente com a contribuic¢ao dos fisicos Maria G. Mayer e Johannes H. D.
Jensen, que se consolidaram explicagoes fisicas plausiveis e evidéncias que sustentassem

de fato o modelo de camadas (PANUSH, 1964), as quais concederam a eles o Nobel
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de Fisica em 1963. Mayer descobriu ser possivel discernir alguns padroes notaveis nas
caracteristicas e propriedades de combinacoes particulares de ntcleons, além das citadas,

como spins nucleares e momentos magnéticos (PANUSH, 1964).

Isto posto, o presente trabalho se concentra no estudo e na apresentacao didatica
do modelo de camadas, analisando os niveis de energia que determinam a disposi¢cao dos
prétons e néutrons no nicleo. Busca-se obter os niimeros magicos, utilizando a equacao
de Schrédinger aplicada a dois modelos de pocos de potencial: poco infinito e oscilador
harmoénico. Ademais, a interacao spin-orbita sera considerada, apds o desenvolvimento das
bases fisicas e matematicas, para compreender completamente a disposicao energética dos

nucleons no nucleo.

Além de compreender a estabilidade nuclear e o modelo de camadas, é indispen-
savel trazé-la para uma linguagem acessivel, de modo a difundir o conhecimento acerca
desse modelo nuclear. Outrossim, considerando a auséncia de materiais em portugués
acerca do tema, este trabalho visa construir um material didatico que auxilie estudantes
de fisica nuclear a entender o modelo de camadas nucleares em niveis introdutorios e per-
mita que estudantes e professores de mecéanica quantica visualizem uma aplicacao pratica

dos conteudos abordados no curso.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Este trabalho possui como objetivo geral apresentar didaticamente a obtencao dos
numeros magicos nucleares a partir do modelo de camadas, com a fundamentagdo na

equagao de Schrodinger.

1.1.2  Objetivos Especificos

Para que o objetivo geral seja atingido, pretende-se:

e Delinear um referencial tedrico acerca dos modelos nucleares, com énfase no modelo

de camadas.
o Apresentar didaticamente a formulacdo do modelo de camadas nucleares.

o Elaborar a descricao do comportamento nuclear em um modelo de particulas inde-

pendentes.

o Aplicar a equagdo de Schrodinger ao ntcleo atomico para a obtengao da solucgao

angular.
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o Obter a solugao da parte radial da equacao de Schrodinger e os ntimeros magicos

com a aplicacdo do pogo potencial infinito.

e Obter a solucao da parte radial da equacao de Schrodinger e os nimeros méagicos

com a aplicagao do oscilador harmonico.

 Incluir a interagao spin-orbita na solugao radial para a obtencao de todos os niimeros

magicos.

o Discutir a concordancia entre os resultados obtidos com a literatura, tendo em vista

o desenvolvimento do referencial tedrico.
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2 Modelos nucleares: Revisao de literatura

O amago da matéria se encontra no ntcleo atéomico e ele é responsavel por nortear
caracteristicas fundamentais do mundo macroscopico. Assim, o nticleo constitui um objeto
de estudo de suma importancia e complexidade. Sendo constituido por prétons e néutrons,
chamados de ntcleons, cuja coesao é regida pelas forcas nucleares. Contudo, apesar de
bem estabelecida, a composicdo do nicleo nao consegue explicar por si s6 os fendmenos

que o regem, bem como suas propriedades e interagoes.

Assim, os modelos nucleares foram desenvolvidos para elucidar as propriedades
e interagoes dos nucleos atomicos, destacando-se entre eles o modelo da gota liquida, o
modelo do gés de Fermi e o modelo de camadas. Cada um desses modelos é projetado para
explicar propriedades nucleares especificas, considerando suas limitagdes e abordagens
distintas (EISBERG; RESNICK, 1979). Como cada modelo se baseia em determinadas
suposicoes, eles abordam apenas aspectos particulares dos nicleos, exigindo que outras

caracteristicas sejam explicadas e complementadas por outros modelos (KAMAL, 2014).

Neste capitulo, apresenta-se uma perspectiva histérica dos principais modelos nu-

cleares, reverberando a evolugao das propostas e a relevancia de cada um.

2.1 Breve contextualizacao

Os modelos nucleares consistem em construgoes tedricas da estrutura do nicleo
atomico, de modo que contenham os elementos essenciais da fisica nuclear (KRANE, 1991)
e analogias em que determinadas semelhancgas com alguns outros sistemas fisicos sao ma-
tematicamente bem compreendidas (KAMAL, 2014). Nessa perspectiva, esses modelos
surgiram com o intuito de descrever e explicar certas propriedades nucleares (EISBERG;
RESNICK, 1979). Assim, tendo em vista a complexidade inerente & interagao entre os ni-
cleons, tais modelos possuem limitagoes e se destinam a especificidades no que concerne
as explicagdes de certos comportamentos nucleares, ja que nenhum modelo por si s6 é
capaz de explicar completamente todos esses comportamentos (LAMARSH; BARATTA,
2001). Com isso, a compreensao abrangente do nticleo requer a integragdo e complemen-
taridade de multiplos modelos, cada um contribuindo para uma visao mais completa da

complexidade subjacente dos fendomenos e propriedades nucleares.

Em consonéncia com (KAMAL, 2014), sabe-se que os modelos os quais sdo usados
na fisica nuclear, bem como na fisica atomica, sdo desenvolvidos devido ao fato de nao
ser possivel resolver a equacao de Schrodinger de muitos corpos com forgas de Coulomb

ou forgas nucleares. Ademais, o autor supramencionado enfatiza que as particularidades



28 Capitulo 2. Modelos Nucleares: Revisao de literatura

observadas dos ntcleos leves e pesados sao muito complexas para serem explicadas por
uma teoria ja estabelecida. Nesse aspecto, na auséncia de uma teoria exata, foram criados
modelos nucleares, e diferentes conjuntos de suposi¢oes simplificadoras fornecem a base
para eles, de modo que cada modelo pode explicar apenas parcialmente os ntcleos que

observamos por meio de experimentos (KAMAL, 2014).

A vista disso, o desenvolvimento dos modelos nucleares se consolidou ao passo que
os conhecimentos da fisica nuclear e de particulas estavam sendo construidos a fim de
explicarem fendmenos intrinsecos ao nucleo atémico. Segundo Kamal (2014), os modelos
nucleares mais antigos visavam abordar os problemas relacionados ao decaimento alfa
(Gamow) e as reagoes dos nucleons no nticleo, sendo que para esse tltimo os modelos
assumiam uma interagao muito fraca correspondente ao movimento de particulas inde-
pendentes, tal qual no potencial de Bethe, e com interagoes fortes, como no modelo do

nicleo composto de Bohr.

Posteriormente, com o alto grau de sofisticacao tanto de forma semiclassica quanto
quantica, os modelos puderam ser classificados em categorias, conforme a explicagao para
as dindmicas que regem os nicleons: particulas independentes e coletivas (KAMAL, 2014).
No entanto, ha outros autores que classificam como coletivos e microscépicos, como é o
caso dos autores Greiner e Maruhn (1996), sendo que se insere a categoria de particulas
independentes em microscopicas, estabelecendo uma relagao entre elas, conceituando uma

em funcao da outra.

Ademais, Greiner e Maruhn (1996 apud COOK, 2010) sugerem um limite infe-
rior a 31 modelos nucleares estabelecidos até entdao, de modo a comporta-los na divisao
conceitual supramencionada, sendo que os modelos coletivos se referem aos modelos com
principios semelhantes ao da gota liquida e os microscopicos as particulas independentes,
além de inserir modelos mistos situados em algum ponto intermediario entre a classificagao

estabelecida pelos autores, como pode ser observado na Figura 2.
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Figura 2 — Resumo das trés classes gerais de modelos nucleares, adaptado de Cook (2010)

Além disso, os modelos nucleares podem ser classificados de forma cronoldgica,

como Cook (2010) concatena na Figura 3, na qual o autor enfatiza que é possivel observar



30 Capitulo 2. Modelos Nucleares: Revisao de literatura

um isolamento relativo dos modelos que assumem os efeitos da forga nuclear forte e aqueles

que assumem uma forca central de ligagao mais fraca.

[ Modelos de pogos de potencial central ] [ Modelos de forga nuclear forte ]
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Figura 3 — Evolugao cronolégica dos modelos nucleares, adaptada de Cook (2010).

Diante da complexidade dessas classifica¢oes, destaca-se que nao ha um consenso
definitivo em relacao a elas (COOK, 2010), o que, muitas vezes, desafia uma classifica¢ao
rigida, permitindo o desenvolvimento continuo de abordagens hibridas e outras categorias.
A exemplo disso, o autor Fossion (2010) se utiliza de trés classificagoes diferentes, todavia
complementares as citadas acima: (i) modelos microscopicos, (ii) modelos macroscépicos

ou geométricos e (iii) modelos algébricos.

Entretanto, é inegavel que todos os modelos que abarcam as principais explica-
¢oes difundidas acerca da estrutura do nicleo estdao inseridas em modelos dos autores
abordados. Conquanto, prezando-se pela objetividade, opta-se por interpretar e seguir a
classificagdo mais utilizada e difundida na literatura: modelos coletivos e de particulas

independentes.

Sendo assim, os modelos coletivos tratam o nicleo atémico como um sistema co-
letivo de particulas, descrevendo-o como um objeto macroscopico sujeito a vibragoes,
rotagoes e deformagoes (GREINER; MARUHN, 1996). J& os modelos de particulas in-

dependentes visam abordar as propriedades intrinsecas dos constituintes nucleares, como
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protons e néutrons, e nas interagoes fundamentais entre eles (COOK, 2010; KRANE,
1991). Considerando que esses ultimos, devem levar em conta o principio de Pauli, o qual
afirma que nao ha dois nicleons que possam ocupar o mesmo estado quantico e isso, por
sua vez, se deve a estatistica Fermi-Dirac de particulas de spin 1/2, em que a fungao de
onda é antissimétrica sob a troca de quaisquer duas particulas (WALET, 2010; MARTIN;
SHAW, 2019).

Nesse segmento, os modelos mais importantes a serem mencionados, que explicam
fendmenos nucleares fundamentais e sendo sustentados por resultados experimentais, sao
o modelo da gota liquida, o modelo do gés de Fermi e o modelo de camadas (EISBERG;
RESNICK, 1979; MARTIN; SHAW, 2019). De modo que os primeiros modelos citados
se referem, respectivamente, ao movimento coletivo de nicleons e ao comportamento dos
nicleons como um gas de particulas nao interagentes, os quais sao modelos semiclassicos,
todavia precursores dos modelos quanticos mais importantes, como o modelo de camadas

e o chamado modelo coletivo, que lidam com rotagao e vibracao (KAMAL, 2014).

H&4 de se mencionar que os aspectos coletivos e de particula tnica da estrutura
nuclear sao unificados na forma do modelo de Nilsson, o qual considera o movimento

independente dos nicleons em um potencial deformado (KAMAL, 2014).

Defronte da visao geral e dos principais modelos nucleares, a seguir eles serao
apresentados e terao suas principais explicagoes e caracteristicas desenvolvidas. A énfase
maior sera dada ao modelo de camadas, que se trata do modelo a ser explorado no presente
trabalho.

2.2 Modelo da gota liquida

Historicamente, o modelo da gota liquida foi o primeiro a descrever propriedades
nucleares e surgiu principalmente a partir da observacao de que as forcas nucleares exi-
bem propriedades de saturagdo (HEYDE, 2020). Essas propriedades de saturagao estao
relacionadas a densidade dos niicleons e da energia de ligacao por nticleons nos nicleos
atOmicos, as quais estao diretamente relacionadas a natureza da forga nuclear e sugerem
a existéncia de um mecanismo fundamental responsavel por manter os nicleos com seus
tamanho e ligagao, impedindo que os ntcleons encolham ou entrem em colapso devido a
forte atracao da forca nuclear (SAKURAGI, 2016).

Nesse sentido, por meio dos estudos de Gamow, Bohr e Wheeler (GAMOW, 1930),
com contribui¢oes de Weizsacker, a estrutura do nicleo passou a ser retratada como
uma gota macroscopica e suspensa de liquido incompressivel com uma tensao superficial
(SOMA, 2018). Assim, segundo esse modelo, o nticleo é uma entidade coletiva, que consiste
em protons e néutrons compactados juntos, mas em um estado de movimento constante,

semelhante a forma como as moléculas estdo em uma gota de liquido (PANUSH, 1964).
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Embora seja o mais simples dentre os modelos, ele é uma ferramenta extremamente
util para descrever as relagoes de energia no decaimento radioativo e nas rea¢oes nucleares
(SOMA, 2018). Além disso, é utilizado para explicar a fissdo nuclear, estendendo-a para
descrever a energia de ligacdo nuclear como uma funcao do formato do ntcleo (SOMA,
2018).

Assim, as propriedades que se propuseram ser explicadas pelo modelo da gota

liquida s@o, de acordo com Kamal (2014):

1. Densidade substancialmente constante de nticleos, com R oc AY3;

2. Dependéncia sistematica do excesso de néutrons (N — Z) em A®3 para nuclideos
estaveis;
3. Constancia aproximada da energia de ligagdo por nicleon Ej/A, bem como suas

tendéncias com A;

4. Diferenca de massa em familias de is6baros e as energias de transi¢cdes de cascata
B

5. Variacao sistematica das energias do decaimento o« com N e Z;

6. Fissao por néutrons térmicos de 23°U e outros nuclideos com N fmpar;

7. Limite superior finito para o nimero de prétons (Z) e o nimero de néutrons (N) de
nuclideos pesados produzidos em reacdes nucleares e a nao existéncia na natureza

de nuclideos mais pesados que o 2%U.

Com isso, ¢ indispensavel considerar que o modelo da gota liquida possui o seu
cerne na origem da férmula semiempirica da massa (ou férmula de massa de Weizsécker-
Bethe), em meados de 1930, por von Weizsécker, Bethe e Bacher (MOLLER; SIERK,
2013; SOMA, 2018). Essa férmula, por sua vez, é a responsavel por explicar parte das
propriedades mencionadas, incluindo a estabilidade do nticleo por meio da analogia com
a gota e de suas suposicoes e consideracoes de andlise. Isso se deve ao fato do modelo
fornecer uma boa estimativa para o comportamento médio dos niicleos em relagao a massa

ou & energia de ligagao, e esta ultima é uma medida direta da estabilidade (CONTI, 1995).

Nesse sentido, a energia de ligacao, especialmente quando analisada por ntcleon,
refere-se a uma observagao direta da propriedade de saturacao nuclear explicada pelo
modelo da gota liquida, uma vez que a forca nao saturada levaria a uma energia de ligacao
dada pela energia de interacao de dois corpos do niicleon A(A — 1)/2 (HEYDE, 2020).
Além disso, assim como o modelo propoe, o niicleo apresenta uma baixa compressibilidade

e, portanto, uma superficie nuclear bem definida (HEYDE, 2020).

A energia de ligacdo se refere a energia necessaria para dividir um ntcleo em

seus constituintes, prétons e néutrons, e ela é calculada de acordo com a féormula da
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equivaléncia massa-energia (2.1), em consonéncia com a teoria da relatividade restrita

(FENYES, 2011).

Ey = AMc, (2.1)

em que Fj, é a energia de ligagao, AM é o denominado defeito de massa e ¢ é a velocidade

da luz no vacuo.

No que se refere ao defeito de massa (AM), sabe-se por meio de experimentos que
a massa total é menor do que a massa dos ntucleons constituintes e isso se deve a 2.1,
uma vez que a formagao de um ntcleo a partir de um sistema de nicleons isolados é uma
reacao exotérmica (WALET, 2010), ou seja, a diferenca entre a massa total do nicleo
e a soma das massas dos protons e néutrons é devida a conversao de massa em energia

durante a formacao do ntucleo. Assim, o defeito de massa é dado por:

AM = Zmp + Nmy — Mugeicos (2.2)

em que Zmp € o produto entre a massa do proéton e o nimero atéomico do nicleo, resul-
tando na massa total de prétons, Nmy € o produto entre a massa do néutron e o nimero
de néutrons do nicleo (A — Z), resultando na massa total de néutrons, e m,;eeo ¢ a massa

do nucleo.

Entao, substituindo 2.2 em 2.1, tem-se a energia de ligacao da seguinte forma:
Eb = [Zmp + NmN - mmlcleo]cz- (23)

Com a definicao da energia de ligacao, é possivel inferir que a energia de ligacao
por nticleon se refere & energia média requerida para remover um tnico niicleon (préton
ou néutron) do nicleo, andloga a energia de ionizagao do elétron do niicleo (WALET,
2010). As medigoes experimentais das massas nucleares mostram que a energia de ligacao
por nticleon (E,/A) possui um valor quase constante de 8 + 0,5 MeV, ou geralmente no
intervalo de 6 a 10 MeV, independentemente do ntimero de nicleons nos ntucleos e esse
valor é designado pela saturagao da energia de liga¢ao nos nicleos atémicos (SAKURAGI,
2016; WALET, 2010). Dessa maneira, esse valor constante indica que a energia de liga¢ao

total de um nicleo é aproximadamente proporcional ao seu nimero de massa A (e, logo,
ao seu volume V') (SAKURAGI, 2016).

Por fim, tem-se que uma das representacoes de propriedades explicadas por esse
modelo é justamente a energia de ligacao por nicleon, como mostrado na Figura 4. Ela
trata do grafico das energias de ligacao por nucleon em relagao ao total de nicleons, isso
significa a energia necessaria para separar um néutron ou préton do nucleo de um atomo

em fun¢ao da massa atomica (A).
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Nota-se que o grafico atinge seu apice em A baixo, sendo pico préximo a Z = 28
(Fe, A = 56), sendo compreendido como o niicleo mais estavel da natureza (a fusdo nuclear
nos niucleos das estrelas termina com Fe), e, em seguida, diminui em A alto (WALET,
2010). Acima de A ~ 20, os valores de Ej/A variam muito lenta e regularmente eles
permanecem no intervalo de 7,5 a 8,8 MeV /A intervalo (FENYES, 2011).
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Figura 4 — Energia de ligagdo por total de nicleons (COTTINGHAM; GREENWOOD,
2001).

Assim, as variagoes do grafico resultam das forcas concorrentes no niicleo. Em va-
lores baixos de A, as forcas nucleares atrativas superam as forcas eletrostaticas repulsivas
entre os protons (WALET, 2010). No entanto, em valores altos de A, as forgas eletrosta-
ticas repulsivas comecam a predominar, levando a possivel quebra do nicleo (WALET,
2010). A forma caracteristica do grafico revela que a energia de ligagdo por niicleon atinge
seu ponto méximo em um certa massa atomica (préxima ao *°Fe), refletindo o equilibrio
entre a forte atracdo entre néutrons e prétons e a repulsao eletrostatica (WALET, 2010).

Portanto, nicleos com maiores energias de ligacao por nticleon tendem a ser mais estaveis.

Este gréafico é considerado por muitos fisicos como um dos mais importantes da
fisica, ja que ele implica que nicleos divididos ou combinados com outros liberam uma
enorme quantidade de energia e isso, por sua vez, é a base para diversos fenémenos, desde
a producao de energia elétrica em uma usina nuclear e a fusdo nuclear propriamente dita.
Ademais, ele também pode mostrar regides onde ocorrem certas transi¢oes nucleares,

como a fissdo nuclear (divisdo de nicleos pesados) ou a fusdo nuclear (unido de nicleos
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leves) (WALET, 2010). Trata-se de uma ferramenta valiosa para entender a estrutura dos

nicleos atdmicos e as condigoes que influenciam a estabilidade nuclear (WALET, 2010).

Apesar do modelo da gota liquida explicar satisfatoriamente a relagdo apresentada,
ele ndo descreve adequadamente valores singularmente estaveis de Z e/ou N, apresentando
desvios significativos de seus comportamentos médios (CONTI, 1995). Esses valores, por
sua vez, referem-se aos nimeros magicos nucleares e possuem altos valores de energia
de ligagao como observado na Figura 4. Contudo, nas regides entre os niimeros mégicos,
a energia de ligacao do ultimo néutron pode ser calculada com boa precisao usando a

férmula semiempirica da massa (TIPLER, 1994).

A seguir a formula semiempirica sera apresentada de maneira breve a fim de ilus-
trar os parametros que compoem o modelo, os argumentos que sustentam a analogia
estabelecida por ele e a partir disso como a energia de ligacao é explicada de maneira

bem-sucedida. Para o proposito deste trabalho, a deducao nao sera feita.

2.2.1 Foérmula semiempirica da massa

Essa formula' se baseia em duas propriedades comuns a todos os nicleos, exceto

aqueles que possuem massa atomica (A) muito pequena:

1. As densidades de massa no interior dos ntcleos sao aproximadamente as mesmas;

2. As energias totais de ligagdo (AFE}) sdo aproximadamente proporcionais as massas

nucleares, pois AE,/A ~ constante.

Diante disso, a analogia com as gotas macroscopicas de um liquido incompressivel

¢é estabelecida ja que elas possuem as seguintes propriedades:

1. As densidades de massa no interior de uma gota sao as mesmas;

2. Os calores especificos de vaporizagao (i.e. energia necessaria para fragmentar a gota)

sao proporcionais as respectivas massas.

A féormula é composta pela soma de 6 termos:
MZ,A = fO(Z’ A) + fl(Z7 A) + fQ(ZJ A) + f3(Z7 A) + f4(Zv A) + f5(Z7 A)v (24>

em que My 4 é a massa do nucleo a ser calculada pela férmula, definida por Z e A. E,

como termo inicial, fo(Z, A) corresponde a massa das partes constituintes do atomo e os

L A descricao e os célculos dessa subsecdo se alicercam no Tépico 15-5 do livro Fisica Quéantica: Atomos,

Moléculas, Sélidos, Nicleos e Particulas, dos autores Eisberg e Resnick (1979).
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demais termos corrigem a equacao com equivalentes em massa que vém das contribuicoes

de diferentes efeitos a energia total de ligagao do nicleo.

O primeiro termo representa a massa das partes constituintes e ele é expresso da

seguinte maneira:

folZ, A) = 1,007825Z + 1,008665(A — Z),

em que 1,007825 é a massa do atomo de hidrogénio e 1,008665 é a massa do néutron
(ambos em unidades de u). Sendo que as contribui¢bes de diferentes efeitos a energia
total de ligacdo do nucleo sao corrigidas pelos demais termos de forma equivalente em

massa.

O segundo termo é denominado termo de volume, correspondendo a

fl(Z7 A) = —alA.

Esse termo indica diretamente que a energia de ligagdo é proporcional & massa
do niicleo ou ao seu volume, isto é, é responsavel por descrever a tendéncia da energia
de ligagao por nucleon ser constante. Por ser negativo, ele reduz a massa, aumentando a

energia de ligacao.

Em seguida, tem-se o termo de superficie, ou correlagdo proporcional a drea super-
ficial do ntucleo. Ele representa o efeito similar a tensao superficial na gota: um niicleon
na superficie sente forcas atrativas apenas de um lado, assim, sua forca de ligacao é in-
ferior aos nicleons do interior. Ou seja, o termo de volume, impoe que AE x A, o que

superestima AF dos ntcleons superficiais.

Sendo assim, ele corresponde a
f2(Z, A) = +a, A*?,

de modo que o termo positivo aumenta a massa e diminui energia de ligacao.

O quarto termo é denominado termo coulombiano. Ele representa, em termos
equivalentes de massa, a energia coulombiana positiva de um nicleo carregado (carga
uniforme e). Dessa maneira, a energia potencial coulombiana de um préton devido aos
demais ¢ proporcional a le(Z — 1)e. E a energia potencial total ¢ proporcional a Z2. J&
as repulsdes coulombianas entre os protons reduz a energia de ligagdo, o que implica em

menos estabilidade. Sendo representado da seguinte forma:

2

fg(Z, A) = +a3m.

Logo apods, ha o termo de assimetria, representado por

(Z—A/2)°

f4(Z, A) = —|—CL4 A
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Ele exprime a tendéncia observada de se ter Z = N; e, se Z = N, o termo se iguala a

zZero.
Por fim, tem-se o termo de emparelhamento:
—f(A), seZ par, N par.
[5(Z,A) =10, se Z par, N impar ou Z impar, N par.
+f(A), seZ impar, N impar.
Esse termo estd relacionado a indistinguibilidade de particulas idénticas (proprie-
dade quantica) e f(A) = —azAY? é determinada de modo a reproduzir os dados experi-
mentais.

Dessa forma, concatenando tais parametros, a formula reproduz de maneira satis-
fatoria a tendéncia média dos valores mensurados de massa de todos os niicleos estaveis,
com excecao daqueles cujo A é muito pequeno. Assim, a formula semiempirica é de impor-
tante utilidade na pratica, ja que é uma férmula simples capaz de reproduzir com precisao
as massas e energias de ligacao de aproximadamente 200 nicleos estaveis e muitos outros
nicleos instéveis (EISBERG; RESNICK, 1979), além das predigoes mencionadas anteri-

ormente.

Com isso, a Figura 5 representa a contribuicao dos termos coulombiano, de super-
ficie, volume e assimetria para a energia de ligacdo média por nicleon, com base no que
foi observado na Figura 4 (EISBERG; RESNICK, 1979).
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Figura 5 — Contribuigoes a energia de ligagdo por niicleon devido aos principais termos
da férmula semiempirica da massa (EISBERG; RESNICK, 1979)

Dessa forma, segundo Krane (1991), a importancia da férmula semiempirica da

massa nao reside no fato de ela permitir a predicao de qualquer fendmeno novo na fisica
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nuclear, mas ela deve ser considerada uma primeira tentativa de aplicar modelos nucleares
para entender o comportamento sistematico de uma propriedade nuclear, neste caso, a

energia de ligacao.

2.3 Modelo do gas de Fermi

Fundamentalmente, trata-se de um modelo andlogo ao do gas de elétrons da con-
dugao elétrica em um metal (EISBERG; RESNICK, 1979). Por conseguinte, o tratamento
matematico dos nicleos se assemelha a esse modelo, no qual os elétrons se movem quase
livremente em um pogo de fons carregados positivamente (ABDULLAH, 2017). Nesse
sentido, o modelo do gas de Fermi descreve o comportamento de um gas de nicleons, que
nao interagem entre si, em um poco de potencial e é frequentemente usado para estudar
propriedades nucleares como densidade e correlages de paridade (EISBERG; RESNICK,
1979).

Em consondncia com Cook (2010), sabe-se que esse modelo forma a base para
os modelos de particulas independentes, no qual a orbita distinta dos niicleons esta in-
cluida. Ademais, essa foi uma das primeiras abordagens a incluir a mecanica quéantica no

tratamento de nicleos, principalmente por meio da estatistica quantica.

Diante disso, o modelo é sustentado pela suposicdo que os prétons e néutrons
compreendem a dois sistemas independentes de nticleons, cada qual se movendo livremente
dentro do volume nuclear sujeito as restri¢goes do principio de Pauli (MARTIN; SHAW,
2019), em que duas particulas ndo podem ocupar o mesmo estado quantico a menos que
eles possuam spins antiparalelos (FREITAS; BONAGAMBA, 1999).

Com isso, o potencial sentido por cada nucleon é a superposi¢ao dos potenciais
devidos a todos os outros niicleons. No caso dos néutrons, supode-se que seja um pogo
quadrado de profundidade finita; ja no caso dos protons, o potencial de Coulomb modifica
isso (MARTIN; SHAW, 2019). Esses potenciais podem ser observados na Figura 6.
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Figura 6 — Potenciais dos nticleons no modelo do gés de Fermi (MARTIN; SHAW, 2019).
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Na Figura 6, observa-se ainda que para um determinado nicleo no estado fun-

damental, os niveis de energia serao preenchidos a partir da base do pogo de potencial

(MARTIN; SHAW, 2019).

Assim, a energia do nivel mais alto desse pogo é denominada de nivel de energia de
Fermi (Er), com um momento pr =/2M Ep, em que M é a massa do nticleon (MARTIN;
SHAW, 2019). Ou seja, no modelo do gas de Fermi, os niicleons sdo considerados como
um gas de particulas sem interacao que se movem no nicleo com momentos que variam

de zero a um valor maximo, pr (KAMAL, 2014).

A partir disso, é possivel obter o fator de densidade de estados, o qual da o niimero
de estados com um momento entre p e p+ dp dentro no interior do volume V' (MARTIN;
SHAW, 2019). Com as devidas aproximagoes e assumindo que as profundidades dos pogos
de néutrons e prétons sejam as mesmas, é possivel obter para um nicleo com Z = N =

A/2, o momento de Fermi (MARTIN; SHAW, 2019):

ho(9m\'/3
Ry \ 8

em que h é a constante de Planck reduzida, obtida por meio do quociente entre a constante
de Planck (h) e 27 (h = 4-), a qual é uma constante fisica fundamental na teoria quantica,
e Ry é o raio do ntcleo, aproximado pelos autores Martin e Shaw (2019) como Ry =
1.21fm = 1.21 x 10~ %m.

Dessa forma, é possivel observar que, nesse modelo, os ntcleons se movem li-
vremente dentro do nicleo com momentos bastante grandes (MARTIN; SHAW, 2019).
Defronte do célculo do momento, é possivel obter um valor aproximado para a energia de

Fermi:

_ i

s =
F= oM

~ 33MeV. (2.6)

Segundo Martin e Shaw (2019), a diferenga entre o topo do pogo de potencial e o
nivel de Fermi é constante para a maioria dos nicleos pesados e é dada pela energia média
de ligagdo por nucleon (Ey/A entre 6 e 10 MeV). Assim, a profundidade do potencial e a

energia de Fermi sdo, com uma boa aproximacao, independentes do nimero de massa A:
Vo = Er + Ep/A = 40MeV. (2.7)

Esse valor, por sua vez, indica um conceito inicial 0til para a consolidag¢ao dos
modelos nucleares independentes, demonstrando que os nicleons sao basicamente livres
em um potencial central com uma profundidade aproximada de 40 MeV (COKER, 2024).
Dessa maneira, ao calcular a dispersao de um niicleon, uma abordagem adequada consi-

dera a interacao da particula de entrada com um potencial central simples, o qual possui
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uma forma semelhante a da densidade da matéria nuclear (COKER, 2024). Isso, por sua
vez, leva a ideia de que um nicleon dentro de um nticleo interage com um potencial cen-
tral criado pela combinagao de todos os outros niicleons, em vez de cada nicleon interagir
diretamente com todos os outros de maneira aleatéria; essa ideia evita, assim, o problema

extremamente complexo de muitos corpos interagindo simultaneamente (COKER, 2024).

Como os niveis de Fermi dos prétons e néutrons em um nicleo estavel tém que
ser iguais (caso contrario, o nicleo pode se tornar mais estavel por meio do decaimento
beta), isso implica que a profundidade do poco de potencial para o gas de néutrons deve
ser mais profunda do que para o préton (MARTIN; SHAW, 2019), como mostrado na
Figura 6. Assim, os prétons estdo, em média, menos fortemente ligados aos ntcleos do
que os néutrons (MARTIN; SHAW, 2019). Nesse sentido, é possivel usar o modelo do gas
de Fermi para dar uma expressao tedrica para algumas das dependéncias da energia de
ligacao no excedente de néutrons, o que gera também contribuigoes a formula semiempirica

da massa (MARTIN; SHAW, 2019).

Ademais, Eisberg e Resnick (1979) enunciam que o potencial no qual cada nicleo
se move pode ser denominado potencial efetivo atrativo, o qual representa o efeito médio
de suas interagoes com os outros nucleons do niicleo, ou seja, trata-se de um potencial
(efetivo) médio, caracteristico dos modelos de particula independente. Tendo em vista que
a distribuicao de ntcleons é constante no potencial efetivo, ele possui um valor constante
dentro do ntcleo e, fora do nicleo, ele decresce até zero, compreendendo uma distancia
igual ao alcance das forgas nucleares (EISBERG; RESNICK, 1979). De modo geral, o

potencial efetivo é aproximadamente igual a um pocgo quadrado finito tridimensional.

Seguindo esse raciocinio, no estado fundamental do niicleo, os niicleons ocupam os
niveis de energia do potencial efetivo de maneira a minimizar a energia total, respeitando
o principio da exclusao (EISBERG; RESNICK, 1979). Entao, hé diversos niveis ocupados
até um nivel maximo, correspondendo ao niimero maximo de protons e néutrons presentes
(FREITAS; BONAGAMBA, 1999), sendo que a grande maioria dos nicleons ocupa niveis

bem inferiores ao nivel maximo.

Assim, no contexto em que um nicleon interage com outro, i.e. colisdo, nao é
possivel haver troca de energia entre esses ntcleons - exceto no caso daqueles que estao
localizados proximos do nivel maximo. Portanto, os niicleons, em sua massiva maioria,
se movimentam desconsiderando as colisdes que haveriam entre si, ocorrendo, no ma-
ximo, uma colisao entre dois prétons ou néutrons, resultando na inversao de seus estados
quanticos (EISBERG; RESNICK, 1979). No entanto, por serem particulas idénticas, essa
ocorréncia nao causa nenhuma alteracao significativa no estado do sistema (FREITAS;
BONAGAMBA, 1999 apud KRANE, 1991). Com isso, somente os nicleons que se encon-
tram nos niveis mais altos ocupados, préximos dos niveis vazios, sao capazes de colidir
entre si (TIPLER, 1994).
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Por isso, nesse modelo, cada ntcleon se move de maneira independente no nu-
cleo, considerando somente o efeito médio da sua interacado com os outros por meio do
potencial efetivo médio (FREITAS; BONAGAMBA, 1999). Em suma, o modelo do gas
de Fermi, além de justificar a hipotese do movimento independente dos nticleons, explica
o fato de os nuclideos conhecidos possuirem uma tendéncia marcante de apresentar 7
aproximadamente igual a N (EISBERG; RESNICK, 1979; FREITAS; BONAGAMBA,
1999).

Além disso, com o desenvolvimento desse modelo, observa-se que a energia de
Fermi é dependente apenas da densidade nuclear (analisando a fun¢ao da densidade dos
estados), como essa é aproximadamente constante, conclui-se que a energia de Fermi
também o é para todos os nicleos (EISBERG; RESNICK, 1979).

Por fim, sabe-se que o modelo do gés de Fermi possui um sucesso limitado para
descrever as propriedades mencionadas, em adicdo ao uso das estatisticas de particulas
para estimar a energia cinética de néutrons e protons; ignorando, entretanto, a quantizacao
decorrente do confinamento das particulas no volume do nicleo e das interagoes entre as

particulas.

2.4 Modelo de camadas

2.4.1 Principios basicos

O modelo de camadas corresponde a um dos modelos mais bem-sucedidos da fi-
sica nuclear, especialmente no que concerne as determinagoes dos nimeros magicos e as
previsoes sobre a interagao spin-6rbita nuclear (FREITAS; BONAGAMBA, 1999; EIS-
BERG; RESNICK, 1979). Acerca desse ultimo aspecto, esse modelo é capaz de prever,
satisfatoriamente, os spins e os momentos magnéticos dos nicleons, particularmente nas
vizinhancas de camadas completas (KRANE, 1991).

A cronologia do desenvolvimento dos modelos nucleares indica que até a década
de 1930, o modelo do niicleo composto de Bohr era dominante e possuia sucessos notaveis,
com explicacoes para a energia de ligacao nuclear e a fissao. Todavia, no final da década de
1940, certas descontinuidades nas energias de ligacao e a atribuicao de novas propriedades
a determinados ntimeros de prétons e néutrons (aqueles citados em 2.2) indicavam a
necessidade de modelos nucleares de particula tinica, ja que os coletivos ndo comportavam

as novas demandas de explicagbes (COOK, 2010).

Além disso, historicamente, a estrutura de camadas do nticleo nao foi prevista por
consideracoes tedricas ab initio baseadas no método de Hartree-Fock, todavia a evidéncia
experimental das camadas fechadas em analogia aos gases inertes da estrutura atomica

levou a postulagao fenomenologica de potenciais de campo médio, conforme desenvolvido
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nas referéncias (MAYER, 1948), (MAYER, 1949), (FEENBERG, 1949), (HAXEL; JEN-
SEN; SUESS, 1949), (MAYER, 1950) e (MAYER, 1955), os quais poderiam ser explicados
posteriormente em termos de campos autoconsistentes (GREINER; MARUHN, 1996).

Diane disso, dados experimentais acerca dos nimeros magicos sugeriam uma es-
trutura nuclear com niveis de energias associados, e foi a partir dessa premissa que Mayer,
Jensen e outros fisicos comecaram a elaborar o modelo nuclear de camadas. Assim, em
1949, foi-se atribuida ao modelo uma descricdo coerente da mecanica quantica dos ntucle-
ons com a introdugdo de uma forga de acoplamento spin-6rbita (COOK, 2010; KAMAL,
2014).

O modelo de camadas se trata de um modelo de particulas independentes e ele

se baseia em uma analogia com o modelo da estrutura orbital dos elétrons no atomo
(MARTIN; SHAW, 2019).

Nesse segmento, assim como os elétrons ocupam niveis discretos de energia, os ni-
cleons também ocupariam camadas nesse modelo (MAYER, 1949). A ocupagao completa
de determinadas camadas (camadas fechadas) resulta em maior estabilidade nuclear e ela

estd intrinsecamente relacionada aos chamados nimeros mégicos (MAYER, 1964).

Contudo, a diferenga principal em relagao a analogia com a estrutura atomica
reside em nao haver um campo dominante gerado por uma fonte externa correspondente
ao campo de Coulomb do niticleo, o que é suficiente para explicar muitas caracteristicas
dos atomos sem recorrer aos efeitos muito mais complicados da interagao elétron-elétron,

ja& que nos nucleos, o campo médio ¢ produzido exclusivamente pela interacao nicleon-

nicleon (GREINER; MARUHN;, 1996).

Portanto, no modelo de camadas, compreende-se que cada niicleon se movimenta
em um campo autoconsistente proveniente de todos os demais nicleons (ou seja, um
potencial médio), sem que haja interagao entre eles, apenas entre o ntcleon e o potencial
(CONTI, 1995). Assim, em razdo da pequena faixa de agdo das forgas nucleares, esse
campo diminui rapidamente fora do volume delimitado pelo que se considera a superficie
do ntcleo (LANDAU; LIFSHITZ, 2013). Por isso, o estado do nticleo em sua completude
¢ descrito de modo a especificar os estados dos nucleons individualmente (LANDAU;

LIFSHITZ, 2013; KAMAL, 2014).

Em suma, as principais premissas que sustentam o modelo sdo, as quais serdo
exploradas nos préximos subtépicos, de acordo com Krane (1991), Mayer (1964) e Samar
(2021):

1. Os ntcleons se movimentam de modo independente em um potencial determinado

pelo movimento médio de todos os outros demais ntcleons.

2. Assim como os demais modelos de particulas subatomicas, considerando que os
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nucleons sao férmions, obedece-se ao principio de Pauli. E, nesse sentido, a existéncia
de 6rbitas espaciais definidas depende do principio de Pauli e ele resulta na ocupacao
dos niveis de energia de forma a preencher primeiro os estados de menor energia

disponiveis.

3. O preenchimento das camadas do ntcleo é feito individualmente por prétons e néu-

trons.

4. A maioria dos nicleons se encontram emparelhados, sendo que um par de nicleons
contribui com zero spin e zero momento magnético. A formagao de pares de nticleons

forma um ntcleo inerte.

5. Para A impar, as propriedades do nicleo é caraterizada pelo nicleon nao pareado.
Ja para nucleos com Z ou N impares, é caracterizado pelo préton ou néutron nao

pareados.

6. As propriedades dos niicleos de niimero de massa fmpar sao caracterizadas pelo
nucleon nao pareado e as dos nicleos de niimero impar sao caracterizadas pelo

préton e néutron nao pareados.

7. Considera-se que o niicleo é aproximadamente esférico.

2.4.2 Numeros magicos

Os nimeros mégicos correspondem aos nimeros de prétons e/ou néutrons de ni-

cleos singularmente estaveis; eles sao:
Z efou N = 2,8,20,28,50,82,126,

sendo que os nimeros magicos 2,8, 20, 28,50 e 82 sdo comuns aos protons e néutrons,
enquanto o 126 é estabelecido experimentalmente apenas para os néutrons (GREINER;
MARUHN, 1996).

Eles correspondem a uma ou mais camadas fechadas e os ntcleos que possuem
Z e N com um desses valores sdo chamados de duplamente magicos (MARTIN; SHAW,
2019). Assim, os dois primeiros niimeros se referem ao preenchimento das camadas 1s e 1p
(COTTINGHAM; GREENWOOD, 2001). J& os demais, tém sua explicacdo decorrente
do modelo oscilatério do niicleo, se for assumido que o acoplamento spin-Orbita na teoria
de campo de Yukawa das forcas nucleares leva a uma forte divisao de um termo com
momento angular [ em dois termos distintos j = :i:% (HAXEL; JENSEN; SUESS, 1949).

A existéncia dos nimeros magicos constitui uma das mais importantes informagoes
experimentais do modelo de camadas. Como mencionado anteriormente, uma vez que os
nucleons tenham ntmeros magicos, o nicleo ¢ especialmente estavel e, neste contexto, ele

é caracterizado com os seguintes aspectos, segundo Greiner e Maruhn (1996):
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 Alta energia de ligagao total do nicleo (como pode ser observado na Figura 4);
o Maior energia necessaria para separar um unico nucleon;
« Maiores energias dos estados excitados mais baixos;

o Grande niimero de isétopos ou isétonos com o mesmo nimero magico de protons

(e/ou néutrons).

Dessa maneira, os nimeros magicos comecgaram a ser investigados em 1933 pelo
fisico Walter M. Elsassser, quando sua existéncia foi notada pela primeira vez (MAYER,
1964). A constatagido desses ntiimeros, e suas conseguintes existéncias, foi provada por
diversos fatos experimentais e fenomenologicos, complementares as caracteristicas supra-

mencionadas.

A tabela 4 feita por Mayer (1964) em seus artigos originais, para ilustrar os nimeros

magicos e abaixo deles seus ntcleos estaveis contendo-os.

Numero de Prétons 2 8 20 28 50 82 126

4He 160 4OCa 58Ni 112Sn 204Pb

170 420y, 60N ll4gp

18y 430,  6INj 1159
440, 62Ny 116Gy

460, 64N 117GQp

480& 118Sn

119Sn

120Gy,

122g,

124Sn

Numero de Néutrons 2 8 20 28 50 82 126

4He 15N SGS 48Ca 86KI‘ 136Xe 208Pb
160 3701 50Ti 87Rb 138]_3)a 209Bi

38A 51V 8881” 139La

39K 5201. 89Y 140Ce

ZJEOCa 541_7e 90Zr 141P1”

92MO 142Nd

144Sm

Tabela 1 — Nimeros e nicleos mégicos, traduzido de Mayer (1964).

Diante disso, Mayer (1949) destaca que o estanho (Sn, Z = 50) é o elemento que
possui o0 maior nimero de isdtopos estaveis. Observa-se também 6 nicleos estaveis com 50
néutrons e 7 com 82 néutrons, ao passo que normalmente ocorrem apenas 2 ou 3 nucleos

com o mesmo nimero de néutrons (MAYER, 1964).

Além disso, tem-se como principais exemplos de nucleos duplamente magicos:

417, 16 () 40 (v, 48 208 THmo 4 z / : : 20973:
sHe " 0,50 Ca,5; Ca e g5 Pb, este ultimo é o ntcleo a-estavel mais pesado junto a g3 Bi
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(KAMAL, 2014; COTTINGHAM; GREENWOOD, 2001). Observa-se com eles que a es-
tabilidade nuclear esta relacionada com o niimero de néutrons ou de protons, e ndo a soma
deles, a exemplo disso o nicleo (°0 requer uma quantidade incomum de energia para re-

mover um néutron desse niicleo, enquanto, com um néutron a mais, 'O se apresenta
fracamente ligado (MAYER, 1964).

Com isso, hé varios outros fenémenos relacionados a esses nimeros magicos, em
consonancia com Martin e Shaw (2019), sabe-se que eles possuem muito mais isétopos
estaveis do que outros ntcleos e, assim, eles tém variagoes irregulares do momento quadru-
polar elétrico com o nimero de niicleons (TIPLER, 1994). Esse dltimo aspecto implica
em outro muito importante para as consideragoes futuras: esses ntucleos sdo aproxima-
damente esféricos, ou seja, a forma mais fortemente ligada (MARTIN; SHAW, 2019).
Contudo, como o autor citado e as demais literaturas determinam, para a compreensao

desses atributos é necessario saber algo sobre o potencial efetivo no modelo de camadas.

Ademais, os nimeros mégicos podem ser provados por meio da secdo de choque
para captura de néutrons com o nimero de néutrons e da energia de ligagao do tultimo
néutron com o numero de néutrons para um dado valor de Z (TIPLER, 1994). Algumas

das provas das existéncias dos nimeros magicos podem ser observadas na Figura 7.
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Figura 7 — Algumas provas da existéncia dos nimeros mégicos: (a) Diferenca entre valo-
res experimentais e teéricos de Ep do ultimo néutron (EISBERG; RESNICK,
1979); (b) Secao de choque para captura em fungao de N (KRANE, 1991); (c)
Diferenca entre as energias de separagao de dois néutrons medidas e as previs-
tas pela formula semiempirica em relacdo ao nimero de néutrons (LILLEY,

2013).
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Na Figura 7a, observa-se a diferencga entre os valores experimentais e tedricos da
energia de ligacao (F}) do ultimo néutron para diferentes nimeros de néutrons (N), em
que é perceptivel nos nimeros de néutrons correspondentes aos nimeros magicos um
desvio notavel entre os valores experimentais e tedricos. Esse desvio reforca a ideia de
que os nimeros magicos estao associados a uma estabilidade nuclear adicional, que nao é

prevista pelo modelo da gota liquida.

Ja na Figura 7b, ha picos de secao de choque nos niimeros magicos, indicando que
nicleos com esses numeros tém uma maior probabilidade de capturar um néutron. Isso
ocorre porque os nucleos com nimeros magicos tendem a ser mais estaveis, o que facilita

a captura adicional de néutrons.

No que concerne a Figura 7c, os nicleos com nimeros magicos de néutrons tém
uma energia de separacao de dois néutrons significativamente mais alta, indicando uma
maior estabilidade. Entre os nimeros , a estabilidade pode flutuar, mas retorna a valores
altos nos nimeros magicos, o que reforca o conceito de camadas nucleares completas. Nessa
figura, as linhas conectam is6topos de sequéncias e as descontinuidades na tendéncia suave

sao evidentes.

Por fim, como discutido por Mayer (1964), os nimeros magicos foram identifica-
dos experimentalmente antes do modelo de camadas ser estabelecido com a perspectiva
vigente. Apesar disso, a existéncia desses nimeros foi uma forte motivagao para a formu-
lacao e consolidagao desse modelo (COTTINGHAM; GREENWOOD, 2001). Aliado ao
fato de que qualquer niicleo que possua um nimero de néutrons e/ou préotons correspon-

dente aos nimeros magicos apresenta estabilidade nuclear excepcional, constatou-se a sua
abundancia na natureza (MARTIN; SHAW, 2019).

2.4.3 Potencial efetivo médio

No atomo, a energia de ligagao dos elétrons decorre principalmente do potencial
central de Coulomb (HEYDE, 2020). Desse fato, sabe-se que a resolugao dos niveis de
energia eletronicos podem ser obtidos com a utilizacao dos estados quanticos do atomo
de hidrogénio, descritos pelos ntimeros quéanticos n,l,m; e mg (TIPLER, 1994). Com as
aproximacoes promovidas por eles, possibilita-se adquirir os niveis de energia dos elétrons
em atomos complexos e, por conseguinte, os niimeros magicos atomicos surgem devido as
grandes diferengas de energia entre as camadas (e/ou subcamadas/"o6rbitas") (TIPLER,
1994).

Entretanto, quando se trata do modelo nuclear das camadas, apenas o potencial
coulombiano nao é capaz de descrever o potencial efetivo de todos os outros ntucleons.
Devido a forca nuclear forte e seu curto alcance, espera-se que o potencial siga a forma

de distribui¢do de densidade dos nicleos no nicleo (tal qual como visto previamente
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no modelo do gas de Fermi) (MARTIN; SHAW, 2019). Com isso, no nicleo, ndo ha
potencial central andlogo a carga positiva fixa do atomo (TIPLER, 1994) e, além disso,
no caso nuclear, o potencial responsavel pela coesao dos niicleons nao provém de um agente
externo, mas a partir dos préprios nicleons (KRANE, 1991; FREITAS; BONAGAMBA,
1999).

Diante disso, é perceptivel que ha algumas dificuldades significativas na transposi-
¢ao do modelo de camadas atémico para a instdncia nuclear (FREITAS; BONAGAMBA,
1999). Nesse sentido, para compreender a maneira pela qual os nicleons geram o potencial
efetivo médio, recorre-se a explicacao feita na secao 2.3. Uma vez que uma das suposicoes
primordiais do modelo reside no fato de que cada nicleon se move independentemente em
6rbitas bem definidas no niicleo (FREITAS; BONAGAMBA, 1999), propds-se que como
solugao tratar os nucleons constituindo dois conjuntos separados de particulas idénticas,

de modo que cada um esteja submetido a um potencial médio, sendo esta a esséncia do
modelo do gas de Fermi (FREITAS; BONAGAMBA, 1999).

Sendo assim, parte-se da suposicao que os nicleons sejam particulas pontuais livres
para orbitar dentro do ntucleo devido a forca atrativa liquida de um pogo de potencial
(COOK, 2010). Isto posto, o modelo parte do pressuposto que a for¢a nuclear que atua
entre os nucleons produz um poco de potencial liquido que puxa todos os nticleons para
o centro do nucleo, e ndo diretamente para outros nicleons individuais (COOK, 2010).
Devido ao principio de exclusao, pode-se sustentar a hipotese de que cada nicleon descreve
uma 6rbita regular sem que haja colisdo com outros nicleons (TIPLER, 1994). Ademais,
bem como os elétrons, os nicleons possuem um nivel de Fermi (TIPLER, 1994). De tal
maneira, tratando cada ntcleon de modo individual, torna-se possivel que os nicleons

ocupem os niveis de energia de uma série de subcamadas (KRANE, 1991).

Nesse sentido, Tipler (1994) mostra como o potencial médio no modelo de camadas
pode ser gerado, tal qual observado na Figura 8 em que se tem a representacao da maneira
como os potenciais sao produzidos. Em 8a, um nticleon que se move ao longo do eixo
x encontra o potencial produzido por um segundo niicleon situado em = = xq; ja em
8b observa-se um potencial gerado por quatro nucleons, sendo que a média dos quatro
potenciais pode ser aproximada pela curva tracejada, formando um poco finito com bordas

arredondadas.
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Energia potencial
3 ]

Figura 8 — Formacao de potenciais no modelo de particulas independente (TIPLER,
1994).

Com a compreensao da maneira pela qual o potencial é obtido no modelo de ca-
madas, deve-se definir os parametros do potencial efetivo médio para a construgao do
modelo. E por meio desse potencial que se determina a sequéncia de niveis de energia cor-
respondente a existéncia dos niimeros magicos, em que as resolucoes analitica e numérica
deve ser coerente com os resultados experimentais (FREITAS; BONAGAMBA, 1999).

2.4.4 Aplicacao de pocos de potencial

O primeiro passo para o desenvolvimento do modelo de camadas, apds a sua ela-
boragao, é a escolha do potencial (KRANE, 1991). Diante disso, varios pogos de potencial
foram usados para representar o potencial central no qual os niicleons se movem, a exem-
plo disso tém-se poco quadrado, pogo oscilatério e pogo esférico infinito (KAMAL, 2014),
cujo primeiro e ultimo exemplos compoem a parte metodologica e, por conseguinte, os

resultados deste trabalho.

A partir disso, pretende-se com tal escolha encontrar os niveis de energia dos
néutrons e prétons. Sendo assim, se o movimento de cada niicleon é independente em um
potencial nuclear efetivo V (r), os niveis de energia limitados aos ntcleons sao resolvidas
na forma de V(r) por meio da equagao de Schrodinger para esse potencial (EISBERG;
RESNICK, 1979).

Para tanto, parte-se da suposicao primordial de que o potencial efetivo médio é
esfericamente simétrico (FREITAS; BONAGAMBA, 1999), de modo que a resolugao da
equacgao de Schrodinger seja facilitada (EISBERG; RESNICK, 1979). Com isso, as fungoes
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de onda obtidas com esse potencial se apresentarao com momento angular orbital () bem
definido (FREITAS; BONAGAMBA, 1999).

Defronte disso, de acordo com Eisberg e Resnick (1979), bem como na teoria
Hartree, encontra-se que os niveis de energia do ntcleons em V' (r) dependem dos ntimeros
quanticos n e [, que especificam o comportamento radial e angular de tais ntcleons.
Contudo, em consonéncia com Martin e Shaw (2019) opta-se por chamar n de né radial,

uma vez que ele determina a forma da parte radial das fungoes de onda.

Além disso, lembra-se do caso atomico que a notagao 1s significa n =1 el = 0,
sendo que para um dado [, a energia aumenta se n aumenta (EISBERG; RESNICK, 1979)
e 1d significa o primeiro estado d (mais baixo), 2d significa o segundo e assim por diante
(KRANE, 1991).

Dessa maneira, com a analogia com o caso atoémico, as mencionadas fungoes de
onda sao dadas pelo produto de uma fun¢ao radial R(r) por uma func¢ao angular chamada
de harménico esférico Y, que é independente da forma exata do potencial, contanto
que este seja esfericamente simétrico (FREITAS; BONAGAMBA, 1999 apud EISBERG;
RESNICK, 1979), entao:

b(r,0,¢) = R(r)Y,"(0,9), (2.8)

em que 7,0 e ¢ sdo as coordenadas esféricas intrinsecas ao problema, em que a origem
se encontra no centro de simetria do potencial (FREITAS; BONAGAMBA, 1999). E os
indices do harmonico esférico o especificam como tal, o ja mencionado [ e o m é nimero

quantico magnético do niucleon.

Com isso, o potencial efetivo médio V'(r) escolhido deve necessariamente se associar
a maneira pela qual a matéria se distribui no nicleo, sendo que os formatos mais realistas
dos potenciais devem refletir as propriedades conhecidas para a distribuicdo de massa
nuclear (FREITAS; BONAGAMBA, 1999).

Assim, ao encontrar os niveis de energia em um determinado V'(r), deve-se, como
proximo passo do modelo de camadas, "construir'o ntcleo, de forma crescente de energia
- ordenando os N néutrons e Z protons nesses niveis (EISBERG; RESNICK, 1979). De
acordo com o principio da exclusao, o limite de ocupacao méaxima de cada nivel de ener-
gia corresponde a 2(2[ + 1) para protons ou néutrons (KRANE, 1991). Essa ocupagao,
por sua vez, diz respeito aos nimeros quanticos da componente z do momento angular
(EISBERG; RESNICK, 1979). Refere-se aos dois possiveis valores do niimero quantico
ms, 0 qual caracterizar a orientagao dos momentos angulares de spin intrinseco de um
nucleon (EISBERG; RESNICK, 1979). Ja o fator (204 1), é os valores possiveis do nimero
quantico my, que, por sua vez, é o que especifica a orientacao do momento angular orbital
do ntcleon (KRANE, 1991; EISBERG; RESNICK, 1979).

Em virtude dessa construcao de niveis de energia, é perceptivel que o procedimento
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¢ o mesmo utilizado na teoria de Hartree na fisica atémica, todavia, considerando que no
nicleo hé dois tipos de particulas (EISBERG; RESNICK, 1979). Com a consolidagao
dessa analogia, esperava-se encontrar justificativas para a existéncia dos nimeros magicos

por intermédio de uma forma particular para os potenciais V(r) de nicleos distintos
(EISBERG; RESNICK, 1979).

Sabe-se que diversos formatos particulares foram utilizadas a fim de estabelecer
uma dependéncia radial do potencial nuclear; contudo, constatou-se que nao havia uma
forma tnica de V(1) que levasse a obtengao de todos os niveis correspondentes aos nimeros
mégicos (KAMAL, 2014; EISBERG; RESNICK, 1979). Esse fato, por sua vez, significa
que a ordem e o espacamento dos niveis de energia dos nicleons podem ser tais que um
nivel particular, correspondendo a um estado fortemente ligado e contendo um ntmero
adequado de néutrons ou prétons, fica completamente preenchido nos ntcleos em que os
valores de N ou Z sao iguais aos nimeros magicos (EISBERG; RESNICK, 1979).

Ademais, um dos problemas enfrentados no desenvolvimento do modelo de ca-
madas era encontrar um poc¢o com profundidade e formato que reproduzisse as descon-
tinuidades experimentais nas energias de ligagdo nuclear (COOK, 2010). E, além disso,
o calculo das fungoes de onda e das energias dos nicleons, é permeado por uma série

de aproximagoes, que até o presente constituem um objeto de estudo da fisica nuclear
(TTPLER, 1994).

Sabe-se que os primeiros calculos usando o modelo de camadas foram executados
supondo um poc¢o de potencial quadrado com 40 MeV de profundidade, porém nao foi
possivel a previsao correta dos nimeros mégicos (TTPLER, 1994). Com o prosseguimento,
das tentativas de descricao dos niveis de energia, os mencionados poco finito quadrado
e potencial de um oscilador harmonico simples seriam potenciais escolhas simplificadas
que reproduziriam o comportamento da densidade nuclear de modo coerente (FREITAS;
BONAGAMBA, 1999). Entretanto, apesar de permitirem solugoes exatas da equagao
de Schrodinger, elas nao representam fielmente o que deve ocorrer no potencial nuclear
(FREITAS; BONAGAMBA, 1999), contudo podem ser utilizados de maneira complemen-

tar para a construcao das camadas nucleares.

Diante das dificuldades de se encontrar os potenciais adequados para a descri¢ao
dos niimeros magicos, somente em 1949, Mayer e Jensen propuseram uma explicacao que,
por analogia com a fisica atomica, deveria haver também uma parte de spin-érbita no
potencial total (MARTIN; SHAW, 2019). Dessa maneira, eles mostraram que os nimeros
magicos poderiam ser obtidos a partir de um modelo de camadas relativamente sim-
ples, considerando que, no nicleo, a interacao spin-orbita seria tao forte que geraria um
acoplamento do spin de cada nicleon ao seu momento angular orbital (TIPLER, 1994).
Este, portanto, foi um passo crucial para consolidar o modelo de camadas e difundir suas

implicacoes como bem-sucedidas.
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2.45 Interacao spin-6rbita e camadas nucleares

Segundo Tipler (1994), no nicleo a interagao spin-érbita é tao forte que faz com
que o spin de cada ntcleon se acople ao seu momento angular orbital. Com isso, a interacao
spin-érbita nuclear leva a um acoplamento j — 52!, em vez do acoplamento que caracteriza

a interagao spin-Orbita eletronica, L-S.

A proposta dessa interacao se concentra na explicacao de que cada ntcleon sente,
além do potencial efetivo médio, essa interagdo de maneira invertida e proporcional a S. E,
sendo este o produto escalar dos vetores spin e momento angular orbital para um tnico
nicleon (EISBERG; RESNICK, 1979). Assim, por ser forte, a interagdo spin-érbita faz
com que a energia de cada nucleo seja bem menor, caso o spin e o momento angular orbital
estiverem alinhados paralelamente, em relagao a se estiverem alinhados antiparalelamente

(TIPLER, 1994).

Dessa forma, o potencial total considerando a parte da interacao spin-orbita é

(MARTIN; SHAW, 2019):
‘/total(r) = chentral(r) + ‘/ZS(T)E : 57 (29)

sendo Vjs(r) chamada por Martin e Shaw (2019) de uma fungao arbitraria da coordenada
radial. Essa é a mesma forma do potencial total usado na fisica atomica, exceto pela
presenga dessa funcao arbitraria (MARTIN; SHAW, 2019). Sendo que o fator L-S , O
responsavel pela reordenagao dos niveis de energia (KRANE, 1991).

Diante disso, uma vez tendo o acoplamento entre LeS , € mais conveniente tra-
balhar com os estados proprios do vetor do momento angular J (associado ao o numero
quéntico j que é um miltiplo de 1/2), uma vez que J=S+1L (MARTIN; SHAW, 2019;
EISBERG; RESNICK, 1979).

Além disso, um tnico nicleon tem s = 1/2, logo, os valores possiveis do niimero
quéntico do momento angular total sdo j =1+ 1/2 ou j = [ — 1/2, exceto para quando
[ =0, caso em que somente j = 1/2 é permitido (KRANE, 1991). Dessa forma, o nimero
de estados em cada um dos dois niveis é igual a (2j + 1), devido a orientagao diferente
do momento angular total (MAYER, 1964). Tal fato se deve ao principio da exclusao e
(27 + 1) corresponde aos possiveis valores de m;, nimero quintico que especifica .J,, a
componente z do momento angular total (EISBERG; RESNICK, 1979).

Isto posto, Mayer (1964) explica e reitera que a suposigao bésica do modelo de
camadas ¢ que devido a forte interacao entre o spin e o momento angular orbital, o
nivel j = [ + 1/2 adquire uma energia consideravelmente menor. Tendo em vista que o
desdobramento spin-orbita dos niveis é proporcional a [ e, presumivelmente, diminui um
pouco com o tamanho do ntucleo, conclui-se que as lacunas proeminentes na estrutura
do nivel sempre ocorrerao quando um momento orbital alto ocorrer pela primeira vez

(MAYER, 1964). E, isto, por sua vez, explica os niimeros magicos.
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A Figura 9 mostra os niveis de energia calculados em consonédncia com essa con-
clusdao, segundo o modelo de camadas de Mayer e Jensen. O niimero de estados em cada
nivel é ilustrado a direita, seguido pelo niimero total de estados com energia menor ou
igual a do nivel correspondente, de modo que o espacamento mostrado designa o caso dos
protons; ja que os néutrons nao estao sujeitos a repulsao eletrostatica, o espacamento é
ligeiramente menor (TIPLER, 1994).
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Figura 9 — Camadas de energia de uma particula em um pogo nuclear, incluindo o des-
dobramento spin-6rbita (TIPLER, 1994).

A vista disso, a configuracao de um nuclideo real descreve o preenchimento de seus
niveis de energia (subcamadas), para prétons e néutrons, em ordem, com a notagao (nl;)*
para cada subcamada, na qual k é a ocupacao da subcamada em questdo (MARTIN;

SHAW, 2019). Com o uso do diagrama de ordenagao acima e lembrando que a ocupagao
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maxima de cada subcamada é 25 4+ 1, pode-se prever, por exemplo, a configuragdo do

nticleo ;7O serd, de acordo com Martin e Shaw (2019):

)*(1ps)*(1py)?, (2.10)

para os protons. E

2 (1py) (1py (1), (211)

Njot

para os néutrons.

Assim, usando a notacdo mencionada, a maioria das propriedades do estado fun-
damental de ('O podem ser encontradas por meio da configuragio dos néutrons como
(1dg)1, ja que se observa que todas as subcamadas dos préotons estao devidamente pre-
enchidas (tendo a presenga de um ntimero magico), e todas as subcamadas dos néutrons
estdo preenchidas, com excecao da tultima, que é uma subcamada por si s6 (MARTIN;
SHAW, 2019). Isto é, o estado fundamental do ;O deve ser caracteristico de um néutron
dg com spin 5/2 e paridade par (KRANE, 1991).

2.4.6 Evidéncias e predicdes do modelo

Além dos aspectos supramencionados, é sabido que o modelo de camadas pode pre-
dizer outras propriedades do nicleo, para além dos niimeros magicos e suas consequéncias
(EISBERG; RESNICK, 1979). Dessa maneira, esta secao ird concatenar as informagoes
que foram expostas acima e descrever brevemente algumas predi¢coes do modelo de cama-

das a fim de explicitar seu sucesso e citar suas limitagoes.

Uma das predi¢oes do modelo diz respeito ao momento angular total do estado
fundamental da grande maioria dos nicleos (EISBERG; RESNICK, 1979). Os valores do
momento angular, diante disso, seguem algumas regras, segundo Cottingham e Greenwood
(2001):

« Nicleos cujos niimeros de prétons e néutrons sdo pares (ou seja, nicleos par-par)

possuem momento angular zero e paridade positiva;

o Ntcleos com um niimero par de protons e um ntmero impar de néutrons ou vice-
versa (nticleos par-impar) possuem momento angular e paridade iguais aos do ni-

cleon impar na camada que esta sendo preenchida.

Diante disso, Mayer (1964) explica que perante essas regras uma camada fechada
possui momento angular nulo, ja que todos os estados de diferentes dire¢coes do momento
angular contém um nicleon. Portanto, nicleos mégicos (seja por Z e/ou N) sdo previstos
para ter spin nuclear zero e, de fato, isso corresponde a um caso provado experimen-
talmente (MARTIN; SHAW, 2019). Além disso, nicleos com um nicleon fora de uma
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camada fechada de néutrons ou prétons, ou ambos, devem ter um spin nuclear correspon-

dente ao nivel do 1ltimo niicleon e ao spin da érbita da particula individual pelo modelo
de camadas (MAYER, 1964).

Além disso, outras predi¢oes podem ser feitas em relagao as paridades nucleares.
Diante das propriedades das paridades, a hipdtese de emparelhamento diz que a paridade
total de um nucleo é obtida a partir do produto das paridades do ultimo préton e do
ultimo néutron; assim, é possivel prever, a partir do modelo de camadas, a paridade de

qualquer nuclideo, inclusive os impares-impares, e essas previsoes estao de acordo com os
experimentos (MARTIN; SHAW, 2019).

Outra propriedade que pode ser prevista diz respeito ao momento de dipolo mag-
nético. Exceto se o spin nuclear seja zero, espera-se que os nucleos tenham momentos de
dipolo magnético, uma vez que os nicleons possuem momentos magnéticos intrinsecos, e
o préton é eletricamente carregado, logo, pode produzir um momento magnético quando
tem movimento orbital (MARTIN; SHAW, 2019).

Contudo, essa compoe uma das falhas de previsoes do modelo de camadas, visto
que elas nao sao precisas mesmo para nucleos par-impar em que ha apenas um tnico
nicleon nao pareado no estado fundamental (MARTIN; SHAW, 2019). Tal fato se deve
a suposicao de que os momentos de dipolo magnético dos demais nicleons se cancelam
par a par, da mesma maneira que ocorre com seus momentos angulares totais (EISBERG;
RESNICK, 1979). Por meio dessas predigoes, foram obtidas as linhas de Schmidt, as quais
representam as predi¢oes para os casos em que os momentos angulares de spin e orbital
do nicleon ndo emparelhado sdo essencialmente paralelos ou antiparalelos (j =1 + % ou
j=1- %) (EISBERG; RESNICK, 1979). Porém, constatou-se que o momento de dipolo
magnético nuclear nao se deve exclusivamente ao nicleon nao pareado, constituindo uma

predigao falha do modelo de camadas (EISBERG; RESNICK, 1979).

De maneira semelhante as demais previsoes, o modelo de camadas, preliminar-
mente, possui uma estrutura de niveis de energia capaz de prever alguns estados nucleares
excitados (MARTIN; SHAW, 2019). Contudo, isso funciona muito bem para os primeiros
estados excitados, quando quando ha apenas uma configuracao possivel do niicleo. Para os
estados mais elevados, varios niicleons podem estar excitados simultaneamente em uma
superposicao de muitas configuracoes diferentes para produzir um determinado spin e
paridade nuclear, tornando a andlise do espectro muito complicada (MARTIN; SHAW,
2019).

Além dos aspectos mencionados, este modelo também faz predigoes acerca do
momento de quadrupolo elétrico de nuclideos com A e Z impar, supondo que este seja
o 1ltimo préton no nicleo (KAMAL, 2014), apresentando incoeréncias nas previsoes por

considerar o potencial esfericamente simétrico.
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No que concerne aos elementos abundantes e estaveis, que possuem camadas nucle-
ares fechadas, observa-se na natureza que entre os terras raras m que os processos quimicos
na natureza nao podem afetar muito as abundancias originais, os isétopos com N = 82
sao excepcionalmente abundantes (KAMAL, 2014). Além desse exemplo, empiricamente
afere-se que a forte tendéncia a fissdo assimétrica por néutrons térmicos parece ser um
efeito dinamico de relativa complexidade, mas diretamente dependente da estabilidade
acentuada da camada fechada do ntcleon de maneira que os fragmentos mais favorecidos

sao aqueles com N = 82 e seus complementares (KAMAL, 2014).

Portanto, ¢ cognoscivel que o modelo de camadas ¢ muito bem-sucedido na ob-
tencao dos niimeros magicos e na analise da estabilidade nuclear, além de prever adequa-
damente spins, paridades e momentos angulares do estado fundamental, no entanto, nao
possui muito éxito na descri¢ao de estados excitados e momentos magnéticos (KAMAL,
2014).
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3 Mecanica quantica aplicada ao nicleo

O comportamento dos nucleons é responsavel por determinar as propriedades do
nicleo (KRANE, 1991). Tendo em vista que os nicleons nao se comportam como particu-
las classicas, é necessario compreender que o que acontece no nicleo é regido pela mecanica
quantica, exigindo tal tratamento matematico para a compreensao das propriedades nu-
cleares. Uma vez que ja é sabido que os conceitos classicos nao descrevem adequadamente
ondas e particulas, sendo que tanto a matéria quanto a radiagdo apresentam aspectos
corpusculares e ondulatérios (TIPLER, 1994).

No capitulo anterior, varias propriedades nucleares foram citadas diante dos res-
pectivos modelos que se propuseram a explica-las, e, nesse escopo, conceitos muito impor-
tantes da mecéanica quéntica, como a equagao de Schrédinger, o principio de Pauli e o spin,
emergiram como fundamentais para a compreensao desses fenomenos. Esses principios da
mecanica quantica, por sua vez, sao essenciais para descrever o comportamento dos niu-
cleons dentro do nucleo atdémico, influenciando diretamente sua estrutura, estabilidade
e interagoes nucleares. Ademais, o modelo de camadas nucleares é explicado de maneira
analoga ao modelo de camadas eletronicas, o qual é elucidado de forma bem-sucedida pela
mecanica quantica. Portanto, a mecanica quantica oferece uma estrutura tedrica sélida
para descrever nao apenas o comportamento dos elétrons, mas também dos ntcleons no

interior do nucleo atomico.

Diante disso, é indispensavel que esses conceitos estejam bem delimitados para o
estudo mais aprofundado dos modelos nucleares, especialmente do modelo de camadas, o
qual corresponde a um dos mais importantes modelos nucleares explicados pela mecanica
quantica e, por conseguinte, para a obtencao dos niveis de energia nucleares. Nesse sentido,
este capitulo apresenta os conceitos fundamentais para a elaboragao do modelo de camadas

e a obtencao dos niimeros mégicos nucleares, propésito primordial deste trabalho.

3.1 Modelo da energia potencial nuclear

O hamiltoniano se trata de um operador cujo observavel corresponde a energia total
do sistema (GRIFFITHS; FREITAS, 2011), compreendendo a energia cinética e a energia
potencial. Dessa maneira, o hamiltoniano a ser utilizado na equacao de Schrodinger para
uma descri¢ao rigorosa do ntucleo atomico, tendo em vista que ele seja constituido de

prétons e néutrons, é proposto como sendo,

H=> (MY +H]), (3.1)
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onde HY é o hamiltoniano referente ao k-ésimo néutron e H} é o hamiltoniano referente
ao k-ésimo préton.
Entao, para os néutrons tem-se:
2

HY = Do S V(i - ), (3.2)

2my i<k

2
sendo que o primeiro termo, 2717%7 representa a energia cinética do k-ésimo néutron, my

¢ a massa do néutron; e o segundo, >, V(|7 — 7%|), representa a energia de interagao
entre o k-ésimo néutron e os demais ntcleons. Nesse sentido, 7, representa o vetor posi¢ao

do k-ésimo néutron e 7; o vetor posi¢ao do i-ésimo nucleon.

Com isso, o hamiltoniano para os prétons, o segundo termo na equagao (3.1), é

dado por

62

2
HE = 2ka + V(7 — ) + (3.3)

i<k i<k |f;_7?k|7

representando o hamiltoniano referente ao k-ésimo préoton, cuja energia cinética do k-ésimo

2
préton é o termo 5, sendo mp a massa do préton; o termo >, V(|7 — 7%|), refere-se

P

2mp

: . L. , , 2 . .

a interacao entre o k-ésimo préton e os outros nucleons; e > ;4 ﬁ esta relacionada
k2

apenas aos protons, ja que estabelece a interagao eletrostatica coulombiana repulsiva entre

0 k-ésimo e os demais prétons. Somando as contribuig¢oes de todos os protons e néutrons,

obtém-se o hamiltoniano da equagdo (3.1).

No entanto, solucionar a equagao (3.1) é uma tarefa muito complicada, pois se trata
de um problema de muitos corpos, além de que apenas solu¢des numéricas sao plausiveis.
Visando abordar o problema de maneira mais simples e encontrar solugoes analiticas,
utiliza-se uma abordagem baseada na teoria do campo médio. Ademais, cabe ressaltar que
a interagao residual entre dois e trés corpos, que poderia ocorrer, sera desconsiderada nesta
analise. Adota-se, portanto, um potencial central, assumindo simetria esférica. Também
serd desprezado o potencial de simetria resultante do desequilibrio entre o ntimero de

prétons e néutrons nessa aproximacao.

Nesse caminho, considera-se um potencial de campo médio que independe da po-
sicao do nicleon, ou seja, o nicleon é considerado numa posicao fixa. Inicia-se, assim, a
modelagem do campo médio pela escolha da energia potencial entre os nticleons. Escolhe-se
a energia potencial entre dois nicleons representada por um poco de potencial de profun-
didade —Vj e alcance Ry, em que Ry é da ordem do nicleo atdmico, isto é, Ry ~ 1071 m
e Vo =~ 50 MeV. A soma dos pocos de potenciais que descrevem a interagao entre um dado

nucleon e os demais nicleons pode ser representado pelo potencial parabdlico dado por

7,2

‘/1(70)%_‘/0 1_ﬁ 9
0

(3.4)

em que Vi(r) descreve a interagdo que um dado niicleon sofre dos demais.



3.2. Solugdo da parte angular 59

Em relacao aos protons, tem-se que além da interacao nuclear, eles também sofrem
interacao eletrostatica dos demais protons. Para descrever como essa interacao ocorre
na média, ou seja, a energia eletrostatica sobre um dos protons, utiliza-se o potencial
eletrostatico de uma esfera de raio Ry contendo uma densidade uniforme de carga (Z—1)e

produzida pelos demais (Z — 1) prétons, isto é,

(Z—-1)e* (3 1
)= E05 (3 - ). 55)

Dessa forma, obtém-se que a energia potencial efetiva para descrever o néutron é

dada por Vi(r) e para o proton é Va(r). Assim, é possivel escrever

| 7 —1)e? 3(Z —1)e?
1
zimw2r2—|—V,

1 2 _ Vo (Z-1)€? . 3(Z-1)e? _ o ,
em que 3mw” = 5} 2Ry © V=W+5"F%— Percebe-se que V' = 1}y quando o nticleon
é¢ um néutron. Ou seja, em ambos 0s casos, prétons ou néutrons, a energia potencial pode
ser modelada pela interagdo do oscilador harmoénico. Assim, o hamiltoniano que descreve

um dado niicleon pode ser escrito como

2
N P 1 2.2
— Z Vr 3.6
H g T g T+ Vo, (3.6)
no caso de néutrons; e
2
P p 1 2.2
= — V 3.7
H 2mP+2mpwr—l-, (3.7)

no caso de proétons.

3.2 Soluc3do da parte angular

A equacgao de Schrodinger se trata de uma equacao de onda responsavel por go-
vernar o movimento de particulas subatomicas, sendo elétrons e outras particulas com
massa de repouso diferente de zero, de maneira andloga a equacao de onda classica (TI-
PLER, 1994). Ademais, os aspectos matematicos da mecénica quantica nao-relativistica
sao determinados por essa equagdo (KRANE, 1991), o que corresponde diretamente ao
contexto do nicleo atomico. Diante disso, a equagao de Schrodinger ¢é utilizada no modelo
de camadas por descrever o comportamento de sistemas quanticos, como o ntucleo ato-
mico, de forma abrangente e precisa para a determinagao dos niveis de energia permitidos

no sistema a ser descrito.

Assim, as solugoes dessa equacao sao as denominadas fungoes de onda, recorren-
temente citadas em 2.4.4 e denotadas na equagao 2.8 em sua forma tridimensional. As

funcoes de onda representam a probabilidade de se encontrar uma particula em uma
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determinada posicao e estado quantico dentro do potencial escolhido, podendo indicar

também o comportamento dessa particula temporalmente.

Destarte, a forma da fungao de onda ¢(x) deve ser dependente da funcao da energia
potencial V(z) (TIPLER, 1994). Com isso, para a obtencao de resultados coerentes que
descrevam o comportamento a ser analisado, a funcao de onda deve satisfazer as seguintes
condigoes (TIPLER, 1994):

o Deve existir e ser continua.

Diferenciavel (derivadas continuas).
o (z) e 3£ devem ser univocas e finitas.

« Deve ser limitada (z — 400,19 — 0).
o O = 1.

Para a finalidade deste trabalho, admite-se que todas as condi¢oes foram satisfeitas.

Tendo em vista que a equagao de Schrodinger aplicada ao potencial do nicleo é
capaz de fornecer as solugoes para as funcoes de onda nucleares e, consequentemente,
determinar as propriedades das camadas nucleares, como os niveis de energia, as distri-
buigoes de spin e paridade, e os niimeros quanticos associados, é fundamental adequéa-la

ao contexto nuclear. Para tanto, deve-se considerar a equacao estacionaria na forma:

L) + V() = B, (33)

em que V? representa o operador laplaciano, V(r), conforme mencionado, é a energia

potencial do sistema e F se trata do autovalor de energia.

Esquematicamente, com os nicleons se movendo em um potencial central (que
depende apenas da distancia do nicleon ao centro de massa do nticleo onde o sistema de
eixos cartesianos estd montado) e a energia potencial V (|F]) = V(r), a situagdo pode ser
descrita como (HEYDE, 2020)
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|z

4

Figura 10 — Tlustracdo esquemética de uma particula se movendo com momento linear a
uma distancia radial em um campo central caracterizado por uma energia

potencial (HEYDE, 2020).

Conforme mencionado no referencial tedrico, no modelo de camadas, a energia
potencial é definida como funcao da coordenada radial r e, além disso, ha a suposicao
primordial de que o niicleo é esférico (com raio da ordem de 107" m), e seguindo o
principio da simetria do potencial, opta-se por se utilizar o sistema de coordenadas esférico.
Com isso, o operador laplaciano em coordenadas esféricas fica (ARFKEN; WEBER, 2005)

B 0? 22+i82 coth O 1 9?

2 PR J— PR PR
v _8r2+7”8r r2862+ r2 80+r2sin298¢2'

(3.9)

Logo, a funcao de onda pode ser escrita conforme a equacao 2.8, mas por ora
se considera que ¥(|7]) = 1(r,0, ¢), sendo abreviada como simplesmente . Portanto, a

equacao 3.8 pode ser reescrita como

h? 2 2 1 0? t 6 1 2
(0 200 10 cotbon 1o
or2  ror  r?200? r2 00  r2sin®6 0¢?

2m

) F V() =Ep.  (3.10)

Para resolver a equacao acima, usa-se a técnica de separacao de varidveis. Para esse
fim, retorna-se a equagao 2.8, considerando o harménico esférico Y;™(0,¢) = Q(0)F (o),
tem-se (1,0, ¢) = R(r)Q(0)F(¢) = RQF. Substituindo na equacao 3.10 e dividindo por
RQF, obtém-se

R (1d*°R 2 dR 1 d°Q cotfdQ 1 d?F

S (e I - — E).

om (R W TrRG Tegae T g ap T rrsmiarage ) TV Y = BY
(3.11)

Equagao a qual pode ser reescrita como
1d*R 2 dR 1 d?Q cotfdQ 2m 1 d2F

2sinf | = — + —— — 4+ — (£ — =——=— (3.12
s [R T Ra Tegae Tega T BV = mEge G112

Da equacao acima, nota-se que o lado esquerdo ¢ fungao das variaveis r e 6, ao

passo que o lado direito é funcao de ¢. Dessa forma, para que haja uma igualdade nessa
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equacao, ambos lados devem ser iguais a uma constante, a qual corresponde a m;. Com

isso, igualando o lado direito a essa constante, a seguinte equacao é obtida

d?F
cuja solucao ¢é conhecida e dada por
F(¢) = Cleimld) + OQG_iml¢. (314)

Diante disso, sabendo que (r, 0, ¢) deve satisfazer as condi¢oes supracitadas,
infere-se que para que F(¢) obedeca igualmente as condigoes, sendo univoca, a fungao
deve assumir o mesmo valor para ¢ = 0 e ¢ = 2. Para que isso ocorra, m; deve assumir

valores inteiros, ou seja, m; = ..., =3, —2,—1,0,1, 2, 3, .... Portanto, m; é quantizado.
Assim, a equagao 3.12 pode ser reescrita como

1d?R 2 dR 1 d’Q cotfdQ 2m
sing | oo b QL By = m. 1
s e T R Tregar T g ag T o E V)| =me (3.15)

E evidente, entdo, que na equacio acima (3.15), é possivel separar a dependéncia

das variaveis r e 6, entao tem-se

r*d*R  2rdR  2mr? 1d°Q cotfdQ = mf

rRaz PRt BV =g -

. 1
Qdiz ~ Q df " sin?é (3.16)

Observa-se que, na equacao 3.16, o lado esquerdo é funcao de r, enquanto o lado
direito é funcao de #. Assim, da mesma maneira calculada anteriormente, para que a
igualdade seja verdade, ambos devem ser iguais a uma constate, que corresponde a [(I+1).

Dessa maneira, obtém-se as seguintes equagoes

d2Q d@ m}
—_— t0— (l+1)— = 1
G Teott - +(( +1) = 5] @ =0, (3.17)
¢ 2 2 2 J( )
d*R dR  2mr e l(l+1
2 — —_— —_—— pu—
e (E Vi) - 5 )R 0. (3.18)

Sendo assim, a equagao 3.18 podera ser utilizada nas se¢oes posteriores para ener-

gias potenciais V() especificas.

No que diz respeito a equacao 3.17, faz-se a mudanca de variaveis x = cosf. Logo,
tém-se
— = —sinf— (3.19)

—— = —cos/— —sin 97 (3.20)
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Diante disso, a equacgao 3.17 fica

(1-2?) e, 4@ + (l(l +1) mi ) Q=0. (3.21)

dz? dz 1 — g2

A equagao 3.21 é, por sua vez, a equacao diferencial associada de Legendre, des-
crevendo o carater simétrico e esférico intrinseco ao sistema analisado. A solucao desta
equagao sao os polindmios associados de Legendre P (z) (ARFKEN; WEBER, 2005).
Assim, os valores de [ sdo nuimeros naturais. Os polinémios podem ser obtidos por meio

da féormula de Rodrigues

mg 1 2y 2L dH_ml 2 l
P (@) = 51—t ¥ (= 1), (3.22)
’ (1 —m)!
—m g (L= )t
P (x) = (1) (l+m§)!ljl (). (3.23)

A equacao 3.22 possui extrema importancia para que se possa descobrir a relagao

entre [ e m;. A tabela a seguir traz alguns polindmios associados de Legendre.

1 my lel

1] 1 (1 — 22)1/2

2| 1 3x(1 — 2?)1/2

2| 2 3(1 — 2%)1/2

31 1 | 2(52?—1)(1—a?)?
3] 2 15z(1 — z?)

3] 3 15(1 — 2%)3/2

Tabela 2 — Polinomios associados de Legendre (ARFKEN; WEBER, 2005).

A partir das equagoes 3.22 e 3.23, percebe-se que a derivada possui ordem [ 4+m; e
o polinémio que esta sendo derivado possui grau 2. Entao, para a obtencao de resultados

diferente de zero, m; deve ser menor ou igual a [, como m; pode ser negativo, tem-se que
-1 <m <l (3.24)

Portanto, a inequacao acima relaciona os valores possiveis para os nimeros quan-

ticos { e my.

3.3 Solucado da parte radial: Poco potencial infinito

O primeiro potencial a ser tratado é o poco infinito. Este potencial se demonstra,
inicialmente, adequado para simular o ntucleon, seja préton ou néutron, aprisionado no

nucleo atomico. Diante do sistema, a massa utilizada na equacao de Schrodinger deveria
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ser a massa reduzida do sistema constituido por niicleon e niicleo, isto é, u = %m ~m,

que, no que lhe concerne, é aproximadamente igual & massa do nticleon. A vista disso, a
equacao de Schrodinger sera mantida em termos da massa do nicleon. Com isso, a energia

potencial, ou potencial efetivo, V(r) a ser utilizada serd dada por

V(r) = { <t (3.25)
oo, 7 > Ry

em que Ry se trata do raio do nicleo.
Dessa maneira, a equacgao 3.18 que descreve a aplicacao do potencial no nicleon,
i.e. seu comportamento enquanto aprisionado no nicleo, fica dada por

d?R dR 2m h2
2 4 y— 4+ |ErP——Il(l+1)|R=0. 3.26
7ndr2+rdr+h2<r 2m(+>> ( )

Essa equagao diferencial possui notoriedade e é bastante conhecida na literatura,
sendo denominada Equagao Diferencial Esférica de Bessel (ARFKEN; WEBER, 2005),
dada por meio da seguinte equagao (BOWMAN, 1958)

d?R dR
2 o 2p2 1R = 0. 2
U + "4 + (kr*=1l(l+1)R=0 (3.27)

sendo sua solucao dada em termos das fungoes esféricas de Bessel e de Neumann, ou seja

R(T) = k:ljl(k:r) + nl(k:r). (328)

Todavia, as fungoes esféricas de Neumann nao constituirao a solugdo do presente
problema em particular, j4 que divergem na origem (r = 0) (BOWMAN;, 1958). Com isso,
a solucao se reduz a

R(r) = kiji(kr). (3.29)

Assim, a condi¢ao de contorno R(Ry) = 0, implica em j;(kRy) = 0. Essa condigao
é satisfeita se kRy for igual as raizes (n raizes) da fungao de Bessel de ordem [. O indice
n, relativo a um dado [, corresponde a ordem em que uma dada raiz aparece ao longo do

eixo x. Para tanto, tais raizes serao representadas aqui por z,; . Desse modo,

kRy — T (3.30)

Entretanto, no caso analisado, k? = %, logo

2mE
72

Ry = 1,5, (3.31)

E essa equacao fornece, por sua vez

2.2
B h T,
l,n

= — 3.32
’ 2m R? ( )
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Para observar o comportamento das func¢oes esféricas de Bessel, tem-se a figura
abaixo 11. Nesse grafico, é possivel observar o comportamento das fungoes de ordens zero,
um e dois, representados nas cores vermelho, azul e verde, respectivamente. As raizes
dessas fungoes correspondem aos pontos em que seus graficos cruzam o eixo das abcissas.
Diante disso, no intervalo [0, 10], percebe-se que as jo(x) possui trés raizes. Essas raizes
podem ser obtidas a partir da literatura, como encontrado em Bowman (1958), bem como

de programas de computagao simbdlica.

%\%ﬁ
D YA Y%

T
5

ordem 0 —— ordem 1 ordem 2 |

Figura 11 — Gréficos de ji(z) para [ = 0 (vermelho), [ = 1 (azul) e [ = 2 (verde) (BOW-
MAN, 1958).

Em virtude dos resultados obtidos preliminarmente acerca das raizes da funcgao
de Bessel, torna-se possivel obter resultados relativos a predicdo dos primeiros niimeros
magicos a partir do pocgo infinito. Tais resultados se encontram registrados abaixo, a fim
de evidenciar a relagao dos cédlculos executados nesta secao, com as camadas fechadas

obtidas e percepcoes embasadas e provenientes da literatura.

Tendo vista os calculos e os resultados obtidos, é perceptivel que, a partir da equa-
¢ao 3.32, a energia dos nucleons é quantizada e seu valor depende dos ntimeros quanticos n
e [. Dessa forma, os estados com [ = 0, 1, 2, 3, ... sao denominados s, p, d, f, ..., nesta ordem.
E, assim, as raizes de j;(kr) estao dispostas de acordo com: 1s, 1p, 1d, 2s, 2p, 2d, 3s, 3p, 3d, ...
seguindo a notacao nl. E é por meio desta expressao que as camadas do nicleo atomico

serdao definidas nesta secao.

Tal qual citado na revisao de literatura, nota-se que para um dado [ ha 2] + 1
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possibilidades para m;. Esse valor equivale ao niimero de nticleons que poderiam ocupar
um dado estado. Contudo, é necessério relembrar que os niicleons possuem spin 1/2, o que
faz com que essas possibilidades sejam duplicadas, o que garante que cada estado possa
ser ocupado por 4/ + 2 ntcleons. Recorre-se a um exemplo ja mencionado anteriormente
para reiterar tal fato, o estado 1s (n = 1 e s = 0) possui apenas uma opgao para my

(m; = 0), o que comportaria dois nicleons.

A Tabela 3 mostra as cinco primeiras raizes de algumas fungoes esféricas de Bessel,

assim como o estado correspondente e o nimero de niicleons que o estado pode comportar.

Ty | Estado | Quantidade de nicleons
3,14 1s 2

4,59 1p 6

5,76 1d 10

6,28 28 2

6,99 1f 14

7,73 2p 6

Tabela 3 — Raizes de j;(z) e quantidade de niicleons por estado.

Defronte disso, no que se refere a definicado de camadas, analisa-se a proximidade
entre os niveis de energia. De tal maneira, sabe-se que uma camada é constituida pelo
numero total de nicleons que esses niveis de energia podem comportar, adicionado da
quantidade de nicleons das camadas mais baixas. Portanto, observando a Tabela 3, é
possivel notar que a primeira camada corresponderia ao primeiro estado (1s), ou seja,
comportaria 2 nicleons. Enquanto isso, a segunda camada comportaria, além dos nticleons
ja contidos na primeira, também os 6 nicleons do segundo estado (1p), o que totalizaria 8
nucleons na segunda camada. Com esse prosseguimento, a terceira camada seria composta
pelas duas préximas raizes, ou seja, pelos estados 1d e 2s, sendo possivel perceber que a
energia desses dois estados possuem valores bem proximos entre si e, por isso, podem ser
considerados constituintes da mesma camada. Dessa camada, obtém-se 12 ntcleons, os

quais acrescidos dos 8 das camadas antecedentes, totalizando 20 nucleons.

Diante disso, os resultados experimentais evidenciam que as camadas fechadas
ocorrem para os numeros magicos nucleares, conforme desenvolvido em 2.4.2. As camadas

completas obtidas podem ser observadas na Figura 12, em consonancia com Krane (1991).

Contudo, é notorio que nao é possivel obter os proximos niimeros magicos, a partir
da quarta camada. Essa limitagao se refere ao fato de que no pocgo infinito ha uma mudanca
demasiadamente abrupta na superficie do nicleo (FREITAS; BONAGAMBA, 1999).

Ademais, apesar da obtencao das trés primeiras camadas, considera-se que 0 pogo
infinito nao ¢ uma aproximagao adequada do potencial nuclear, devido aos seguintes

aspectos, segundo Krane (1991)
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Poco Infinito

2g 18

- =

3p &
Li 26
2f 14
3s 1 2
1h 22
2d 10
1g t 18
’ ToN
1f I 14
25 ¢ 2
1d 1 10
1p ¢ &
ls 2

Figura 12 — Estrutura de camadas obtida com poco infinito (KRANE, 1991).

« Neste potencial, para separar um néutron ou préton, é necessario fornecer energia

suficiente para retird-lo do poco, i.e. uma quantidade infinita.

« O potencial nuclear nao possui uma borda acentuada, mas se aproxima bastante da

carga nuclear e da distribuicao de matéria, caindo suavemente para zero apds o raio
médio Ry,.

3.4 Solucao da parte radial: Modelo oscilador harménico

Nesta secao, analisa-se a equacao (3.18) sujeita a energia potencial do tipo oscilador
harménico. Relembrando a forma do potencial, definida em 3.1, nas equagoes (3.4), (3.5)

e, notadamente, nos hamiltonianos em (3.6) e (3.7) .
Usando R(r) = “2) obtém-se

dR 1 1du
—_— = ——U —_—
dr 72 rdr’
de forma que,
d’R 2 2 du 1@

dr? _r3u_ ﬁ%_‘_;dTQ'
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Substituindo esses resultados na equagao (3.18), é possivel reescrevé-la na forma

R du [I0+1)R 1,
“omdr T | gy e u= B (3.33)

Para solucionar a equagio (3.33), toma-se o ansatz
u(r) = riHle=me/ 20 (), (3.34)

Derivando a funcdo dada na equagao (3.34) e substituindo na equagao (3.33), obtém-se

d*T 2mw dl' (2mE  mw(2l + 3)
82— 4 (2(1+1)— —= 2) — — Hr — . 3.35
" dr2+<(+) ) ar 12 n " (3:35)
Definindo, T'(r) = L (%r), tem-se que
g B QmaJT@
dr h dr’

d*T _ 4m*w? ,d*L 2mw dL

r + .
dr? h? dr? hdr
Substituindo esses resultados na equagao (3.35) obtém-se a equagao diferencial

mw od?L mw 1 dL FE [ 3
h2r2dr2+(h2r2+<z+2>+1)dr+<——)Lz. (3.30)

Se a identificagao z = %7’2 for feita, a equagao (3.36) pode ser vislumbrada como
a equagao diferencial associada de Laguerre, zy” + (o« + 1 — 2)y’ + ny = 0, em que
n=0,1,2,3,..., ouseja, n € N, e y = L¥(z) sao os polinémios associados de Laguerre de

ordem n. Dessa forma, a solucao fica dada por

—(mw T mw
Uy (1) = Crttlem(me/h) L2 (7127"2) ; (3.37)
em que C' é uma constante de normalizacdo. E notdvel que % — % — % =n, ou seja,
3
B = <2n i 2) . (3.38)

Nota-se que a relacao dos niveis de energia, dada na equagao (3.38), é bastante si-
milar aos niveis de energia de um oscilador harmonico tridimensional, E,» = (N s %) hw.
Assim, definindo N' = 2n + [, pode-se considerar os niveis de energia do problema anali-

sado como correspondentes aos niveis do oscilador harmonico tridimensional.

Substituindo os valores para as constantes, encontra-se que o espagamento entre
dois niveis adjacentes do oscilador, AE = E\s — E,_, esta contido no intervalo 10 MeV <
AFE < 20 MeV, pois huw = 51A~1/3. Observa-se, desse modo, as consequéncias que esses

/ A . ! . ~ / 7’ .
numeros quanticos, n, [, e N | exercem na definicao dos nlimeros magicos.
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Relembra-se que [ = 0,1,2,3,..., assim como n = 0,1,2,3, ..., da mesma forma,
N’ também é inteiro positivo. Logo, os valores possiveis para [ e n de uma dada camada
sao delineados pelos valores de N'. Dessa forma, denota-se a camada pelo nimero N, de
modo que a quantidade de nucleons permitidas em cada camada é definida pelo niimero
de estados contidos no respectivo N'. Por exemplo, o estado em que N = 0 s6 é possivel
se ambos, n e [, forem simultaneamente nulos, uma vez que ambos sao inteiros e positivos.

Logo, na camada N = 0, ha apenas um estado, definido por (n=0,0l=0).

Além disso, conforme definido na equacgao (3.24), m; assume somente o valor zero,
i.e., m; = 0. Assim, o tnico estado é dado por (n =0,] = 0,m; = 0), ou seja, um estado.
Contudo, lembra-se que os nicleons sao férmions de spin 1/2. Logo, em cada estado
alocam-se dois nicleons. Com isso, sdo permitidos até 2 nicleons na camada N = 0. Se
tal camada tiver um par de néutrons e um par de prétons, é dito que essa camada esta

completa para ambos ntucleons.

Pode-se conduzir este raciocinio para as demais camadas. Por exemplo, a camada
em que N' = 1, pode ter somente (n = 0,/ = 1). Como [ = 1, o niimero quantico magnético
pode ser m; = —1, m; = 0, ou ainda m; = 1. Isso nos fornece trés estados possiveis, quais
sejam, (n =0,l=1,m; =-1),(n=0,l=1,m; =0)e (n=0,l =1,m; = 1). Levando em
consideracao a natureza fermionica dos nucleons, cada um desses estados pode comportar
dois nicleons, assim para N = 1, pode-se ter 6 nicleons na camada. Se for considerar o

numero acumulado de ntcleons, tem-se que sao comportados 8 niicleons até esta camada.

Na camada em que N = 2, pode-se ter (n = 1,/ = 0), e também (n = 0,1 = 2).
Considerando m;, dado na equagao (3.24), esses estados ficam dados por (n = 1,1 =
0,m; =0), (n=0,10=2m=-2), (n=0,l=2m =-1), (n=0,01=2m =0),
(n=0,l=2,m =1), (n=0,l=2,m =2). Ou seja, seis estados. Considerando que sao
férmions, para N = 2 temos 12 estados. Assim, o nimero acumulado de nicleons até a

terceira camada é 20.

Sabendo que camadas com a quantidade de ntcleons completamente preenchida
definem nicleos estaveis, e levando em consideracao que as quantidades acumuladas até
o momento sao 2, 8, 20 e 40, percebe-se que o modelo até entdao proposto fornece a
quantidade correta de nticleons por camada somente até a terceira camada, pois dos dados
empiricos nao ha nucleos fortemente estaveis com 40 nicleons. Os dados experimentais
mostram que o proximo ntmero de nicleo estavel é o de 28 néutrons ou protons. A
Tabela 4 destaca a quantidade de niicleons por camada que foi obtida a partir do modelo

proposto.



70 Capitulo 3. Mecanica quantica aplicada ao nicleo
N |1 —1<m <l Ntmero de Estados | Numero de Ntcleons Acumulados
010 0 2 2
1|1 -1,0,1 6 8
2 |0 0
2 2,—1,0,1,2 12 20
3 |1 1, 0,1
3 -3,-2,-1,0,1,2,3 20 40
0 0
4 |2 -1,0,1,2 30 70
4| —4,-3, 2 -1,0,1,2,3,4

Tabela 4 — Modelo nuclear obtido com oscilador harmonico simples tridimensional

Assim como no pogo potencial infinito, observa-se que no modelo do oscilador
harmonico, as camadas fechadas em comum se referem aos niimeros magicos 2, 8 e 20,
os quais correspondem aos ntcleos particularmente estéveis *He, °O e 4°Ca e estao con-
sonantes com os dados empiricos (HEYDE, 2020). Ademais, o potencial do oscilador
harmonico tem a maior degenerescéncia dos autovalores de energia e das fungoes de onda
correspondentes (a degenerescéncia em 2(n — 1) + 1 é dividida para o potencial de pogo

quadrado, por exemplo) (HEYDE, 2020).

E perceptivel, & vista disso, que algo fundamental ainda est4 faltando na solucéo.
Contata-se, desse modo, a origem da forgca de interacao spin-orbita, acoplando o spin e
o momento orbital total, obtém-se uma solucao com os niimeros corretos de fechamento
das camadas (HEYDE, 2020).

3.5 Potenciais intermediarios

Diante dos resultados obtidos com as predi¢oes dos potenciais escolhidos, é sabido
que o potencial médio tende a ser proporcional a densidade nuclear (FENYES, 2011).
Em consondncia com as curvas de distribui¢do de massa, Fényes (2011) sugere parecer
promissor usar um potencial de oscilador harmoénico para o campo médio nos niicleos leves
e um potencial de Woods-Saxon nos mais pesados. Contudo, o autor reitera a necessidade
de considerar que o potencial do oscilador harmoénico aumenta até o infinito com o raio,
enquanto as forgas nucleares tém um alcance curto. Portanto, em grandes distancias (e.g.

em colisoes), o potencial do oscilador harmonico nao é realista.

Nessa perspectiva, embora os potenciais nucleares sejam muito complexos, em
modelos simples é possivel usar potenciais centrais de curto alcance, como foi desenvolvido
com o oscilador harmoénico. Desse modo, com a modelagem de diferentes potenciais, a
dependéncia do potencial nuclear em relagao a distancia pode ser aproximada de diferentes

maneiras, o que pode ser observado na Figura 13.
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R :
iy b Poco quadrado V(r) ==V, if r < Ry
Ur=0, ifRy<r
V) | Oscilador Harménico V(r) = V'or2 =

Exponencial V(r) = -V;exp (=r/r)

R

W) Yukawa V(r) = —VOM]
/' r rir,
V) 4, "c Yukawa com nucleo rigido

Wr) =+ forr<r,

Vr) = _Voexpff—rrfrg)
0

Gaussiano W(r) = -V, exp (-r?/r3)

1

I

Woods-Saxon V(r) ==V, e

1 +exp(T)

R

Figura 13 — Esquema ilustrativo de potenciais de interagao nuclear simples e central,
adaptado de Fényes (2011).

Desse modo, apesar dos diversos potenciais que podem ser utilizados para o mo-
delo de camadas, considera-se, na fisica nuclear, que o potencial de Woods-Saxon é o
mais realista dentre eles. Segundo Krane (1991), o pogo infinito ndo é uma aproxima-
cao adequada para o potencial pelos motivos mencionados em 3.3, j& o modelo oscilador
harmonico nao possui uma borda suficientemente acentuada e também requer energias de
separacao infinitas. Desse modo, um potencial por si s6 para representar o niicleo atémico

seria o da forma intermedidria

B -W
1+ exp(tLary’

a

V(r) (3.39)

em que Rj; corresponde ao raio médio e a é a espessura denominada skin thickness, a
qual designa a diferenca entre os raios médios nucleares obtidos usando as distribui¢oes de
densidade para néutrons e préotons pontuais (THAKUR; DHIMAN;, 2019). A profundidade
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do pogo, Vp, é ajustada para fornecer as energias de separacao adequadas e é da ordem
de 50 MeV.

Dessa forma, o efeito desse potencial, em face ao oscilador harmoénico, remove 8
degenerescéncias das camadas principais (KRANE, 1991). Isso significa que no oscilador
harmonico, ha varios estados energéticos diferentes com a mesma energia, o que se chama
degenerescéncia; contudo, ao usar o potencial de Woods-Saxon, essa degenerescéncia é
removida, ou seja, os niveis de energia se separam, e estados que antes tinham a mesma
energia agora tém valores de energia ligeiramente diferentes (KRANE, 1991; FENYES,
2011).

Assim, a medida que se aumentam os niveis de energia, essa separacao entre os
niveis de energia (que era antes degenerada) aumenta. Em niveis de energia muito altos,
a diferenca entre esses niveis separados se torna comparavel ao espacamento entre os
proprios niveis de energia do oscilador harmonico (KRANE, 1991). Portanto, preenchendo
as camadas em ordem com 2(2[ + 1) nucleons, obtém-se novamente os niimeros magicos
2, 8 e 20, mas os numeros magicos mais altos nao emergem dos calculos. Os niveis de

energia resultantes sao mostrados na Figura 14.

Forma Intermediaria considerando
a interacao spin-orbita
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Figura 14 — Niveis de energia (camadas fechadas) obtidas com o potencial intermedidrio
sem a interagdo spin-érbita (esquerda) e considerando-a (direita) (KRANE,
1991).
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4 Principios Fundamentais: Momento Angu-

lar

Com a consolidacao de conceitos essenciais da mecanica quantica e o entendimento
da maneira pela qual as particulas e seus movimentos sao compreendidos no modelo de
particulas independentes, é necessario discutir alguns pontos sobre o momento angular
total a fim de apresentar um modelo mais realistico para o modelo de camadas posterior-
mente. Assim, neste capitulo, apresenta-se uma rapida revisao sobre a teoria do momento
angular. Dessa maneira, alguns elementos acerca do momento angular no ambito da me-
canica quantica serao discutidos, passando brevemente pelo spin. Os contetidos discutidos
neste capitulo, portanto, serdo importantes na continuidade do trabalho, sobretudo na

compreensao da interagao spin-orbita.

4.1 Momento angular orbital

O momento angular orbital é uma grandeza fisica de extrema importancia na me-
canica classica, uma vez que na teoria classica das forgas centrais, a energia e o momento
angular orbital sdo as quantidades conservadas fundamentais (GRIFFITHS; FREITAS,
2011). Na mecénica quantica, o momento angular orbital também exerce papel imprescin-
divel (GRIFFITHS; FREITAS, 2011; ZETTILI, 2009), j& que ele é muito 1til para estudar
a dindmica de sistemas que se movem sob a influéncia de potenciais esfericamente simé-
tricos ou centrais, pois os momentos angulares orbitais desses sistemas sao conservados
(ZETTILI, 2009). Nesse escopo, o momento angular orbital é essencial no que concerne a

descricao do movimento dos ntucleons no nticleo atémico, sendo um pré-requisito para o
estudo dos sistemas nucleares (ZETTILI, 2009).

Assim, classicamente, o momento angular orbital é definido pela equacao
L=7xp,

na qual 7 é o vetor deslocamento a partir da origem e p'é o momento linear.

Dessa forma, do produto vetorial, as componentes do vetor momento angular or-

bital, coordenadas cartesianas sao dados por
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A partir disso, com o procedimento canonico de quantizacao, isto é, escrever os

operadores posicao na forma & — x, § — y, e Z — 2z; e os operadores do momento
~ R R .2 9 ~ 29 T ;

(operadores momentum) na forma p, — —ihg-, p, — —zﬁa—y e p. — —thy_ . E possivel

mostrar que os operadores do momento angular orbital satisfazem a algebra dada pelos

comutadores a seguir:

Diante disso, para a aplicacao do momento angular no contexto do niicleo atémico
e a equagao de Schrodinger nessa instancia, é necessario entender que o problema é tridi-
mensional e, para isso, serdo utilizadas coordenadas esféricas. Para tanto, a transformacgao

de coordenadas cartesianas em esféricas se da por:

x = rsenfcos o,
y = rsen @ sen ¢,

z =rcosb.

O que implica em:

r=/r?+y?+ 22
0 = arccos > ,
Va4 y? + 22

;)

= arctan

Fazendo as adequagdes exigidas pela transformacao nas componentes do momento

angular orbital, tém-se:

(. 0 cosg D
o = iR (Sln¢8 + tan98¢>
. sing 0
Ly =ih (‘ COS%@ tan08¢> ’
. 0
L = —Zh%

J& é possivel notar a presenga da componente L, na equacao de Schrodinger tri-

dimensional (3.12). Contudo, é importante obter o operador ff, com o fato que:
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[P=12+12+12
com L2 =1L,L,, [*=L,L,el?=L.L..

A partir disso, para Lfc se obtém:

2 2

+ QSen(bcosqbcoté’gg + cot? f cos® (b@gb?

0
2 _ 32 2
L = h(sengzﬁ 30 90

062
+ cot 0 cos® gb— — sen ¢ cos ¢(%0 + cot® 0 )aagb)
Para L?QJ,
L2 = —n? (cos2 = o — 2sen ¢ cos ¢ cot Ggﬁ + cot? f sen” ¢p—— 82
06” 960 9¢ o6 "

0
2 2
+ cot # sen ¢8 + sen ¢ cos ¢(%0 + cot )8gb>

2o o 0?
215

Desse modo, somando os quadrados das componentes do momento angular orbital,

- o 0 1 02
2—_ —_— _—
L? = —h? (892+C0t680+sm 98¢2>' (4.1)

E, por fim, para [A/z,

obtém-se:

E possivel verificar que a equacéo (3.8) pode ser escrita na forma

H(r.0,¢) = EY(r.6,9), (4.2)

em que

. 1o (,0 12
H= ( )-i— + U(r).

C2mr2or or 2mr?

Assim, ainda é possivel inferir pelos resultados provindos da resolu¢do da equacao de

Schrodinger, no capitulo 3, que

L2Y(r,0,¢) = B2I(1 4+ 1)¢(r, 0, ¢). (4.3)

Bem como,

f/zw(ra 0, Qb) = hmlw(ra 0, ¢) (44)

E possivel notar ainda que L2 ¢ justamente a parte angular da equacao de Schro-
dinger, enquanto L,é funcao direta de 1. Desse modo, A%l(l+1) e hm; sdo os autovalores
dos operadores I? e IA/Z, respectivamente. O estado quéntico representado por ¥(r, 6, ¢)

¢é entao definido por trés numeros quanticos, n, [, e m;, os quais sdo relacionados aos
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autovalores da energia e momento angular orbital, respectivamente. Por isso, tal estado

serda denotado por ¥, m, (1,0, ¢), o harmdnico esférico referido durante na secao 2.4.

Ademais, observa-se o fato que para qualquer potencial do formato V' = V(r), o
momento angular é quantizado e seus médulos permitidos sao justamente os autovalores
(TIPLER, 1994), dados por

L=\/l(l+1)paral=0,1,2,3, ...

L, =mh param =0,+1,£2, ..., +L.

4.2 Spin

No contexto da descricdo completa de um estado eletronico em um atomo, ha a
necessidade da introdugdo de um importante nimero quantico, o spin (KRANE, 1991).
O elétron foi a primeira particula elementar cujo spin foi detectado, sendo que diante
de varios experimentos, os quais nao podiam ser interpretados classicamente, os fisicos
Goudsmit e Uhlenbeck, em 1925, levantaram a hipétese de que todo elétron possui um spin
de %h, o0 que corresponde a um momento magnético de um magnéton de Bohr (GREINER,
2011).

Desse modo, na instancia nuclear, a mesma importancia se aplica e, portanto, o
spin precisa ser introduzido. Segundo Krane (1991), embora nao tenha andlogo cléssico,
o spin pode ser tratado matematicamente como um tipo de momento angular. Nesse
sentido, de acordo com Dirac (1981), o spin de uma particula pode ser imaginado em
decorréncia a algum movimento interno da particula, de forma que esteja associado a
graus de liberdade diferentes daqueles que descrevem o movimento da particula em sua
totalidade.

Isto posto, o spin é uma propriedade intrinseca das particulas e o seu tratamento
algébrico é similar ao do momento angular, embora nao se possa dizer que o spin é uma
espécie de momento angular intrinseco das particulas, como usualmente. Goudsmit e

Uhlenbeck atribuiram ao médulo do vetor spin (S) uma forma muito similar ao médulo

que o vetor momento angular orbital assume na mecanica ondulatéorio de Schrodinger

(TIPLER, 1994):
S=/s(s+1)h

Em suma, nos problemas em que o spin da particula deve ser considerado, o estado
quantico do sistema é definido com um ntmero quantico extra, denotado por mg, o qual é

autovalor do operador S. Com isso, a funcao de onda passa a ser dada por ¥y, 1 m, m. (7, 0, @).
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Para os elétrons e nicleons, que sao particulas de spin 1/2 (férmions), o valor
do spin s é fixo, ou seja, s = 1/2, e m, pode assumir apenas dois valores mgs = 1/2 e

ms = —1/2, os quais relacionamos ao spin up e spin down, respectivamente.

Os operadores de spin quando aplicados a funcao de onda fornecem

S Ut ma (1,0, 0) = W5 (s + 1), mym, (1,0, 0), (4.5)
e
Sl tmyms (7,0, 0) = Bty m. (1,0, 0). (4.6)
E os operadores de spin, por sua vez, satisfazem as relagoes de comutacao dadas
por

as quais sdo idénticas aquelas satisfeitas pelos operadores que representam o momento
angular. Por esse motivo, muitas vezes, o spin é identificado, erroneamente, como uma

espécie de rotacao.

Em relagdo aos niucleons, que tem spin fixo (s = 1/2), a aplicagdo dos operadores

de spin fornece
3

5len,l,ml,l/Q(ra 07 ¢) = Zh2wn,l,ml,1/2 (7’, 07 (b)a (47)
N 1
Szwn,l,ml,1/2 (7”, 67 ¢) = §h¢n,l,ml,1/2 (Ta 97 ¢)7 (48)
para o caso do spin up, ms; = 1/2. E também,
N 1
San,l,ml,fl/Q (Ta 9) ¢) = _ih2wn,l,ml,fl/2 (7’, 97 ¢)7 (49)
N 1
quvzjn,l,ml,fl/Q(ra 07 ¢> = _§h¢n,l,ml,fl/2(r7 07 ¢>a (41())
para o caso de spin down, mgs = —1/2.

4.3 Momento angular total

O momento angular total, denotado por J_; inclui a soma do momento angular
orbital L e o spin S , isto é, J=L+S.Com isso, é possivel definir o operador momento

angular total J , 0 qual, juntamente com jz, satisfaz as equagoes de autovalores dadas por

TP, (1,0, 0) = B25( + 1), (1,6, 0), (4.11)
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A

Jz\Ifj,mj(r,H,qﬁ) = hmj\Ilj,mj(T,O, ¢) (412)

Nesse arcabouco, o nimero j pode assumir valores dados por j = [+ s; enquanto o
nimero m; pode assumir os valores m; = —j,—j+1,...,0,...,7 — 1, 7. E importante notar
que nos casos de particulas de spin semi-inteiro, como elétrons e ntcleons, 57 pode assumir
valores inteiros e semi-inteiros; nestes casos, m; também sera semi-inteiro, e m; = 0 nao

¢ um valor permitido.

Como exemplo, toma-se um elétron que esteja num estado em que seu momento
angular orbital seja igual a zero, isto é, [ = 0. Como para o elétron s = 1/2, o nimero j

pode assumir somente o valor j = 1/2, enquanto m; = 1/2 ou m; = —1/2.

No caso de um elétron cujo momento angular orbital seja igual a [ = 1, podemos

ter j = 3/2 (pois j =+ s), e assim, m; pode assumir os valores —3/2,—1/2,1/2,3/2.

Dessa maneira, nota-se que para um dado [, a inclusao do spin do elétron dobra
a quantidade de estados permitidos. Por exemplo, se n = 0 e [ = 0, ter-se-ia a funcao
de onda ¥, pois s6 haveria m; = 0. Contudo, se o spin for considerado, pode-se ter
os estados representados pelas fungoes de onda Wo 0172 € Vo0, —1/2. Assim, os aspectos

aqui esbocados sobre momento angular serao bastante titeis no préximo capitulo.
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5 Interacao spin-orbita

Tendo em vista que o modelo até aqui desenvolvido nao ter sido suficiente para
predizer a quantidade de ntcleons por camada que esteja consoante a experiéncia, é ne-
cessario aprimora-lo. Uma proposta é considerar uma interacao analoga a interacao spin-
orbita estabelecida na resolugao do a&tomo de hidrogénio na mecanica quantica. A proposta
é acrescentar no hamiltoniano o termo de spin-6rbita (MAYER, 1949; MAYER; JENSEN,
1955; GREINER; MARUHN, 1996),

—

Hep = ®(r)S - L, (5.1)

— -

em que S é o vetor spin do nucleon, enquanto L é o vetor momento angular do nu-
cleon, e ®(r) uma fungado com dependéncia radial que pode ser modelada com base na

fenomenologia.

O termo spin-6rbita adicionado a interagao entre nicleons encontra embasamento
experimental, conforme pode ser verificado no trabalho Greiner e Maruhn (1996) e Bohr
e Mottelson (1998).

Na abordagem que é construida neste capitulo, o momento angular total J serd
utilizado, o qual é definido por J = L + S. Usando o fato que J% = (L + S) - (L4 S) =
L?+ 824+ 2L - S, escreve-se que L - S = 1(J?> — L? — S?). A escrita dessa tltima forma

facilitara a resolugdo do problema posto.

A presenca do termo dado na equagao (5.1) é responsavel por causar um desmem-
bramento de cada nivel de energia, autovalores das equagoes (3.6-3.7), em dois, os quais
sao correspondentes aos autovalores de L-S. 0Ou seja, originalmente, pelas equagoes (3.6-
3.7), havia uma equacao de autovalores dada por Hiy = E1, na qual E sdo os autovalores.
Por conseguinte, tem-se uma equagao de autovalores dada por (H+Hgr )Y = E'), em que
E =FE,+E;,ouE,;;=(2n+1+ %)hw + E;, sendo que E; representa os autovalores do
termo spin-6rbita. Define-se ¢ = u,,;F', em que F' é uma fungdo dependente das varidveis

angulares e do spin.

Dos cursos de mecanica quintica (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1977;
GRIFFITHS; FREITAS, 2011), sabe-se que os autovalores de L - S e, logo, de S(JP—L*—
S?), sdo dados por

Lo 2 2 Ay

§(J - L*-5 )F:?[j(j—i—l)—l(l+1)—5(3—|—1)]F, (5.2)
em que se define E; = m%[j(j +1) =11 +1) = s(s+1)], em que & = 7 u,, ;@ (r)dr. Como
os nucleons sao particulas de spin s = 1/2, é possivel escrever

2

Ej:,f; j(j+1)—l(l+1)—z | (5.3)
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Deve-se observar que j = [ + s resulta em dois possiveis valores para cada valor de [:

j=1—1/2ej=141/2. Assim escreve-se, respectivamente

h2
Ej:l—l/2 = —/{?(l + 1), (54)
(S
h2
Ej:l+1/2 = /{El (55)

A separacao energética entre dois niveis orbitais ¢ AL = Ej_j 110 — Ej—j_1/2 = /ihQ(l +
1/2).

Experimentalmente, sabe-se que a energia do nivel em que j = [ —1/2 é mais ele-
vada que do nivel em que j = [41/2. Por esse motivo, o termo de acoplamento spin-érbita
deve ser negativo, entao cada nivel de energia possivel E,,;; contém os desdobramentos:

E,i—Ei2 e By — Ej_1/2. Além disso, o arcabougo experimental infere que o coeficiente
K possui valor absoluto entre 0,3 MeV/h? e 0,6 MeV/A? (GREINER; MARUHN, 1996).

Isto posto, tabelam-se os primeiros valores de £, para [ = 0,--- ,6, a partir das
equagoes (5.4) e (5.5) com os respectivos subniveis rotulados com a notagao espectrosco-
pica, (1=0,1,2,3,4,5,6...) = (s,p,d, f,q,h,1,...).

[ J notacao espectroscopica Energia
-1/2 - -
0 1/2 81/2 0
1/2 P1/2 —/ihQ
1 3/2 P3/2 %:‘ihQ
3/2 d3/ —3kh?
2 5/2 d5/2 KﬁQ
5/2 f5/2 —2kh?
3 7/2 f7/2 %:‘ihQ
7/2 g7/2 —g/ﬁh2
4 9/2 99/2 2%712
9/2 hg /2 —3kh?
5 11/2 hi1/ 2kh?
1]./2 7;11/2 —%Iih2
6 13/2 i13/2 SI{hQ

Tabela 5 — Valores de energia do desdobramento spin-orbita e as respectivas camadas
espectroscopicas.

A partir da Tabela 5, é possivel posicionar os niveis e subniveis energéticos do
modelo de camadas com a interacao spin-Orbita e assim ao contar o nimero de degene-
rescéncia D de niicleons permitidos, conforme o principio de exclusao de Pauli, em uma

camada completamente ocupada.
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Dessa maneira, pelo principio de exclusao de Pauli, dois ntcleons nao podem ter
o mesmo conjunto de nimeros quanticos (n,l, j,m;). Da mecénica quantica (obtida na

equagao (3.24)) para um dado valor de j tem-se que

mj:_j7_<j_1)7 7_170717 7j_17]

Isso resulta em um total de 25 + 1 valores para cada j.

Conclui-se, logo, que pelo principio de exclusao de Pauli, um orbital completo pode
conter um méaximo de D(j) = 2j + 1 nicleons. Adquirindo a distribui¢ao dos niicleons
nesse modelo de camadas, relembrando que da equacao (3.38), tem-se que N =2+,

de modo que se constroi as camadas com

e« N =0, resulta que n = 0 e I = 0. De acordo com a Tabela 5, tem-se apenas um
subnivel e corresponde a 1s; /5. Conforme a regra do principio de exclusao de Pauli,
da expressao, pode-se alocar 2j + 1 nicleons nesse nivel. Com j = 1/2 obtém-se que

apenas dois nicleons completam esse nivel, entao D = 2.

« N' =1, resulta que n = 0 e [ = 1. Consoante a Tabela 5, tém-se apenas dois
subniveis correspondente a 1p; /5 e 1ps/e. Segundo a expressao 2j + 1, em 1p; /5 tem-
se j = 1/2, e dois nicleons podem ocupar esse subnivel; em 1ps/, tem-se j = 3/2,
e quatro nucleons podem ocupar esse subnivel. Resulta que D = 6 nicleons no

maximo podem ocupar esse nivel.

« N’ =2 apresenta duas possiveis combinacoes:

(i) n =0el =2, que de acordo com a Tabela 5, tém-se os dois subniveis corres-
pondentes a 1d;/; e 1ds/2. Segundo a expressao 2j + 1, em 1dz/, tem-se j = 3/2, tal
que quatro nicleons podem ocupar esse subnivel; em 1ds/, tem-se j = 5/2, e seis
nicleons podem ocupar esse subnivel.

(ii) n =1 el =0, que de acordo com a Tabela 5, tem um subnivel e corresponde
a 2s1/ com a possibilidade de mais dois niicleons ocuparem esse estado. Resulta
entdo que D = 4 + 6 + 2 = 12 nicleons no méximo podem ocupar esse nivel. E
importante também observar, na Tabela 5, a ordem dos niveis de energia, que do
menor para o maior fica 1ds/s, 2512 € 1ds/e. O nivel 251/, nao é afetado pelo aco-
plamento spin-érbita, ao passo que o subnivel 1dz/; sobe e o subnivel 1ds,, desce
em concordancia com a regra que o subnivel j + 1/2 fica abaixo do subnivel j —1/2

para um mesmo n € {.

’ . ’ ’ ’ A . / ,
Até aqui, é palpavel que um nucleo atémico com a camada N = 0 tenha o ntimero
7 . . ! 7 Ve .
magico igual a 2, para N = 1 as camadas completas resultam no nimero magico 8
4 v 7 . .
e para N = 2 as camadas completas resultam no niimero magico igual a 20. Estes

trés primeiros niimeros estao de acordo com o previsto na secao 3.4 visto na Tabela
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4. Entretanto, para a camada N = 3 o acoplamento spin-6rbita afeta a separacio

dos subniveis conforme mostrado a seguir.

N' = 3 é um nivel dividido em duas camadas. Para n = 0 e [ = 3 ha os dois
subniveis correspondentes a 1fs5/2 e 1f7/2, que de acordo com a Tabela 5 a energia
do subnivel 1 f7/, sera E = %wh— %/{712 que estd abaixo do subnivel 1 f5/ com energia
E = Jwh+ 2kh*. A separacdo entre esses dois niveis vale AE; = kh?(1 + 1) = Trh?,
de forma que se observa uma separagao energética consideravel. O subnivel 1f7/, é
apreciavelmente baixo, de tal forma que este é levado a um isolamento justificavel,
o que leva o subnivel 1f7/; ao status de uma camada fechada com um ndmero de
ocupagao igual a D(7/2) = (2-7/2+ 1) = 8, alcancando o préximo nimero magico
igual a 28 (MAYER; JENSEN, 1955).

O subnivel 1f5/2, com D = 6 ird se associar aos outros subniveis de N "=3,n=1
el =1, que sao 2pi/; e 2p3, com D = 2 e D = 4 respectivamente. Isso resulta
em um numero de ocupacao igual a 12, que somado com o niimero magico anterior
28 resulta em 40 que nao é um numero magico. Da mesmo forma que aconteceu
com o subnivel 1f7/5, um subnivel do nivel N " = 4 devido ao acoplamento spin-
érbita, desce para se associar com os subniveis 1f5/2, 2pi/2 € 2p3/» para formarem
uma camada estdvel. Esse subnivel vem dos ntimeros quanticos N' =4, n = 0 e
[ = 4, como se observa na Tabela 5, o subnivel 1gg/, esta abaixo do subnivel 1g7/,,
e sendo também observado na experiéncia, que o subnivel 1gg/, com D = 10 se
associa subniveis 1f5/2, 2p1/2 € 2p3/2 para obter a camada completa com nimero
magico igual a 50. Os dados empiricos mostram que os niveis de energia do menor
para o maior é 2pg2, 1f5/2, 2p1/2 € 1gg/2 (MAYER; JENSEN, 1955).

N’ = 4 tem um subnivel 1g7/2, com D = 8 para os numeros quanticosn =0 el = 4.
Existem dois subniveis paran =1 el = 2 que sdo 2ds/; e 2ds/, com D =4 e D =6
respectivamente. E existe um subnivel para n = 2 e [ = 0 que ¢ o subnivel 3s;/, com
D = 2. Até aqui tem-se um niimero de ocupacao para esses subniveis igual a 20,
que resulta um numero de nicleons acumulados igual a 70, que nao ¢ um nimero
mégico. E como antes os dados empiricos mostram que um subnivel de N' = 5
desce para compor uma camada com 1g7/2, 2d3/2, 2ds5/2 € 351/2. O subnivel que tem
ntimeros quanticos N' =5, n = 0 el = 5 que desce do nivel N' = 5 é o subnivel
Lhiij2 com D = 12. Assim essa camada tem subniveis com ordem energética do
menor para o maior dado por 1g7/2, 2ds/2, 2d3/2, 3512 € 1hy1 /2 totalizando D = 32

e nimero de ocupacao igual a 82, um nimero mégico.

N’ = 5 tem o subnivel lhg;p comn = 0 el =5 com D = 10. Paran = 1 e
[ = 3 tém-se dois subniveis 2f5/, e 2f72 com D = 6 e D = 8 respectivamente.
Paran = 2 e [ = 1 tem-se mais dois subniveis 3p;/; € 3p3, com D =2 e D = 4

. . Ve /
respectivamente. Como nos casos anteriores, um subnivel de N' =6, com n =0 e



83

| = 6 desce para compor essa camada. E o subnivel 14,3 s2 com D = 14 que desce e
completa a camada com niveis de energia do menor para o maior dado por lhg)s,
2f7/2, 2f5/2, 3p3/2, 3p1y2 € liyz)e totalizando D = 44 e o niimero de ocupagao igual

a 126, outro nlimero magico.

N =6comn=0el=>5tem um subnivel liy 2 com D = 12, o subnivel 1i3/,,
como explicado acima tem nivel energético baixo que o coloca na camada anterior.
Paran =1 el = 4, em concordancia com a Tabela 5 corresponde aos subniveis 2gq /2
e 2g7/2 cada D = 10 e D = 8 respectivamente. Para n = 2 e [ = 2 tem subniveis
3ds)2 € 3d3/ com D = 6 D = 4 respectivamente. Para n = 3 e [ = 0 tem um tnico
subnivel 451/ com D = 2. A ordem energética nessa camada, de acordo com os
dados experimentais, do menor valor para o maior valor ¢ dada por: 2gg/2, 3ds)2,
121172, 2g7/2, 45172, 3d3/2 mais um subnivel 175/ que desce do nivel N =7n=0
el =7 com D(15/2) = 16, resultando no nimero de degenerescéncia total para
essa camada, D = 58. Até essa camada o nimero de ocupacao ¢é igual a 184, um

potencial nimero magico.

E assim, obtém-se todos os niimeros mégicos: 2, 8, 20, 28, 50, 82 e 126. A analise

aqui realizada abrange tanto protons, quanto néutrons.

Assim, o nucleo é estavel se possui o nimero de protons ou o nimero de néutrons

igual a algum nimero magico. Existem os ntcleos denominados de duplamente magicos

que possuem tanto o numero de prétons como o de néutrons igual a um dos nimeros

magicos. Apresenta-se na Tabela 6 o resumo descritivo do modelo de camadas seguindo

a ordem energética de baixo para cima (ordem crescente).

A seguir, h4 o exemplo do is6topo de potassio 39K, cuja configuragao do estado

fundamental no modelo de camadas é mostrado na Figura 15,

ld3 /o évé évé@
251/2 Ak@ ‘k@
1d5/2 P P N N
YIVYIVE YIVYIVYSY
1p1/2 év év
1p3/2 $®“@ @@n@
L5172 $¢ $¢
Prétons Neéutrons

Figura 15 — Modelo de camadas para o $5K.
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N [ mnotagao espectroscépica spin-orbital D nimero magico
0 4s
2 3d .
6 4 2g . 58 184
6 17 Li11/2
Livz )2
1 3p 3p1/2
3p3/2
5 3 2f 2152 44 126
2f7/2
5 1h Lhg /s
Lhi1y2
0 3s 381/2
4 2 2d 2d3/9 32 82
2ds 2
4 lg 1g7/2
Lgg/2
1 2p 2p12
3 1fs/2 22 50
3 1f 2p3/2
Lf7/2 8 28
0 2s 1d3/2
2 251 /2 12 20
2 1d Lds /o
1273/2
0 0 1s 151/2 2 2

Tabela 6 — Predicao dos niimeros mégicos no modelo de camadas. O valor de D é o niimero
, , /
de nicleons em cada nivel N .

Observa-se que o potéssio 39K tem o niimero de prétons Z = 19 distribuido até a camada
1ds/o. O ntimero de néutrons distribuidos nas camadas completam o niimero mégico igual
a 20. Todos os nicleons estao pareados exceto o proton 1ds/. Isso resulta que o momento

angular do estado fundamental é j =1 —s=2—1/2 = 3/2.
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6 Consideracoes finais e perspectivas futuras

Em virtude dos aspectos desenvolvidos, ao longo deste trabalho foram explorados
o modelo de camadas e sua aplicagdo na compreensao e obtencao dos niimeros magicos
nucleares, de modo que foi realizada uma revisao pedagogica desse modelo. Nesse sentido,
perante o detalhamento tedrico e da resolugao analitica da equagdo de Schrodinger para
0 poco potencial infinito e o modelo do oscilador harmoénico, constatou-se que apesar
da eficicia de uma andlise simples, com potenciais menos robustos acerca das camadas
nucleares, é imprescindivel considerar a interacao spin-6rbita para a obtencao dos niimeros

magicos nucleares, tal qual previsto por Mayer e Jensen.

Assim, de maneira geral, a complexidade dos modelos nucleares se tornou expli-
cita devido aos processos que permearam sua construcao e difusao ao longo da historia,
demonstrando a necessidade de constantes desenvolvimentos e aprimoramentos acerca da
descricao da estrutura aliada as dinamicas fisicas intrinsecas ao nicleo atémico. Nesses
aspectos, a importancia do modelo de camadas se torna evidente, verificando-se extrema-

mente precisas para o estudo da estabilidade nuclear.

Portanto, o resultado primordial residiu na obtencao dos niimeros magicos, que
definem a estabilidade dos niicleos atomicos, a partir da equagado de Schrodinger. A supo-
sicao feita na elaboragao do modelo foi a de que os niicleons interagem uns com os outros,
tanto em relacao a forga forte, e no caso dos protons também como com respeito a forca
eletrostatica. Esta interacdo, por sua vez, foi modelada via um campo médio, o qual foi
aproximado pela energia potencial do oscilador harmoénico. Com isso, foi possivel fazer o
tratamento de uma unica particula. Nao obstante, somente essa suposicao foi insuficiente
para descrever todos os niimeros magicos; e assim, foi necessarioque incluir no hamiltoni-
ano uma forte interacdo do tipo spin-érbita. Feito isso, todos os niimeros magicos foram
obtidos, quais sejam: 2, 8, 20, 28, 50, 82 e 126. Desse modo, o niicleo é estavel se possui

o numero de prétons ou o nimero de néutrons igual a algum nimero mégico.

Em suma, este trabalho se apresenta como um passo fundamental para investigar
os nimeros magicos nucleares junto ao modelo de camadas e apresenté-los de forma dida-
tica, espera-se que trabalhos futuros aprofundem os conhecimentos a serem construidos e
fornecam uma contribuicao relevante para as instancias do campo da fisica nuclear e para
a compreensao da estrutura dos nucleos atomicos. Espera-se que este trabalho cumpra
com um dos seus objetivos, visando fornecer subsidios didaticos para estudantes que quei-
ram compreender melhor o modelo das camadas nucleares, especialmente em disciplinas

de introdutorias de fisica nuclear.

Para trabalhos futuros, cuja finalidade seja apresentar e explorar didaticamente
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modelos nucleares, sugere-se abordar o problema da estabilidade nuclear e outras propri-
edades nucleares por diferentes modelos, desde hamiltonianos de muitos corpos até outros
tipos de energia potencial. Ademais, sugere-se o enfoque do avanco que modelo de cama-
das promoveu outros modelos nucleares, como a abordagem de camadas deformadas e em

modelos mistos.



87

Referencias

ABDULLAH, K. Fundamentals in Nuclear Physics. [S.1.]: Noor Publishing, 2017. Citado
na pagina 38.

ARFKEN, G. B.; WEBER, H. J. Mathematical methods for physicists. Published:
Amsterdam; Boston: FElsevier, n. 6, 2005. Citado 4 vezes nas paginas 14, 61, 63 e 64.

BOHR, A.; MOTTELSON, B. R. Nuclear Structure. [s.n.], 1998. v. 1. Disponivel em:
<https://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/3530>. Citado na pagina 79.

BOWMAN, F. Introduction to Bessel Functions. [S.1.]: Dover Publications Inc. New
York, 1958. Citado 3 vezes nas paginas 13, 64 e 65.

COHEN-TANNOUDIJI, C.; DIU, B.; LALOE, F. Quantum Mechanics. [S.1.]: John Wiley
& Sons, 1977. v. 2. Citado na pagina 79.

COKER, R. Fermi gas. 2024. <https://web2.ph.utexas.edu/~coker2/index.files/
fermigas.htm>. [Acesso em 31 de julho de 2024]. Citado 2 vezes nas paginas 39 e 40.

CONTI, A. C. d. Andlise dos efeitos da correcdo de camadas para a distribuicao de
massa do ‘°Ca. Tese (Doutorado) — Universidade Estadual Paulista (UNESP), 1995.
Citado 3 vezes nas paginas 32, 35 e 42.

COOK, N. D. Models of the atomic nucleus: unification through a lattice of nucleons.
[S.L]: Springer, 2010. Citado 10 vezes nas paginas 13, 28, 29, 30, 31, 38, 41, 42, 48 e 51.

COTTINGHAM, W. N.; GREENWOOD, D. A. An introduction to nuclear physics.
[S.1.]: Cambridge University Press, 2001. Citado 6 vezes nas paginas 13, 34, 43, 45, 47
e 54.

DIRAC, P. A. M. The principles of quantum mechanics. [S.1.]: Oxford University Press,
1981. Citado na pagina 76.

EISBERG, R.; RESNICK, R. Fisica quantica. Campus, Rio de Janeiro, 1979. Citado
15 vezes nas paginas 13, 27, 31, 35, 37, 38, 40, 41, 46, 49, 50, 51, 52, 54 e 55.

EPE. Matriz Energética e Elétrica. 2024. <https://www.epe.gov.br/pt/abcdenergia/
matriz-energetica-e-eletrica>. Empresa de Pesquisa Energética. Online. Acesso em 1 de
junho de 2024. Citado na péagina 21.

EPE. Relatorio Sintese 2024: Balango Energético Nacional 2023. 2024.
<https://www.epe.gov.br/pt/publicacoes-dados-abertos/publicacoes/
balanco-energetico-nacional-2024>. Empresa de Pesquisa Energética. Online.
Acesso em 1 de junho de 2024. Citado 2 vezes nas paginas 13 e 21.

FEENBERG, E. Nuclear shell structure and isomerism. Physical Review, APS, v. 75,
n. 2, p. 320, 1949. Citado na pagina 42.

FENYES, T. Basic properties of the atomic nucleus. Handbook of Nuclear Chemistry,
p- 39, 2011. Citado 7 vezes nas paginas 13, 23, 33, 34, 70, 71 e 72.



88 Referéncias

FOSSION, R. Nuclear models. In: AMERICAN INSTITUTE OF PHYSICS. AIP
Conference Proceedings. [S.1.], 2010. v. 1271, n. 1, p. 24-64. Citado na pégina 30.

FREITAS, J. C. C.; BONAGAMBA, T. J. Os ntcleos atomicos e a RMN. Fundamentos
e aplicagoes da ressondncia magnética nuclear. Rio de Janeiro: AUREMN, 1999. Citado
8 vezes nas paginas 38, 40, 41, 48, 49, 50, 51 e 66.

GAMOW, G. Mass defect curve and nuclear constitution. Proceedings of the Royal
Society of London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical
Character, The Royal Society London, v. 126, n. 803, p. 632-644, 1930. Citado 2 vezes
nas paginas 22 e 31.

GREINER, W. Quantum mechanics: an introduction. [S.1.]: Springer Science & Business
Media, 2011. Citado na péagina 76.

GREINER, W.; MARUHN, J. A. Nuclear models. [S.l.]: Springer, 1996. Citado 6 vezes
nas paginas 28, 30, 42, 43, 79 e 80.

GRIFFITHS, D. J.; FREITAS, L. Mecanica quantica. [S.1.]: Pearson Prentice Hall, 2011.
Citado 3 vezes nas paginas 57, 73 e 79.

HAXEL, O.; JENSEN, J. H. D.; SUESS, H. E. On the "magic numbers'in nuclear
structure. Physical Review, APS, v. 75, n. 11, p. 1766, 1949. Citado 2 vezes nas paginas
42 e 43.

HEYDE, K. Basic ideas and concepts in nuclear physics: an introductory approach. [S.1.]:
CRC Press, 2020. Citado 7 vezes nas paginas 13, 31, 32, 47, 60, 61 e 70.

KAMAL, A. Nuclear physics. [S.1.]: Springer, 2014. Citado 12 vezes nas paginas 23, 27,
98, 31, 32, 39, 42, 45, 49, 51, 55 ¢ 56.

KRANE, K. S. Introductory nuclear physics. [S.1.]: John Wiley & Sons, 1991. Citado 20
vezes nas paginas 13, 27, 31, 37, 40, 41, 42, 46, 48, 49, 50, 52, 54, 57, 59, 66, 67, 71, 72
e 76.

KRMI, J.; KAVI, M. Investigating the potential of nuclear energy in achieving a
carbon-free energy future. Energies, v. 16, n. 9, 2023. ISSN 1996-1073. Disponivel em:
<https://www.mdpi.com/1996-1073/16/9/3612>. Citado na pégina 22.

LAMARSH, J. R.; BARATTA, A. J. Introduction to nuclear engineering. [S.1.]: Prentice
hall Upper Saddle River, NJ, 2001. v. 3. Citado na pagina 27.

LANDAU, L. D.; LIFSHITZ, E. M. Quantum mechanics: Non-relativistic theory. [S.1.]:
Elsevier, 2013. v. 3. Citado na pagina 42.

LILLEY, J. Nuclear physics: principles and applications. [S.1.]: John Wiley & Sons, 2013.
Citado 2 vezes nas péaginas 13 e 46.

MARTIN, B. R.; SHAW, G. Nuclear and Particle Physics: An Introduction. [S.1.]: John
Wiley & Sons, 2019. Citado 17 vezes nas paginas 13, 23, 31, 38, 39, 40, 42, 43, 45, 47,
48, 50, 51, 52, 53, 54 e 55.

MAYER, J. H. D. J. M. G. Elementary theory of nuclear shell structure. Wiley, 1955.
Citado na pagina 42.



Referéncias 89

MAYER, M. G. On closed shells in nuclei. Physical Review, APS, v. 74, n. 3, p. 235,
1948. Citado na péagina 42.

MAYER, M. G. On closed shells in nuclei II. Physical Review, APS, v. 75, n. 12, p. 1969,
1949. Citado 3 vezes nas paginas 42, 44 e 79.

MAYER, M. G. Nuclear configurations in the spin-orbit coupling model. ii. theoretical
considerations. Physical Review, APS, v. 78, n. 1, p. 22, 1950. Citado na pagina 42.

MAYER, M. G. The shell model. Science, American Association for the Advancement of
Science, v. 145, n. 3636, p. 999-1006, 1964. Citado 8 vezes nas paginas 14, 42, 44, 45,
47,52, 54 e 55.

MAYER, M. G.; JENSEN;, J. H. D. Elementary theory of nuclear shell structure. Science,
v. 122, n. 3170, p. 603-603, 1955. Disponivel em: <https://www.science.org/doi/abs/10.
1126 /science.122.3170.603.b>. Citado 2 vezes nas paginas 79 e 82.

MG6LLER, P.; SIERK, A. 80 years of the liquid drop 50 years of the macroscopic-
microscopic model. International Journal of Mass Spectrometry, v. 349-350, p.
19-25, 2013. ISSN 1387-3806. 100 years of Mass Spectrometry. Disponivel em:
<https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1387380613001346>. Citado na
pagina 32.

OLANDER, D. Nuclear fuels present and future. Journal of Nuclear Materials,

v. 389, n. 1, p. 1-22, 2009. ISSN 0022-3115. Thermochemistry and Thermophysics of
Nuclear Materials. Disponivel em: <https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
50022311509000063>. Citado na pagina 22.

PANUSH, L. Atomic nucleus models. School Science and Mathematics, Wiley Online
Library, v. 64, n. 4, p. 312-318, 1964. Citado 3 vezes nas paginas 23, 24 e 31.

SAKURAGI, Y. Saturation of nuclear matter and roles of many-body forces: nuclear
matter in neutron stars probed by nucleus-nucleus scattering. Progress of Theoretical
and Fxperimental Physics, Oxford University Press, v. 2016, n. 6, p. 06A106, 2016.
Citado 2 vezes nas paginas 31 e 33.

SAMAR, C. Shell Model of Nucleus: Magic Numbers. 2021. Acesso em 1 de
julho de 2023. Disponivel em: <https://www.mphysicstutorial.com/2021/01/
shell-model-in-nuclear-physics-magic-number.html>. Citado na pagina 42.

SMIRNOVA, N. Shell structure evolution and effective in-medium NN interaction.
interactions, v. 30, p. 09, 2009. Citado na pagina 23.

SOMA, V. From the liquid drop model to lattice QCD: A brief history of nuclear
interactions. The Furopean Physical Journal Plus, Springer, v. 133, p. 1-22, 2018.
Citado 2 vezes nas paginas 31 e 32.

SZAMOSI, G. On the spin-orbit interaction between nucleons. Acta Physica Academiae
Scientiarum Hungaricae, Springer, v. 3, n. 3-4, p. 243-254, 1954. Citado na pagina 23.

THAKUR, V.; DHIMAN, S. K. A study of charge radii and neutron skin thickness near
nuclear drip lines. Nuclear Physics A, v. 992, p. 121623, 2019. ISSN 0375-9474. Disponivel
em: <https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0375947419301988>. Citado
na pagina 71.



90 Referéncias

TIPLER, P. A. Fisica Moderna. [S.1.]: Reverté, 1994. Citado 15 vezes nas paginas 13,
93, 35, 40, 45, 47, 48, 49, 51, 52, 53, 57, 59, 60 e T6.

WALET, N. Nuclear and particle physics. 2010. Citado 4 vezes nas paginas 31, 33, 34
e 35.

ZETTILI, N. Quantum mechanics: Concepts and Applications. [S.1.]: John Wiley & Sons,
2009. Citado na pagina 73.

ZHANG, T. et al. A review on emerging mixed-spectrum nuclear reactors for safety and
sustainability of nuclear energy systems. Renewable and Sustainable Energy Reviews,
Elsevier, v. 202, p. 114666, 2024. Citado na pagina 22.



