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Jéssica Vasconcelos de Abreu
Juliana Magalhães Rosa
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Resumo

Este trabalho teve como objetivo principal a implementação computacional do

modelo de Regressão Binomial Negativa Inflacionada de Zeros Geograficamente Ponde-

rada (RBNIZGP) em linguagem R. Para isso, foi feita, primeiramente, uma análise teórica

dos tópicos que servem como base para esse modelo: Modelos Lineares Generalizados

(MLG) e Regressão Geograficamente Ponderada (RGP). Em seguida, foi analisada a ma-

cro GWZINBR em SAS, já utilizada anteriormente para ajustar o referido modelo a dados

de COVID-19 na fase inicial da pandemia na Coreia do Sul. Com o entendimento da ma-

cro e de comportamentos espećıficos dos dois softwares, R e SAS, foi posśıvel a criação

do pacote gwzinbr no R, já dispońıvel na plataforma CRAN. As funções do pacote são

explicadas de forma detalhada no presente relatório. Com o intuito de testar o funciona-

mento desse novo pacote e comparar suas sáıdas com aquelas obtidas através do SAS, um

estudo de caso foi feito com os mesmos dados da COVID-19 já citados e seus resultados

foram visualizados e analisados com o apoio de tabelas, mapas e outras imagens.

Palavras-chaves: Regressão Geograficamente Ponderada; Binomial Negativa Infl-

caionada de Zeros; estat́ıstica espacial; R.
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2.2 Parâmetros das distribuições binomial, Poisson e binomial negativa . . . . 15

2.3 Funções de ligação para o modelo binomial negativo inflacionado de zeros . 15

3.1 Modificações na RBNIZGP que resultam em outros modelos de regressão . 26
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de zeros no modelo RBNIZGP na Coreia do Sul . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.18 Distribuição espacial das estimativas do parâmetro de superdispersão no
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Caṕıtulo 1

Introdução

Na área de saúde, é comum observar fenômenos de contagem com caracteŕısticas

espaciais os quais apresentam a particularidade de conter excesso de zeros. Isso signi-

fica que, apesar de algumas regiões apresentarem contagens altas, a maioria dos locais

investigados não registrou nenhuma ocorrência do evento de interesse.

A análise de estruturas que incorporam esse tipo de informação pode contemplar,

ao menos, dois importantes métodos. O primeiro é a Regressão Geograficamente Ponde-

rada (RGP), proposta por Brunsdon et al. (1996), que é uma técnica de modelagem de

dados que lida com a condição de não estacionariedade espacial, ou seja, com processos que

são variantes no espaço. A RGP possibilita o mapeamento e a estimação de parâmetros

para cada localização no espaço, ao invés de ter uma superf́ıcie de tendência a eles ajus-

tada. Já algumas extensões de modelos lineares generalizados (Nelder e Wedderburn,

1972) permitem o ajuste de dados de contagem, em particular, aqueles que apresentam

inflação de zeros.

É posśıvel citar como exemplos as distribuições Poisson Inflacionada de Zeros

(PIZ) (Lambert, 1992) e Binomial Negativa Inflacionada de Zeros (BNIZ) (Hall, 2000;

Garay et al., 2011; Yau et al., 2003).Tendo em vista essas caracteŕısticas e também a

espacialidade e a superdispersão dos dados, foi proposta a Regressão Binomial Negativa

Inflacionada de Zeros Geograficamente Ponderada (RBNIZGP) (Da Silva e De Sousa,

2023).

A partir de algoritmo desenvolvido no software SAS para essa regressão, foi elabo-

rado um estudo de caso para analisar contágios de COVID-19 na Coreia do Sul (Weinstein

et al., 2021). Todavia, considerando que o R é um dos softwares estat́ısticos mais utili-

zados atualmente e sendo este uma ferramenta de acesso livre, é importante que exista

uma função da RBNIZGP nessa linguagem para que os pesquisadores interessados possam

8
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fazer uso desta metodologia com maior facilidade.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo geral implementar o algoritmo da RBNIZGP

na linguagem de programação R, com base na macro já desenvolvida para o modelo no

software estat́ıstico SAS.

1.1.2 Objetivos Espećıficos

� Compreender a implementação da técnica RBNIZGP em SAS, a partir da macro já

existente;

� Replicar o algoritmo em linguagem de programação R;

� Ajustar o modelo RBNIZGP nos dois softwares ;

� Conferir compatibilidade dos resultados entre os softwares a partir de um mesmo

conjunto de dados.



Caṕıtulo 2

Modelos Lineares Generalizados

2.1 Introdução

Modelos Lineares Generalizados (MLG) constituem uma classe de modelos es-

tat́ısticos que são extensões do modelo linear clássico, acomodando diferentes tipos de

dados por meio de diferentes distribuições de probabilidades para a variável resposta.

Introduzidos por Nelder e Wedderburn (1972), os MLG também permitem a análise da

relação entre uma variável resposta Y e variáveis independentes X1, ...Xn, mas conside-

rando situações diversas como, por exemplo, distribuição não normal da resposta. São

especialmente úteis na modelagem de dados de contagem, a partir de uma estrutura geral

a qual pode lidar com caracteŕısticas como a natureza discreta desse tipo de informação

e eventuais casos de superdispersão.

Além disso, na formulação original dos autores dessa teoria, a distribuição da

variável resposta Y pertence, regularmente, à famı́lia exponencial uniparamétrica e que,

por sua vez, contempla modelos como o Gaussiano, Poisson, binomial, binomial negativo

(este último, apenas no caso em que a precisão ou a dispersão é fixada) entre outros. Sendo

assim, o objetivo deste Caṕıtulo é explorar objetivamente os componentes de um modelo

linear generalizado, introduzindo a famı́lia exponencial de distribuições de probabilidade

e, especificamente, os modelos binomial e binomial negativo.

2.2 Famı́lia Exponencial

Dizemos que a distribuição de uma variável aleatória Y pertence à famı́lia expo-

nencial multiparamétrica (e que, por sua vez, é uma generalização da famı́lia exponencial

uniparamétrica) se sua função (densidade) de probabilidade puder ser expressa da seguinte

10
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forma:

f(y;θ) = h(y) exp

{
k∑
i=1

ηi(θ)ti(y)− b(θ)

}
(2.2.1)

em que θ é um vetor de k parâmetros; h(y) e t(y) = (t1(y), ..., tk(y))
⊤ são funções com valo-

res reais y observados para Y e que não dependem de θ; e b(θ) e η(θ) = (η1(θ), ..., ηk(θ))
⊤

são funções com valores reais dos parâmetros, possivelmente definidos pelo vetor θ.

A partir dessa expressão, pode-se definir a forma canônica da famı́lia exponencial

para um caso particular, quando η(θ) e t(y) são funções do tipo identidade, retornando o

mesmo valor usado como argumento. Logo:

f(y; θ) = h(y) exp {θy − b(θ)} (2.2.2)

Tal forma foi ampliada por Nelder e Wedderburn (1972) pela introdução do

parâmetro ϕ > 0, associado à dispersão da distribuição, de modo que:

f(y; θ;ϕ) = h(y) exp

{
θy − b(θ)

ϕ
+ c(y, ϕ)

}
(2.2.3)

onde θ é um parâmetro canônico, ϕ é um parâmetro de dispersão e b(.) e c(.) são funções

conhecidas. Desse modo, algumas distribuições podem ser descritas conforme a Equação

2.2.3, a exemplo da Poisson, binomial e binomial negativa.

2.3 Estrutura Geral

Um modelo linear generalizado consiste em três componentes:

� Componente aleatório: consiste em um conjunto de variáveis aleatórias independen-

tes Y1, ..., Yn pertencentes à famı́lia exponencial uniparamétrica.

� Componente sistemático: uma função linear que pode ser definida como

ηi = x⊤
i β (2.3.1)

onde o vetor de parâmetros β = (β1, ...βp)
⊤, cujos valores usualmente são desconhe-

cidos e devem ser estimados a partir dos dados, e a i-ésima observação das p variáveis

explicativas xi = (xi1, ..., xip)
⊤, com i = 1, ..., n, compõem o preditor linear η.

� Função de ligação: função que vincula a média E(Yi) = µi ao preditor linear, de

forma que:

ηi = g(µi) = x⊤
i β (2.3.2)
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em que g(.) é uma função monótona e diferenciável. Se a função de ligação for

selecionada de modo que g(µi) = θi = ηi, o preditor linear modelará o parâmetro

canônico θi de maneira direta, e isso é conhecido como função de ligação canônica.

2.4 Modelos Binomial e Binomial Negativo

A distribuição binomial é representativa de dados de proporções para eventos

binários. Se Y ∼ B(m,π), então Y é o número de sucessos em m ensaios de Bernoulli

independentes e π é a probabilidade de sucesso em cada ensaio (Dobson e Barnett, 2008).

A função de probabilidade na sua forma da famı́lia exponencial é a seguinte

(Dobson e Barnett, 2008):

f(y;m,π) = exp

(
y log

(
π

1− π

)
+m log(1− π) + log

(
m

y

))
(2.4.1)

com 0 < π < 1 e m ∈ N∗. Sob este modelo, Y possui média E(Y ) = mπ e variância

V ar(Y ) = mπ(1 − π). Assim, tem-se que V ar(Y ) < E(Y ). Algumas posśıveis funções

de ligação para o modelo binomial estão apresentadas na Tabela 2.1. A função de ligação

que será utilizada neste trabalho é a função de ligação canônica Logit.

Nesse caso, o logaritmo da função de verossimilhança sob este modelo é dado por:

L(β,y) =
n∑
i=1

{
yi(x

⊤
i β)− log (1 + ex

⊤
i β) + log

(
m

yi

)}
(2.4.2)

em que n é o tamanho da amostra.

A qualidade do ajuste pode ser conferida pelo desvio (ou deviance), que mede a

discrepância entre o logaritmo da função de verossimilhança do modelo completo (para o

qual tem-se tantos parâmetros quanto observações) e do modelo ajustado. Quanto menor

o resultado da função desvio, melhor o ajuste do modelo aos dados. No caso do modelo

binomial, o desvio é dado por:

D(y, µ̂) = 2
n∑
i=1

[
yi log

(
yi
µ̂i

)
+(1− yi) log

(
1− yi
1− µ̂i

)]
(2.4.3)

onde µ̂i é o estimador de máxima verossimilhança de µi.

Assim como a distribuição binomial, a binomial negativa é também adequada para

dados de contagem. Considere um modelo de regressão com resposta binomial negativa

e Y1, Y2, ..., Yn variáveis aleatórias independentes tais que Yi ∼ BN(µi, ϕ). A função de
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Tabela 2.1: Funções de ligação para o modelo binomial

Logit Probit Log-log

log
(

π
1−π

)
= ex

T
i β

1+ex
T
i

β
Φ−1(πi) = Φ(xT

i β) log (− log (1− πi)) = 1− e−exiβ

Fonte: Sousa (2022)

probabilidade de Yi é dada por (Paula, 2004):

f(yi;µi, k) =
Γ(k + yi)

Γ(yi + 1)Γ(k)

(
µi

µi + k

)yi ( k

µi + k

)k
(2.4.4)

onde yi = 0, 1, 2, . . .; µ e k > 0 são, respectivamente, a média e o parâmetro de precisão.

As distribuições Poisson e binomial negativa são utilizadas para representar dados

de contagem, porém, a última também incorpora a sobredispersão por meio do parâmetro

α = 1/k. A média de Yi é dada por E(Yi) = µi e sua variância por V ar(Yi) = µi +

µ2
i /ϕ. Conclui-se, portanto, que V ar(Yi) > E(Yi), caracterizando a sobredispersão dessa

distribuição de probabilidade (Paula, 2004).

É posśıvel utilizar uma variável offset t que permite ajustar o modelo para di-

ferenças nas unidades de observação, mas sem incluir um coeficiente estimado para essa

variável, tal que:

log

(
µ

µ+ k

)
= Xβ + log (t) (2.4.5)

Considerando a função de ligação canônica, o logaritmo da função de verossimi-

lhança é dado por:

L(β,k,y) =
n∑
i=1

[
log

{
Γ(k + yi)

Γ(k)Γ(1 + yi)

}
+k log(k) + yi log(e

Xiβ)− (yi + k) log(k + eXiβ)

]
(2.4.6)

onde y = (y1, ..., yn)
T é a amostra de valores observados para Y e Γ(z) = (z − 1)!, para z

inteiro positivo, é a função gama.

A função desvio sob o modelo binomial negativo fica expressa por:

D(y, µ̂,k) = 2
n∑
i=1

[
yi log

(
yi
µ̂i

)
− (yi + k) log

(
1 + 1

k
yi

1 + 1
k
µi

)]
(2.4.7)

Vale mencionar que a distribuição Poisson é um caso limite da binomial negativa
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quando k −→ ∞ (ou α −→ 0). Ademais, ao contrário das regressões clássica e de Poisson,

o modelo Binomial Negativo regularmente não faz uso da função de ligação canônica

descrita em (2.4.5). Existem diferentes ligações que podem ser utilizadas, mas no modelo

tradicional de regressão Binomial Negativo denominado NB-2, é utilizada a função de

ligação logaŕıtmica g(µ) = θ = log µ (Hilbe, 2011). Como o modelo Binomial Negativo é

geralmente aplicado quando o modelo Poisson não é adequado, o uso da mesma função de

ligação da regressão de Poisson, cuja canônica é a logaŕıtmica, permite uma comparação

direta entre eles, facilitando a avaliação dos benef́ıcios da modelagem NB-2.

Para que os erros padrão possam ser calculados com base na matriz de informação,

o Método Escore de Fisher sofre alterações (Hilbe, 2011). Primeiramente, é definida a

matriz diagonal A0 com elementos dados por:

ai0 =
1

V (µ)

(
∂µ

∂η

)2

+(y − µ)
V (µ)g′′(µ) + V ′(µ)g′(µ)

V (µ)2g′(µ)3
(2.4.8)

sendo V (µ) a função de variância, η = (η1, ..., ηn)
⊤, µ = (µ1, ..., µn)

⊤ e i = 1, ..., n.

Assim, a matriz A é representada da seguinte forma:

A =
n∑
i=1

kexiβ

k + exiβ

(
yi − exiβ

k + exiβ
+ 1

)
(2.4.9)

Já a segunda derivada do logaritmo da função de verossimilhança, a qual pode

ser usada para o cálculo da variância de α, é:

H =
n∑
i=1

(
ψ′(k + yi)− ψ′(k) +

1

k
− 2

(k + µi)
+

(yi + k)

[(k + µi)(k + µi)]

)
(2.4.10)

onde ψ(z) = ∂ log Γ(z)
∂z

é a função digama e ψ′(z) = ∂ψ(z)
∂z

= ∂2 log Γ(z)
∂z2

a função trigama.

Considerando a aplicação de algum algoritmo de otimização, como Newton-

Raphson, para a estimação dos parâmetros do modelo binomial negativo, tem-se:

α̂ =
1

k̂
(2.4.11)

V ar(α̂) = − 1

Hk̂
(2.4.12)

em que α̂ e k̂ são os estimadores de α e k, respectivamente, e V ar(k̂) = − 1
H
.
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Tabela 2.2: Parâmetros das distribuições binomial, Poisson e binomial negativa

Distribuição ϕ θ b(θ) µ V (µ) c(y)

Binomial 1 log

(
µ

1−µ

)
m log(1 + eθ) meθ

1+eθ
µ
m (m− µ) log

(
m
y

)
Poisson 1 log (µ) µ = exp(θ) b′(θ) = exp(θ) b′′(θ) = exp(θ) = µ − log(y!)

Binomial Negativa 1 log

(
µ

µ+k

)
− log

(
k

µ+k

)
b′(θ) = µ

k b′′(θ) = µ(µ+k)
k2 log

[
Γ(k+y)

Γ(y+1)Γ(k)

]

2.5 Modelo Binomial Negativo Inflacionado de Zeros

O modelo binomial negativo inflacionado de zeros tem como base os modelos já

apresentados, mas com a inclusão de um aspecto a mais: o excesso de zeros na distribuição.

Sua função densidade é da forma (Yau et al., 2003):

f(y, p, µ, k) =


p+ (1− p)

(
k

k+µ

)k
, y = 0

(1− p)Γ(y+k)
Γ(k)y!

(
k

k+µ

)k(
µ

k+µ

)y
, y > 0

(2.5.1)

onde p agora representa a probabilidade de zeros inflacionados, µ é a média da binomial

negativa e k é o inverso do parâmetro de superdispersão α, sendo k > 0.

A distribuição Binomial Negativa Inflacionada de Zeros (BNIZ) apresenta o es-

tado zero para modelar contagens nulas e o estado binomial negativo para contagens não

nulas (Garay et al., 2011). Além disso, assim como a distribuição Poisson é um caso

limite da binomial negativa, a Poisson inflacionada de zeros (PIZ) é um caso limite da

BNIZ. Quando k −→ ∞, a binomial negativa inflacionada de zeros resulta em uma PIZ

(Yau et al., 2003).

Sendo Y uma variável aleatória com distribuição BNIZ, sua média é dada por

E(Y ) = (1− p)µ e sua variância por V ar(Y ) = (1− p)(1+ µ
k
+ pµ)µ. Quanto à função de

ligação, são usadas duas, cada uma associada a um parâmetro da distribuição, conforme

a Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Funções de ligação para o modelo binomial negativo inflacionado de zeros

Canônica Logit

Parte não inflacionada de zeros Parte inflacionada de zeros

log (µ) = Xβ log

(
p

1−p

)
= Gγ

Tem-se que X é a matriz de covariáveis da distribuição binomial negativa de

dimensões n x L e G a matriz com os valores fixados das covariáveis associadas à inflação
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de zeros, de dimensões n x M. Já β é o vetor de parâmetros do primeiro modelo e γ do

segundo.

Para estimar os parâmetros do modelo binomial negativo inflacionado de zeros, o

algoritmo EM é utilizado, havendo a introdução de z, um conjunto de variáveis indicadoras

de inflação de zeros (Fumes, 2009; Garay et al., 2011).

Com isso, o logaritmo da função de verossimilhança é expresso por:

L(γ,β,y, k) =
n∑
i=1

{
ziGiγ − log(1 + eGiγ)+

(1− zi) log

(
Γ(k + yi)

Γ(k)Γ(1 + yi)

[
eXiβ

k + eXiβ

]yi[ k

k + eXiβ

]k)} (2.5.2)

onde Gi e Xi são as i-ésimas linhas de G e X respectivamente. Se γ = 0, o modelo

se resume a uma binomial negativa, reiterando o poder de generalização da distribuição

BNIZ (Sousa, 2022).

A matriz de informação observada é dada por:

I(β,γ, k) =

I11 I12 I13

I21 I22 I23

I31 I32 I33

 (2.5.3)

E sua inversa é dada por:

I(β,γ, k)−1 =

 V ar(β̂) Cov(β̂, γ̂) Cov(β̂, k̂)

Cov(β̂, γ̂) V ar(γ̂) Cov(k̂, γ̂)

Cov(β̂, k̂) Cov(k̂, γ̂) V ar(k̂)

 (2.5.4)

Mais detalhes sobre os modelos e as equações podem ser vistos em Sousa (2022).



Caṕıtulo 3

Regressão Binomial Negativa

Inflacionada de Zeros

Geograficamente Ponderada

3.1 Introdução

As correlações entre variáveis podem ser, em alguns casos, fenômenos espacial-

mente não-estacionários, ou seja, podem variar em intensidade (e até em sentido) a depen-

der da localização geográfica. Quando isso ocorre, é mais interessante utilizar regressão

espacial para modelar os dados, de modo a levar em consideração essa heterogeneidade

espacial.

Por conseguinte, a técnica da regressão geograficamente ponderada surgiu como

uma aplicação de modelos locais, em que se tem parâmetros calculados para cada loca-

lização e a calibração é feita por meio de pesos que variam com a distância geográfica.

Assim, este Caṕıtulo tem por objetivo a apresentação das principais ideias da RGP e, em

especial, da sua versão para a distribuição binomial negativa inflacionada de zeros.

3.2 Especificações da Regressão Binomial Negativa

Inflacionada de Zeros Geograficamente Ponde-

rada

A técnica RGP se baseia, originalmente, na distribuição Gaussiana. A calibração

é feita de forma local para cada ponto com base nas observações mais próximas, fazendo

com que os coeficientes da regressão formem uma superf́ıcie cont́ınua (Fotheringham et al.,

17
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2002). Esses parâmetros são denominados βil, para a i-ésima localização e l-ésima co-

variável.

Um dos conceitos principais da RGP é o da matriz de pesos espaciais W (ui, vi) =

W (i) com dimensões n x n para o i-ésimo local:

W(i) =


wi1 0 . . . 0

0 wi2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . win

 (3.2.1)

Também denominada como matriz de proximidade espacial, W auxilia na repre-

sentação da estrutura espacial nas áreas em estudo e é utilizada no cálculo de estat́ısticas

de autocorrelação espacial. Existem algumas opções quanto ao formato da função de pon-

deração, que é a que determina os pesos wij da matriz W (i). Um exemplo que considera

a distância dij entre os pontos i e j é:

wij =

1, dij < d

0, caso contrário
(3.2.2)

Na situação em questão, d é fixado de forma arbitrária. Valores grandes de d, que

podem incluir todas as observações na estimação dos βil, atribuindo-lhes, portanto, peso

unitário, resultam essencialmente em estimar por Mı́nimos Quadrados Ordinários (MQO).

Se d é excessivamente pequeno, isso pode resultar na utilização de apenas o próprio ponto

na estimação. Além disso, na aplicação dessa função, ao se aproximar da distância d,

ocorre uma transição abrupta, uma vez que não há decaimento da função para maiores

distâncias.

Uma alternativa para evitar essa descontinuidade seria empregar uma função

cont́ınua exponencial quadrática do tipo:

wij = e
−d2ij

2b2 (3.2.3)

onde b é o parâmetro de suavização (ou bandwidth), cuja escolha de valor é um passo

cŕıtico, de acordo com Dempster et al. (2009). Esse é um elemento da função de pon-

deração que determina a taxa de decaimento dos pesos à medida que a distância entre os

pontos aumenta.

Um valor alto para b significa que a área de influência na calibração do ponto
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é grande, ou seja, o decaimento dos pesos é suave. Já se o parâmetro de suavização

for pequeno, a área de influência é menor, indicando um decaimento mais acentuado.

Dessa forma, a função apresentada na Equação (3.2.3), conhecida como kernel gaussiano,

assume valores decrescentes quanto maior for a distância dij, na forma da distribução

normal. Para reduzir o trabalho computacional gerado por essa expressão, já que a

função de ponderação associa um peso para cada ponto de interesse, indica-se a utilização

de uma mistura das Equações (3.2.2) e (3.2.3):

wij =


(
1−

(
dij
b

)2
)2

, dij < b

0, caso contrário

(3.2.4)

Há situações em que os dados não estão distribúıdos de maneira uniforme na

região ou se agrupam em áreas de tamanhos distintos. Nessas circunstâncias, é acon-

selhável que o parâmetro de suavização possa ser ajustado de acordo com a disposição

dos dados observados.

Nesse sentido, existe a ideia de definir b como o número de vizinhos, ou seja, a

quantidade de pontos próximos ao local i que se deseja incluir na calibração desse ponto.

Nessa técnica, o parâmetro de suavização recebe o nome de adaptável, enquanto no caso

anterior, é dito fixo. A Figura 3.1 ilustra a diferença desses dois casos, exemplificando

com duas localizações.
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Figura 3.1: Funções de ponderação espacial (a) Fixas (b) Adaptáveis

Fonte: Fotheringham et al. (2002)

Os processos de escolha de função de ponderação, do valor para o parâmetro de

suavização e da montagem da matriz de pesos são necessários para que se possa estimar

os parâmetros da RBNIZGP: βil são os parâmetros da parte não inflacionada de zeros do

modelo, γim são os parâmetros da parte inflacionada e ki =
1
αi

é o parâmetro de precisão

da distribuição binomial negativa, onde i se refere a cada local presente no conjunto de

dados, l se refere a cada covariável da parte não inflacionada e m é referente a cada

variável explicativa da parte inflacionada de zeros.

O modelo de RBNIZGP proposto em Da Silva e De Sousa (2023) é uma aplicação

da RGP baseada na distribuição BNIZ, adequando-se a dados de contagem com super-

dispersão e excesso de zeros e que variam espacialmente. Considerando βi e γi os vetores

dos parâmetros βil e γim para o i-ésimo local, respectivamente, suas estimativas, junta-

mente com as estimativas do parâmetro ki, podem ser calculadas a partir do algoritmo

Expectativa-Maximização (EM) representado no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1: Fonte: Da Silva e De Sousa (2023)

Entrada: βi,γi

1 Estimar βi e ki para y > 0, por meio da RBNGP. 1

2 γ0 =
∑n

j=1 I(yj=0) −
∑n

j=1(ki/(µj + ki))
ki)/n

3 Estimar γi = log(γ0/(1− γ0))
4 DiffDi = 1, OldDi = 0
5 enquanto (abs(DiffDi) > 10−6) faça
6 Passo E: Estimar a esperança condicional zi
7 se yi = 0 então

8 zj =

(
1 + e−Gjγi

[
k̂i

e
Xjβ̂i+k̂i

]k̂i)−1

9 fim
10 senão
11 0
12 fim
13 Passo M para βi e ki: Estimação da RBNGP ponderado por (1− zj),

minimizando o desvio (D1):
14 {η = Xβi + offset
15 µ = exp(η)

16 M = Γ(ki+y)
Γ(ki)Γ(y+1)

(
µ

µ+ki

)y(
ki

µ+ki

)ki
17 D1 =

∑n
j=1[(1− zj)(log(Mj))]

18 }
19 Passo M para γi: Estimação RLGP 2 não ponderada, utilizando zj como

variável resposta, minimizando o desvio (D2):
20 { η = Gγi

21 D2 =
∑n

j=1

(
zjηj −

∑n
j=1 log(1 + exp(ηj))

)
22 }
23 Maximização: OldDi = Di

24 Di = D1 +D2

25 DiffDi = OldDi −Di

26 fim

Fonte: Da Silva e De Sousa (2023)

Antes da inicialização de um ajuste desse modelo, o primeiro passo a ser tomado

é a análise do comportamento dos dados, a fim de verificar se seguem, de fato, uma distri-

buição binomial negativa inflacionada de zeros. Para isso, deve-se observar a quantidade

de zeros na variável resposta. Conforme proposto por Lambert (1992) para a Poisson in-

flacionada de zeros, pode-se utilizar a probabilidade de excesso de zeros média observada,
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dada por p̂0, para isso.

p̂0 =
#(yi = 0)−

∑n
i=1

(
k

eXiβ+k

)k
n

(3.2.5)

onde

(
k

eXiβ+k

)k
é a quantidade esperada de zeros em uma binomial negativa. Quando

k −→ ∞, esse valor converge para exp(−eXβ), ou seja, se torna equivalente ao da Poisson

inflacionada de zeros (Lambert, 1992). Quando não houver presença de zeros ou quando

a quantidade de zeros for menor do que aquela esperada pelo modelo binomial negativo,

então γ = 0 e o modelo apropriado é a regressão binomial negativa geograficamente

ponderada.

Seguindo a ideia da regressão global de que o número de observações deve ser

maior do que o número de variáveis para que se possa fazer as estimações, na RBNIZGP

deve-se ter
n∑
j=1

wij > (L+M), onde L é o tamanho do vetor β e M é o tamanho do vetor

γ.

Em relação à escolha de valores iniciais para as estimativas locais ki, uma possi-

bilidade é o uso da estimativa k do modelo binomial negativo global. Já os erros padrão

das estimativas de γi, βi e ki são calculadas de forma conjunta. Assim, a matriz de

covariância estimada é dada por:

C (ui, vi)A
−1 (ui, vi)C

T (ui, vi) =
(
XTW (ui, vi)A (ui, vi)X

)−1(
XTW (ui, vi)A (ui, vi)W (ui, vi)X

)
×
(
XTW (ui, vi)A (ui, vi)X

)−1
(3.2.6)

Em (3.2.6), a matriz de pesos W aparece duas vezes no termo que não está

invertido. Isso impacta o processo de estimação de parâmetros que, pelo método Escore

de Fisher, tem a matriz de covariância de β̂, considerando n→ ∞ dada por:

Ĉov(β̂) = XT ÂX−1 (3.2.7)

em que Â é uma matriz de pesos A avaliada em β̂. Se wij = 1, ∀i, j, isto é, fazendo de um

modelo local um modelo global, então (3.2.6) torna-se equivalente ao que está disposto

em (3.2.7).

Dessa forma, para que a variância dos parâmetros βi da RBNIZGP seja equiva-

lente a RBNGP, a partir das segundas derivadas e quando γi = 0, basta dizer:

I11 = −(XTdbbX)(XTdbbA
−1
x dT

bbX)
−1(XTdbbX) (3.2.8)
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em que

dbb = W (i)Ax(i) (3.2.9)

onde dbb é derivada de segunda ordem. Dado que a matriz de covariância em (2.5.4) é a

inversa da matriz de informação de Fisher em (2.5.3) correspondente ao modelo binomial

negativo inflacionado de zeros, torna-se o termo igual a:

V ar(β̂i) = (XTdbbX)−1(XTdbbA
−1dT

bbX)(XTdbbX)−1 (3.2.10)

equivalente a (3.2.6). Essa transformação faz-se necessária porque como W (ui, vi) está ao

quadrado no termo não invertido de (3.2.6), isso faz com que a variância de βi seja tanto

menor quanto for o parâmetro de suavização, quando comparado ao caso de haver W (i)

apenas uma vez. Para ajustar uma RBNIZGP, em que γi >0, uma posśıvel aproximação

para essa expressão seria utilizar
√

W (ui, vi) no lugar de W (ui, vi):

I11 = −(XTdsbbX) (3.2.11)

onde:

dsbb =
√
W(ui, vi)A(ui, vi) (3.2.12)

A Figura 3.2 mostra o efeito do tipo da ponderação nos erros padrão de β̂i em

dados simulados, observado para o intercepto e para a covariável VarX, sendo CCT a

forma da matriz de covariâncias estimada para o modelo RBNGP.
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(a)

(b)

Figura 3.2: Efeito do ajuste na matriz de ponderação espacial

Fonte: Da Silva e De Sousa (2023)

Em relação à função desvio, expressa no Algoritmo 1, o valor Γ(k+y)
Γ(k)Γ(y+1)

pode

ser omitido do cálculo, de forma a evitar problemas de convergência que podem resultar

de um valor muito alto de k. Além disso, tendo estimadores locais e erros padrão, é

posśıvel realizar testes de significância para cada estimativa. Esses são pseudo testes t

com estat́ıstica:

tk(ui, vi) =
β̂l(ui, vi)

EP [β̂l(ui, vi)]
(3.2.13)

com distribuição próxima da normal.

É importante mencionar que Da Silva e Fotheringham (2016) propuseram uma

correção para o ńıvel de significância α desses testes:

α =
p′

pe
ξm =

ξm
pe
p′

(3.2.14)
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onde pe = 2tr(S) − tr(STS) é o número efetivo de parâmetros independentes, S é a

matriz de projeção (hat matrix ), p′ representa o número de parâmetros do modelo e ξm é

o ńıvel de significância desejado sem considerar a correlação espacial.

Sendo o AICc3 uma medida comparativa entre modelos, seu cálculo foi desenvol-

vido por Hurvich e Tsai (1989):

AICc = −2L(β,k,γ) + 2r +
2r(r + 1)

n− r − 1
(3.2.15)

em que L(β,k,γ) representa o logaritmo da função de verossimilhança da RBNIZGP e

r = tr(R) + tr(S) + pe
p′

é o número efetivo de parâmetros do modelo. Nesse caso, R e S

são as matrizes de projeção das partes não inflacionada e inflacionada, respectivamente.

Da Silva e Rodrigues (2014) discutiram o problema na estimação de r2, o número

de parâmetros efetivos de superdispersão no modelo e propuseram o uso de um modelo

RBNGPg, ou seja, mantendo o parâmetro de superdispersão como global (r2 = 1). Uma

outra solução seria utilizar r2 = pe
p′

≥ 1 (Da Silva e Fotheringham, 2016), resultando no

número efetivo de parâmetros sendo representado por r = pe +
pe
p′
.

Retornando à determinação do parâmetro de suavização, a validação cruzada CV

(Cross Validation) é comumente utilizada como critério de escolha, conforme sugerido por

Cleveland (1979). Para isso, o CV é calculado como:

CV =
n∑
i=1

[yi − ŷ̸=i(b)]
2 (3.2.16)

onde ŷ ̸=i(b) é o valor ajustado para i excluindo-se da calibração o próprio i-ésimo ponto.

Esse processo de minimização do CV é usualmente feito pelo algoritmo de otimização por

seção áurea (Golden Section Search).

Uma importante caracteŕıstica da distribuição binomial negativa inflacionada de

zeros é que esta tem a distribuição binomial negativa como caso particular e as distri-

buições Poisson e Poisson inflacionada de zeros como casos limites. Essa relação entre

distribuções é retratada na Figura 3.3. O fluxograma parte do modelo mais geral para

casos particulares a fim de que facilite a experiência do usuário da seleção do modelo.

Da mesma forma, o algoritmo da RBNIZGP permite a estimação dos mode-

los de Regressão Poisson Inflacionada de Zeros Geograficamente Ponderada (RPIZGP),

regressão Poisson geograficamente ponderada e regressão binomial negativa geografica-

mente ponderada. Partindo dessa regressão mais geral, o algoritmo acomoda a estrutura

3critério AIC corrigido para pequenas amostras
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Figura 3.3: Relação entre os modelos binomial negativo inflacionado de zeros, Poisson inflacionado de
zeros, binomial negativo e Poisson

Fonte: Da Silva e De Sousa (2023)

dos dados a partir de testes de significância para os parâmetros inflacionados de zero e de

superdispersão.

Tabela 3.1: Modificações na RBNIZGP que resultam em outros modelos de regressão

Parâmetros da RBNIZGP Modelo gerado

γ = 0 RBNGP

α = 0 RPIZGP

α = 0, γ = 0 RPGP4

α = 0, β = 0 RLGP

Fonte: Da Silva e De Sousa (2023), com alterações
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A função desvio para a binomial negativa inflacionada de zeros é dada por (Martin

e Hall, 2016):

D = 2
n∑
i=1

[L(ẑ,y, k̂;y)− L(π̂, µ̂, k̂;y)] (3.2.17)

onde π̂ = eGγ̂

1+eGγ̂ , µ̂ = eXβ̂ e G é a matriz de covariáveis que representam o excesso de

zeros, vindas da distribuição binomial. Além disso:

L(π̂, µ̂, k̂;y) =−
n∑
i=1

log
(
1 + eGiγ̂

)
+
∑
yi>0

[
k log

(
k

k + µ̂i

)
+ yi log

(
µ̂i

k + µ̂i

)]
+

∑
yi=0

log

[
eGiγ̂ +

(
k

k + µ̂i

)k]
+∑

yi>0

[− log Γ (yi + 1)− log Γ(k) + log Γ (yi + k)] (3.2.18)

e

L(ẑ,y, k̂;y) =−
n∑
i=1

log (1 + zi) +
∑
yi>0

[
k log

(
k

k + yi

)
+ yi log

(
yi

k + yi

)]
+

∑
yi=0

log

[
zi +

(
k

k + yi

)k]
+ (3.2.19)∑

yi>0

[− log Γ (yi + 1)− log Γ(k) + log Γ (yi + k)]

A expressão da medida R2 é dada por (Martin e Hall, 2016):

R2
ZINB = 1− L(ẑ,y, k̂;y)− L(π̂, µ̂, k̂;y)

L(ẑ,y, k̂;y)− L(0, ȳ, k̂;y)
(3.2.20)

com

L(0, ȳ, k̂;y) =−
n∑
i=1

log(1 + 0) +
∑
yi>0

[
k log

(
k

k + ȳ

)
+ yi log

(
ȳ

k + ȳ

)]
+

∑
yi=0

log

[
0 +

(
k

k + ȳ

)k]
+
∑
yi>0

[− log Γ (yi + 1)− log Γ(k) + log Γ (yi + k)]

(3.2.21)

E sua versão ajustada é da forma (Martin e Hall, 2016):

R2
ZINB,adj = 1− L(ẑ,y, k̂;y)− L(π̂, µ̂, k̂;y) + L+M + 1, 5

L(ẑ,y, k̂;y)− L(0, ȳ, k̂;y)
(3.2.22)

2Regressão Poisson Geograficamente Ponderada
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onde L e M são as dimensões de β e γ, respectivamente.



Caṕıtulo 4

Materiais e Métodos

4.1 Introdução

Com o objetivo de realizar a implementação computacional da RBNIZGP no

software R e comparar os resultados desse algoritmo com aqueles já obtidos previamente

em SAS (Da Silva e De Sousa, 2023), serão utilizados os dados de Weinstein et al. (2021)

sobre os casos de COVID-19 na Coreia do Sul a fim de verificar a qualidade da adaptação.

4.2 Materiais

A exemplo do estudo de caso realizado em Da Silva e De Sousa (2023), este

trabalho utilizará dados de ocorrência de COVID-19 de 20 de janeiro de 2020 a 20 de

março de 2020, divulgados pelo Centro para Controle e Prevenção de Doenças da Coreia

do Sul (Korea Centers for Disease Control and Prevention, KCDC ). O conjunto de dados

é formado por 244 observações, e a variável resposta utilizada na modelagem é o número de

casos da doença na fase inicial da pandemia (pré-quarentena). Já as variáveis explicativas

estão descritas na Tabela 4.1.

29
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Tabela 4.1: Descrição das variáveis preditoras de dados da COVID-19 do KCDC

Variável Descrição

Morbidity Comorbidade

high sch p Proporção de pessoas com 2º grau completo

Healthcare access Acesso à saúde

diff sd Dificuldade de distanciamento social

Crowding Aglomeração

Migration Migração

Health behavior
Comportamento de saúde, baseada em medidas de obesidade,

alcoolismo e tabagismo

A história da pandemia de COVID-19 tem ińıcio em dezembro de 2019 quando,

na cidade chinesa de Wuhan, prov́ıncia de Hubei, a Organização Mundial da Saúde (OMS)

foi alertada sobre vários casos de pneumonia ocorrendo no local. Desde então, o número

de ocorrências foi crescendo rapidamente até que, em janeiro de 2020, o surto do novo

coronav́ırus tornou-se uma Emergência de Saúde Pública e, posteriormente, em março

daquele mesmo ano, passou a ser caracterizada como pandemia. 1

Distante pouco mais de dois mil quilômetros da China, a Coreia do Sul logo se

tornou um dos páıses mais afetados pela propagação do v́ırus, especialmente em regiões

populosas e próximas a grandes aeroportos, como a capital Seul e a cidade de Daegu,

como pode ser visto na Figura 4.1. Entretanto, poĺıticas adotadas pelo governo coreano

para combater o avanço da doença mantiveram controlados os números de mortes. 2

1Organização Pan-Americana da Saúde (OPAS). Histórico da Pandemia COVID-19. Dispońıvel em:
https://www.paho.org/pt/covid19/historico-da-pandemia-covid-19. Acesso em: 23 de novembro
de 2023

2BBC. Coronav́ırus: o que é o COVID-19 e como está se espalhando pelo mundo. Dispońıvel em:
https://www.bbc.com/portuguese/internacional-51877262. Acesso em: 23 de novembro de 2023

https://www.paho.org/pt/covid19/historico-da-pandemia-covid-19
https://www.bbc.com/portuguese/internacional-51877262
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Figura 4.1: Distribuição espacial das ocorrências de COVID-19 em diferentes fases de pandemia na
Coreia do Sul, 2020

Fonte: Da Silva e De Sousa (2023)

Diante do cenário apresentado, o modelo RBNIZGP será ajustado a esses dados,

buscando obter, tanto através do SAS como do R, as melhores medidas de ajuste para os

modelos gerados por esse algoritmo. Além disso, busca-se analisar os resultados obtidos

por meio desse ajuste, com o apoio de visualizações como tabelas e mapas.

4.3 Métodos

A aplicação do modelo RBNIZGP consiste em três passos principais: escolha do

valor para o parâmetro de suavização b, estimação dos parâmetros γ, β e k (ou α) do

modelo, e cálculo dos erros padrão dessas estimativas.

Primeiramente, encontra-se o valor de b que minimize algum critério como o CV

ou o AIC. Isso é feito, em geral, a partir da Golden Section Search (GSS), que é uma

técnica de otimização de funções.

A ideia da GSS é partir de um intervalo (h0, h3) inicial que contenha o mı́nimo

da função. Depois encontram-se dois pontos h1 e h2 que estão a uma distância d =

GR(h3 − h0) de h0 e h3, onde GR =
√
5−1
2

≈ 0, 618 é um valor conhecido como Golden

Ratio. Em seguida, são comparados os valores da função nesses dois pontos a fim de

escolher (h0, h2) ou (h1, h3) como o novo intervalo. Esse processo se repete até que o

intervalo encontrado seja pequeno o suficiente, dáı toma-se seu ponto médio como sendo

o mı́nimo procurado.

A estimação dos parâmetros do modelo RBNIZGP é feita conforme descrito no

Algoritmo 1. E, por fim, os erros padrão são achados a partir da raiz quadrada das
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variâncias dos estimadores, as quais são calculadas dentro da matriz de covariâncias,

dada pela Equação (3.2.6).



Caṕıtulo 5

Pacote gwzinbr no R

5.1 Introdução

Os pacotes do R são conjuntos de funções acerca de um determinado tema ou

com um próposito em comum. Quaisquer dessas bibliotecas criadas em linguagem R, para

serem considerados pacotes oficiais, devem ser submetidas e aceitas na plataforma CRAN

(The Comprehensive R Archive Network). Sendo assim, o código criado deve seguir

determinados padrões e ter um ńıvel de qualidade mı́nimo para ser aceito e publicado no

CRAN.

O pacote gwzinbr foi criado para a execução do modelo RBNIZGP e recebeu

seu nome por causa do nome do modelo em inglês Geographically Weighted Zero Inflated

Negative Binomial Regression (GWZINBR). Esse pacote pode ser instalado no RStudio

e utilizado em qualquer lugar do mundo. Sua documentação pode ser acessada tanto no

help do RStudio como no CRAN.

Este Caṕıtulo tem por objetivo descrever o processo de criação do código para

o pacote, incluindo dificuldades enfrentadas e diferenças entre o SAS e o R, além de

apresentar as funções que compõem o pacote, detalhando seus parâmetros de entrada e

as sáıdas que podem ser acessadas.

5.2 Aspectos Computacionais

O pacote elaborado neste trabalho teve como base a macro GWZINBR desen-

volvida em SAS, cuja fundamentação teórica está apresentada no Caṕıtulo 3. O código

original, que serviu de inspiração para a implementação em R, realiza um conjunto de

instruções definidas uma vez e invocadas para a execução do programa, encapsulado em

33

https://cran.r-project.org/
https://cran.r-project.org/web/packages/gwzinbr/index.html
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macros.

Em resumo, as etapas de ambos os algoritmos se iniciam na construção da função/

macro Golden. Primeiramente, é definida a rotina para o cálculo das estimativas dos

parâmetros do modelo global, seguida da definição dos parâmetros da GSS e, por fim, a

impressão do valor ótimo para o parâmetro de suavização. Ao longo dessas etapas, são

feitas verificações relacionadas a alguns dos argumentos passados para a função, como a

distribuição de probabilidade dos dados, o tipo do parâmetro de suavização e o critério

para a escolha do seu valor ideal. Mais detalhes podem ser encontrados na documentação

do pacote e no seu código fonte.

Em seguida, é constrúıda a função gwzinbr, que opera com parâmetros muito

semelhantes aos requeridos na Golden, conforme a Seção 5.3. Seu algoritmo também

se inicia com a leitura dos dados e o cômputo das estimativas globais. O procedimento

segue com o cálculo das distâncias; a seleção do modelo; a obtenção das estimativas

dos parâmetros e de suas variâncias; a realização de um teste de não-estacionariedade,

quando necessário; a obtenção dos erros padrão e outras medidas para o modelo global; e

a apresentação dos resultados.

É importante ressaltar que a implementação exata dessas funções em R encontrou

algumas limitações. Isso porque existem algumas distinções no funcionamento dos dois

softwares, das quais decorrem variações estruturais dos códigos e pequenas diferenças nos

resultados apresentados no Caṕıtulo 6. Um exemplo que não afeta os resultados mas que

requer adaptações no código é a caracteŕıstica conhecida como case sensitive que está

presente no R, mas não no SAS. Isso significa que o R faz distinção entre termos que estão

em letra maiúscula ou em letra minúscula.

Outro exemplo é a forma de capturar e manipular as informações obtidas pelas

chamadas das funções. Em SAS, a leitura dos dados ocorre de forma mais direta e, no

caso da macro GWZINBR mencionada, conta com o suporte da PROC IML para ler as

variáveis diretamente do conjunto de dados especificado. Já em R, o código captura a

chamada da função, ajusta seus argumentos e os avalia para criar um quadro de dados do

modelo a partir de uma fórmula fornecida. Disso, é extráıda a variável resposta e criada

uma matriz com as covariáveis especificadas na fórmula.

Também é essencial levar em consideração a diferença entre vetores e matrizes ao

realizar operações de multiplicação no R. No SAS IML (Interactive Matrix Language), o

mesmo comando é usado para a criação de vetores e matrizes, enquanto no R existe até

mesmo uma distinção entre matriz coluna e vetor, apesar de ambas as estruturas serem

https://cran.r-project.org/web/packages/gwzinbr/index.html
https://cran.r-project.org/web/packages/gwzinbr/index.html
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equivalentes na álgebra linear.

Um desafio enfrentado durante a construção do algoritmo em R diz respeito a

diferenças no armazenamento de números decimais entre as duas linguagens. Em um

primeiro momento, tais diferenças podem parecer irrelevantes, pois acontecem a partir de

casas decimais distantes. Entretanto, como a execução do algoritmo envolve a realização

de centenas de cálculos, divergências desse tipo tendem a se propagar, principalmente

quando estão dentro de laços aninhados.

Além disso, algumas funções nativas do R e do SAS, apesar de serem consideradas

equivalentes entre os softwares, possuem comportamentos distintos. Um exemplo, o qual

gerou grande impacto na implementação da função gwzinbr, é a função det. Esse é um

comando para cálculo de determinantes de matrizes e é existente tanto no SAS como no

R. Em alguns casos de teste em que o determinante é um valor muito próximo de zero,

essa função retornou valores distintos: resultou em zero no SAS e em valores menores do

que 10−30 no R ou vice-versa.

Ademais, o SAS e o R diferem em suas linhas de corte para arredondamentos

para zero. Ao computar 10−308, o SAS considera o valor como um número inválido e o

converte em zero para algumas operações, enquanto no R este continua apenas a ser um

valor muito pequeno. O R considera como zero apenas valores a partir de 10−324. Essa

distinção acaba prejudicando algumas verificações que são feitas em condicionais ao longo

do algoritmo trabalhado, em especial as que checam a inversibilidade de matrizes a partir

do valor do seu determinante.

Como a parte inflacionada de zeros do algoritmo da RBNIZGP envolve laços

aninhados, cálculos de determinantes, inversão de matrizes, armazenamento de números

decimais e valores muito pequenos, além de cálculos extensos com matrizes e vetores, essa

etapa do modelo foi bastante impactada durante a implementação em R. Apesar de que

a grande maioria das estimativas dessa parte do modelo não apresentu problemas, alguns

pontos espećıficos dos dados divergiram em relação ao SAS.

As caracteŕısticas dos softwares que foram apontadas nesta Seção são intŕınsecas

de cada linguagem, sendo dif́ıcil contornar diferenças causadas por elas. Um exemplo é o

caso das funções nativas diferirem: como o SAS e o R não disponibilizam o código fonte

desses comandos, não é posśıvel entender, de fato, onde as funções se distinguem e nem

propor soluções para aproximar seus comportamentos. Porém, as diferenças encontradas

nos resultados não comprometem a qualidade do modelo e nem as conclusões retiradas.
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5.3 Funções

Foram criadas duas funções no pacote gwzinbr, sendo a primeira delas chamada

Golden. Essa função executa o algoritmo de Golden Section Search (GSS) explicado na

Seção 4.3. Seus parâmetros estão listados e descritos na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Parâmetros da função Golden()

Parâmetro Descrição

data nome do conjunto de dados

formula fórmula do modelo de regressão

xvarinf
nome das variáveis que explicam o comportamento inflacionado de zeros,

o valor padrão é NULL

weight nome da variável que contém os pesos amostrais, o valor padrão é NULL

lat nome da variável que contém as latitudes no conjunto de dados

long nome da variável que contém as longitudes no conjunto de dados

globalmin
indica se o usuário quer garantir um mı́nimo global no processo de otimização,

o valor padrão é TRUE

method
indica o método a ser usado para o cálculo do parâmetro de suavização

(adaptive bsq, fixed g)

model
indica a distribuição de probabilidade a ser usada na regressão

(zinb, zip, negbin, poisson), o valor padrão é "zinb"

bandwidth
indica o critério a ser usado para a escolha do parâmetro de suavização

(cv, aic), o valor padrão é "cv"

offset nome da variável que contém os valores de offset, o valor padrão é NULL

force

indica se o usuário quer que a função de probabilidade passada como

argumento para model seja forçadamente usada. Caso contrário,

o modelo se adapta aos dados. O valor padrão é FALSE

maxg
inteiro indicando o número máximo de iterações para a parte inflacionada

de zeros, o valor padrão é 100

distancekm
indica se o cálculo das distâncias deve ser feito em quilômetros,

o valor padrão é FALSE

A partir dessa entrada de argumentos, a função executa o algoritmo de otimização

para minimizar o critério indicado e encontrar o valor ideal para o parâmetro de sua-

vização. A sáıda da função Golden consiste em uma lista com quatro valores, os quais

são listados e explicados na Tabela 5.2.

A segunda função do pacote é chamada gwzinbr e é a que faz efetivamente

o ajuste do modelo, retornando estimativas dos parâmetros, entre outras sáıdas. Seus

parâmetros de entrada são praticamente os mesmos apresentados na Tabela 5.1, com
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Tabela 5.2: Valores de sáıda da função Golden()

Elemento da sáıda Descrição
h values valores iniciais testados para o parâmetro de suavização

iterations
valores testados para o parâmetro de suavização em cada iteração
e respectivos valores de CV/ AIC calculados

gss results
valor mı́nimo encontrado para CV/ AIC e respectivo valor ideal do
parâmetro de suavização, para fácil acesso

min bandwidth valor ideal do parâmetro de suavização

exceção do globalmin e do bandwidth, que são parâmetros da função Golden, mas não

da gwzinbr.

Além dos parâmetros já explicados, a função gwzinbr requer três argumentos

a mais: o valor de grid é um conjunto de dados a ser usado para as coordenadas dos

locais, com padrão NULL, o valor de int inf indica se a parte inflacionada do modelo deve

incluir um intercepto (seu padrão é TRUE), e o h é o valor do parâmetro de suavização

(podendo-se usar o valor encontrado através da Golden).

Vale mencionar que, no pacote oficial gwzinbr publicado no CRAN, as sáıdas das

duas funções não são exibidas automaticamente após a sua execução. Os únicos resultados

que aparecem de forma automática são os NOTES, que consistem em mensagens para o

usuário. Para acessar os demais resultados, é preciso salvar o retorno da função em um

novo objeto do R e depois utilizar o operador $ para exibir cada elemento da sáıda. No

entanto, as ilustrações do Caṕıtulo 6 foram feitas utilizando a exibição automática para

facilitar a exposição desses resultados no relatório.

5.4 Tempo de Execução

Ao longo deste trabalho, diversas combinações de argumentos foram testadas

nas funções Golden e gwzinbr a fim de que o código em R fosse capaz de reproduzir

resultados corretos para quaisquer situações. Os tempos de processamento em SAS e

R, realizados na mesma máquina, para alguns desses testes (com bandwidth = "aic" e

method = "adaptive bsq") podem ser conferidos nas Tabelas 5.4 e 5.5. O código para os

demais testes pode ser encontrado no GitHub, juntamente com outros arquivos auxiliares

que foram utilizados ao longo da implementação computacional desenvolvida.

https://github.com/julianamrosa/GWZINBR_TCC
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Tabela 5.3: Valores de sáıda da função gwzinbr()

Elemento da sáıda Descrição
bandwidth valor do parâmetro de suavização

measures
estat́ısticas de ajustamento do modelo
e outras medidas

qntls gwr param estimates quantis das estimativas dos parâmetros

descript stats gwr param estimates
estat́ısticas descritivas das estimativas
dos parâmetros

t test gwr param estimates
resultados para os testes t de significância
dos parâmetros

qntls gwr se quantis dos erros padrão
descript stats gwr se estat́ısticas descritivas dos erros padrão

qntls gwr zero infl param estimates
quantis das estimativas dos parâmetros
inflacionados de zero

descript stats gwr zero infl param estimates
estat́ısticas descritivas das estimativas
dos parâmetros inflacionados de zero

t test gwr zero infl param estimates
resultados para os testes t de significância
dos parâmetros inflacionados de zero

qntls gwr zero infl se
quantis dos erros padrão
inflacionados de zero

descript stats gwr zero infl se
estat́ısticas descritivas dos erros padrão
inflacionados de zero

non stationary test
resultados do teste de não-estacionariedade
para as estimativas dos parâmetros

non stationary test zero infl

resultados do teste de não-estacionariedade
para as estimativas dos parâmetros
inflacionados de zero

global param estimates
estimativas dos parâmetros
do modelo global

analysis max like zero infl param estimated

análise de máxima verossimilhança para
as estimativas dos parâmetros
inflacionados de zero

analysis max like gof measures

medidas de ajustamento para a
as estimativas dos parâmetros
análise de máxima verossimilhança

variance covariance matrix matriz de variância-covariância
residuals reśıduos do modelo

param estimates grid
estimativas dos parâmetros do modelo
de RGP usando os dados de grid

alpha estimates
estimativas para o parâmetro alpha

de superdispersão
gwr param estimates estimativas para os parâmetros de RGP

Tabela 5.4: Tempo de processamento da função Golden por modelo no SAS e no R.

Distribuição
Software

SAS R

Poisson 8 segundos 14 segundos

Binomial Negativa 19 segundos 38 segundos

Poisson Inflacionado

de Zeros (PIZ)
3 minutos e 15 segundos 8 minutos e 42 segundos

Binomial Negativo

Inflacionado de Zeros (BNIZ)
6 minutos e 46 segundos 21 minutos e 54 segundos
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Tabela 5.5: Tempo de processamento da função gwzinbr por modelo no SAS e no R.

Distribuição
Software

SAS R

Poisson 3 segundos 5 segundos

Binomial Negativa 3 segundos 5 segundos

Poisson Inflacionado

de Zeros (PIZ)
38 segundos 2 minutos e 12 segundos

Binomial Negativa

Inflacionado de Zeros (BNIZ)
39 segundos 1 minuto e 24 segundos

Em geral, o código em SAS é mais rápido do que o do R. Essa diferença se

acentua para a função Golden, cujo custo computacional é maior. Para as distribuições

mais simples, Poisson e binomial negativa, o tempo de execução é quase o dobro no R,

para ambas as funções. Já para as outras distribuições, a gwzinbr leva praticamente o

mesmo tempo para processar a PIZ e a BNIZ no SAS, enquanto no R a segunda é mais

rápida. Por fim, a Golden leva mais do que o dobro de tempo para executar o modelo

RBNIZGP comparado ao modelo RPIZGP em ambos os softwares, sendo que o tempo do

SAS representa menos da metade do tempo do R.



Caṕıtulo 6

Resultados

6.1 Introdução

Para ilustrar o uso das funções criadas no pacote gwzinbr, foram utilizados os

dados de COVID-19 na Coréia do Sul, apresentados na Seção 4.2. A variável resposta

é chamada de n covid1 e representa o número de casos da doença na primeira fase da

pandemia, enquanto as variáveis explicativas são aquelas listadas na Tabela 4.1.

Como exemplo, utilizou-se a distribuição BNIZ (model = "zinb"), que é o foco

principal do trabalho, com critério AIC (bandwidth = "aic") e parâmetro de suavização

adaptável (method = "adaptive bsq"). A escolha das covariáveis foi feita com base nas

suas significâncias e no ajuste dos modelos (Sousa, 2022).

A partir dos resultados obtidos para as estimativas do modelo executado, serão

apresentadas também algumas visualizações em mapas, permitindo um melhor entendi-

mento da distribuição espacial das variáveis, sua variabilidade e sua associação com a

resposta.

6.2 Golden

A chamada da função Golden para o teste mencionado é da seguinte forma:

> Golden(data = korea_base_artigo ,formula = n_covid1~Morbidity+

high_sch_p+Healthcare_access+diff_sd+Crowding+Migration+

Health_behavior , xvarinf = c("Healthcare_access", "Crowding"),

long = "x", lat = "y", offset = "ln_total", model = "zinb",

method = "adaptive_bsq", bandwidth = "aic", globalmin = FALSE ,

distancekm = TRUE , force = TRUE)

40
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As sáıdas no R e no SAS são apresentadas nas Figuras 6.1 e 6.2, respectivamente.

Figura 6.1: Sáıda da função Golden no SAS.

Figura 6.2: Sáıda da função Golden no R.

Os resultados do R foram equivalentes aos obtidos usando a macro original do

SAS. Foram necessárias sete iterações para se obter o valor ideal para o parâmetro de

suavização. Como globalmin recebeu FALSE como argumento, o algoritmo da Golden

Section Search é executado apenas uma vez (GSS count=1), partindo do intervalo inicial

(h0;h3) = (5; 244). O valor ótimo encontrado para o bandwidth foi de 82, pois resulta no

mı́nimo de 1476,69 para a estat́ıstica AIC. Em geral, os valores do AIC não são idênticos

aos do SAS (resultado final de 1470,56), por questões de arredondamento nas iterações,
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mas isso não compromete a convergência do algoritmo, nem o bandwidth encontrado.

Além do exemplo apresentado, foram executados diversos outros testes para veri-

ficar o funcionamento adequado do código no R, sempre comparando-se aos valores obtidos

no SAS. Para a função Golden, alguns desses resultados estão resumidos na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Valores encontados pela função Golden para o parâmetro de suavização, por modelo,
método e critério.

Modelo
Fixo Adaptável

CV AIC CV AIC
BNIZ 199,96 199,96 230 82
PIZ 733,70 36,98 230 56

Binomial Negativa 189,74 156,67 230 82
Poisson 733,70 47,21 48 79

Olhando apenas para os valores de bandwidth encontrados, não se pode concluir

sobre o melhor modelo a ser utilizado. No entanto, a partir desses diferentes resulta-

dos, pode-se testar a execução da gwzinbr e tirar a conclusão a partir das medidas de

ajustamento.

Em geral, o bandwidth adaptável é mais versátil do que o fixo, pois funciona bem

mesmo quando há diferenças na densidade dos dados ao longo das localizações, conforme

descrito na Seção 3.2. Quanto ao critério de minimização, o AIC é interessante por

servir como medida comparativa entre modelos. E, por fim, a distribuição BNIZ pode ser

usada como ponto de partida com o argumento force = FALSE, de forma que o algoritmo

acomode a distribuição aos dados.

Ao se comparar o ajuste dos diferentes modelos posśıveis, os melhores resultados

foram os das distribuições binomial negativa e binomial negativa inflacionada de zeros,

com parâmetro de suavização igual a 82 (Da Silva e De Sousa, 2023), encontrado para o

método adaptável com critério AIC, conforme a Tabela 6.1.

6.3 gwzinbr

Tendo selecionado o valor para o parâmetro de suavização, o próximo passo é o

ajuste do modelo através da função gwzinbr:

> gwzinbr(data = korea_base_artigo ,formula = n_covid1~Morbidity+

high_sch_p+ Healthcare_access+diff_sd+Crowding+Migration+

Health_behavior , xvarinf = c("Healthcare_access", "Crowding"),

long = "x", lat = "y", offset = "ln_total",

method = "adaptive_bsq", model = "zinb", distancekm = TRUE ,
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h= 82, force = TRUE)

Algumas das sáıdas resultantes são apresentadas nas Figuras 6.3 até 6.12, alter-

nando os outputs do SAS e do R.

Figura 6.3: Medidas de ajustamento e medidas resumo das estimativas dos parâmetros do modelo
RBNIZGP no SAS.

Figura 6.4: Medidas de ajustamento e medidas resumo das estimativas dos parâmetros do modelo
RBNIZGP no R.

As diferenças que aparecem nos resultados do R (Figura 6.4), em relação aos do

SAS (Figura 6.3), estão, em sua maioria, presentes apenas nas casas decimais. Conforme

explicado na Seção 5.2, isso ocorre por causa de diferenças intŕınsecas dos dois softwares,
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mas não compromete a interpretação dos resultados e as conclusões retiradas. O mesmo

vale para os demais resultados apresentados nesta Seção.

A primeira mensagem (NOTE ) presente nas Figuras 6.3 e 6.4 afirma que o número

de zeros existentes na variável resposta é menor do que a quantidade de zeros esperada,

indicando que não há necessidade de se usar um modelo inflacionado de zeros. De acordo

com Da Silva e De Sousa (2023), a distribuição binomial negativa tem um bom ajuste

e seria suficiente para representar esses dados. No entanto, optou-se por apresentar os

resultados da BNIZ neste trabalho, pois com ela ganha-se informações adicionais acerca

do elevado número de zeros em algumas localidades.

Em geral, o modelo apresentado teve um bom ajuste, com medidas de pseudo-R2

próximas de 1 (pct ll e adj pct ll). Em relação às estimativas dos parâmetros, seus

244 valores locais podem ser acessados na sáıda da função, mas apenas alguns quantis e

algumas estat́ısticas descritivas são apresentadas nas Figuras 6.3 e 6.4, para se ter uma

visão geral desses resultados.

Pode-se observar que para os parâmetros high sch p, Healthcare access e Migra-

tion, os valores estimados são principalmente negativos, indicando que o aumento na

proporção de pessoas com 2° grau completo, no acesso à saúde e na migração são aspectos

que costumam estar associados a uma diminuição nos casos de COVID-19. Já as co-

variáveis referentes a comorbidades, dificuldade no distânciamento social, aglomeração e

comportamento da saúde costumam ter uma relação positiva com a quantidade de casos.

Vale mencionar que para todas as covariáveis, as estimativas dos parâmetros

têm valores mı́nimos negativos e valores máximos positivos, ressaltando a importância de

se trabalhar com modelos locais para se observar as diferenças nas relações entre essas

variáveis e a resposta em diferentes regiões. As significâncias locais dessas associações

podem ser acessadas juntamente com as estimativas completas.

Figura 6.5: Quantis e estat́ısticas descritivas para os erros padrão das estimativas dos parâmetros do
modelo RBNIZGP no SAS.



gwzinbr 45

Figura 6.6: Quantis e estat́ısticas descritivas para os erros padrão das estimativas dos parâmetros do
modelo RBNIZGP no R.

Observando as médias dos erros padrão nas Figuras 6.5 e 6.6, é posśıvel perceber

que os valores são muito similares entre os dois softwares, mas que o R resultou em valores

um pouco menores. Como exemplos, tem-se uma média de 2,86 para os erros padrão do

intercepto no SAS e de 2,67 no R; para a variável Crowding esse valor foi de 0,19 no SAS

e 0,18 no R; e para o parâmetro de superdispersão alpha os valores médios obtidos foram

de 0,34 e 0,28 para o SAS e o R, respectivamente.

Figura 6.7: Medidas para as estimativas dos parâmetros inflacionados de zero para o modelo
RBNIZGP no SAS.

Uma das partes mais computacionalmente complexas do algoritmo é a do cálculo

das estimativas dos parâmetros inflacionados de zeros. Por esse motivo, esses valores
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Figura 6.8: Medidas para as estimativas dos parâmetros inflacionados de zero para o modelo
RBNIZGP no R.

estimados e os respectivos erros padrão sofreram algumas diferenças em seus resultados

do R quando comparados ao SAS. Além disso, como essas medidas são apresentadas de

forma resumida por meio de quantis e estat́ısticas descritivas, é importante comentar que

as funções de cálculo de quantis são estruturalmente diferentes no SAS e no R e costumam

resultar em valores diferentes mesmo para cálculos mais diretos e em dados reduzidos.

Tomando o intercepto como exemplo, os quantis das estimativas foram bastante

próximos nos dois programas, sendo a maior diferença entre os valores do primeiro quartil,

que difere em 6 unidades, conforme as Figuras 6.7 e 6.8. Os valores mı́nimo e máximo

coincidem nas duas sáıdas, enquanto a média apresenta uma grande diferença (-503,00 no

SAS e -1732,58 no R) devido a alguns valores extremos que aparecem como consequência

das caracteŕısticas dos softwares explicadas na Seção 5.2.

Já para as duas variáveis explicativas da parte inflacionada de zeros (Heath-

care acces e Crowding), as medidas resumo são muito similares no SAS e no R, existindo

diferenças apenas na parte decimal dos valores. O teste de significância dos parâmetros

também apresentou resultados equivalentes nos dois softwares.

Ainda nas Figuras 6.7 e 6.8, os valores dos quartis para as estimativas do parâmetro

Crowding são maiores do que os respectivos resultados para Healthcare access, indicando

que a associação entre o ńıvel de aglomeração e a probabilidade de se ter COVID-19 é

mais forte do que a associação entre o acesso à saúde e a probabilidade de se ter essa

doença. Essa observação está de acordo com o que foi conclúıdo por Sousa (2022), por

meio de testes de significância.

Pelas Figuras 6.9 e 6.10, é posśıvel notar que os erros padrão da parte inflacionada

de zeros foram, em geral, maiores no R. Comparando do SAS para o R, respectivamente,

as médias do intercepto foram de magnitude 1019 e 1020, as do parâmetro Crowding foram

da magnitude de 1018 e 1019 e as de Healthcare access tiveram a mesma magnitude de
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Figura 6.9: Quantis e estat́ısticas descritivas para os erros padrão das estimativas dos parâmetros
inflacionados de zero do modelo RBNIZGP no SAS.

Figura 6.10: Quantis e estat́ısticas descritivas para os erros padrão das estimativas dos parâmetros
inflacionados de zero do modelo RBNIZGP no R.

1018, mas com maior valor no R (2, 42 < 7, 73).

As sáıdas para o modelo global, nas Figuras 6.11 e 6.12, foram idênticas entre

SAS e R, considerando as casas decimais dispońıveis para visualização. Além disso, as

estimativas dos parâmetros condizem com a distribuição geral de estimativas apresentada

anteriormente para os modelos locais: intercepto negativo; parâmetro de superdispersão

próximo de 3; comorbidade, dificuldade de distanciamento social, aglomeração e compor-

tamento da saúde sendo aspectos que se relacionam de forma positiva com o número de

casos de COVID-19; enquanto proporção de pessoas com ensino médio completo, ńıvel de

acesso à saúde e migração possuem correlação negativa com a resposta.

A parte inflacionada de zeros também resultou em valores positivos para as es-

timativas dos parâmetros Healthcare access e Crowding, indicado que o aumento nessas

variáveis é acompanhado de aumento na probabilidade de se ter COVID-19, estando de

acordo com o que foi observado nos modelos locais. Além disso, os erros padrão não

apresentaram valores muito elevados, e os testes t para todas as covariáveis resultaram

em p-valores pequenos, representando a significância dos parâmetros na explicação sobre
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Figura 6.11: Estimativas dos parâmetros e medidas de ajustamento para a versão global do modelo
RBNIZGP no SAS.

Figura 6.12: Estimativas dos parâmetros e medidas de ajustamento para a versão global do modelo
RBNIZGP no SAS.

a quantidade de casos da doença.

Em geral, as medidas de ajustamento indicam que o modelo global teve ajuste

inferior ao RBNIZGP. Os indicadores de pseudo-R2 que eram próximos de 1 para o modelo
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mencionado, estão entre 0,3 e 0,4 para a versão global. Ademais, tanto o AIC como o

AICc aumentaram quando comparados aos seus valores no modelo RBNIZGP (1420, 44 <

1520, 59 e 1472, 83 < 1521, 94).

6.4 Visualização dos Resultados

Após o ajuste do modelo RBNIZGP através da função gwzinbr, é interessante

observar como as variáveis envolvidas e as estimativas do modelo se distribuem espacial-

mente ao longo do páıs. Para isso, foram constrúıdos mapas no R através do pacote leaflet,

com versões interativas dispońıveis no RPubs. Entre as covariáveis utilizadas no ajuste,

a variável de aglomeração, Crowding, foi escolhida para exemplificar essas distribuições

espaciais, por ser de grande relevância para a explicação do fenômeno e por estar inclúıda

tanto na parte inflacionada de zeros como na parte não inflacionada do modelo.

Figura 6.13: Distribuição espacial do número de casos de COVID-19 na Coreia do Sul durante fase
inicial da pandemia

A Figura 6.13 apresenta a distribuição espacial dos casos de COVID-19 pela Co-

reia do Sul na fase inicial da pandemia, em que se observa uma maior concentração de

zeros. Isso reforça a ideia de um comportamento inflacionado de zeros e que, comple-

mentado com a superdispersão identificada nos dados (os valores de casos de COVID-19

podem chegar até o máximo de 4155), caracteriza uma provável distribuição binomial

negativa inflacionada de zeros.

É interessante observar que as regiões com maiores números de casos são também

aquelas que figuram entre as principais do páıs: Seul (capital), Busan (onde está localizado

o porto mais movimentado do páıs) e Daejeon (polo tecnológico). As localizações dessas

cidades podem ser identificadas na Figura 6.14.

https://cran.r-project.org/web/packages/leaflet/index.html
https://rpubs.com/julianamrosa/1198864
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Figura 6.14: Mapa da Coreia do Sul

Fonte: Google Maps, com adaptações

Figura 6.15: Distribuição espacial do ńıvel de aglomeração (Crowding) na Coreia do Sul

Já na Figura 6.15 observa-se o comportamento espacial do ńıvel de aglomeração

(variável explicativa Crowding). São ńıveis que variam de moderado a baixo, e que tradu-

zem uma poĺıtica local ostensiva de combate à doença desde a fase inicial da pandemia.1

As estimativas para o parâmetro Crowding e suas distribuições no espaço podem

1BBC. Coronav́ırus: o que está por trás do sucesso da Coreia do Sul para salvar vidas em meio à
pandemia. Dispońıvel em: https://www.bbc.com/portuguese/internacional-51877262. Acesso em:
02 de junho de 2024

https://www.bbc.com/portuguese/internacional-51877262
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Figura 6.16: Distribuição espacial das estimativas do parâmetro Crowding no modelo RBNIZGP na
Coreia do Sul

ser conferidas na Figura 6.16. A visualização auxilia no entendimento inicial de como essa

variável pode impactar o número de contaminações pela doença. As cores mais claras no

mapa representam valores mais próximos de zero, sugerindo que a aglomeração não tenha

uma associação tão forte com a quantidade de casos naquelas regiões.

Uma pequena porção da região litorânea do páıs (em tons escuros de vermelho)

indica uma associação negativa com a resposta, ou seja, o aumento no ńıvel de aglo-

meração é acompanhado de um decréscimo no número de casos nesses locais. Em sentido

contrário, porções em tons de azul mais escuro, localizadas principalmente próximo da

capital, sugerem uma correlação positiva.

A Figura 6.17 apresenta as estimativas calculadas para o parâmetro Crowding na

parte inflacionada de zeros do modelo. Ou seja, os valores dos coeficientes, nesse caso,

representam a relação entre o ńıvel de aglomeração e a ocorrência ou não de COVID-19.

Assim, observa-se que a região mais nordeste do mapa contém alguns valores negativos

para representar essa relação. Porém, de forma geral, na maior parte do páıs a aglomeração

é uma caracteŕıstica que está associada positivamente com a probabilidade de se ter a

doença.

Além disso, alguns locais próximos a Seul apresentaram valores nulos para a

estimativa do coeficiente inflacionado de zeros, indicando que a aglomeração não têm
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Figura 6.17: Distribuição espacial das estimativas do parâmetro Crowding inflacionado de zeros no
modelo RBNIZGP na Coreia do Sul

significância na explicação da ocorrência de COVID-19 nessas localizações. E o único

local onde o valor estimado foi muito elevado foi no condado de Hapcheon, mais ao sul

do páıs, representado em azul escuro.

Figura 6.18: Distribuição espacial das estimativas do parâmetro de superdispersão no modelo
RBNIZGP na Coreia do Sul

Por fim, a Figura 6.18 mostra a distribuição espacial das estimativas para o

parâmetro de superdispersão α. A partir desse mapa, é posśıvel ter uma ideia inicial

de quais distribuições são mais adequadas para representar os dados de resposta em lo-
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calidades espećıficas. Valores maiores para o parâmetro sugerem que distribuições que

acomodam esse comportamento de alta variabilidade (como a binomial negativa e a bino-

mial negativa inflacionada de zeros) são as mais indicadas para a modelagem. Isso ocorre

para o leste do páıs, enquanto que para o oeste distribuições como a Poisson ou a Poisson

inflacionada de zeros seriam o suficiente para descrever o número de casos.



Caṕıtulo 7

Conclusões

O presente trabalho alcançou seu objetivo principal ao implementar um pacote

R (atualmente já publicado no CRAN) para o algoritmo de Regressão Binomial Negativa

Inflacionada de Zeros Geograficamente Ponderada (RBNIZGP), proposto por Da Silva

e De Sousa (2023) e previamente implementado em SAS pelos referidos autores. O pa-

cote gwzinbr, ainda que focado na RBNIZGP, é capaz de ajustar espacialmente dados

de contagem que apresentem comportamentos compat́ıveis com pelo menos outras três

distribuições conhecidas (Poisson, Binomial Negativa e Poisson Inflacionada de Zeros).

A comparação dos resultados obtidos por ambos os softwares a partir de um

estudo de caso realizado pelos autores da teoria possibilitou não somente a compreensão do

método pelas realizadoras deste relatório, como também a experiência de desenvolvimento

e gerenciamento de pacotes no R e um maior entendimento sobre o SAS e seus aspectos

computacionais. Ainda que algumas sáıdas não tenham resultado em uma replicação

exata, o pacote desenvolvido em R se mostrou capaz de alcançar os resultados esperados,

sendo uma alternativa acesśıvel para pesquisadores.

Como as diferenças nos tempos de execução entre SAS e R mostraram que o

pacote gwzinbr ainda pode ser melhorado em termos de eficiência computacional, espera-

se que contribuições futuras possam otimizar o código. Uma sugestão seria o uso de

processamento pararelo, o qual permite o aproveitamento de recursos computacionais

f́ısicos para que diferentes núcleos de uma máquina possam realizar diferentes cálculos

ao mesmo tempo. Também é interessante a aplicação futura desse algoritmo em novos

conjuntos de dados e a realização de estudos de simulação para melhor comparação entre

as funções em SAS e R.
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Hall, D. B. (2000). Zero-inflated poisson and binomial regression with random effects: A

case study. Biometrics, 56:1030–1039.

Hilbe, J. M. (2011). Negative Binomial Regression, (2nd ed.). Cambridge University

Press.

Hurvich, C. M. & Tsai, C.-L. (1989). Regression and time series model selection in small

samples. Biometrika, 76:297–307.

Lambert, D. (1992). Zero-inflated poisson regression. Technometrics, 34:1–14.

Martin, J. & Hall, D. B. (2016). R2 measures for zero-inflated regression models for count

data with excess zeros. Journal of Statistical Computation and Simulation, 86(18):3777–

3790.

Nelder, J. A. & Wedderburn, R. W. M. (1972). Generalized linear models. Journal of the

Royal Statistical Society. Series A (General), 135(3):370–384.

Paula, G. A. (2004). Modelos de Regressão com Apoio Computacional. Editora IME-USP.

Sousa, M. D. R. (2022). Regressão binomial negativa inflacionada de zeros geograficamente

ponderada. Dissertação de Mestrado em Estat́ıstica, Universidade de Braśılia.
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