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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um programa com a finalidade de simular
numericamente a transferéncia de calor no processo de prototipagem rapida por
deposicdo de metal em camadas sucessivas utilizando soldagem a arco, também
chamada de soldagem 3D (3D Welding). Com o objetivo de conseguir prever o
comportamento do material depositado, a transferéncia de calor é analisada. Um modelo
numérico que utiliza o método dos elementos de contorno € desenvolvido, a partir do
qual se torna possivel simular determinadas condigdes. Ao final valida-se o codigo
comparando os resultados numéricos com solucdes analiticas simples desenvolvidas ou
obtidas pela literatura.

ABSTRACT

This work presents the development of a program in order to numerically simulate the
heat transfer during the process of rapid prototyping by metal deposition in successive
layers using arc welding, also called, 3D Welding. With the purpose of predicting the
behavior of the deposited material, the heat transfer is analyzed. A numerical model
using the boundary elements method is developed, from which it becomes possible to
simulate certain conditions. At the end the code is validated by comparing numerical
results with simple analytical solutions developed or obtained in the literature.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Ultimamente, os processos de prototipagem rapida (em inglés, Rapid Prototyping) vem
ganhando for¢a na industria. Isso devido a continua exigéncia de minimizar gastos financeiros e

de tempo na fabricacdo de prot6tipos.

A prototipagem rapida, também conhecida como impressdao 3D, utiliza a deposicdo de
material em camadas sucessivas. Ja 0s processos convencionais (como a usinagem, fresagem,
desbaste) trabalham com a remoc¢do de material. Comparativamente, a construgdo camada a
camada d& maior liberdade na confeccdo da pega, sendo esta a vantagem que torna o método tdo
atrativo. A Figura 1 ilustra a construcdo de uma peca a partir desse processo.

Robo de solda

Figura 1. Principios do processo de impressdo 3D [1]

A impressdo 3D conta com diversos processos, cada um usando como matéria prima um
material especifico (madeira, polimeros, ceramicos e metais). Neste trabalho ser& desenvolvido
0 modelo numérico para o célculo da transferéncia de calor no processo de deposicao de metal
em camadas sucessivas (Shape Metal Deposition) por meio de um rob6 de solda Mig/Mag.
Também conhecido como soldagem 3D (3D Welding). Esse processo nada mais é que a

variacao do processo de modelagem por deposicdo fundida (FDM).

Como o processo de deposicdo de material também tem seus problemas, métodos hibridos
estdo sendo desenvolvidos. Um desses métodos que vale ser ressaltado é a soldagem e fresagem
(Welding and Milling) [1]. Como ilustra a Fig. 2, ap6s a deposicéo de uma camada, a superficie

é fresada para uma espessura especificada para que a deposicao continue.



Ferramenta de fresagem

Figura 2. Processo hibrido, soldagem e fresagem [1]

Na soldagem 3D, o processo comegca com a criagdo de um modelo sélido em CAD
(Computer Aided Design). Entdo é usado um software para tragar o percurso da tocha, o modelo
é dividido em camadas sucessivas, tragando um caminho continuo que seré percorrido pelo robd

de solda.

O problema focado nesse trabalho é a determinacéo do avanco ortogonal ao plano. J& que o
metal de solda sai a altas temperaturas e € um bom acumulador de calor, o tempo de
resfriamento da poca de solda aumenta gradativamente, com isso a altura esperada de cada
camada varia. A Figura 3 mostra pecas confeccionadas segundo esse método, porém com 0 uso

de um avanco manual no eixo z.

Figura 3. Pecas obtidas com soldagem 3D com um processo semiautomatico [2]

O acumulo de calor gera, por consequéncia, variacdes das caracteristicas do solido. Por
iSso é necessario um estudo mais aprofundado da transferéncia de calor com objetivo de

controlar as variaveis pertinentes para melhorar a qualidade do protétipo.



1.2 OBJETIVOS

O intuito deste trabalho é criar um programa, através do software MatLab, capaz de simular

numericamente problemas de transferéncia de calor. O método no qual a pesquisa se baseia é o

método dos elementos de contorno (MEC).

De maneira esquematica, os objetivos sdo:

N o a k~ w Db e

Realizar uma revisao bibliogréafica sobre o método dos elementos de contorno;

Estudar os fundamentos da simula¢do bidimensional do MEC,;

Criar um programa capaz de gerar malhas tridimensionais simples;

Implementar em um programa 3D simples condic¢des de contorno mais complexas;
Validag&o do cddigo usando solugdes analiticas e solu¢fes encontradas na literatura;
Adicionar um modelo transiente de transferéncia de calor;

Simular um processo de soldagem 3D a partir do programa desenvolvido, aplicando as
devidas consideracdes e aproximacdes para se aproximar de uma modelagem real;
Analisar a influéncia das varidveis da soldagem no acimulo de calor, e como este

acumulo influencia na impressdo e nas propriedades da pega.

1.3 COMPOSICAO E ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho esté dividido em 5 capitulos principais:

1.

Introdugdo: com o objetivo de dar uma visdo geral do problema, sdo apresentadas a
motivacao e os objetivos a serem cumpridos ao final do trabalho.

Embasamento matematico: sdo feitas revisdes sobre fungdes matematicas importantes
ao método e cujo uso é recorrente ao longo do trabalho.

Método dos elementos de contorno: primeiramente mostrar quais as vantagens e
desvantagens do método. Em seguida sdo apresentadas as formulagdes bidimensional e
tridimensional. Mesmo a simulacdo final sendo 3D, a modelagem 2D ajuda na
compreensdo e programas 2D sdo usados para validar as implementacdes.
Implementacdo: primeiro comprova-se a validade do programa bidimensional. Em
seguida sdo validadas as malhas tridimensionais e as condi¢gbes de contorno
implementadas no programa.

Conclusdes: com base no que foi desenvolvido, este capitulo tem como objetivo gerar

perspectivas futuras para dar sequéncia ao trabalho.



2 EMBASAMENTO MATEMATICO

2.1 TEOREMA DE GAUSS-GREEN

O teorema de Gauss-Green é uma identidade fundamental que reduz em um a ordem de uma
equacdo integral, ou seja, integrais de area se tornam integrais de contorno e integrais de volume
se transformam integrais de superficie [3]. Considere a &rea determinada pela funcdo f com
relacdo a x mostrada na Fig. 4. A integral de area pode ser escrita como uma integral dupla, uma

em relagéo a x e a outra com relagdo a y.

dx
dy t
dy
- dx
n
Detalhe - A -

Figura 4. Area plana usada na demonstracio do teorema de Gauss-Green [3]

A partir do teorema fundamental do calculo, é possivel substituir a integral da derivada pela

prépria funcao avaliada em seus limites superior e inferior.

[ Y 4a - jy [ [ Z—sz] dy = fy [FCe) — Faeldy w

A geometria mostrada no detalhe —A— da Fig. 4 sera usada para substituir dy que aparece na
Eg. (1) com uma expresséo que envolve o elemento de linha ds. Essas consideragdes envolvem
relacbes com as componentes do vetor unitario normal ao contorno. Sendo e, (i = 1,2,3) 0s

vetores unitarios na direcdo dos eixos do plano cartesiano, temos:

A e @
~ds “ ds %2

n=_er = e =nye; + nye; 3)

A partir dai:



dy

I n, = dy =n,ds “)

Substituindo essas relagdes na Eq. (1)
fy [FGe) = fCe)ldy = | Flmads - | FGamds -

Nessa expressdo 0 arco s; esta a esquerda do contorno, e o lado s, a direita do mesmo.
Nota-se entdo que a componente n,, em s; € negativa, e podem-se combinar todos os temos na

Eqg. (5) resultando em uma Unica expressao.

f —dA = ffnxds (6)

Uma simples mudanca dos eixos x e y pode mostrar que a relacdo demonstrada pela Eq. (7)

também é verdadeira.

j—dA jfnyds (7)
s

Os mesmos argumentos podem ser repetidos para o caso tridimensional. Com o auxilio da

Fig. 5 € possivel obter resultados analogos.

Detalhe - A -

/-—— dS
i .

X

- X Detalhe - A -

Z

Figura 5. Volume usado na demonstracdo do teorema 3D de Gauss-Green [3]

j Tav= f U T ]dydz= [ fy [ Ce) — Faep)ldy dz ®

ou

f—dV ffnde 9)
N

Em notacéo indicial,



f v = f Frds (10)
S

Sabendo que x; e n; (i =1,2,3) podem assumir valores x,y ouz, € n,n, OU n,

dependendo do valor de i.

2.2 TEOREMA DA DIVERGENCIA

O teorema da divergéncia é uma variacéo do teorema de Gauss-Green. Para encontrar essa

relacdo, considere f = f; a i-ésima componente de um vetor fungdo na Eq. (11).

O gy = [ fmas
v 0%; Sf"n" (11)
Usando a formula da Eq. (11) com i = 1, 2 e 3, e somando o0s resultados, obtém-se:

o, O o8
f( + +

v \0x;  0x; 6x3 av = f(f1n1+f2n2+f3n3)d5 W)

ou

jv (@ Dav = js (F1)ds @)

2.3 A SEGUNDA IDENTIDADE DE GREEN

Essa relacdo pode ser encontrada usando o teorema da divergéncia e as identidades
mostradas nas Eqgs. (14), (17) e (18). A primeira identidade € igual ao produto de uma fungdo

escalar b e o gradiente de outra funcéo a.
f =bVa (14)

v ﬁ_(f) =4 0 = 0 _,) (baa +b6a +b6a )
= a2 T o) bay i tha et b (15)

_ - 0b 0a 0%°a 0b 0a 0°a 0b da baza

Vif= dx,0x,  0xZ  Oxp0x,  0x2 x5 0x3 a_xg 1o
ou
V-f=§a-§b+bvza 17
onde
, 0% 0d%*a 0%a
Viaq = (18)

= 5,2 2 2
ox; O0x5 0x3



Agora substituindo a fungdo f no teorema da divergéncia, Eq. (13)

f (Va - Vb + bV2a)dV = f (bVa - 7i)ds (19)
1’4 S

Essa relagdo pode ser escrita novamente trocando as posic¢des das funcgdes escalares a e b.

f (Vb - Va + av?b)dV = f (aVb - 7i)ds 20)
1’4 S

Pode-se agora subtrair a Eq. (20) da Eq. (19) e obter a segunda identidade de Green.

fv (bVZ%a — aV2b)dV = fs (bVa -7 — aVb - ii)dS 21)

2.4 FUNCAO DELTA DE DIRAC

Em diversas situa¢fes na engenharia, perturbacfes sdo idealizadas como se ocorressem em
um ponto. Exemplos disso sdo cargas concentradas na mecanica dos solidos e fontes e
sorvedouros de energia em andlises de transferéncia de calor. Ao imaginar uma carga
concentrada, na realidade pensamos em uma carga “relativamente concentrada”, como mostra a
Fig. 6. Idealizar como ponto depende qualitativamente da proximidade a qual o local de
aplicacdo da perturbacéo € observado. Em um limite onde o raio da curvatura da carga tende a
zero, a tensdo tendera ao infinito e o material falhara. Finalmente, deve-se admitir que fontes
concentradas sdo matematicamente Uteis, porém abstratas, mostrando-se Uteis para resolver

problemas préticos.

Detalhe - A -
Detalhe - A -

A

Figura 6. Representacdo de uma carga concentrada [3]

Com o objetivo de construir uma descricdo matematica para as fontes e carregamentos
pontuais, sera apresentada a funcdo pulso retangular unitario na Fig. 7. Essa funcdo é criada de

forma que sua integral seja igual a uma unidade em qualquer dominio onde for “ativada”.



F F

T SR a4 ]

Figura 7. Funcéo pulso retangular unitario [4]

Estando essa funcéo centrada em d e de comprimento a, com fungéo descrita pela Eq. (22).

(0 <d-2
! | x 2
1 a a
F(x,d,a) =< —; —=—<x< =
( ) " d S<x d+2 22)
a
0; >d+—
l X +2

Agora podemos definir a funcdo delta de Dirac como o limite da funcdo pulso retangular

unitéario quando a se aproxima de zero.
d(x—d) = ‘111_13(1) F(x,d,a) 23)
Essa funcdo se comporta de tal maneira que pode ser usada para representar as fontes

pontuais. Quando a regido onde a fungéo atua fica menor, a intensidade aumenta de tal forma

gue a integral da funcdo permanece constante.

As propriedades da funcdo delta de Dirac sdo chave para o método dos elementos de
contorno. Essas propriedades estdo demonstradas nas Egs. (24), (25) e (26).

0, sex #d

S(x—d) = {oo, sex=d 24)
Integral da funcéo delta de Dirac.

b6 —dd _{1, sea<d<b

a (x —d)dx = 0, sed<aoud>b (25)
Integral do produto de uma funcéo delta de Dirac com outra funcdo g(x).

b

_ _(g@), sea<d<b

_L §(x —d)g(x)dx = {0, sed <aoud>b (26)



2.5 INTEGRACAO NUMERICA — QUADRATURA DE GAUSS

Segundo Ref. [5], a quadratura de Gauss é um método de integracdo numérica onde 0s

intervalos ndo sdo mais igualmente espacados. As integrais numéricas tem forma:

[r@ ax = Z wif (6) @n
a i=0

Os pontos utilizados no método sdo escolhidos de forma que os n+1 pontos
apropriadamente escolhidos resultem como integral exata quando f (&) é um polindmio de grau

2n + 1 ou menor.

Programas de computador e tabelas difundidas na literatura fornecem os pontos (¢;) e pesos
de Gauss (w;) para o intervalo [—1, 1]. Com isso é feita uma substituicdo de variavel, e obtém-
se a Eq. (28).

j £ dx = f G0 —df -
em que
1
x(§) = 3 [(b—a)¢ + (a+Db)] (29)
dx (b—a)
d_f = 2 (30)

2.6 METODO DA INTEGRACAO RADIAL

A funcéo desse método é a transformacgéo de integrais de dominio em integrais de contorno.
Considerando um dominio bidimensional, a integral de uma funcdo f(x,y) sobre a area Q de

uma figura plana é dada pela integral:

1= fey)dudy = [ | £1x06.0), (.00 pdpdo o
Q 670

Onde r é um valor de p no contorno. A Figura 8 ilustra os vetores e as consideracoes feitas

pelo método da integracao radial.



Figura 8. Visualizacdo do método da integracgdo radial [6]

Definindo F como a seguinte integral:

F(p,0) = jo F1x(0,6),¥(p,6)] pdp -

Considerando um angulo infinitesimal d6 é possivel encontrar uma relagdo entre o

comprimento do arco, rd6, e 0 comprimento infinitesimal do contorno, dr.

cosa

dg = ar
r (33)

Onde a é o angulo entre os vetores unitarios 7 e 7. A partir das propriedades do produto

interno, é possivel escrever:

s
dg = —dr (34)

Substituindo a Eq. (34) na Eq. (32), e em seguida na Eq. (31), a equacdo de dominio se torna

uma equacao de contorno:

n-r
I:LFTdF (35)
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 CONCEITOS BASICOS

O método dos elementos de contorno (BEM — Boundary Elements Method) é uma técnica
computacional para a aproximacao de solucdes de problemas na mecénica do continuo. Esses
problemas sdo caracterizados matematicamente por equacOes diferenciais governantes cujas

solucdes analiticas, dependendo da complexidade do caso, ndo sdo possiveis de encontrar.

Técnicas de simulacdo numérica podem ser divididas em trés grandes vertentes: diferencas

finitas, elementos finitos e elementos de contorno. Todos os trés envolvem os seguintes passos:

1. Substituicdo de expressdes envolvendo calculo por relagdes algébricas aproximadas;
2. Uso de malha computacional para descrever a geometria do corpo a ser simulado;
3. Solucéo de equaces algébricas para determinar as condi¢des desconhecidas na malha.

Nenhum método se mostra superior aos outros em todos o0s casos. Cada um possui suas

vantagens e desvantagens. No caso dos elementos de contorno as mais significativas sao:

Tabela 1. Vantagens e desvantagens do método dos elementos de contorno

Elementos de Contorno

Vantagens Desvantagens

e Simples modelagem de fronteiras e | e Precisa de solucdo fundamental.

condigdes de contorno. e Possui uma grande quantidade de
o Necessita apenas de malha superficial. integracbes  numericas de  funcdes
o Ideal para problemas infinitos. complexas.

e A precisdo da solugdo ndo estd ligada a | ¢ Matrizes cheias e assimétricas.
quantidade de pontos internos.

3.2 INTRODUCAO A TRANSFERENCIA DE CALOR

3.2.1 Equacéo geral da conducdao de calor

A lei de conducéo de calor de Fourrier é uma equacdo determinada experimentalmente que
relaciona o gradiente de temperatura com a taxa de conducéo de calor no tempo. Para o caso da
conducdo de calor unidirecional (Fig. 9), a energia térmica que flui através de uma parede de

secdo transversal A é dada pela Eq. (36).

. AT

Qx = _kAH (36)
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Figura 9. Condug&o de unidirecional em uma unidade de volume de uma parede extensa [7]

Para um elemento infinitesimal:

L
Qx = F)” (37)

Generalizando para as 3 direcOes, os fluxos de calor por unidade de area, g, podem ser

encontrados segundo a Eq. (38).

. k(aT# oT OTE)_ T
q=- al‘l‘@r"& == (38)

A 12 lei da termodindmica estabelece que para um sistema termodindmico na auséncia de
trabalho dQ = dU. Aplicando em um elemento pequeno como o da Fig. 9, em apenas uma

diregéo.

AEelem

Qx + Eger,elem - Qx+Ax = At (39)

A variacdo do calor dentro do elemento e a taxa de calor gerada no elemento podem ser

expressas pela Eq. (40).
AE¢iem = AEiipr — DEr = mc(Teyne — Tt) = pcADX(Teypne — Tt) (40)

onde c é o calor especifico do sélido.

Egerelem = €gerdV = éger ADX (41)

Substituindo na Eq. (39).

12



(Tt+At - Tt)

Qx - Qx+Ax + égerAAx = pcAAx AL

(42)

Dividindo por AAx e considerando um elemento infinitesimal (Ax — 0) com um passo de

tempo tendendo a zero (At — 0), tem-se

100 oT

Aox t eger = 'DCE “43)
como

. (Qx - Qx+Ax) _ aQ . 0 ( aT)

Alalcr—r>10 Ax - ox  Ox kA ox “4)

Entdo, j& que a area é constante:

0 ( dT . oT

52 (E5) +oer = po 5 (45)

A partir das Egs. (38) e (45), s@o encontradas as equacdes de conducdo de calor em uma

parede extensa plana com condutividade constante. Essas equac@es estdo representadas a seguir:
- Regime permanente sem geragdo de calor (equagéo de Laplace).
VT =0 (46)
- Regime permanente com geragéo de calor (equacdo de Poisson).

e
2 ger
- Regime transiente sem geracéo de calor.

10T

V2T = —
a ot

(48)

Reproduzindo o mesmo processo em coordenadas cilindricas obtém-se;

- Regime permanente sem geragdo de calor (equagéo de Laplace).

6( aT)_O
or rar - (49)

- Regime permanente com geracgdo de calor (equacdo de Poisson).

1 6( aT)_ €ger

ror ra_r - k (50)
- Regime transiente sem geracéo de calor.

190 0T\ 10T

?Eoﬁﬂ_aa? (1)
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Agora em coordenadas esféricas:

- Regime permanente sem geracdo de calor (equacao de Laplace).

0 ( ZOT)_O
6rr ar) (52)

- Regime permanente com geracdo de calor (equacdo de Poisson).

19200y

r2or\ or) k 53)
- Regime transiente sem geracao de calor.

10 ( 5 OT) 1 aT

r2or or)  aot 64)

3.2.2 Condicbes de contorno

Existem quatro condic¢Ges de contorno principais: temperatura conhecida, fluxo conhecido,
conveccdo e radiacdo. As equagOes gerais da conducdo de calor ndo incorpora nenhuma
informacdo sobre as condi¢Ges de contorno, necessitando entdo determinar essas condi¢des

térmicas nas superficies das fronteiras para que a descri¢do do problema esteja completa.

As condicOes de temperatura e fluxo sdo mais simples, onde se tem diretamente ou o valor
da temperatura ou o do fluxo de calor. A condi¢do de contorno de convecgdo é um pouco mais
complicada, porém, o fluxo varia linearmente com a temperatura, considerando o coeficiente de
transferéncia de calor por convecgdo constante. Por Gltimo, a condi¢do de contorno de radiagdo

é a mais complicada, pois varia com a temperatura de forma nao linear.

Nem sempre a transferéncia de calor por radiacdo é 100% com ambiente onde o0 objeto esta
localizado. No caso das superficies cbncavas, parte da radiacdo € irradiada para a propria
superficie, como mostra a Fig. 10. De uma maneira simplificada, o fator de visdo mede a fracdo

da energia que é irradiada para cada superficie ao seu redor, sendo a soma total de todos eles

igual a 1.
@ F,  ,#0
@ W Fy, ,,=0 o
F, =0
(a) Superficie plana (b) Superficie convexa (¢) Superficie concava

Figura 10. Exemplo de fatores de forma em diferentes superficies [7]

onde F,, _, ;, é o fator de visdo de uma superficie a para uma superficie b.
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O fator de visdo também é conhecido por fator de forma pois ele depende da geometria das
superficies e da posicdo de uma em relagdo a outra. Existem formulas e gréaficos para calcula-
los, porém geralmente sdo para casos bidimensionais ou tem-se geometrias muito limitadas (a

maioria de apenas quatro lados).

A Figura 11 ilustra dois elementos de areas, e a Eq. (55) encontra o valor dos fatores de
forma.

Figura 11. Fator de forma em elementos infinitesimais [7]

cos 91 cos 0,
Fl o = f f dAl dA2 (55)
Ay YAy

Para resolver essa equacao existem varias maneiras. O método utilizado foi o método CDIF
(“Contour Double Integral Formula), que usa o teorema de Stokes na solugdo da Eq. (55) [8].
Com isso é possivel encontrar fatores de visdo de maneira direta, sem precisar de graficos, e

precisa podendo fazer uso de geometrias mais complexas.

Esses sdo os conceitos basicos envolvidos no método dos elementos de contorno aplicados a
transferéncia de calor. A partir dai é feita a formulagdo do método, variando com relagdo as
equac0es gerais de conducéo de calor, para resolver problemas com determinadas condi¢des de

contorno numericamente.

3.3 CASO BIDIMENSIONAL

3.3.1 Solucéao fundamental para a conducao de calor

Uma das principais caracteristicas do método dos elementos de contorno é o uso de solugdes

conhecidas do problema a ser investigado. Na conducéo de calor, a resposta térmica estacionéria
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de um meio infinito condutor para um ponto fonte com geracdo interna de energia é chamada
solucdo fundamental. Essa solucéo deve satisfazer a equacéo diferencial dada pela Eq. (56) [3]

S(x—d)

VT* =
k

(56)

A funcdo delta de Dirac é ideal para representar cargas e fontes pontuais, como mostrado na
secdo 2.4, e € ativada quando o ponto fonte d coincide com o ponto campo x. Intuitivamente o
problema parece artificial, j& que a temperatura no centro da fonte concentrada deve ser infinita,
certamente o material derreteria e em seguida se vaporizaria. Matematicamente, € dito que esse
comportamento é singular, e esse é um ponto de singularidade. Ou seja, para a compreensao do
método, a melhor maneira para caracterizar esse tipo de fungdo é admitir que ela é fisicamente

estranha mas matematicamente Util.

Para estudar a solucdo da Eq. (56), considere a origem do sistema de coordenadas
bidimensional o ponto fonte (d = 0). Essa mesma equacao diz que o Laplaciano da distribui¢éo
de temperatura € zero em todos 0s pontos, exceto na origem. Portanto, é necessario selecionar
uma equacdo fundamental que tenha um comportamento singular na origem. Outra consideracao
é que o problema deve ter simetria cilindrica com relacdo a origem, ou seja, 0s pontos campo a

uma distancia radial R sdo equivalentes. Com todas essas consideragdes, a fisica do problema

sugere que a temperatura se comporte da forma T = In(R), j& que o fluxo de calor (3—;) deve se

1
comporta como IS

Meio Infinito —--..._\_:__.::

Cilindro

Ponto Fonte

Figura 12. llustracdo usada para o célculo do fluxo de calor devido a um ponto fonte [3]

T* = In(R) (57)

onde

R = (%% + x,2) (58)

Para provar que essa funcdo tem laplaciano igual a zero, deriva-se:
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dT* 10R

dx; Rox, (59)

0°T* 10°R 1 (aR )2

dx?  Rax? RZ\ox, (60)

Sabendo que:

oR 1 ge—1 x

o, E(X1 +x,°) 2(2xq) = R (61)
°R 1 x;?

dx,2 "R R3 (62)

Entdo, substituindo na Eqg. (60) e sabendo que é analogo derivando com relagéo a x,.

0°T" 1 2x,?

dx,2 RZ R* (63)

0°T" 1 2x,?

0x,2 RZ R% (64)
2% 1 R2

A Equacéo (65) é zero em todos os pontos exceto na origem, onde a equacdo tem valor
indeterminado ja que R € zero. Para analisar o comportamento do Laplaciano préximo a origem,
ndo podemos simplesmente cancelar os termos. Ou seja, essa solugdo fundamental satisfaz

guando o ponto fonte ndo coincide com o ponto campo [3].

Define-se fluxo de calor através do contorno pela expressao [7]:

*

. — m T
Q=Lq*-ﬁds=fo (—kd—R)th6=—21Tkt (66)

Onde t é a espessura do elemento, considerada unitaria. Para que o valor da fonte seja

unitario é introduzida a constante A.

T*=AIn(R);entio Q = —2nktA=1 (67)
Logo.
T = ! In(R

© 2mkt n(k) (68)

O fluxo de calor correspondente a solucdo fundamental de temperatura é encontrado usando

a lei de condugdo de Fourrier.
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1 — —
=-——(xe; +ye;) (69)

oT* _, 0T~ )
2kt

T = - = k(G e+ 5

Generalizando agora para um caso onde o ponto fonte estd em um ponto de coordenadas

(x4, y4) € 0 ponto campo nas coordenadas (x;, y;), obtém-se:

R =/(x; — x)* + (i — ya)? (70)
T = — Skt ln(R) ;eq = _ant ((xi - xd) eq + (yl — yd)eZ) (71)

3.3.2 A equacdo integral para a conducgéo de calor.

A partir da segunda identidade de Green (se¢do 2.3), supondo que a funcdo f € igual &
resposta real da temperatura do problema (f =T) e g € igual a solucdo fundamental da

temperatura (g = T™*), tem-se:

fVngdQ—fvzgfdQ=ngf-ﬁdS—fng-ﬁdS (72)
Q Q S S
vaTT*dQ—fVZT*TdQ=fT*V’T-ﬁdS—fTVT*-ﬁds (73)
Q Q S S

De acordo com Eq. (46), o primeiro termo da Eq. (73) deve ser igual a zero em problemas

permanentes sem geragdo de energia. A partir da Eq. (56) e das propriedades da funcédo delta de
Dirac, é possivel simplificar o segundo termo da equacdo integral para @. Sendo o fluxo

determinado pela Eqg. (38), o lado direito da equag&o é simplificado.

[ora-[ (<25 ra=[r(L)mas-[r(L)das

cT(d) = jT?’-ﬁdS—fT*?;-ﬁds (75)
S S

O simbolo ¢ dessa equacdo é conhecido por fator geométrico cujo valor depende da posi¢do
do ponto fonte [4,3]. Quando d esta dentro de Q, c¢ € igual a 1. Quando d esta fora de Q, c é
igual a 0 e quando d pertence a S, e esse contorno for suave, c¢ é igual a 0,5. Esses valores estéo

provados no Anexo I.

Em fim é provada a equacéo integral de contorno, que é equivalente & Eq. (73). Com base na
Eq. (76), problemas permanentes sem geragdo de calor interna séo resolvidos através do método

dos elementos de contorno. Note que existem apenas integrais de contorno. Outras equacdes
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integrais serdo mostradas no decorrer do trabalho para casos diferentes, todas tendo em comum
a auséncia de integrais no dominio.

3.3.3 Elementos de contorno

A equacdo integral pode ter solugdo analitica, mas ndo € isso que ocorre na grande maioria

dos casos. Com isso, 0 método subdivide o contorno em pequenas se¢des com € mostrado na
Fig. 13.

Figura 13. Subdivisao da superficie real S [6]

S:S]_+Sz+"'+5n (77)

Por consequéncia, a integral do contorno se torna um somatorio de integrais.

cT(d)—szq ds—ZfT qds

A geometria dos elementos € entdo aproximada segundo uma funcdo de forma (Fig. 14).

(78)

Dessas fungdes, as mais usadas sdo as quadraticas (pardbola) e as lineares (reta). Quando se
trata de superficies curvas, os elementos quadraticos sdao os que melhor representam a

superficie, porém sua implementacdo é questionavel ja que a melhora no resultado em alguns
casos € pequena e ndo compensa o acréscimo no custo computacional [6,4,3]
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Figura 14. Interpolacéo da superficie real com elementos lineares [6]

A equacéo integral para os elementos nesse contorno se reduz a:

n

n r .
1 i ) .
ST =1 | 4 dr]— [ 7ar 9
j=1 T =1l T |
n 1 nr b
> ij g dr|-ST(d) = ) quT*dF (30)
n T 2 n T;
]:1 )] ]:1 | )] |
chamando
( q*dr, sei#j
l".
Hij = ! ]1 (81)
L——+fc'1*d1“, sei=j
]
e
Gij =JT* dr 82)
T
A Eqg. (80) é escrita na forma
n n
Z[HijTj] = ) [Giq;] (83)

j=1 j=1
Ja que para cada elemento ou se sabe a temperatura, ou se sabe o fluxo de calor (nos casos
mais simples), € gerada uma equacdo para cada elemento, e cada elemento com uma incognita,

ou seja, um sistema cuja solucdo é possivel. Veja o exemplo mostrado na Fig. 15, de uma placa
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com as superficies superior e inferior isoladas, e temperaturas determinadas nas outras duas

extremidades.

4

Figura 15. Exemplo de um problema bem colocado [6]

Marcando com uma barra os valores ja conhecidos o sistema de equacdes é representado

pela seguinte igualdade.

Hy1 Hpy Hpz Hyy 7_"2 Ga1 Gz Gz Gaal) Q2
H31 Hzp Hzz Hzy||T G31 Gzp G333 Gz q3
Hyy Hyp Hypz Hygl \T, Gy Gyz Gyz Gyql \g,

Hyy Hyp Hiz Hiy (T Gi1 Gz Giz Gig ‘zl
(84)

Esse € um exemplo de um problema bem colocado, onde ou a temperatura ou o fluxo de
calor foram determinados como condi¢Ges de contorno. Todos os valores dentro das matrizes
[G] e [H] s&o determinados por meio de integracdo numérica, no caso com 0 método dos pesos
de Gauss e, quando i = j, é necessario calcular de outra maneira para nao cair em singularidade.

Entdo, com 4 equagdes e 4 incognitas é possivel encontrar as incognitas do problema.

3.3.4 Integracédo das matrizes [G] e [H]
Quando o ponto fonte ndo pertence ao elemento
o Matriz [G]

Das Eqgs. (68) e (82), tem-se:
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1
Gij = —H FlnR ar (85)

onde

R=(x—x2)*+ (- ya)? (86)

Das quais (xg4,v,4) sdo as coordenadas do ponto fonte e (x,y) as coordenadas do ponto

campo. Considerando o elemento j, conforme mostra a Fig. 16, tem-se:

(z1,11)

Figura 16. Sistemas de referéncia local e global, respectivamente [6]

x=f)=2xE=-D=xex({=1) =x, (87)
y=f@=>y=-D=y,eyE=1) =y, (88)
Onde ¢ séo os pontos de Gauss que variam no intervalo [—1, 1].

Sdo definidas entdo as fun¢des de forma N; (¢) e N, () [1,2,6]

N,(-1)=1 1-¢
R ITEL
No,(—1) =-1 &E+1
1\?2((1))= 1 }NZ@ 2 (90)

A partir dessas equaces, é possivel encontrar as coordenadas segundo as posi¢@es de ¢ no

elemento a partir das Egs. (91) e (92).

x(&) = Ny (§)xg + Np(§)xp = 5[z — x1)E + (1 + x2)] (91)

| = N| =

y(&) = Ny (Oy1 + N2 (O)yz =52 —y1)E+ (1 +¥2)] (92)

2
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E a partir dai, o comprimento de uma fracdo do elemento drI" € descrita como:

dr = /(dx)2 + (dy)? (93)

Dividindo ambos os termos da igualdade por d¢ é obtido o jacobiano.

dr _ /(dx)? + (dy)?

g dg &9
d_x:xz—x1 o d_}’ZYZ—Y1
g 2 dg 2 (95)
Assim:
ar 1 1
az E\/(xz —x1)?+ 2 —y1)? = EL (96)
Onde L é o comprimento total do elemento. Entéo:
Gij = ! 1l [R( )]drd
0= o) 3 az § 97)
Portanto, usando a integragéo por pontos de Gauss, tem-se:
NPG
oo 1 n[R,] ar
Y= T ok . njk; dfwi (98)
=1
Onde NPG é o nimero de pontos de Gauss e w; 0s pesos de Gauss.
o Matriz [H]
A matriz [H], das Eqgs. (81) e (69):
1 [ (x—xgny + @ —yany
Hij =5 fp 72 dr (99)

Como mostra Fig. 17, a numeragdo dos nos no sentido anti-horario determina um vetor
normal apontando para fora do elemento. A partir disso, o programa reconhece se foi modelado

um buraco, ou um sélido.
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Figura 17. Direcdo da numeracao dos elementos [4]

Chamando de § o vetor tangente ao contorno. Os vetores 7 e § sdo perpendiculares entre si,

entéo:
n-s=0 (100)
NySy + NSy, =0 (101)

Como a convencao é o sentido anti-horario, temos que:

Ny =Sy, e Ny, = —Sy (102)
sendo
2o (xz = x)T+ (2 — y0)J
= 103
V0 = x1)2 + (v, — ¥1)? (103)
_ (xz — x1) _ (y2 —¥1)
Sx=T o eSy=— ] (104)
Entéo as coordenadas do vetor normal s&o dadas pela Eq. (105).
_ (y2 —y1) _ (x; — x1)
My=—"] eny=———"— (105)
Com isso:
(x — xg)ne + (y — ya)n,, dl
RZ _Edf (106)
NPG
(x — xd)nx + (y Yalny dF
i =on Z az® (107)
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Quando o ponto fonte pertence ao elemento
o Matriz [G]

Das Egs. (68) e (82), a partir de algumas manipulacGes matematicas é possivel encontrar

uma solucéo.
L

Gy = 1zflizd}e 108
|2 znk 0 n( ) ( )

1 L
G = —— [RIn(R)I; (109)
Gy = 1L LIL 0+ lim RIn(R
= [ 3y O+ R InR) o
6= 5z 110 )]
v V) (111)
o Matriz [H]

A matriz [H] das Egs. (81) e (71), quando i = j:

1 1 [ (x—xgne+ @ —yany
Hi==3%% frj RZ ar (112)
Chamando:

Ry=(x—x4) e R,=—va) (113)

Quando o ponto fonte pertence ao elemento:

AN
=l

Figura 18. Vetores Reri guando o ponto fonte pertence ao elemento
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R,n, + Ryny =R-i=0 (114)

Hy=-5 (115)

3.4 CASO TRIDIMENSIONAL

3.4.1 Solugéo fundamental

Para o problema da conducg&o de calor, as caracteristicas da solugdo fundamental podem ser
deduzidas com o auxilio da Fig. 19. Essa figura representa uma fonte de calor unitaria no ponto
d, localizada no centro da esfera, devido a simetria do problema é facil calcular a quantidade de

energia que atravessa a superficie esférica.

- X

Yz \\n

vYs

Figura 19. Superficie esférica para o calculo do fluxo de calor para um ponto fonte [3]

A primeira afirmacdo que pode ser feita é o simples fato de que a energia conduzida através
da esfera deve ser igual a energia gerada no seu interior. Para afirmar isso, a energia
atravessando a superficie deve se comportar como p~2, ja que a area do elemento agora se

comporta como p2.

A partir das condigdes fisicas do problema, é sugerido que a temperatura se comporte da
forma [3]:

T"=p~! (116)
Sendo
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(117)

x = rcos(0)

:’ﬁ '

v dO

\e
» X = > X

Figura 20. Representacdo do elemento infinitesimal esférico [3]

dS = 2mp? cos 6 d6 (118)
V3 Y
. — 2 oT* 2
Q= jq* "nds = 2f (_kﬁ) 2mp? cos 0 do = 47rkf cos 0 d6 = 4mk (119)
S 0 0

Multiplicando a solugdo fundamental por uma constante A de forma a tornar o fluxo total de

calor na superficie unitario, como o calor gerado internamente.

T*=Ap~Y;entio Q = 4mkA = 1 (120)
Entdo:
T* = 1 -1

= ank? (12

Com a solucéo fundamental para a temperatura, encontra-se a solugdo fundamental para o

fluxo de calor normal a superficie:

q* = —kVT* T (122)
sendo
aT* 1 dp 1 1 1
sl G2 =~ aial @l g
dx; 47Tk{ p d0x; 4rtk p zp (2y:) 41‘[kp Yi (123)

Ao final, tem-se:
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, 1

q = Ep*ymi (124)

3.4.2 Equagéo integral

A equagdo integral para o caso 2D ou 3D s&o idénticas, dadas por:
S S

A Unica diferenca é que a superficie deixa de ser um filamento de espessura constante t, e

passa a ser uma superficie tridimensional complexa, sendo entdo uma integral dupla.

3.4.3 Elementos de contorno tridimensionais

A escolha do tipo de elemento a ser utilizado se faz de forma muito mais complexa nesse
novo caso. Além de escolher a ordem do elemento (elemento plano — primeira ordem; elemento
curvo — ordem superior) e decidir entre elementos continuos e descontinuos, é preciso

determinar o poligono que descrevera a forma do elemento plano.

Elementos
Quadrilaterais

Elementos i
Triangulares

Figura 21. Modelagem da superficie com diferentes elementos [3]

A Figura 21 mostra uma malha usando diversos tipos de elementos. Existem segmentos
curvos e retos, elementos quadrilaterais e triangulares, todos como elementos continuos.

Existem vantagens em cada geometria, uma malha quadrilateral, por exemplo, é mais facil de
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ser construida, ja uma malha triangular consegue variar em um menor espago uma transicédo de

malha grosseira para uma mais refinada.

Os elementos também se distinguem pelo ndmero de nds. O elemento utilizado nesse
trabalho é o quadrilateral constante, e este sera analisado a seguir. A representacdo na Fig. 22

mostra um quadrilatero qualquer com quatro nds, cada um em seus respectivos vértices.

J 2

Figura 22. Elemento quadrilateral de quatro nés [3]

A funcdo de forma agora depende de quatro equacgdes. Essas funcdes de forma também
dependem de duas variaveis, ¢ e n, por se tratar de um elemento plano. As fungdes lineares que

representam cada né do quadrilatero séo [3]:

1
N =2(1-9)0-n)

N@ =§(1 +H-n)

1 (126)
N® =2(1+H0+n)
1
(C) IS
N =2a-H0+n)
Onde
—-1<é<1le—-1<n<1 (127)

No caso dos elementos constantes, a temperatura é a mesma em todo o elemento. Este
elemento é representado por um né fisico, cujas coordenadas sdo encontradas pela Eq. (128).
Para o caso onde a temperatura varia linearmente dentro do elemento, observe que as fungdes N
sdo fungbes de “influéncia”, ou seja, quanto mais proximo do né k, maior a influéncia das
propriedades desse n6 e menor a influéncia dos demais. Para que isso ocorra, 0 somatorio dessas

funcdes de interpolacdo sempre sera 1.
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4 4

x(€m) = Z N®x®; y(&,n) = Z N )y () (128)

k=1 k=1

A érea superficial diferencial de um elemento dI" é facilmente obtida a partir do produto
vetorial da Eq. (129) [3].

dl = |dR,; X dR |—|aR><aR|dEd = gdéd
1 2 9t " an n = gasan (129)

onde

OR axk N OR axk .

R = xyey E T B Gy T oy o (130)
e
g = (g% +93+9D"* = (geg)"? (131)
_ 0x30x3  0x30x,
_ 0x30x;  0xp Ox3
_0x10x;  0x 0%

As componentes do vetor normal s&o dadas a partir da Eq. (135).

_ 9k

n
KT g

(135)

Como estamos lidando com elementos lineares, as derivadas presentes nas equagdes de gy,

g e n, podem ser simplificadas da seguinte maneira.

1
X =7 &+n) (x,(cl) + x,f,?) + x,(f) + x,(f)) (136)
1 2 3 4 1 2 3 4
axk_(x,(c)+x,£)+x,(c)+x,£)) . axk_(x,(c)+x,(<)+x,g)+x,(c)) 137
& 4 *oan 4

Com isso, € possivel a modelagem da superficie de um objeto composto por elementos de
com quatro nos. A equacao integral para qualquer posi¢do do ponto fonte d pode ser reescrita de

modo a atuar sobre cada elemento individualmente.

NE NE
cT(d) =qu* dr—fT*q dr = ZJ Tq*dI‘—Zj T*qdl (138)
r r E=1 g =1 g
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Como discutido anteriormente, a solucdo analitica dos problemas de elementos de contorno
sdo muito dificilmente resolvidos de forma exata. Entdo se deve encontrar um resultado
aproximado utilizando um numero finito de elementos de superficie. Para as solugBes das
integrais da Eq. (138) para um elemento constante genérico, é utilizada a interpolagéo indicada
na Eq. (128) para encontrar um ponto fisico no elemento, cujas propriedades o caracterizara.
Substituindo as Egs. (128) e (129) na Eq. (138) obtém-se:

1 1 (E)
qu*dI‘={f fq*T(E)gdfdn} (139)
Tg -17-1

f Tq* dl = HETE
r

(140)
E
e
1 ,1 ()
j T*qdl = {j j T*q®Eg dfdn} (141)
Tg -1J-1
f T*gdl = GE)gE) (142)
I'g
Escrevendo de maneira mais compacta, tem-se:
( . % d,E E
Tq* dl = H@ETE
I'g
(143)
f T*qdl = G@Hg®E
I'g
onde
1 1 (E)
H@E) = {j f q*(d,x)g(x) dfdr)} (144)
-1J-1
1 1 (E)
G@E) — { f f T*(d, )9 (%) dedn} (145)
-1J-1
Finalmente, substituindo essas relacbes na Eq. (138), obtém-se a equagdo integral em sua
forma final:

NE NE
cT(d) = Z H@E)T@E _ Z (@B ) (146)
E=1 E=1

Como no problema 2D, em cada elemento se conhece uma variavel para que seja possivel a

solucdo do sistema de equag0es.
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3.5 O METODO DA RECIPROCIDADE DUAL

O método da reciprocidade dual tem como funcdo transformar integrais de dominio em
integrais de contorno. Seu uso é vasto na solucdo de problemas transientes e é muito simples se
comparado a outros métodos, dado a sua abrangéncia. Considere uma equacdo de Poisson

genérica, Eq. (147)
V2T =b (147)

Onde b é uma funcdo que pode depender da posicdo, do potencial ou do tempo. A solugdo
deste problema é composta da soma da solugdo particular com solugdo da homogénea, Eq.
(148).

T=T+T (148)

Sendo T a solugéo particular e T a solugdo homogénea é possivel escrever que:

A~

V2T =bh (149)

~

O método da reciprocidade dual propde usar uma série de solugdes particulares, T;, ao invés
de apenas uma unica funcdo T. Isso porque em geral é dificil encontrar uma solugio que
satisfaca a Eq. (149), principalmente em casos ndo lineares e que dependem do tempo. O
niimero de solugdes 7; encontradas € igual ao ntimero total de nés do problema, somando os nés

no contorno (N) e também os nds internos (L) a este.

Com isso, a Eq. (150) é proposta [9]:

N+L

b = Z a;{f;} (150)

j=1
onde a; sdo coeficientes desconhecidos inicialmente e f; sdo funcGes de aproximagdo. A

solugdo particular e a funcéo de aproximagéo sdo relacionadas segundo Eq. (151)
veT; = {f} (151)
A funcdo de aproximagdo f; depende da geometria do problema. Existem varias funcdes de
aproximacao possiveis, escolher a mais apropriada faz parte da solu¢do do problema.

Para obter a equacdo que rege 0 método séo necessérias algumas manipulagbes matematicas
simples. Substituindo a Eqg. (151) na Eqg. (150) encontra-se uma equacao que define o vetor b.

Aplicando esse valor na Eq. (147) obtém-se a Eq. (152).

N+L

V2T = Z a;(V2T)) (152)
=1
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Em seguida multiplica-se os dois lados da equacdo pela solucdo fundamental e integra com

relacdo ao dominio, gerando:

N+L

f(VZT)T*dQ = Z ajf (V3T) T*dQ (153)
Q = Q

Integrando por partes os termos do Laplaciano dos dois lados, a Eq. (154) € obtida, a
equacao integral do método da reciprocidade dual.

N+L

¢ T; +fq*TdF—fT*qu = Z a; (¢;Tyj +fq*Tde—fT*@de) (154)
r r r r

Escrevendo a Eg. (154) na forma discretizada e substituindo as integrais pelos termos das

matrizes G e H, para um ponto fonte i tem-se:

N N N+L N N
T + Z Hi Ty — Z Gikqr = 2 a; (CiTij + Z HyTyj — Z Gik@kj) (155)
=1 =1 = =1 k=1

Nesse caso o0 indice k designa os pontos campo. E possivel escrever a Eqg. (155) como o

seguinte produto matricial:

N+L

M) - [61a} = ) o ({73} - [61{a,}) (150
j=1

Na Equacéo (156) os termos c; ja estdo incorporados & diagonal principal da matriz [H].
Considerando os vetores T; e §; sendo uma coluna das matrizes [T] e [Q], respectivamente, é

possivel remover o somatorio e chegar & configuracéo da Eq. (157).

[HI{T} - [G1{q} = ([H][T] - [G1[Q]){a} (157)

3.5.1 Vetor {a}

Considerando cada coluna da matriz [F] formada por um vetor {f;}, tendo a forma de uma
matriz quadrada de ordem (N+L), e {b} um vetor com os valores da fungdo b; no ponto j. A
partir da Eq. (150), é possivel calcular as componentes do vetor a, tendo em vista que os valores

de [F] dependem apenas da geometria do problema e € possivel encontrar os valores de {b}.

Com isso, o célculo do vetor {a} pode ser escrito como

{o} = [F]71{b} (158)

onde [F]~1 é a inversa da matriz [F].
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3.5.2 Func¢des de aproximacao

A solucéo particular T, sua derivada com relacdo a normal § e a correspondente funcéo de
aproximacao f tem apenas uma limitacéo, elas devem ser escolhidas de forma que a Eq. (158)
ndo seja singular. Para definir essas fungfes normalmente se propde uma expansao para f e em

seguida se calcula T e § usando as Egs. (151) e (122), respectivamente.

Sdo vérias as fungBes de aproximacdo propostas, porém as mais utilizadas sdo as

componentes da série [9]:
f=1+r+ri++r™ (159)
E comum utilizar a func&o [9]:
f=1+r (160)

As funcBes T e §, no caso 3D, para essa fungéo sio dadas pelas Eqgs. (161) e (162)

.r2 3

T= 3 + P (161)
4+ 3r

q= 12 ((xc = xp)nx + (e = yp)ny + (20 - Zf)nZ) (162)

Muitas sdo as fungBes de aproximacdo possiveis, porém algumas apresentam melhores
resultados que outras. Além da série apresentada na Eg. (159), também é comum encontrar a

adicao de algum polinémio P(x., y., z.). Com esse polindbmio, a Eq. (150) toma a forma:

N+L

b = Z ai{fi}+ P(xe, Ve 2c) (163)

j=1
Nesse trabalho foi implementado o polindmio
P=1+x+y+z (164)
de forma a verificar se a funcdo f utilizada ndo seria uma possivel fonte de erro.

Para a sua implementacéo ¢é necessario fazer algumas alteracdes nas matrizes [F], [T] e [Q].
Para esse caso especifico sdo acrescentadas algumas linhas e colunas cujo célculo de seus

elementos ¢ feito de modo diferenciado segundo as equacdes (165) e (166) [10].

3

o xZ4yr4z2 X3 y3 oz
MNe—— *=—; TV =—; T? = —
6 6 6 6 (165)
1 —k(xn, +yn, + an)_ o —knex?® ~y —knyyzl ., —kn,z?
q = 3 y 47 = 2 y 47 = ) y 47 = 2 (166)

Com isso, as matrizes [F], [T] e [Q] tomam a forma das Egs. (167), (168) e (169) [11].
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(f11 fiz o fiveny X1 Y1z 1
for faz - fz(N+L) Xp Y2 Zp 1
[Fl={x;, x, .. xyszu O O 0 O (167)
Yi Y2 - YN+L 0 0 0 0
Z1  Zy . ZN4L 0O 0 0 O
L1 1 .. 1 0O 0 0 O
I[ I11 T, T (N O b by
T T . T A I R
| gz : 2(1\:I+L) z 2 2 2 (168)
lT (N+L)1 T(N+L)2 T(N+L) (N+L) T(7V+L) T(31}V+L) T(§V+L) T(1N+L)_
G11 12 Giv+L) a1 ‘7{ 41 a1
~ ~ P ~X ~Y ~Z ~1
B5l=| 921 qz2 dz2(N+L) az q; az 2
llA ~ ~ ~x ~Y ~7 ~1 (169)
A+ dw+z = Qv+ w+L)  Av+r)  9over) AN+ Av+L)d

Para que a Eg. (158) seja verdadeira é necessario adicionar também algumas linhas no vetor

{b}, como mostra a Eq. (170).

(170)

{b} =

3.5.3 A equacéao da difusdo

A equacdo que governa os problemas de difusdo é a Eq. (171). Para que a defini¢cdo desse

tipo de problema seja completa, aléem das condi¢Bes de contorno, é necessario estabelecer as
condigdes iniciais (Ty (x, y, 2)).

,., 1aT
VT = —— (171)

k ot

A funcdo b agora depende da constante 1/k' para facilitar as manipulacGes esse termo é

retirado e adicionado a Eq. (157), tornando-se assim:

1 ~ ~
[HI{T3 — [Gl{q} = (IH1[T] = [61[Q]){e3 (172)

Com isso, a partir da Eq. (158) tem-se que a expressao do vetor {a} é
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{a} = [FI"YT} (173)
sendo {T} o vetor que contém as derivadas temporais da temperatura.

Substituindo na Eq. (172):

1 _ ~ .
[H{T} - [G]{q} = E([H] [T] - [G1[Q])[F1-*{T} (174)

Para facilitar a visualizag&o, é comum definir a matriz [S], cuja expressao é

[s] = ([H1[T] - [6][Q]) a75)
e 0 termo que multiplica {T} é conhecido como capacidade calorifera, cuja expressdo é dada
pela Eq. (176).

1

(€] =~ 1] =~ (IH1[T] - [ IFI* aro

Dessa forma a Eq. (174) pode ser reescrita na forma:

[C{T} + [HIT} = [G){a} (177)

A partir dai qualquer método de integracdo temporal pode ser usado para encontrar uma
solucéo para o sistema acima. Por simplicidade foi adotada uma aproximacdo linear para a

variacdo de T e g em cada passo de tempo na forma

T=(1-8,)T™+ 6,Tm*! (178)

q=(1-64)q™+0,4""" (179)

T = 1 (T —T™) (180)
At

onde 61 e 6, sdo parametros que posicionam os valores de T e g, respectivamente, entre 0s
niveis de tempo m e m + 1. Uma série de testes realizados indicam que, no geral, uma boa
aproximagao € dada quando os valores de 67 e 6, sdo iguais a 0,5 e 1,0, respectivamente’. Com
iSso pode-se reorganizar a Eq. (177) na forma:

2 2
(s 101+ [ ) rym*t = 2061y = (5[] — [H]) () (s

Dessa equacdo observa-se que o seu lado direito tem os valores de temperatura do momento
anterior, ou seja, ja sdo conhecidos. J& o lado esquerdo tem os valores das condi¢Ges de
contorno e 0s que necessitam ser obtidos. Como os vetores {T} e {q} contam com o0s pontos

internos, a condicdo de contorno desses pontos é g = 0.

! Segundo Partridge, P. W. e Brebbia, C. A. (1990, apud Partridge, P. W., Brebbia, C. A. e Wrobel, L. C.,
The dual reciprocity boundary element method, 1991, p. 177)
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A partir da Eq. (177), resolvendo-a sucessivamente, € possivel entdo conseguir os valores
das temperaturas em cada um dos passos de tempo. A partir dai as outras fun¢des do programa
tem apenas a funcdo de representar os dados obtidos de output.
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4 LISTAGEM DOS CODIGOS

4.1 CODIGO PERMANENTE (ANEXO II)

O fluxograma do programa Pot_const3D.m esta representado pela Fig. 23

4
( INICIO ] INPUT DE DADOS
J (dad3D)
h 4
MALHA <k
Y
Monta Ge H
h 4
SOLVER
h 4
OUTPUT
S 4 )
7 N
I FIM |
X Fi
N A

Figura 23. Fluxograma do programa Pot_const3D.m
Esse programa ndo usa o método da Reciprocidade Dual, porém um programa que tem a
mesma finalidade foi criado no método DRM para verificar se a construgdo das matrizes

estavam corretas.

4.1.1 Input de dados

O arquivo de entrada tem como prefixo dad3D. O primeiro passo no mesmo é escolher o
tipo da malha, que pode ser ‘parede’ ou ‘cil_vaz’ (cilindro vazado). Em seguida é necessario
determinar as dimens@es do objeto no vetor geom, no caso da parede a largura, espessura e

altura, e no caso do cilindro os raios interno e externo e sua altura.

Na sequéncia € necessario escolher o nimero de divisdes da malha, para que no
processamento dos dados sejam criados os elementos. Ap6s feito isso, adicionam-se as
condicBes de contorno para cada face, nos casos onde existem duas ou mais condicBGes de

contorno em uma mesma face é necessario criar uma funcdo corrige_CDC.m.
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Entdo escolhe-se a fonte concentrada, determinada pelo vetor fc. Esse vetor apenas
determina um ponto fonte, para o caso de linhas fonte ou mais de um pontos fonte sdo
necessarias algumas alteragdes no programa e/ou criar algumas funcbes de correcdo, porém

nada muito diferente do que sera explicado na Secédo 5.3.3 .

O vetor pontos_int tem por finalidade a determinagéo da quantidade de pontos internos que
serdo gerados. Por ultimo determina-se a constante do material k. Para fazer uma simulacdo s6
sd0 necessarias alteracGes nesse arquivo, mais detalhes encontram-se comentados no proprio
programa. Em seguida os dados vao para o programa MALHA.m para serem formatados, porém
ndo sera explicado esse programa, ja que este funciona apenas com relacBes geométricas

extremamente simples.

4.1.2 Monta G e H. (ANEXO Il

Nessa funcdo sdo calculadas as matrizes [G], [H] e [VF]. Na matriz [VF] encontram-se 0s
fatores de visdo dos elementos (s6 é utilizado no caso do cilindro vazado), sendo os elementos
VF;; = F;_, j e os dois Gltimos elementos de cada coluna sdo os fatores de visdo com relagao as
aberturas superior e inferior. E também ai que o ponto fonte é levado para o contorno através da

integracéo radial.

Essa fungéo primeiro percorre os pontos fonte, calculando em seguida todos os parametros
com relacéo aos pontos campo. Primeiramente sdo calculados os termos da matriz VF a partir da
funcéo calc_VF.m, que foi aproveitada do programa vfac.m?, mostrado na Fig. 24 que utiliza o
método CDIF. S8o necessarios como input apenas as coordenadas de cada n6 geométrico dos

elementos.

Em seguida calculam-se os termos das matrizes [G] e [H], caso forem singulares
(calc_gsing.m) ou ndo singulares (calc_ghnsing.m). Como dito anteriormente as func¢bes que
calculam esses valores usam integracdo numérica e sdo responsaveis pela maior parte do

processamento do programa.

Por fim o ponto fonte é levado para o contorno por meio da integracdo radial com a funcao
calc_g.m. Dentro da funcdo monta_GeH.m o vetor resultante dessa funcdo é chamado de {q},
fora da fungéo é chamado de {g} para ndo se confundir com o vetor resultante com as respostas

de fluxo de calor.

2 . . . ~ . . oy 7
Programa desenvolvido por Nicolas Lauzier com a colaboragdo de Daniel Rousse na Université Laval,
2004.
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B View factor calculator = =

Figure 1
Ko 1 1 1 1
v : : : : : Results
z 0 1 1 0 0 ‘iewy factor 1 toweards 2: 0199525
Figure 2 View factor 2 towards 10199825
i’ L L L L L Area of figure 11
rea of figure 1 -

A 0 0 1 1 0 o
I 0 1 1 0 0 Area of figure 2:1

Mumber of significant digits | Calculate ‘ l Restart

Instructions

1. Enter coordinates of the outlines of both figures by
filling the grid starting from the left side. Only fill the
necessary part of the grid.

2. Enter the desired number of significant digits in the
results.

3. Click on the Calculate button.

4. Werify that the figures that appear on the graphic are
the one you entered in step 1. You can rotate the
graphic by clicking on it and draging the mouse.

Developped by MNicolas Lauzier

in collabaration with Daniel Rousse
Université Laval, 2003

comments: nlauziern@yahoo.com

Figura 24. Imagem do programa vfac.m

4.1.3 Solver (ANEXO IV)

O solver gira em torno da fung&o fsolve, j& disponivel na biblioteca do MATLAB. A fun¢éo
fsolve resolve numericamente sistemas de equacBes ndo lineares, resultantes da condigdo de
contorno de radiacdo. Para executa-la € necessario apenas uma estimativa inicial e aplicar as
condi¢des de contorno, que podem ser apenas um valor ou uma relagdo entre o fluxo de calor e

a temperatura.

A Equacdo (125) € resolvida com a aplicagdo das condi¢des de contorno (ANEXO V). Apds
a obtencdo de todas incognitas € necessario organiza-las a partir da funcdo Monta_Teq.m. A
partir desse ponto falta apenas plotar a distribuicdo de temperatura.
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4.2 CODIGO TRANSIENTE (ANEXO VI)

O fluxograma do programa Dif_const3D.m esta representado pela Fig. 25.

> N

( INICIO /" INPUT DE DADOS
\ / (dad3D)

=
=
=
I
=
A

Monta S DRM

SOLVER

Figura 25. Fluxograma do programa Pot_const3D.m

Esse programa resolve problemas de difusdo, que tem como equagdo governante a Eq.
(171), utilizando o método da reciprocidade dual. Nesse programa existe algum erro que ainda
ndo foi identificado, porém serd explicado como este programa foi construido. Nessa se¢do

serdo mostradas as fun¢des mais importantes para esse programa.

4.2.1 Input de dados

O arquivo de entrada é praticamente 0 mesmo arquivo do programa Pot_const3D.m. A
Unica diferenca é que nesse caso € necessario colocar a temperatura inicial, qual serd o tempo

final da simulacdo e quantos serdo os passos de tempo.
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4.2.2 Monta G e H (ANEXO VII)

Com o uso do método da reciprocidade dual as matrizes [G] e [H] aumentam seu tamanho
para uma matriz quadrada de ordem N + L. Os termos onde o ponto fonte pertence ao contorno
e um ponto interno é o ponto campo sdo calculados normalmente. J& no caso contrario, tanto na
matriz [G] quanto na matriz [H] sdo iguais a zero. E quando o ponto fonte e 0 ponto campo sdo
pontos internos os termos de [G] sdo todos iguais a zero e na matriz [H] somente H;; é igual a -
1.

4.2.3 Monta S DRM (ANEXO VIII)

Essa funcdo cria as matrizes [F], [Q] e [T] para o uso do método da reciprocidade dual.
Como mostrado anteriormente, as equacdes de [Q] e [T] dependem da funcéo de aproximagéo

escolhida.

A funcdo primeiro percorre os pontos de reciprocidade dual, calculando f, T e Q com
relacdo a todos os outros pontos, incluindo pontos internos e do contorno. J& que esses
pardmetros dependem apenas da geometria do problema, seu calculo é extremamente simples.
Por fim é calculada a matriz [S] a partir da Eq. (175), e a partir desses parametros é possivel

aplicar o método.

4.2.4 Solver (ANEXO IX e ANEXO X)

Para a equacdo de difusdo o solver é utilizado a cada passo de tempo. Foi criado um com
fungdo fsolve exatamente como mostrado no programa Pot_const3D.m, mudando apenas a
equacdo a ser resolvida, mas devido & simplicidade de manipulagcdo e aos problemas que o
programa apresentou, o solver utilizado é o mais simples possivel, isolando as variaveis

(funcionando apenas para condigdes de contorno de temperatura e fluxo de calor).
Para resolver esse caso € necessario deixar a equacao integral na forma
[Al{x} = {B} (182)

onde a matriz [A] e o vetor {B} tém valores conhecidos e o vetor {x} tem todas as incognitas do

problema.

Nesse caso, ao invés de separar 0s termos da matriz [H] separam-se 0s termos da matriz
[H,], que é o termo que multiplica a temperatura no instante m + 1 na equacdo integral. E ao

invés de separar os termos de [G], separam-se 0s termos de 2G pelo mesmo motivo.

2
[H] = [H] + L€l (183)
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Apds incorporar 0s termos a matriz A e criar o vetor {B}, soma-se a {B} o vetor {b,}, que €
proveniente do lado direito da Eq. (181). Como a temperatura de todos os elementos é

conhecida no instante m é entdo possivel calcular {b,} a partir da Eq. (184).

(b = (511 - [41) €y asa

O vetor b, é calculado a cada passo de tempo, antes de resolver o sistema de equacles
representado pela Eq. (182). A partir dai é necessario distribuir os resultados presentes no vetor

{x} para os vetores {T} e {q} pela fungdo Monta_Teq.m.
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5 IMPLEMENTACAO

Toda a implementacdo partiu de um programa capaz de simular geometrias 3D com
condi¢des de contorno de temperatura e fluxo (normal a superficie do elemento). Para verificar
se as alteracBes no programa estavam corretas foram desenvolvidas solugdes analiticas de casos

simples e, quando possivel, comparados com resultados presentes na literatura.

5.1 VALIDACAO DO PROGRAMA 2D

Para a validacdo simulou-se o problema descrito pela Fig. 26, presente na referéncia [9].

Nesse exercicio uma das condigbes de contorno é a convecgdo, com um coeficiente h =

10 W/mZOC e temperatura ambiente Tg,,,, = 500 °C.

q= h(T - Tﬂ.mb}

26 24 22 20
29 ¢ b
31 b

a=o0 | | T=300

33 4 ¢
35 4 |

2 4 6 8

4=0

Figura 26. Geometria e condi¢des de contorno do problema

A Tabela 2 compara os resultados da solucdo da referéncia [9] e do programa criado. Como

é observado, o erro maximo é de 0,03%, o que nos da a seguranca de dizer que o cédigo
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funciona para as trés condicGes de contorno utilizadas. A Figura 27 nos mostra a distribuicéo de

temperatura presente na solucao.

Tabela 2. Comparacéo dos resultados da simulagéo 2D obtidos com os presentes na
referéncia [9]

NG Temperatura | Temperatura Erro
Patridge (°C) | Programa (°C) | Relativo (%)
2 385,12 384,99 0,03
4 372,98 372,93 0,01
6 351,83 351,90 0,02
8 323,48 323,72 0,07
20 442,50 442,39 0,02
22 469,57 469,45 0,03
24 478,68 478,60 0,02
26 482,30 482,23 0,01
29 455,84 455,60 0,05
31 424,88 424,71 0,04
33 402,82 402,70 0,03
35 390,57 390,46 0,03
Temperatura
127
450
. 400
08t 350
{300
0Bt
4250
04 [ _200
sl 150
100
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50
-0.2 : 0
D2 0 02 04 06 08 1 1.2

Figura 27. Distribuicdo de temperatura obtida na simulacéo

5.2 VALIDACAO DAS MALHAS 3D

Para realizar a simulacdo desejada é necessaria uma malha superficial de um cilindro
vasado, Fig. 28 (a). Devido & maior facilidade na construgdo de solugdes analiticas foi também

desenvolvido um gerador de malhas de paredes, Fig. 28 (b). Essas geometrias sdo criadas a
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partir de relacBes geométricas simples, tomando sempre cuidado de deixar os vetores normais

apontando para fora do corpo.

Figura 28. (a) Malha de um cilindro vazado. (b) Malha de uma parede reta

Para que facilitar e garantir com certeza a validade da malha foram analisados dois casos,
cada um simulando um problema plano. Para isso as condi¢Ges de contorno de duas faces

opostas deve ter fluxo de calor igual a zero (q =0 W/mz), e as demais condi¢des de contorno

iguais a do problema 2D da secédo plana paralela a essas duas faces de fluxo zero.
Caso 1: Fluxo axial de calor.

Nesse caso, as condigdes de contorno foram:

e Fluxo de calor nulo nas superficies interna e externa do cilindro (th =0 W/mz);
ext

e Temperatura igual a 1 na superficie superior do cilindro (T, = 1 °C);
e Temperatura igual a 0 na superficie inferior do cilindro (Tl-nf =0 °C).

Sabendo que a Eq. (46) rege um sistema em regime permanente sem geracdo de calor em

coordenadas cartesianas, e sendo o fluxo somente em uma direcéo:

9°T — o
372 = (185)

Integrando duas vezes obtém-se:
T(Z) = C]_Z + Cz (186)

Aplicando as condicGes de contorno, a solucéo analitica para esse caso é:

Z
T(z) = E (Tsup - Tinf) + Tinf (187)
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Simulando um cilindro de raio interno igual a 0,5 m, raio externo igual a 1 m, e altura igual
a 1 m foi obtida a Tab. 3:

Tabela 3. Comparacdo entre a solucao analitica e a solugdo numérica do fluxo de calor axial

Altura Solucéo Solucéo Erro
(m) Numérica (°C) | Analitica (°C) | Relativo (%)
0,05 0,0492 0,0500 1,60
0,15 0,1531 0,1500 2,07
0,25 0,2567 0,2500 2,68
0,35 0,3598 0,3500 2,80
0,45 0,4624 0,4500 2,76
0,55 0,5642 0,5500 2,58
0,65 0,6652 0,6500 2,34
0,75 0,7651 0,7500 2,01
0,85 0,8643 0,8500 1,68
0,95 0,9445 0,9500 0,58

Distribuicdo de temperatura 09
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Figura 29. Distribuicdo de temperatura em um cilindro obtida para o fluxo de calor axial

Com um erro relativo maximo de 2,8% ¢é possivel agora afirmar que a simulagdo esta
correta, a Fig. 29 confirma esse resultado. Um estudo sobre o refino da malha se faz necessario,
poucos elementos angulares fazem com que o erro aumente de forma drastica, causado pela
forma do elemento, e sdo necessarios varios elementos na altura do cilindro para garantir maior

preciséo.
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Essa mesma simulacdo pode ser feita com a malha de parede (em formato de cubo),
colocando uma face com temperatura igual a zero, a face oposta com temperatura igual a 1, e 0
fluxo de calor nas demais iguais a zero. Nesse caso o erro relativo maximo foi menor que 1,0%

e a simulacdo esta ilustrado na Fig. 30.

Distribuicdo de temperatura
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Figura 30. Distribui¢do de temperatura em um cubo obtida para o fluxo de calor
unidirecional

Caso 2: Fluxo radial de calor.

Nesse caso, as condi¢des de contorno foram:

e Fluxo de calor nulo nas superficies superior e inferior do cilindro <qsup =0 W/m2>;
inf
e Temperatura igual a 1 na superficie interna do cilindro (T, = 1 °C);
e Temperatura igual a 0 na superficie externa do cilindro (T,,; = 0 °C).
Sabendo que a Eq. (49) rege um sistema em regime permanente sem geracdo de calor em
coordenadas polares e integrando duas vezes em relagdo a r, é obtida a Eq. (188) aplicando as

condicdes de contorno.
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T(r)= 7 (188)

Simulando um cilindro de raio interno igual a 1 m, raio externo igual a 5 m, e altura igual a

5 m obtém-se a Tab. 4.

Tabela 4. Comparacdo entre a solucao analitica e a solugdo numérica do fluxo de calor

radial
Raio (m) Solucédo Solucéo Erro
Numérica (°C) | Analitica (°C) | Relativo (%)
1,22 0,8771 0,8753 0,21
1,67 0,6855 0,6826 0,42
2,11 0,5379 0,5357 0,41
2,56 0,4186 0,417 0,38
3,00 0,3185 0,3174 0,35
3,44 0,2321 0,2316 0,22
3,89 0,1561 0,1562 0,06
4,33 0,088 0,0889 1,01
4,78 0,0278 0,0282 1,42
Distribuic3o de temperatura Distribui¢do de temperatura
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Figura 31. Distribuigdo de temperatura em um cilindro obtida para o fluxo de calor radial

Com um erro maximo de 1,42%, sua validade é confirmada pela Fig. 31. A partir dessas
simulacdes € possivel afirmar que as normais da malha estdo apontadas para as direcdes

corretas.
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5.3 IMPLEMENTACAO PROGRAMA 3D

5.3.1 Condicao de contorno de conveccao

E comum problemas de transferéncia de calor com condicdes de contorno de conveccio.
Para implementar este caso existem duas maneiras possiveis [3]. A primeira é isolar o sistema

de equacdes representado pela Eg. (83) na forma:

[A]{x} = {b} (189)

Onde apenas no vetor {x} estdo as variaveis isoladas. Nessa forma é possivel resolver sem a
necessidade de um método iterativo. Para isto, sabendo que a convecgdo se comporta
linearmente, segundo Eq.(190) [7], é possivel alterar uma coluna da matriz [A] e um elemento
do vetor {b} para resolver este problema. Exemplificando, para um elemento k cuja condigéo de

contorno € a convecgao, e j variando de 1 ao numero de elementos do objeto (n), tem-se:

Gk = h(Tx — Tamp) (190)
HjyTy + Hpp Ty + -+ + Hig Ty + -+ Hin Ty,
= Gy + Gjadz ++ Gch(Tic — Tamp) + ++ Gt aen
Manipulando para o formato descrito na Eq. (189).
Hiy Ty + HjTy + -+ (Hje — Geh) Ty + -+ + Hp Ty, .
192

= Gj1G41 + Gj2qz + - + G (hTgmp) + -+ Gindn

Primeiramente a implementac&o foi feita dessa maneira, porém n&o é possivel resolver para
condi¢des de contorno onde o fluxo ndo varia linearmente com a temperatura. Com o auxilio da
funcéo fsolve, disponivel no Matlab, é possivel resolver o sistema néo linear de forma iterativa,

dando exatamente 0os mesmos resultados.

Ao implementar essa funcéo, para valida-la, foi simulado o0 mesmo problema representado
pela Fig. 26. Lembrando que, ao colocar duas superficies opostas com fluxo de calor iguais a

zero o problema se comporta como se fosse bidimensional.
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Figura 32. Distribuicéo de temperatura em um cubo com condicéo de contorno de
conveccao

Tabela 5. Comparagéo dos resultados da simulag&o 3D obtidos com os presentes na
referéncia [9]

NG Temperatura Temperatura | Erro Relativo
Patridge (°C) | Programa (°C) (%)
2 385,12 384,82 0,08
4 372,98 372,70 0,07
6 351,83 351,58 0,07
8 323,48 323,29 0,06
20 442,50 442,28 0,05
22 469,57 469,48 0,02
24 478,68 478,64 0,01
26 482,30 482,25 0,01
29 455,84 439,29 3,63
31 424,88 412,47 2,92
33 402,82 395,20 1,89
35 390,57 387,79 0,71

Com um erro maximo de 3,63 % o codigo foi validado. Mesmo essa condi¢do de contorno
sendo mais simples, pelo método iterativo a implementacdo de outras condicfes de contorno é

semelhante, ja que ndo é mais necessario isolar as variaveis.

5.3.2 Condicao de contorno de radiagéo

Um problema com condicdo de contorno de radiacdo, como dito anteriormente, ndo pode
simplesmente ser resolvido isolando variaveis. A radiacdo de um corpo para um meio infinito é

descrito por [7]:
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qx = 0e(Ty — T23) (193)

A implementacdo no programa € idéntica, mas agora no lado direito da equacgdo existe a
temperatura elevada a quarta poténcia. Para a validacdo do programa foi desenvolvida uma
solucdo analitica 2D e simulado no programa, considerando duas faces opostas com fluxo de

calor igual a zero, como mostra a Fig. 33

g =os(T*—TE) ‘
Figura 33. Geometria e condigdes de contorno do problema

Os dados da simulagéo foram:

e Temperatura no infinito igual a 100 °C (T, = 100 °C);

e Temperatura no lado oposto igual a 0 °C (T = 0 °C);

e Auséncia de fluxo de calor nas superficies laterais (q =0 W/mz);

e Emissividade do material igual a 1 (¢ = 1);

o  Condutividade térmica do material unitéria (k =1 W/ 4);
e Constante de Stefan-Boltzmann igual a 5,67 x 1078 W/m2K4
Utilizando a equacdo de Laplace e as condi¢des de contorno, a solucdo analitica para a

temperatura na diregdo y é:

T(y) =567(1—y) (194)
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A Tabela 6 compara os resultados da simulagdo com a solucéo analitica, a Fig. 34 mostra o

mapa de cor da temperatura na superficie do cubo.

Tabela 6. Comparacéo dos resultados da simulacdo 3D com condicao de contorno de

radiacdo

Posicdo | Temperatura | Temperatura Erro
emy | numérica (°C) | analitica (°C) | Relativo (%)
0,05 5,33 5,39 0,97
0,15 4,77 4,82 0,95
0,25 4,21 4,25 0,97
0,35 3,65 3,69 1,01
0,45 3,09 3,12 1,06
0,55 2,52 2,55 1,14
0,65 1,96 1,98 1,27
0,75 1,40 1,42 1,53
0,85 0,83 0,85 2,22
0,95 0,26 0,28 6,70
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Figura 34. Distribuicdo de temperatura em um cubo com condig¢do de contorno de radiagdo

Com um erro maximo de 6,70 % é possivel afirmar com seguranga que o0 programa da uma

boa aproximacdo. Ha ainda a necessidade de implementar os fatores de forma, considerar a
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porcentagem da energia irradiada para o prdprio corpo e para 0 meio externo. Um
equacionamento dos fatores de forma para a simulacdo da parte interna do cilindro vasado serd
desenvolvido futuramente, mas h& o risco de aumentar muito a complexidade do problema,

necessitando de algumas consideracfes para viabilizar sua implementagéo.

5.3.3 Fontes concentradas de calor

Além das condicOes de contorno, a presenca fontes concentradas de calor s&o recorrentes em
problemas de transferéncia de calor. O inconveniente das fontes concentradas de calor é que
estas estdo presentes no dominio, e ndo no contorno. Para a solucdo deste problema usa-se o
método da integracdo radial. A equagdo que descreve o fendmeno é a equagdo de Poisson, que

tem forma:

V2T = f(x,y,2) (195)

Onde f(x,y,z) é a funcdo de geracdo de calor. A fim de obter a equagdo integral de

contorno, segue:
ijT aq — jf(x,y,z) dQ =0 (196)
Q Q
Que resulta em:
cT(d) = fT?-ﬁds—fT*c'}-ﬁds+fT*f(x,y,z) dQ 197)
S S Q

Aplicando o método da integracdo radial sé restam integrais de contorno, tornando possivel

transformar a equagdo integral em um sistema de equagdes, como visto anteriormente.

— - T_l)'f')
cT(d) =JTq*-r_idS—fT*q-r_idS+f T*f(x,y,z)TdS (198)
s S s

A partir da Eq. (198) é possivel inserir diversos tipos de fonte de calor. A fonte de calor
mais simples é o ponto fonte, cuja funcdo que o descreve é a delta de Dirac. A Fig. 35
representa um cubo com um ponto fonte unitario no centro da face superior. O fluxo de calor na

face superior e inferior sdo iguais a zero, e as demais faces tem temperatura igual a zero.
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Figura 35. Distribuigdo de temperatura em um cubo com um ponto fonte centralizado na
face superior

Olhando apenas a Fig. 35 ¢é possivel verificar que a implementacdo do ponto fonte esta
coerente. Mesmo assim isso ainda ndo é suficiente para validar, ainda se faz necessario

desenvolver uma solugdo analitica e comparar os resultados.

5.4 PROGRAMA TRANSIENTE

Mesmo o programa tendo sido revisado exaustivamente, algum erro de calculo ainda
persiste. Para demonstrar o problema foi realizada uma simulagéo simples, um corpo quadrado
de lado 10 m com temperatura inicial igual a 10 °C sofre um choque térmico onde todas as suas
faces ficam com uma temperatura de 0 °C. A Figura 36 mostra 0 comportamento da temperatura

no ponto central feito pelo programa Difusdo.m, que funciona para casos 2D.

Simulando 0 mesmo caso no programa 3D obtém-se a Fig 37. O caso descrito acima foi um
dos que obteve o erro mais sutil no ponto central, por isso foi utilizado para exemplificar o erro.

Em todas as simulagdes algum ponto chega a temperaturas ou muito altas, ou muito baixas.

Observando ambos os gréficos verifica-se que no inicio existe uma certa dificuldade de
convergéncia em ambos 0s casos, porém com intensidades diferentes. A partir dos 2 segundos
iniciais a temperatura se comporta como o esperado, indicando que o programa esta certo até

certo ponto.
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Figura 36. Variacdo da temperatura ao longo do tempo no programa Difusao.m

Ponto Central
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Figura 37. Variacdo da temperatura ao longo do tempo no programa Dif_const3D.m

Para tentar encontrar o problema foram abordadas diversas estratégias. Essas estratégias

estdo representadas a seguir.

I.  Verificac&o de erros de célculo: Essa verificacdo foi feita com o auxilio da integragdo
radial. Ao simular um caso com geracdo de calor constante no dominio (b = cte), é
possivel comparar o termo que aparece na Eq. (198) devido a geracdo de calor com o
lado direito da Eq. (157). Usou-se isso apenas a fim de verificar, ja que para esse caso 0
método da reciprocidade dual é mais “caro”. Ao analisar o0s resultados verificou-se que
estavam proximos uns dos outros, portanto ndo aparentou nenhuma evidéncia de erro de
calculo até a funcdo Monta_S_DRM.m.

Il.  Teste de outras funcbes de aproximacgdo: Por estarmos usando uma funcdo de
aproximagao muito simples foram testadas diversas fungdes de aproximagdo. Primeiro

foi utilizado mais termos da Eq. (159), porém o erro persistiu. Entdo se tentou usar uma
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funcdo de aproximacgdo com um polindmio, Eq. (163), adicionando o polinémio (164),
mas infelizmente os erros continuaram, reduzindo as chances do erro se encontrar nas
funcdes usadas na criagdo da matriz F.

I1l.  Teste de outros métodos para a integracdo do tempo: O uso de um método cuja
aproximacao é linear pode ser visto como uma possivel fonte de erro. Entdo tentou-se
usar 0 método de Runge-Kutta a partir da funcdo ode45, mas mesmo assim 0 erro
persistiu, portanto essa hipdtese foi descartada.

IV.  Testes com outras equacgdes diferenciais: Testou-se entdo implementar a equacdo de
Helmholtz para verificar se os resultados apresentariam os mesmos erros. A equagéo de
Helmholtz foi escolhida devido a proximidade das equacdes do método para problemas
de difusdo e de ondulatéria. No programa 3D os erros obtidos foram maiores que no

programa 2D, mas Sao erros aceitaveis.

A execugdo desses testes reduziu bastante os possiveis erros a se analisar, porém,
principalmente o quarto teste realizado faz com que fiqguemos sem saber onde melhorar o
programa. A Referéncia [12] utiliza 0 mesmo método na constru¢do de um programa transiente
para transferéncia de calor, ela levanta a possibilidade dos erros estarem sendo causados pelo

nivel de discretizagéo.
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6 CONCLUSOES

Muitos avancos foram feitos quanto a implementagdo, porém ainda é preciso algumas
adicdes ao programa. Ao encontrar o problema no programa transiente, implementar as
condi¢des de contorno serd exatamente igual o que foi implementado no programa permanente,
fazendo pequenas alteragdes (principalmente quanto ao nimero de nos, ja que agora calcula-se

nos pontos internos).

Uma preocupacdo que surgiu foi o tempo de cada simulagdo, simulacBes com poucos
elementos chegam a demorar horas para 0 caso permanente, para problemas transientes o tempo
aumentara significativamente. As fungdes devem ser revisadas para serem otimizadas, algumas

delas por terem sido feitas em um formato mais didatico.

Existe alternativas para criar uma simulacdo transiente pelo método dos elementos de
contorno, uma delas é a solugdo fundamental transiente. Caso o erro do método da reciprocidade
dual persista essas outras op¢Oes devem ser estudadas, porém muitas dessas alternativas sao

mais complexas e poderdo gerar programas mais pesados.

A partir do momento gque o programa for concluido mais fun¢des podem ser necessarias,
porém com as ferramentas ja disponiveis € possivel rodar diversos casos relativamente
préximos da realidade. Na Referéncia [13] existem simulagdes de soldagem 3D, utilizando o
método das diferencas finitas, cujos parametros serdo utilizados nas simula¢cdes com elementos

de contorno.

Nem todos os objetivos foram alcangados, mas o avanco do trabalho foi grande. Além da
criacdo de ferramentas para a simulagdo numérica, foi criada mais uma fonte de informac6es em
portugués sobre o método para facilitar a difundir o assunto. Espera-se que venham outros
trabalhos a fim de finalizar o programa, tendo essa dissertacdo como referéncia para facilitar

suas elaboragdes.
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ANEXO [: Prova dos fatores geomeétricos para um contorno suave

A partir da Eq. (76) é perceptivel que c vale 1 se o ponto a ser integrado estiver dentro do
dominio Q, e ¢ vale 0 se este estiver fora do dominio. No caso onde o ponto fonte estd no
contorno existem trés estratégias, onde duas delas sdo mais simples. Estas abordagens mais
simples séo: interno proximo ao contorno (¢ = 1) e externo proximo ao contorno (c = 0). Porém
ao fazer isso aparecem novos problemas, um deles é que, no caso da abordagem préxima, mas

interna, ndo se sabe a temperatura T(d).

O terceiro caso é colocar uma hiperesfera no contorno, passando ao redor do ponto fonte.
Para isso, como mostra a Fig.38, aparece uma espécie de protuberéncia no contorno [6].

gﬁ; ’-""i.‘-x..rx. .:-i-x._*x:p'. > r
- i
,nn%
Ponto fonte S
L

Figura 38. Hiperesfera utilizada para o calculo dos fatores geométricos [6]

Essa hiperesfera é chamada de “bump”. Essa manipula¢do do contorno seria um problema
para a formulacéo, porém se o raio tender a zero voltamos ao problema original. Para isso, a

integracdo dos elementos de contorno é feita em duas etapas, do contorno sem o “bump”, e do

‘Gbump”!.
T(d) =j Tq*dl"—f T*qdl“+f Tq*dF—f T*qdTl (199)
F'—bump F'—bump bump bump
Resolvendo termo a termo:
J =),
bump 21 6, ( )
T
li ! 92Td9 =i ! T 7dH ——T(d)
RS0 27 6, TR0 21 f_ z ) (202)
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-1
T*qdl' =In(R)R—| qdé
—fbump 2mk 64

q(d) . B
T }?1_132) In(R)R=0

—1
limIn(R)R— de = —
Rl—r}}) n(R) anfelq

Portanto, substituindo esses valores na Eg. (199):

T(d)
T@):f qur—f T*qdl + —=—0
'-bump '-bump 2
T(d)
— = f Tq*dl' — f T*qdTl
2 '—bump '-bump
Com isso prova-se que para o caso de um contorno suave, ou seja, 91 = - g e 92 =

que c =Y.

(202)

(203)

(204)

(205)

T
-, temos
2
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ANEXO II: Programa Pot_const3D.m

24/10/12 11:40 C:\Users\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Pot_...\Pot_const3D.m

1 of 1

clec;
clear;
close all;

% Processa os dados para o calculo ———————"—-"-"+"-"—-"—-"""""—""""""""———

MALHA

% Monta todos os . »s utilizados no cé
[VF,H, G, NOS, g] = monta_GeH(XYZ, ELEM, fc, k

% Resolve as equagdes ——————

[T,q,x]= solver(G,H,ELEM, CDC, g, VF,cont_int);

% Mostra o mapa de cor ——————

map_cor (XYZ(:,1),XYZ(:,2),XYZ(:,3),ELEM, T)
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ANEXO lll: Programa Pot_const3D.m — Monta_GeH.m

24/10/12 11:56 C:\Users\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Pot_co...\monta_GeH.m 1 of 2

function [VF,H, G, NOS, g] = monta_GeH(XYZ, ELEM, fc, k, cont_int,malha)
% Dados da integragde numérica ———m—————
npgns = 6; % Namero de pontos de Gauss gue serdo usados na integracgio

% regular (ndc singular)
[gsil, wl] = Gauss_Legendre(-1., 1., npgns); % Pontos e pesos de Gauss par

w

a integracgao regular

npgs = 8; % Numero de pontos de Gauss gque serio usados na integragéo

gsiz2, w2] = Gauss_Legendre(-1., 1., npgs); % Pontos e pesos de Gauss para
a integragdoc singular

% Inicializa matrizes e pega dados para cidlcules preliminares ————————————

n_elem = size(ELEM, 1); % Numero de elementos
n_nos = n_elem; % Numerc de nds

H = zeros(n_nos, n_nos); % Inicializa a matriz H
G = zeros(n_nos, n_elem); % Inicizliza a matriz G
g=zeros(n_nos,1l); %Inicializa a matriz g

VF=zeros(n_nos+2, n_nos);

$verifica a existéncia de superficies convexas

if cont_int==[0,0] %cont_int & determinadc pela malha, quando a malha do
fv=0; %do cilindro & utilizada

clse
fv=1;

and

% Calculo termo a termo das matrizes -———-------————

for i = 1: n_nos % Corre os pontos fontes
pontos_elem = ELEM(i, :); % Pontos que definem o elemento i (aoc qual
o ponto fonte pertence)
= XYZ (pontos_elem, 1);

o\

4

Coordenadas X dos pontos
Coordenadas Y

)_q
I

XY¥Z (pontos_elem, 2); dos pontos

d@ o@ oo

w
—
-

Z = XYZ (pontos_elem
nnode = length(X);
xf = sum(X)/nnode;
yvf = sum(Y)/nnode;

Coordenadas Z dos pontos
Numero de pontos do elemento
Coordenada X do ponto fonte
Coordenada Y do ponto fonte

o @ df de ™

zf = sum(Z)/nnode; Corrdenada Z do ponto fonte
NOsS(i,:)=I[1i,xf,vE,z£]1;
for j = 1: n_elem % Corre os elementos

el=ELEM(Jj, :); % Pontos gue definem o elementc j (elemento gue

% esta sendo integrado)

%encontra os fatores [de visdoc para os elementos
if fv==
if i»=cont_int(l,1) && i<=cont_int(l,2) &&
j»=cont_1int(1,1) && j<=cont_int(l,2) && 1i~=3

[figurel, figure2, figure3, figure4, nbpointl, nbpoint2z,
nbpoint3, nbpoint4] = format_dad_VF (i, j,XYZ,ELEM,malha);
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end

end

VE (i, j)=calc_VF(figurel, figure2, nbpointl, nbpoint2);
VEF (n_nos+1,i)=calc_VF (figurel, figure3, nbpointl, nbpoint3);
VE(n_nos+2,i)=calc_VF (figurel, figured4,nbpointl, nbpoint4);

end
end

$calcula as matrizes G e H

if i == j % O ponto fonte pertence ao elemento que esta sendo
% integrado
G(i, Jj) = calc_gsing(xf,vf,zf, XYZ, el, k,gsi2, w2);
H(i, J) =-1/2;

else % O ponto fonte nao pertence ao elemento que esta sendo
% integrado
[G(i, J),H(i, J)]=calc_ghnsing(xf,yf,zf, XYZ,
el,k,gsil,wl);
end

%encontra o vetor com a influéncia do ponto fonte

if fe(l,1)~=0
g(i)=calc_qg(xf,vf,zf, fc,k);
alse
a(i)=0;
end

return
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ANEXO IV: Programa Pot_const3D.m — solver.m

24/10/12 23:18

C:\Users\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Pot_const3D\solver.m

1 of 1

function [T,q, x]= solver(G,H,ELEM, CDC, g,VF,cont_int)

ncdc

length(CDC(:,1))
X0=zeros(ncde,1); % cri

a uma estimativa inicial
% Resolve o sistema de equagdes (f_aplica_CDC)
x=fsolve (@ (x)f_aplica CDC(x,G,H,CDC, g, VF,cont_int),X0);

[T,g]=Monta_Teqg(CDC,ELEM, x) ;
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ANEXO V: Programa Pot_const3D.m —f_aplica_CDC.m

24/10/12 23:1% C:\Users\Rafael‘\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Pot...\f_aplica CDC.m 1 of 1

function £ = £_aplica_CDC(x, G, H, CDC, g, VF, cont_int)
ncdc = length(CDC(:,1));

sigma=5.67*10"-8; %Constante de Stefan-Boltzmann
g=zeros(ncdc, 1) ;
T=zeros (ncdc, 1) ;
for i=1:ncdc;
if CDC(i, 2)==0 %Temperatura conhecida
g(i,1)=x(i);
T(i,1l)=CDC(i,1);

elseif CDC(i,2)==1 %Fluxo conhecido
g(i,1)=CDC(i,1);
T{i,1l)=x(i);

elseif CDC(i,2)==2 %Convecgao
h=CDC (i, 4);
T_inf=CDC({i, 1);
T(i,1)=x(i);
g(i,l)=h*(T_inf-x(i));

elseif CDC(i,2)==3 %FRadiacio
e=CDC(i,d4);
T_inf=CcDC(i,1);
T{i,l)=xi(i);
if cont_int==[0,0]
g(i,l)=e*sigma* (x(1i)"~4-T_inf~4);
else %caso necessite dos fatores de wvisao
qf{i,1)=0;
contador=length (VF(:, 1) )-2;
for ii=1:1:contador
qii, 1)=q(i, 1)+e*sigma*VF (ii, 1) *(x(i)~4-T(ii,1)~4);
end
gi{i,l)=g(i,l)+e*sigma* (VF (end-1,1i)*(x(i)"4-T_inf~4)
+VF(end, i) * (x(1)*~4-T_inf~4));
end
end
end

f=H*T-G*g+g; %*Sistema de eguagdes a se resolver
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ANEXO VI: Programa Dif_const3D.m

24/10/12 23:56 C:\Users\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CDYDif_...\Dif_const3D.m 1 of

clec;
clear;
figure

% Processa os dados para o cdlculo ————————
MALHA % Arguivo de entrada de dados

% Monta algumas das matrizes e vetores usades no cialculo -————————————————
[VF,H, G, NOS,g] = monta_GeH2(XYZ, ELEM, fc, k,cont_int,malha,P_INT);

% Monta as matrizes S e Fdo DEM ————— —— —— —— ¥~
[5,F]=Monta S5 DRMZ (ELEM, NOS, X¥Z,P_INT, H,G,k);

npint = size(P_INT(:,1));

C = -1/k*S*inv(F);

nlinC=size(C,1); % NOmerc de linhas da matriz C.

C=C({:,1:nlinC); % Garante gue a matriz C seja guadrada (nimero de linhas &
% igual aoc namero de colunas.

% Monta a matriz A e o vetor x para a solugdo do sistema -——————————-
[mathd, B] = aplica_cdc(H, G, CDC);

to=0; % Tempo inicial da andlise
tspan=[to tf]; % Intervalc de tempoc da analise

% Realiza as integrais ne tempo ---—-————————————————
¥_ini=gera x ini(CDC,ELEM, Tinicial,npint); % Gera o vetor x_ini gue
% corresponde aos valores iniciais do vetor =x.

2 valor %x_ini de um nd i & igual & temperatura inicial Tinicial

se o fluxo for conhecido neste ndé e igual ac valor da condigdo de

%
%
% contorno se a temperatura for conhecida neste né. Para os elementos de x
% correspondentes acs pontos internos, os elementos de x_ini sdoc iguais

%

ao valor de Tinicial

[Tempo ¥X] = oded3(@(t,x)integra tempo(t,x,CDC,ELEM,H, G,math, B, C),
tspan,x_ini);

% Plota as temperaturas do né central ---—————————————————

figure
plot (Tempo, X(:,110), "ro-")
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ANEXO VII: Programa Dif_const3D.m — Monta_GeH2.m

25/10/12 00:04 C:%Users\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Dif_C...\monta_GeHZ.m 1 of 2

function [VF,H, G, NOS, g] = monta_GeH(XYZ, ELEM, fc, k, cont_int,malha,P_INT)

% Dados da integragdo numérica —- -

npgns = 6; % Nimero de pontos de Gauss gque serao usados na integracaoc

% regular (ndo singular)

[gsil, wl] = Gauss_Legendre(-1., 1., npgns); % Pontos e pesos de Gauss para
% a integragaoc regular

npgs = 8; % Numero de pontos de Gauss que serdo usados na integracgao
% regular

[gsi2, w2] = Gauss_Legendre(-1., 1., npgs); % Pontos e pesos de Gauss para
% a integragio singular

% Inicializa matrizes e pega dados para cidlculos preliminares —————————————

n_elem = size(ELEM, 1); % NOmero de elementos
n_pint = size(P_INT,1); %Numero de pontos internos
n_nos = n_elem + n_pint; % Numeroc de noés

H = zeros(n_nos, n_nos); % Inicializa a matriz H
G = zeros(n_nos, n_elem); % Inicializa a matriz G
g=zeros(n_nos,l); %Inicializa a matriz g
g=zeros(n_nos, 1l); %Inicializa a matriz g
VF=zeros(n_nos+2, n_nos);

$verifica a existéncia de superficies convexas

if cont_int==[0,0] %cont_int & determinadc pela malha, guando a mzalha do
fv=0; %do cilindro é utilizada

else
fv=1;

end

% Calculo termo a termo das matrizes - --—-—-——o

for i = 1: n_nos % Corre os pontos fontes
if (i <= n_elem)

pontos_elem = ELEM(i, :); % Pontos gue definem o elemento i (ao
% gqual o ponto fonte pertence)

X = XYZ(pontos_elem, 1);% Coordenadas X dos pontos
Y = XYZ(pontos_elem, 2);% Coordenadas Y dos pontos
Z = XYZ(pontos_elem, 3);% Coordenadas Z dos pontos
nnode = length(X); % Nimerc de pontos do elemento
xf = sum(X)/nnode; % Coordenada X do ponto fonte
yf = sum(Y)/nnode; % Coordenada Y do ponto fonte
zf = sum(Z)/nnode; % Corrdenada Z do ponto fonte

else
xf = P_INT (i - n_elem,2);
yf = P_INT (i - n_elem, 3);
zf = P_INT (i - n_elem,4);

end

NOS(i,:)=[1i,xf,yf,zf];

for j = 1: n_elem % Corre os elementos

el=ELEM(j, :); % Pontos que definem o elemento j (elemento que
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25/10/12 00:04 C:\Users\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Dif_ C...\monta_ GeHZ.m 2 of

% esta sendo integrado)

%encontra os fatores de wvis3o para os elementos
if fv==
if i»=cont_int(l,1) && i<=cont_int(l,2) &&
jr=cont_int(1l,1) && j<=cont_int(l,2) && i-=j

[figurel, figureZ, figure3, figured, nbpointl, nbpoint2z,
nbpoint3, nbpointd] = format_dad VFi(i, j, ¥YZ,ELEM, malha) ;

VF(i,j)=calc_VFi(figurel, figureZ, nbpointl, nbpoint2);
VF (n_nos+1,1i)=calc_VF(figurel, figure3, nbpointl, nbpoint3);

VF(n_nos+2,1)=calc VF(figurel, figured, nbpointl,nbpeointd);

end
end

%calcula as matrizes G e H

if i == j % O ponto fonte pertence aoc elemento gue estia sendo
% integrade
G(i, j) = calc_gsing(xf,yf,z£f, XYZ, el, k,gsiz, w2);
H(i, J) =-1/2;

else % O ponto fonte ndo pertence ao elemento que estd sendo
% integrado
[G(i, J),H(i, j)l=calc_ghnsing(xf,vf,zf,XYZ,
el,k,gsil, wl);

end
end
% gl(i)=calc_g(gsil, wl,xf, yf,zf);

$encontra o vetor com a influéncia do ponto fonte

if fo(l,1)~=0
g(i)=calc_g(x£f, v, zf, £c, k) ;
else
g(i)=0;
end
end

% Calculo deos termos da diagonal da matriz H (consideracac de corpo a
% temperatura constante)
Hin_elem+l:end,n_elem+l:end)=—evye(n_pint);
for m= 1 : n_nos
H{m,m) = 0; %zera a diageonal principal
for n = 1 : n_nos
ifn~=m
H{m,m) = H{m,m) - H{m,n}j;
end;
end;
end;
return
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ANEXO VIII: Programa Dif_const3D.m — Monta_S_DRM.m

25/10/12 19:42 C:\Users‘\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Dif...\Monta S5 DEMZ.m

1 of 2

function [S,F]=Menta_sS_DRMZ (ELEM,NOS, XYZ, P_INT, H, G, k)

n_nos = length(NOS(:,1));
if (isempty (P_INT))
n_noi=0;
else
n_noi=length(P_INT(:,1)); % Number of internal nodes
end

n_pontos = n_nos;
drm _nodes = NOS({:,1:4);

if (n_noi~=0)
drm _nodes(n_nos+1l:n_nos+n_noi,:} = P_INT;
end
n_drm_nodes=length(drm_nodes(:,1));
drm_nodes(n_nos+l:n_drm nodes, 1)=(n_nos+1:n_drm_nodes)';

% Calculo da matrjiz [F] —-——m——"—1mrr e i i i e e i i e o e i o e e e -

for i = 1 : n_pontos
xi
yi
zi drm nodes (i, 4);
body (i) = 1;
for j = 1 : n_pontos
x]
¥
z]
r = sgrit{(xi-xj)"2+(yi-vi)"2+(zi-zq)"~2);
Fi{i, j)=1+r;

drm _nodes (i, 2);

drm _nodes (i, 3);

drm_nodes (], 2);

drm_nodes (], 3);

drm_nodes (j,4);

end
end
n_el = length(ELEM(:,1)); % N. total de elementos

% Cdlculo da matriz Q_chap e

for i = 1 : n_pontos
Xr drm_nodes (i, 2);
yr
zr = drm _nodes (i, d4);

drm nodes (i, 3);

for j=1:n_pontos
¥_f = drm_nedes(j, 2);
y_£ = drm_nodes(j, 3);
z_f drm_nodes (7, 4) 7
r=sqrt((x_f-xr) 2+ (y_£f-yr)"2+(z_£f-zr)"2);
T_chap = r*2/6 + r"3/12;
TC(j,1) = T_chap;

end

pontos_elem = ELEM(j, :); % Pontos gue deEfinem o elemento j

qual o ponto fonte pertence)

L I VI ]
o

%

E_
¥_
Z_

NOS(j, 2); % Coordenada X do ponto fonte
= NOS(j, 3); % Coocrdenada Y do ponto fonte
NOS5(j, 4); % Corrdenada Z do pontc fonte

(ao
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[n] = calc_wetnormal (XYZ,pontos_elem);

nx = nf{l);
ny = ni{2);
nz = ni{3);

r=sqrt((x_f-xr) 2+ (y_f-yr)"2+i(z_£f-zr)"2);
g chap = (4 + 3*r)/l2* ((xr-x_f)*nx+(yr-y_Lf)*ny+(zr-z_£f)*nz);
QC{j, i) = g_chap;
end

2nd

% cdlculo damatriz §8 - -------—-—--—+——- - - - /" "\~

5= (H*TC-G*QC);

res=5*inv(F) *body’;
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ANEXO IX: Programa Dif_const3D.m — gera_x_ini.m

25/10/12 00:05 C:\Users\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Dif C...\gera x_ini.m

1l of 1

function x=gera_x_ini (CDC,ELEM, Tinicial,n_pint)

ntorno

% Aplica as condigdes de

nelem=length (ELEM(:,1)); % Nimero de elementos

n_nos=nelem;
ntotal=n_nos+n_pint;

x=Tinicial*ones(ntotal,1l);

for el = l:nelem % Corre o:
tipoCDC=CDC(el, 1);

if tipoCDC==0 % Te
x(el)=0; % Atribul os wvalores
% das condigdes de contorno ac vetor x

end
end
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ANEXO X: Programa Dif_const3D.m —integra_tempo.m

25/10/12 00:06 C:\Users\Rafael\Desktop\UnB\PG\Texto\CD\Di...\integra_ tempo.m 1 of 1

function [dTdt,x] = integra_tempo(t,x,CDC,ELEM,H, G, math,B,C)

[T, gl=Monta_Teqg(CDC,ELEM, x); % Monta os -
dTdt=inv (C) * (G*g-H*T) ;

g=C*dTdt;

b=B*g;

x=matA\ (b-g); % Calcula as variav

return
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