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Resumo

Este trabalho tem como foco o estudo numérico do escoamento isotérmico de um fluido
newtoniano, viscoso e incompressível induzido por um gradiente de pressão em um duto de
seção transversal losangular constante. O escoamento é permanente, unidirecional e satisfaz
a condição de contorno de não escorregamento. Parte-se da equação da continuidade e da
equação de Navier-Stokes para chegar à equação governante, uma equação de Poisson com
termo de fonte constante. Em seguida, são utilizadas as coordenadas oblíquas para trans-
formar o domínio em um quadrado. Então, propõe-se a resolução numérica do campo de
velocidades por um método das diferenças finitas centradas de segunda ordem com integra-
ção pelo método de Simpson em duas dimensões para encontrar a vazão, além de desenvolver
uma simetria para reduzir em 75% o domínio computacional. Além disso, é exposta uma so-
lução inédita pelo método de perturbação de homotopia para validar os resultados obtidos.
A fim de avaliar os resultados, calcula-se o fRe e compara-se com os resultados de Shah e
London (1978), Lee e Lee (2002) e Bennett (2021), apresentando resultados mais precisos
que aqueles encontrados na literatura.

Palavras-chave: Escoamento interno, Escoamento laminar, Duto Losangular, Número de
Poiseuille, Diferenças Finitas, Homotopia.
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Abstract

This work focuses on the numerical study of the isothermal flow of a Newtonian, viscous,
and incompressible fluid induced by a pressure gradient in a rhombic duct. The flow is ste-
ady, unidirectional, and satisfies the no-slip boundary condition. Starting from the continuity
equation and the Navier-Stokes equation, we derive the governing equation, which is a Pois-
son equation with a constant source term. Then, skew coordinates are used to transform the
domain into a square. Next, we propose the numerical solution of the velocity field using a
second-order centered finite difference method with two-dimensional Simpson’s integration
to find the flow rate along with the development of a symmetry to reduce the computational
domain by 75%. Furthermore, a novel solution is presented using the homotopy perturbation
method to validate the results achieved. In order to evaluate the results, the fRe number is
calculated and compared with the results of Shah e London (1978), Lee e Lee (2002) and
Bennett (2021), demonstrating velocity fields and parameters more accurate than those found
in the literature.

Key-words: Internal Flow, Laminar Flow, Rhombic Duct, Poiseuille Number, Finite
Differences, Homotopy.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Dutos de variadas seções possuem inúmeras aplicações atualmente, como: trocadores de
calor (Bacelar et al., 2023), resfriamento de eletrônicos (Dogruoz, Arik e Pautsch, 2010),
análise do escoamento de sangue em um paciente (Minamitani et al., 2004), perfuração de
poços de petróleo (Alegria, 2011), performance de células de combustível (Cha, O’Hayre
e Prinz, 2004), redução de particulados em dutos de ventilação para a indústria alimentícia
(Othmane et al., 2010) e estudo do fluxo de respiração humana (Kongnuan e Pholuang,
2012).

Dessa forma, nota-se que o entendimento abrangente da transferência de calor e massa
dentro de dutos é fundamental para o desenvolvimento comercial e científico. Nesse sentido,
o presente trabalho busca contribuir com o estudo de um caso particular de uma seção não
convencional, um duto de seção transversal losangular, o qual será denominado duto de seção
transversal oblíqua. Além disso, a solução do problema do escoamento interno é equivalente
a solução do problema de uma calha (canal aberto) com geometria de triângulo equilátero.

Liou, Wang e Chan (2017) reportam a importância do uso de dutos oblíquos em troca-
dores de calor em sua pesquisa, em especial a influência do ângulo de abertura da seção
transversal para efeitos de transferência de calor. A Figura 1.1 traz uma aplicação real de um
duto oblíquo para o resfriamento de uma turbina a gás.

Wolk, Dreyer e Rath (2000) avaliaram a relevância de um tubo oblíquo para destilação
e geradores de vapor em seu artigo. No caso analisado, foi proposto um modelo de esco-
amento multifásico vertical em que foi possível comparar a geometria losangular à outras
geometrias de dutos. A Figura 1.2 apresenta uma aplicação desse sistema e as seções trans-
versais avaliadas.

Xu et al. (2010) traz uma outra perspectiva de aplicação na área química para a produção
de baterias de íons de Lítio. A síntese de SnO2 poroso realizada pelos autores ocorreu de
modo que sua estrutura se tornasse oblíqua e durante esse processo, há tanto a passagem
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Figura 1.1: Aplicações de canais oblíquos para resfriamento interno de turbinas à gás. Reti-
rado de Liou, Wang e Chan (2017).

Figura 1.2: Sistema de mistura gás-água e diferentes seções transversais testadas. Retirado
de Wolk, Dreyer e Rath (2000).
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de líquido quanto gás pelos microtubos. Na Figura 1.3 é possível ver a presença de vários
microtubos oblíquos na área analisada.

Figura 1.3: Microtubos oblíquos de SnO2 sintetizados. Retirado de Xu et al. (2010).

Os dutos com seção oblíqua também podem ser encontrados em aplicações na área au-
tomotiva. Por exemplo, na grade dianteira de um Focus, conforme Figura 1.4. Além das
implicações estéticas associadas à grade dianteira, ela também possui função de auxiliar a
circulação de ar para o motor, resfriando-o, e diminuindo o arrasto sofrido pelo carro, tal
como descrito por Kim et al. (2016).

Figura 1.4: Grade dianteira de um Focus. Retirado de <https://zoodmall.com/cdn-cgi/image/
w=600,fit=contain,f=auto/http://images.bluelanshome.com/images/21/03/v/24012172/1.
jpg-800>. Acesso em 12 de janeiro de 2024.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos gerais

Este trabalho tem como objetivo realizar a solução do problema do escoamento laminar
no interior de um duto com seção transversal oblíqua. Além disso, busca-se comparar os
resultados obtidos com as abordagens aplicadas neste estudo com resultados previamente
encontrados na literatura.

1.2.2 Objetivos específicos

No Projeto de Graduação, é de suma importância delinear metas específicas para orientar
todas as fases da pesquisa, com o intuito de assegurar a consistência dos resultados finais e a
aplicação correta das técnicas empregadas. As metas são:

1. Determinar uma expressão para o produto do fator de atrito de Fanning pelo número
de Reynolds utilizando o diâmetro hidráulico como comprimento característico;

2. Aplicar o método das diferenças finitas para o cálculo do campo de velocidades;

3. Aplicar o método da integral numérica de Simpson em duas dimensões para obter a
vazão.

4. Implementar uma simetria a fim de reduzir ao máximo o domínio computacional.

5. Apresentar um método inédito de perturbação de homotopia para simplificar a equação
governante.

6. Comparar os resultados obtidos e discutir a validade dos modelos adotados.

1.3 Estrutura do trabalho

• Capítulo 2: Neste capítulo será realizada uma revisão bibliográfica, na qual espera-se
observar o atual estado da arte da pesquisa e avaliar a inovação trazida pelo trabalho a
ser realizado.

• Capítulo 3: Nessa seção espera-se estabelecer a formulação matemática que descreva
os fenômenos derivados do escoamento no interior do duto oblíquo. Para isso, serão
utilizadas algumas hipóteses iniciais e a aplicação das equações de Navier-Stokes.

• Capítulo 4: Tendo estabelecido as equações e condições de contorno do problema,
tal capítulo procura soluções numéricas do campo de velocidades através do Método
das Diferenças Finitas associado à integração numérica pela regra de Simpson em
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duas dimensões. Também são apresentadas simetrias, as quais buscam simplificar a
resolução numérica do problema.

• Capítulo 5: Este capítulo apresenta um método de perturbação de homotopia inédito
na literatura, no qual é proposta uma solução da equação governante do problema por
uma soma de várias ordens, validando, dessa maneira, o modelo de diferenças finitas
proposto anteriormente.

• Capítulo 6: Nos resultados será realizada uma discussão acerca dos resultados obti-
dos através das técnicas numéricas. Também serão gerados gráficos para facilitar a
visualização do escoamento e para comparação com dados disponíveis na literatura.

• Capítulo 7: Por fim, neste capítulo, são apresentadas conclusões gerais, resgatando as
principais discussões realizadas anteriormente e apontando as contribuições realizadas
para a literatura. Além de indicar caminhos para possíveis trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Revisão de literatura

Neste capítulo, será apresentada a revisão das pesquisas e discussões de autores acerca do
escoamento permanente, laminar, incompressível de fluido newtoniano para o caso do duto
de seção transversal losangular. Com isso, será possível estabelecer paralelos de comparação
entre os resultados obtidos neste trabalho e os trabalhos passados com este mesmo tema.

2.1 Revisão bibliográfica

Os estudos dirigidos para gerar soluções em geometrias losangular possuem especial ên-
fase nas aplicações relacionadas à transferência de calor e massa. O principal objetivo dessas
pesquisas é compreender como geometrias distintas podem afetar os parâmetros físicos fun-
damentais, a fim de otimizar sistemas como trocadores de calor, plantas de energia nuclear e
motores de turbinas a gás.

A primeira referência encontrada na literatura para a análise de números adimensionais
relacionados à mecânica dos fluidos newtonianos em um duto de seção transversal oblíqua
constante foi um artigo de três autores Iqbal, Aggarwala e Fowler (1969), no qual é analisado
o escoamento utilizando métodos variacionais e apenas apresentam os dados de 2fRe gra-
ficamente, conforme Figura 2.1. Vale ressaltar que a denominação do duto utilizada nesse
artigo é de duto rômbico1, e essa nomeação é utilizada em todas as fontes internacionais
produzidas posteriormente a esta.

Seis anos após a publicação de Iqbal, Aggarwala e Fowler (1969), Shah (1975), moti-
vado pelas aplicações veiculares e industriais do motor de turbina a gás com regeneração,
propõe a utilização do método de correspondência por mínimos quadrados para solucionar
problemas de dutos de diversas geometrias, dentre eles o duto oblíquo. Dessa forma, o autor
tabela os dados encontrados para esta seção e afirma concordância de 0,1% com os valores
encontrados por Iqbal, Aggarwala e Fowler (1969). A tabela é mostrada na Figura 2.2.

1Do inglês rhombus (losango).
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Figura 2.1: Variação do parâmetro de queda de pressão com relação ao ângulo de abertura α
para vários números de Rayleigh NRa. Retirado de Iqbal, Aggarwala e Fowler (1969).

Figura 2.2: Características do escoamento e transferência de calor para o escoamento laminar
completamente desenvolvido em um duto oblíquo. Retirado de Shah (1975).
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A crescente necessidade de unificar as soluções de dutos de diversas geometrias de seção
transversal para a engenharia levou Shah e London (1978) a produzirem uma coletânea de
resultados analíticos, numéricos e experimentais de inúmeros autores acerca do escoamento
laminar e a convecção forçada de fluidos newtonianos de propriedades constantes passando
por dutos retos, estacionários e não porosos de seção transversal constante. Este monógrafo
é reconhecido até os dias de hoje e é um marco nos estudos de dutos, sendo referenciado em
todos os artigos apresentados nessa revisão bibliográfica que foram produzidos após 1978.

Dentro dessa obra, Shah e London (1978) citam o trabalho de Iqbal, Aggarwala e Fowler
(1969) e apresentam os dados encontrados por Shah (1975) em forma de tabela, além de
representar graficamente esses dados para algumas quantidades adimensionais.

Asako e Faghri (1988) produziram um trabalho que englobou o estudo do escoamento na
região de entrada do duto oblíquo, porém, para realizar esta análise, o autor primeiramente
procedeu com a análise do escoamento totalmente desenvolvido por meio de uma transfor-
mação de coordenadas algébrica, de modo a transformar o domínio em um retângulo e assim
solucionar o problema com uma técnica de escoamentos parabólicos tridimensionais. Dessa
maneira, são apresentados gráficos, tabelas e campos de velocidade dos resultados obtidos.

O próximo artigo encontrado na literatura é datado 14 anos após o trabalho de Asako e
Faghri (1988), no qual Lee e Lee (2002) estudam os coeficientes de troca de calor em um
duto oblíquo com temperatura da parede constante. Nesse trabalho, Lee e Lee (2002) rea-
lizam o método da integral de Galerkin para obter o fator de atrito do duto e o campo de
velocidades. Por fim, tabelam os resultados encontrados pelo método aplicado, variando o
número de funções de base N utilizadas em sua aproximação e comparando-os com resulta-
dos divulgados por Shah e London (1978). Os valores apresentados na Figura 2.3 concordam
com aqueles encontrados por Shah (1975), porém para ângulos abaixo de 45◦, há uma leve
divergência.

Figura 2.3: Valores de fRe computados para o duto oblíquo. Retirado de Lee e Lee (2002).

Após uma crescente necessidade de apresentar uma solução aproximada que resolva vá-
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rios dutos com uma mesma abordagem Bahrami, Yovanovich e Culham (2007) propuseram
um modelo de solução baseado na elipse, mostrando que o fRe utilizando a raiz de área
como comprimento característico, ao contrário do diâmetro hidráulico que é comumente uti-
lizado, pode ser aproximada por uma função do momento polar de inércia, da área e do
perímetro da seção transversal do canal. Apesar de não apresentar um perfil de velocidades,
Bahrami, Yovanovich e Culham (2007) apresentam uma equação que descreve o compor-
tamento aproximado da curva de fRe para várias geometrias, dentre elas, o losango. No
trabalho, é apresentada apenas graficamente a solução pelo novo método desenvolvido e os
autores afirmam que há um erro máximo na ordem de 8%.

Em 2009, Tamayol e Bahrami (2009) retornam propondo uma solução analítica para o
escoamento em diversos dutos baseado na equação que descreve a superelipse e na solução
analítica do escoamento nessa geometria, com um caso particular e um caso geral, assim,
resolvendo o escoamento de Hagen-Poiseuille nessa seção em função dos parâmetros da su-
perelipse, sendo o losango um caso particular dessa geometria. Logo, com as condições de
contorno impostas pelo losango, os autores encontram certos fatores da equação que fornece
o campo de velocidades (Figura 2.4). Nesse artigo, são mostrados os coeficientes que go-
vernam o campo de velocidades do escoamento de Hagen-Poiseuille do duto oblíquo e um
gráfico baseado nos dados de Shah e London (1978), essas conclusões são expostas na Fi-
gura 2.5 e Figura 2.6. Vale ressaltar que a configuração do campo de velocidades é baseado
na solução da equação de Laplace em coordenadas polares.

Figura 2.4: Equação que descreve o campo de velocidades e as constantes associadas. Reti-
rado de Tamayol e Bahrami (2009).

Figura 2.5: Coeficiente para a equação de dutos superelípticos. Retirado de Tamayol e Bah-
rami (2009).
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Figura 2.6: Parâmetro fRe para diferentes geometrias. Retirado de Tamayol e Bahrami
(2009) e Bahrami (2010).

Um ano depois, Bahrami (2010) apresenta a mesma solução baseada na superelipse e
corrige alguns fatores encontrados por Tamayol e Bahrami (2009), tal como mostrado na
Figura 2.7. Após a correção, os mesmos gráficos com os resultados expostos na Figura 2.6
de Tamayol e Bahrami (2009) são mostrados.

Figura 2.7: Coeficiente para a equação de dutos superelípticos. Retirado de Bahrami (2010).

O último artigo da literatura acerca do escoamento em um duto oblíquo é datado de
2021. Nele, Bennett (2021) demonstra a solução do problema com fatores de correção para
a solução de Lévêque (1928) em geometrias superelípticas, similar ao feito realizado por
Tamayol e Bahrami (2009). Entretanto, nesse artigo são comparados os resultados tabelados
de Bennett (2021) com os valores de Shah e London (1978) para o fator de atrito de Darcy.
Os resultados estão exibidos na Figura 2.9.

10



Figura 2.8: Superfícies e linhas de simetria para geometrias de dutos geradas com funções
superelípticas e polinomiais. Retirado de Bennett (2021).

Figura 2.9: Resultados do produto do fator de atrito de Darcy pelo número de Reynolds em
função da tangente de metade do ângulo de abertura. Retirado de Bennett (2021).
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Capítulo 3

Formulação matemática

Neste capítulo, é apresentada a formulação do problema estudado, um escoamento indu-
zido por um gradiente de pressão em um duto de seção transversal losangular. Além disso, é
realizada a adimensionalização das equações governantes e das condições de contorno utili-
zando um sistema de coordenadas adequado para auxiliar a descrição geométrica.

3.1 Enunciado do problema

Considere o escoamento laminar isotérmico de um fluido newtoniano, viscoso e incom-
pressível através de um canal de seção transversal constante cuja geometria é um losango,
com um ângulo interno β (0◦ ≤ β ≤ 90◦) e um lado de comprimento 2ℓ, conforme ilustrado
na Figura 3.1.

β

x

y

2ℓ

Figura 3.1: Representação da seção oblíqua.
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Com estas considerações, as equações governantes do problema são a equação da continui-
dade

∇ · u = 0, (3.1)

e a equação de Navier-Stokes

ρ

[
∂u

∂t
+ (u ·∇)u

]
= −∇p+ µ∇2u, (3.2)

em que u é o campo de velocidade, p é o campo de pressão, µ é a viscosidade dinâmica do
fluido, ρ é a massa específica do fluido e t é o tempo.

Em coordenadas cartesianas (x, y, z), a equação da continuidade (3.1) pode ser escrita
como

∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z
= 0, (3.3)

e as componentes da equação de Navier-Stokes (3.2) nas direções x, y e z, são dadas por

ρ

(
∂ux

∂t
+ ux

∂ux

∂x
+ uy

∂ux

∂y
+ uz

∂ux

∂z

)
= −∂p

∂x
+ µ

(
∂2ux

∂x2
+

∂2ux

∂y2
+

∂2ux

∂z2

)
, (3.4)

ρ

(
∂uy

∂t
+ ux

∂uy

∂x
+ uy

∂uy

∂y
+ uz

∂uy

∂z

)
= −∂p

∂y
+ µ

(
∂2uy

∂x2
+

∂2uy

∂y2
+

∂2uy

∂z2

)
, (3.5)

ρ

(
∂uz

∂t
+ ux

∂uz

∂x
+ uy

∂uz

∂y
+ uz

∂uz

∂z

)
= −∂p

∂z
+ µ

(
∂2uz

∂x2
+

∂2uz

∂y2
+

∂2uz

∂z2

)
, (3.6)

respectivamente. Aqui ux, uy e uz são as três componentes da velocidade.

Supondo escoamento permanente e unidirecional na direção positiva do eixo z, o campo
de velocidades pode ser escrito como

u = (0, 0, uz(x, y, z)). (3.7)

Assim, a equação da continuidade (3.3) se reduz à

∂uz

∂z
= 0, (3.8)
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e, consequentemente

uz = uz(x, y). (3.9)

Dessa forma, têm-se que, além de unidirecional, o escoamento também é bidimensional.

Utilizando as equações (3.7) e (3.9) em (3.4), (3.5) e (3.6), obtêm-se

∂p

∂x
= 0, (3.10)

∂p

∂y
= 0, (3.11)

µ

(
∂2uz

∂x2
+

∂2uz

∂y2

)
=

∂p

∂z
. (3.12)

A partir das equações (3.10) e (3.11), conclui-se que

p = p(z), (3.13)

e, portanto, (3.12) torna-se

∂2uz

∂x2
+

∂2uz

∂y2
=

1

µ

dp

dz
. (3.14)

Sabe-se que a componente não nula da velocidade depende apenas das coordenadas x

e y, enquanto o campo de pressão é uma função apenas de z. Logo, a equação (3.14) será
verdadeira se, e somente se, ambos os lados dela forem iguais a uma mesma constante.

Considerando a região da seção transversal delimitada pelo losango como Ω, a condição
de não escorregamento na parede exige que

uz = 0 (3.15)

em ∂Ω, o bordo do domínio, que está representado pelas retas na Figura 3.2 .
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y = x tan β + ℓ tan β

y = x tan β − ℓ tan β

y = −ℓ sen β

y = −ℓ sen β

β

x

y

Figura 3.2: Representação das condições de contorno.

3.1.1 Vazão

A vazão é uma quantidade de fundamental importância no estudo de escoamento em
dutos. Ao longo do trabalho, se mostrará essencial para a obtenção dos resultados, em par-
ticular no Capítulo 4, em que ela será utilizada para calcular o produto do fator de atrito de
Fanning pelo número de Reynolds. Logo, é necessário definir o cálculo dessa quantidade,
que em coordenadas cartesianas é dada por

Q =

¨
Ω

uz(x, y) dx dy. (3.16)

3.2 Adimensionalização

Para tornar a equação analisada livre de parâmetros, realiza-se uma adimensionalização
das grandezas características de posição e velocidade, mantendo-a inalterada em sua forma
original como uma equação de Poisson. Substituindo

x̃ =
x

ℓ
, ỹ =

y

ℓ
, ũ =

uz

U
, (3.17)

na equação (3.14), obtém-se o resultado

µU

ℓ2

(
∂2ũ

∂x̃2
+

∂2ũ

∂ỹ2

)
=

dp

dz
. (3.18)

Seguindo Shah e London (1978), escolhemos
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U = −ℓ2

µ

dp

dz
, (3.19)

de modo que a equação anterior reduz-se a

∂2ũ

∂x̃2
+

∂2ũ

∂ỹ2
= −1. (3.20)

Como foi assumido anteriormente que o escoamento ocorre na direção z positiva, o sinal
negativo na equação (3.19) é imperativo para que essa condição seja satisfeita.

3.2.1 Produto do fator de atrito de Fanning e o número de Reynolds

Com o intuito de comparar os resultados obtidos com o de outros autores e avaliar a
qualidade do método empregado, são utilizados dois grupos adimensionais, o produto do

fator de atrito de Fanning e o número de Reynolds, e a razão
Umáx

Uméd
.

O produto do fator de atrito de Fanning e o número de Reynolds, também conhecido
como número de Poiseuille, é uma constante de proporcionalidade entre o gradiente de pres-
são e a velocidade média. Desta forma, se considerarmos um determinado fluido escoando
com velocidade invariante em dutos de mesmo diâmetro hidráulico, o gradiente de pressão
aumenta se o número de Poiseuille aumentar (Neves, 2020).

O fRe é resultado de uma multiplicação do fator de atrito de Fanning pelo número de
Reynolds, dois parâmetros muito utilizados na mecânica dos fluidos que oferecem uma pers-
pectiva, por exemplo, para projetos de trocadores de calor compactos. Cengel e Cimbala
(2013) definem o número de Reynolds para dutos de seção transversal não circular de modo

Re =
ρUmédDh

µ
, (3.21)

em que Uméd é a velocidade média do escoamento na entrada do duto e Dh é o diâme-
tro hidráulico utilizado para converter dutos não circulares em tubos circulares de diâmetro
equivalente. Com essa definição, é possível calcular os parâmetros da mesma maneira que
para um tubo circular (Connor, 2022).

Cengel e Cimbala (2013) definem o fator de atrito de Fanning em termos da queda de
pressão como

f =
∆PDh

2ρLU2
méd

, (3.22)

em que ∆P é a diferença entre a pressão de entrada e saída do duto e L é o comprimento da
tubulação. Dessa forma, multiplicando o fator de atrito pelo número de Reynolds, obtêm-se
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fRe =
∆PD2

h

2µLUméd
. (3.23)

Note que esse termo, apesar de adimensional, é escrito em função de quantidades dimen-
sionais. Por isso, a fim de usar quantidades adimensionais para comparação, realizaremos a
seguinte adimensionalização

D̃h =
Dh

ℓ
, Ũméd =

Uméd

U
. (3.24)

Observa-se também que

∆p

L
= −dp

dz
(3.25)

e, por conseguinte, a equação 3.19 pode ser reescrita como

U =
ℓ2

µ

∆p

L
. (3.26)

Assim, substituindo as equações (3.25) e (3.26) em (3.23), segue que

fRe =
D̃2

h

2Ũméd
. (3.27)

Portanto, utilizando a definição do diâmetro hidráulico e da velocidade média,

D̃h =
4Ã

P̃
, (3.28)

no qual P̃ é o perímetro molhado (adimensional) da seção, ou seja, no bordo do domínio, e

Ũméd =
Q̃
Ã
, (3.29)

chegamos na forma adimensional final e mais simplificada do produto do fator de atrito de
Fanning e o número de Reynolds

fRe =
8Ã3

P̃ 2Q̃
. (3.30)

3.2.2 Razão
Ũmáx

Ũméd

Outro grupo adimensional utilizado para avaliar os resultados é a razão da velocidade
máxima (sendo localizada no centro geométrico, no caso do duto oblíquo) pela velocidade
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média do escoamento, representada por
Ũmáx

Ũméd
. Essa quantidade será utilizada posteriormente

para comparação com os resultados reportados por Shah e London (1978). Essa razão in-
dicará se o método empregado para obter o campo de velocidades está informando correta-
mente os valores ou se precisa ser ajustado, aumentando o número de pontos da malha, por
exemplo.

De agora em diante, os tildes serão omitidos em todas as equações para evitar uma nota-
ção sobrecarregada. Assim, a menos que seja mencionado o contrário, todos os parâmetros
e variáveis devem ser entendidos como adimensionais. Com os tildes agora omitidos, a
equação (3.20) pode ser descrita de forma mais elegante como:

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= −1. (3.31)

Observe que a equação (3.15) mantém sua forma original mesmo após a adimensionalização.
Além de que o domínio é adimensionalizado, eliminando a unidade dimensional ℓ das retas,
tal como é visto na Figura 3.3.

y = tan βx+ tan β

y = tan βx− tan β

y = − sen β

y = − sen β

β

x

y

Figura 3.3: Representação das condições de contorno adimensionalizadas.

A equação governante do problema foi inicialmente descrita no sistema de coordena-
das cartesianas, mas é interessante formular a equação também no sistema de coordenadas
oblíquo, o qual será discutido detalhadamente na próxima seção.

3.3 Sistema de coordenadas oblíquo

Por conta de sua geometria bidimensional não convencional, o problema apresentado
pode ser melhor representado a partir de um sistema de coordenadas oblíquo (ξ, η), em opo-
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sição ao tradicional sistema cartesiano (x, y), conforme a Figura 3.4. O intuito da mudança
de coordenadas é transformar o domínio em um quadrado buscando definir um eixo de co-
ordenadas paralelo aos lados do losango.

β

P

x, ξ

y η

Figura 3.4: Eixo de coordenadas oblíquo.

Tal como visto por Leissa (1969), o sistema de coordenadas oblíquo é baseado no ângulo
interno β, de tal forma que, as novas variáveis ξ e η, se relacionam com x e y da seguinte
maneira

ξ = x− y cot β,

η =
y

sen β
.

(3.32)

A partir destas relações, pode-se mostrar que

∂

∂x
=

∂ξ

∂x

∂

∂ξ
+

∂η

∂x

∂

∂η
=

∂

∂ξ
, (3.33)

e que

∂

∂y
=

∂ξ

∂y

∂

∂ξ
+

∂η

∂y

∂

∂η
= − cot β

∂

∂ξ
+

1

sen β

∂

∂η
. (3.34)

Por fim, para representar a equação adimensionalizada (3.31) neste novo sistema de co-
ordenadas, é preciso escrever o operador Laplaciano em coordenadas oblíquas. Utilizando
(3.33) e (3.34), têm-se que

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, (3.35)

∂2

∂x2
=

∂2

∂ξ2
, (3.36)
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e

∂2

∂y2
=

(
− cot β

∂

∂ξ
+

1

sen β

∂

∂η

)(
− cot β

∂

∂ξ
+

1

sen β

∂

∂η

)
, (3.37)

ou seja,
∂2

∂y2
=

1

sen2 β

(
cos2 β

∂2

∂ξ2
− 2 cos β

∂2

∂ξ∂η
+

∂2

∂η2

)
. (3.38)

Logo,

∇2 =
1

sen2 β

(
∂2

∂ξ2
− 2 cos β

∂2

∂ξ∂η
+

∂2

∂η2

)
. (3.39)

Finalmente, a equação (3.31) é escrita da seguinte maneira em coordenadas oblíquas

∂2u

∂ξ2
− 2 cos β

∂2u

∂ξ∂η
+

∂2u

∂η2
= − sen2 β. (3.40)

Com as seguintes condições de contorno consequentes da condição de não escorrega-
mento

u(ξ,±1) = u(±1, η) = 0. (3.41)

Com a solução da equação (3.40), é possível obter uma função que descreve o campo de
velocidades na seção transversal de um domínio quadrado, utilizando um sistema de coor-
denadas oblíquo. É importante destacar que essa solução incorpora um termo de derivada
mista, decorrente da alteração do sistema de coordenadas em relação à equação (3.31). Essa
etapa é essencial para a posterior discretização da malha por meio do método de diferenças
finitas, que será detalhado na seção Capítulo 4.

3.3.1 Vazão

Ao realizar a transformação do sistema de coordenadas cartesiano para o sistema de coor-
denadas oblíquo, é necessário considerar a alteração do elemento de área dA. Nesse sentido,
o Jacobiano |J|, determinante da matriz Jacobiana, desempenha um papel fundamental ao
assegurar a compatibilidade entre os dois sistemas de coordenadas.

No caso do sistema de coordenadas oblíquo, com relação a ξ e η, o determinante Jacobi-
ano é descrito por

|J| =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂η

∂x

∂ξ
∂y

∂η

∂y

∂ξ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 cos β

0 sen β

∣∣∣∣∣ = sen β. (3.42)
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Assim, a equação (3.16) para a vazão no domínio analisado se torna

Q =

ˆ 1

−1

ˆ 1

−1

uz(ξ, η) |J| dξ dη = sen β

ˆ 1

−1

ˆ 1

−1

uz(ξ, η) dξ dη. (3.43)
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Capítulo 4

Método das diferenças finitas

Neste capítulo, será introduzida a metodologia aplicada para a resolução da equação go-
vernante do problema. O método das diferenças finitas é mostrado como técnica de obtenção
do campo de velocidades e, posteriormente, é realizada uma integração em duas dimensões
a fim de encontrar a vazão.

4.1 Método das diferenças finitas

O método das diferenças finitas é um procedimento de solução numérica de equações
diferenciais que consiste em dividir o domínio da equação em um conjunto de pontos dis-
cretos e aproximar as derivadas por uma razão de diferenças utilizando expansões da série
de Taylor, conforme Anderson e Wendt (1995). A técnica possui inúmeras aplicações, desde
problemas de transferência de calor (Raynaud e Bransier, 1986), mecânica dos fluidos (So-
bral e Hinch, 2017), mecânica dos sólidos (Cruz e Souza, 2018) até mecânica quântica (Gray
e Goldfield, 2001).

Similar a outros métodos numéricos, o objetivo das diferenças finitas é substituir um
problema em um meio contínuo com infinitos graus de liberdade por um campo discretizado
regularmente com nós finitos. As derivadas parciais da função desconhecida são aproxima-
das pela diferença de quocientes no conjunto de pontos discretizados. A equação diferencial
parcial original é então transformada em um conjunto de equações algébricas. A solução
simultânea dessas equações é a solução aproximada do problema de valor de contorno.
(Zhou, 1993).

Para resolver o problema do duto oblíquo, determina-se então uma malha quadriculada
de (N+2)×(N+2) pontos, ou nós, igualmente espaçados na direção ξ e η para garantir uma
qualidade dos resultados em ambas direções simetricamente. A divisão foi considerada com
N sendo o número de pontos interiores, pois estes serão os pontos efetivamente calculados.
Assim, ∆η e ∆ξ são definidos como o espaçamento em cada direção.

O domínio do problema, ao ser trocado para o sistema de coordenadas oblíquo, é repre-
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sentado como Ω = [−1, 1] × [−1, 1]. Adota-se essa configuração para que o centro do eixo
de coordenadas seja o ponto central do domínio, conforme Figura 4.1.

Cada nó é definido pelos índices i e j que significam a posição da linha e coluna que cada
ponto ocupa na malha.

ξ

η

1
-1

1

-1

∆η

∆ξ

ξ

η

1
-1

1

-1

∆η

∆ξ

Figura 4.1: Representação da malha no quadrado.

Dada a discretização do domínio, a equação (3.40) precisa ser transformada em uma
equação de diferenças finitas. Para esse fim, utilizaremos uma aproximação de segunda
ordem centrada tanto para as segundas derivadas quanto para a derivada mista definidas por
Pedrola (2015):

[
∂2u

∂ξ2

]
i,j

=
u(ξ + h, η)− 2u(ξ, η) + u(ξ − h, η)

h2
=

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
, (4.1)

[
∂2u

∂η2

]
i,j

=
u(ξ, η + k)− 2u(ξ, η) + u(ξ, η + k)

k2
=

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j+1

k2
, (4.2)

[
∂2u

∂ξ∂η

]
i,j

=
ui+1,j+1 − ui+1,j−1 − ui−1,j+1 + ui−1,j−1

4hk
, (4.3)

em que h = ∆ξ e k = ∆η. Ademais, como o domínio é um quadrado, escolhemos h e k de
tal forma que

h = k =
2

N + 1
. (4.4)
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Aplicando as aproximações para as derivadas e discretização do domínio na equação
(3.40), obtemos a seguinte equação de diferenças finitas:

− 4ui,j + ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1−

− cos β

2
(ui+1,j+1 − ui+1,j−1 − ui−1,j+1 + ui−1,j−1) = −h2 sen2 β. (4.5)

Note que a equação (4.5) deve ser resolvida para cada um dos pontos internos, e que cada
ponto depende da resolução para os 8 pontos ao redor deste. Assim, é necessário resolver um
sistema linear da forma Ab = x em que A é a matriz de coeficientes, b é o vetor coluna de
incógnitas respectivo a velocidade em cada ponto e x é o vetor coluna resposta dos termos
independentes.

Devido a aderência do fluido no contorno da seção, a velocidade no bordo é nula, ou seja,
nos pontos de contorno a velocidade é conhecida. Portanto, a partir da definição adotada, a
matriz A contém em suas linhas apenas os coeficientes referentes aos pontos interiores, logo,
possui dimensão N2 ×N2. Da mesma maneira, o vetor b e o vetor x têm dimensão N2 × 1.

A vantagem do método é tal que ao transformar a equação diferencial parcial, reduzi-
mos a complexidade das operações matemáticas necessárias para solucionar esse tipo de
problema a uma complexidade computacional para solucionar sistemas lineares.

4.1.1 Matriz dos coeficientes

A matriz dos coeficientes contém os termos que multiplicam os valores de velocidade na
equação de diferenças finitas. A partir disso, pode-se notar que, no máximo, nove elementos
não nulos compõem a linha referente a velocidade de um ponto. Com isso em vista, a
quantidade de elementos nulos será maior ao aumentar o número de pontos na malha. A esse
tipo de matriz atribui-se o nome de matriz esparsa.

Ao analisar mais profundamente a matriz, é notável a presença de padrões e simetrias
em suas diagonais. Essas repetições foram utilizadas para organizar o código de diferenças
finitas, que depende fortemente da construção de A. Para explicar o raciocínio utilizado,
será demonstrado o caso de uma matriz com N = 3.
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−4 1 0 1 − cosβ
2

0 0 0 0

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 0 0

0 1 −4 0 cosβ
2

1 0 0 0

1 cosβ
2

0 −4 1 0 1 − cosβ
2

0

− cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 − cosβ
2

1 0 1 −4 0 cosβ
2

1

0 0 0 1 cosβ
2

0 −4 1 0

0 0 0 − cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1

0 0 0 0 − cosβ
2

1 0 1 −4


. (4.6)

A diagonal principal é constituída apenas de −4 ao longo de sua extensão e possui N2

termos. Na equação (4.5) ela representa o coeficiente do ponto analisado ui,j . Logo, esse
coeficiente sempre estará presente na equação.

−4 1 0 1 − cosβ
2

0 0 0 0

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 0 0

0 1 −4 0 cosβ
2

1 0 0 0

1 cosβ
2

0 −4 1 0 1 − cosβ
2

0

− cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 − cosβ
2

1 0 1 −4 0 cosβ
2

1

0 0 0 1 cosβ
2

0 −4 1 0

0 0 0 − cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1

0 0 0 0 − cosβ
2

1 0 1 −4


. (4.7)

As diagonais diretamente acima e abaixo da diagonal representam os coeficientes dos
pontos ui+1,j e ui−1,j , portanto, quando analisamos um ponto que se encontra na extremidade
esquerda ou direita da malha, um termo será nulo. Assim, o padrão que encontramos nessa
diagonal é de N − 1 termos 1 seguidos de um 0, repetido ao longo da extensão da mesma.

−4 1 0 1 − cosβ
2

0 0 0 0

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 0 0

0 1 −4 0 cosβ
2

1 0 0 0

1 cosβ
2

0 −4 1 0 1 − cosβ
2

0

− cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 − cosβ
2

1 0 1 −4 0 cosβ
2

1

0 0 0 1 cosβ
2

0 −4 1 0

0 0 0 − cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1

0 0 0 0 − cosβ
2

1 0 1 −4


. (4.8)

Os coeficientes dos pontos ui,j+1 e ui,j−1, ou seja, os pontos acima e abaixo do ponto
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analisado, estão a uma distância de N pontos da diagonal principal. Dessa maneira, vemos
que sempre há um ponto acima ou abaixo, sem interrupções ao longo da malha. Conse-
quentemente, essa diagonal será composta completamente de N2 − N termos de valor 1.

−4 1 0 1 − cosβ
2

0 0 0 0

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 0 0

0 1 −4 0 cosβ
2

1 0 0 0

1 cosβ
2

0 −4 1 0 1 − cosβ
2

0

− cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 − cosβ
2

1 0 1 −4 0 cosβ
2

1

0 0 0 1 cosβ
2

0 −4 1 0

0 0 0 − cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1

0 0 0 0 − cosβ
2

1 0 1 −4


. (4.9)

Nas diagonais N − 1 pontos distantes da diagonal principal se localizam os coeficientes
referentes a diagonal superior esquerda ui−1,j+1 e inferior direita ui+1,j−1do ponto analisado.

O padrão presente nas diagonais é o primeiro termo nulo e
cos β

2
se repetindo por N − 1

pontos, de maneira semelhante ao que acontece nas diagonais diretamente acima e abaixo da
diagonal principal, com um padrão de N termos.

−4 1 0 1 − cosβ
2

0 0 0 0

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 0 0

0 1 −4 0 cosβ
2

1 0 0 0

1 cosβ
2

0 −4 1 0 1 − cosβ
2

0

− cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 − cosβ
2

1 0 1 −4 0 cosβ
2

1

0 0 0 1 cosβ
2

0 −4 1 0

0 0 0 − cosβ
2

1 cosβ
2

1 −4 1

0 0 0 0 − cosβ
2

1 0 1 −4


. (4.10)

Já nas diagonais N + 1 pontos distantes da principal, − cosβ
2

se repete N − 1 pontos e
logo após, há um único valor nulo. Comparando com o padrão das diagonais mais próximas a
diagonal principal, apenas o valor que aparece nelas é alterado . Esses valores são referentes
aos coeficientes das diagonais superior direita e inferior esquerda do ponto analisado, ou
seja, ui+1,j+1 e ui−1,j−1.

4.1.2 Vetor de incógnitas

O vetor de incógnitas contém os termos de velocidade em cada ponto da malha, portanto,
tem dimensão N2 × 1. Os pontos do vetores estão organizados com seu primeiro valor u0,0

sendo o nó extremo no canto inferior esquerdo da malha discretizada e os pontos subsequen-
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tes aumentando em ordem crescente das colunas até alcançar seu valor máximo (N − 1),
a partir do qual é avaliada a próxima linha da mesma maneira até atingir o ponto superior
esquerdo da malha uN−1,N−1. A equação (4.11) apresenta a estrutura do vetor de incógnitas
b.

b =



u0,0

u1,0

u2,0

...
uN−1,0

u0,1

u1,1

...
uN−2,N−1

uN−1,N−1



. (4.11)

4.1.3 Vetor resposta

O vetor resposta é resultado da multiplicação da matriz dos coeficientes pelo vetor de
incógnitas, sendo assim, sua dimensão deve ser de N2 × 1. O vetor é constituído apenas dos
termos independentes −(h sen β)2, pois todos os pontos tem a mesma equação de diferenças
finitas. A equação (4.12) mostra como está estruturado esse vetor.

x =


−(h sen β)2

−(h sen β)2

...
−(h sen β)2

 . (4.12)

4.2 Integração numérica

A integração numérica é um processo de aproximação no cálculo de integrais defini-
das usando técnicas numéricas. No geral, a integração numérica é baseada na interpolação
das funções integradas por polinômios de primeiro ou segundo grau e o cálculo da área em
pequenos intervalos. Devido à interpolação, há um erro numérico associado a essa aproxi-
mação que depende do grau do polinômio escolhido e da número de pontos utilizados na
divisão dos intervalos. Portanto, com a finalidade de diminuir os erros numéricos associados
à integração, foi escolhida a regra de Simpson.

A regra de Simpson é baseada na interpolação da função escolhida por um polinômio de
segundo grau dividindo o domínio em um número par n − 1 de partições, ou seja, com um
número ímpar n de pontos na malha (Atkinson, 1991). O polinômio é aproximado no ponto
a cada par de partições, e a integral é simplificada da seguinte maneira
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ˆ b

a

f(x)dx ≈ h

3
[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2)+

+ . . .+ 2f(xn−2) + 4f(xn−1) + f(xn)], (4.13)

sendo h =
b− a

n− 1
o tamanho da malha na direção x e xi = a+ ih para i = 0, 1, . . . , n− 1, n.

No caso dessa aproximação, o erro local associado é da ordem de O(h4) como demonstrado
por Burden e Faires (2010). Nota-se que também é possível definir a integral de forma
vetorial de modo ˆ b

a

f(x)dx ≈ h

3
cfT, (4.14)

em que c = [ 1 4 2 . . . 2 4 1 ] é o vetor linha com os coeficientes e f =

[ f(x0) f(x1) f(x2) . . . f(xn−2) f(xn−1) f(xn) ] é o vetor linha com o valor da função
nos pontos analisados, que é transposto para gerar o resultado obtido na equação (4.13).
Essa interpretação é valiosa para a implementação numérica, pois a criação de matrizes é
mais rápida se comparada com a iteração que seria necessária para realizar um somatório.

Para estender o conceito da regra de Simpson a duas dimensões, primeiro, precisamos

definir o tamanho da malha na direção y, dada por k =
d− c

n− 1
, adotando o mesmo número

de pontos em ambas as direções, com yj = c+ jk para j = 0, 1, . . . , n− 1, n.

Estabelecidas as divisões em x e y, temos uma malha de n× n pontos. Dessa maneira, a
integral dupla pode ser dividida na integral iterada

I =

ˆ b

a

ˆ d

c

f(x, y) dy dx =

ˆ b

a

(ˆ d

c

f(x, y) dy

)
dx, (4.15)

na qual a regra de Simpson deve ser aplicada duas vezes. Burden e Faires (2010) relatam o
resultado dessa integração como

I ≈hk

9

{[
f(x0, y0) + 2

(n/2)−1∑
i=1

f(x2i, y0) + 4

(n/2)∑
i=1

f(x2i−1, y0) + f(xn, y0)

]

+2

[ (m/2)−1∑
j=1

f(x0, y2j) + 2

(m/2)−1∑
j=1

(n/2)−1∑
i=1

f(x2i, y2j)

+ 4

(m/2)−1∑
j=1

(n/2)∑
i=1

+f(x2i−1, y2j) +

(m/2)−1∑
j=1

f(xn, y2j)

]
(4.16)

+4

[ (m/2)∑
j=1

f(x0, y2j−1) + 2

(m/2)∑
j=1

(n/2)−1∑
i=1

f(x2i, y2j−1)
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+4

(m/2)∑
j=1

(n/2)∑
i=1

+f(x2i−1, y2j−1) +

(m/2)∑
j=1

f(xn, y2j−1)

]

+

[
f(x0, ym) + 2

(n/2)−1∑
i=1

f(x2i, ym) + 4

(n/2)∑
i=1

f(x2i−1, ym) + f(xn, ym)

]}
.

Assim sendo, é perceptível também que o mesmo raciocínio de vetorização empregado
na integração em uma dimensão pode ser aplicado na integração 2D. Entretanto, devido à
adição de uma dimensão ao problema não serão utilizados vetores na descrição, mas sim
matrizes:

S =



1 4 2 . . . 2 4 1

4 16 8 . . . 8 16 4

2 8 4 . . . 4 8 2
...

...
... . . . ...

...
...

2 8 4 . . . 4 8 4

4 16 8 . . . 8 16 2

1 4 2 . . . 2 4 1


, (4.17)

F =



f(x0, y0) f(x1, y0) . . . f(xn−1, y0) f(xn, y0)

f(x0, y1) f(x1, y1) . . . f(xn−1, y1) f(xn, y1)

f(x0, y2) f(x1, y2) . . . f(xn−1, y2) f(xn, y2)
...

... . . . ...
...

f(x0, yn−2) f(x1, yn−2) . . . f(xn−1, yn−2) f(xn, yn−2)

f(x0, yn−1) f(x1, yn−1) . . . f(xn−1, yn−1) f(xn, yn−1)

f(x0, yn) f(x1, yn) . . . f(xn−1, yn) f(xn, yn)


, (4.18)

em que S é a matriz dos coeficientes de Simpson e F é a matriz com os valores da função em
cada ponto. Dessa forma, a integral dupla é reescrita como

ˆ b

a

ˆ d

c

f(x, y) dy dx ≈ hk

9

m∑
i=1

n∑
j=1

(SijFij) . (4.19)

De acordo com Bregains et al. (2004), o erro dessa aproximação é de O(h4) + O(k4).
Neste trabalho, o uso da integração numérica se dará para o cálculo da vazão do campo de
velocidades dado pela equação (3.16). Nesse sentido, utilizando a regra de Simpson em duas
dimensões para expressar a integral da vazão no sistema de coordenadas cartesiano, obtém-se

Q ≈ hk

9

m∑
i=1

n∑
j=1

(SijUij) , (4.20)

em que Uij é o campo de velocidades discretizado.

Para facilitar a integração, realizaremos o mesmo procedimento de (4.20) agora no sis-

29



tema de coordenadas oblíquo. Para isso, nota-se que o Jacobiano (3.42) não depende das
coordenadas ξ ou η, logo, este pode ser separado da integral, simplificando a resolução do
problema. Assim, a expressão final para a vazão é

Q ≈ hk

9
|J|

m∑
i=1

n∑
j=1

(SijUij) . (4.21)

4.3 Metodologia numérica

Para o desenvolvimento do código e obtenção dos resultados numéricos, foi utilizada
a linguagem Python 3.9 no ambiente Colab em conjunto com algumas bibliotecas que se-
rão explicadas posteriormente. O uso da linguagem se justifica pela qualidade e tempo de
execução das bibliotecas de código aberto para resolução de sistemas lineares com matrizes
esparsas. Além de que a simplicidade de escrita e interpretação facilita a reprodutibilidade
do código.

Nesta seção, cada etapa do programa será comentada, guiando à solução do problema,
partindo da definição das bibliotecas utilizadas no programa e a entrada dos dados funda-
mentais para cada caso.

4.3.1 Bibliotecas e inputs

1 ’ ’ ’ I m p o r t s ’ ’ ’
2 ! p i p i n s t a l l pyamg
3 i m p o r t pyamg
4 i m p o r t numpy as np
5 from numpy i m p o r t s a v e t x t
6 i m p o r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
7 i m p o r t s c i p y as sp
8 from s c i p y i m p o r t l i n a l g
9 from s c i p y . s p a r s e . l i n a l g i m p o r t s p s o l v e , lgmres , i n v

10 from s c i p y . s p a r s e i m p o r t c s r _ m a t r i x , d i a g s , l i l _ m a t r i x , d i a _ m a t r i x ,
c s c _ m a t r i x

11

12 ’ ’ ’ I n p u t s ’ ’ ’
13

14 n = 2001 #Número de p o n t o s em uma f i l e i r a
15 B = 45 #Ângu lo de a b e r t u r a em g r a u s

Listagem 4.1: Realização dos imports e inputs do código.

Cada um dos imports foi pensado de modo a melhorar a eficiência do código e gerar
valores mais precisos. Nesta parte, os imports mais importantes são o numpy e o scipy. A
biblioteca numpy é responsável pela parte da manipulação de matrizes e vetores, oferecendo
funcionalidades de criação, modificação e operações algébricas com capacidade computa-
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cional similar às linguagens como C e Fortran. A biblioteca scipy serve como apoio ao
numpy para realização de operações com matrizes esparsas com o módulo scipy.linalg. O
scipy.linalg contém todas funções do numpy.linalg com a vantagem de apresentar maneiras
de transformar as matrizes criadas no numpy em matrizes esparsas e resolver o sistema li-
near com maior quantidade de pontos. O desenvolvimento do scipy é suportado pelas rotinas
LAPACK/BLAS escritas em Fortran, por esse motivo, conseguem oferecer valocidades de
execução similares as de um código compilado. Vale ressaltar que ambas bibliotecas per-
mitem acesso ao código-fonte de cada módulo, com o qual foi possível executar a rotina e
garantir a validade dos resultados.

Os valores de β e N são inicializados nas variáveis B e n, respectivamente. A leitura
das variáveis determina o tamanho das matrizes do sistema linear e a característica de seus
termos.

4.3.2 Construção da matriz dos coeficientes

Definidos os valores de entrada, busca-se montar e implementar a matriz de coeficientes
A apresentada na seção 4.1.1. Conforme dito, a matriz A é constituída de N2 ×N2 termos,
sendo esparsa e simétrica ao longo da diagonal principal. Essa definição é importante para
direcionar a implementação. As etapas para a construção da matriz seguem a seguinte ordem:

1. Construção do vetor diagonal principal.

2. Construção do vetor diagonal 1 elemento acima e abaixo da diagonal principal.

3. Construção do vetor diagonal N elementos acima e abaixo da diagonal principal.

4. Construção do vetor diagonal N + 1 elementos acima e abaixo da diagonal principal.

5. Construção do vetor diagonal N − 1 elementos acima e abaixo da diagonal principal.

16 d e f m a t r i z ( n , B) : # P r o c e d i m e n t o p a r a c r i a r a m a t r i z
17

18 P r i n c i p a l = np . f u l l ( n **2 , −2**2) # D i a g o n a l p r i n c i p a l com e l e m e n t o s −4
19

20 O n e d i s t = np . ones ( n **2 −1)
21

22 f o r i i n r a n g e ( n **2 −1) :
23 i f ( i +1)%n ==0:
24 O n e d i s t [ i ]=0 # Elementos u n i t á r i o s da d i a g o n a l s u p e r i o r e i n f e r i o r

(1 e −1)
25

26 N d i s t = np . ones ( n**2−n ) # Elementos u n i t á r i o s da d i a g o n a l n s u p e r i o r e
i n f e r i o r ( n e −n )

27

28 Nm1dist = np . f u l l ( n **2 −(n −1) , np . f l o a t 6 4 ( np . cos (B*np . p i / 1 8 0 ) / 2 ) )
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29

30

31 f o r i i n r a n g e ( n **2 −(n −1) ) :
32 i f i%n ==0:
33 Nm1dist [ i ]=0 # Elementos da d i a g o n a l s u p e r i o r e i n f e r i o r ( ( n −1) e

−(n −1) )
34

35 N p 1 d i s t = np . f u l l ( n **2 −( n +1) , − np . f l o a t 6 4 ( np . cos (B*np . p i / 1 8 0 ) / 2 ) )
36

37 f o r i i n r a n g e ( n **2 −( n +1) ) :
38 i f ( i +1)%n ==0:
39 N p 1 d i s t [ i ]=0 # Elementos da d i a g o n a l s u p e r i o r e i n f e r i o r ( ( n +1) e

−(n +1) )
40

41 d i a g o n a l s = [ P r i n c i p a l , Oned i s t , Oned i s t , Nm1dist , Nm1dist , Nd i s t , Nd i s t ,
Np1dis t , N p 1 d i s t ]

42 o f f s e t = [ 0 , 1 , − 1 , ( n −1) , −( n −1) , n , − n , ( n +1) , −( n +1) ]
43

44 A = d i a g s ( d i a g o n a l s , o f f s e t )
45

46 r e t u r n A

Listagem 4.2: Criação da matriz dos coeficientes.

A primeira linha de código estabelece uma função, um trecho de código específico que,
após sua definição, pode ser chamado várias vezes ao longo do código. A função matriz de-
pende apenas da quantidade de termos e do ângulo de abertura, por ser uma matriz quadrada
com a mesma estrutura de estêncil em todos os pontos. A princípio, é importante ressaltar
que a definição da função matriz se torna necessária para automatizar a geração dos gráficos
produzidos no Capítulo 6.

A estrutura de criação da matriz foi elaborada pensando na lógica das diagonais que a
compõem. A fim de facilitar esse processo, a função diags da biblioteca scipy foi utilizada.
Seus inputs são uma lista de listas das diagonais e a distância que cada diagonal está em
relação a diagonal principal, o offset.

A lista de listas das diagonais é composta por 5 diagonais diferentes. A primeira diagonal
é a diagonal principal e esta é facilmente criada por ser uma lista cheia com N2 elementos
com valor igual a −4 e offset nulo.

A diagonal 1 elemento acima e abaixo da diagonal principal é criada inteiramente com o
número 1. Por este motivo, foi usada a função ones que fornece uma lista com N2−1 termos
iguais a 1. Dentro dessa lista, a cada N termos, é inserido um valor de 0, que no programa
é representado por um if com condição de resto da divisão. Seu offset é, respectivamente, 1
e −1, para a diagonal diretamente acima e para a diagonal diretamente abaixo da diagonal
principal.

A diagonal N elementos distante da diagonal principal é composta de N2 − N termos
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iguais a 1. Desse modo, para sua definição, a função ones foi utilizada, com offset igual a N
e −N .

A diagonal N − 1 elementos acima e abaixo da diagonal principal contém N2− (N − 1)

termos. Sua criação é feita de maneira similar às diagonais diretamente acima e abaixo
da diagonal principal, pois há um padrão de repetição a cada N termos. Primeiramente, é

definida uma lista cheia com valores
cos

(
β

π

180

)
2

, o que se dá pelo fato de que β representa
o ângulo de abertura do losango em graus. Então, um if é usado para definir o primeiro
termo igual a 0 e repetir esse padrão a cada N repetições.

A diagonal N +1 elementos distante da diagonal principal tem a mesma base de criação
da diagonal diretamente acima da diagonal principal, com o mesmo padrão de repetição. A

única diferença é o termo que é incluído na lista, −
cos

(
β

π

180

)
2

. Este valor se repete a cada

N − 1 termos, seguido de um 0, em uma lista com N2 − (N + 1) componentes.

4.3.3 Armazenamento da matriz dos coeficientes

A matriz dos coeficientes é armazenada em uma variável A a fim de realizarmos a
solução do sistema linear e mudanças posteriores. Após sua declaração, a matriz A deve ser
transformada em uma matriz de formato CSR. O formato CSR (Compressed Sparse Row) é
um tipo de armazenamento de matrizes esparsas que arquiva apenas valores não nulos e suas
respectivas posições. Essa alteração de formato da matriz A é essencial para a solução do
sistema linear pela função spsolve do scipy, reduzindo a execução do programa de dezenas
de minutos a poucos segundos.

47 A = m a t r i z ( n , B)
48 A = c s r _ m a t r i x (A)

Listagem 4.3: Instauração da variável da matriz de coeficientes e mudança de formato.

4.3.4 Criação do vetor resposta

Para definir o vetor resposta, primeiro é preciso saber o tamanho da malha, e este é

definido como h =
2

n+ 1
, conforme a equação (4.4).

O vetor resposta é uma lista com todos termos iguais, assim, sua declaração é realizada

com a função full, com n2 elementos iguais a −
(
h sen

(
B

π

180

))2

. Na função é inserido
um tipo especial de dado para aumentar a precisão do seno para ângulos pequenos em que
seu valor é próximo de 0, fato que pode ser uma fonte de erros no resultado.

49 h = 2 / ( n +1)
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50 b = np . f u l l ( n **2 , − np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 ) **2 * h **2 , d t y p e = np . f l o a t 6 4 )

Listagem 4.4: Determinação do tamanho da malha e vetor resposta b

4.3.5 Solução do sistema linear

Para solucionar o sistema linear, usamos a função spsolve da biblioteca scipy e do módulo
sparse. Com base em seu código fonte, nota-se que função resolve o sistema de equações
utilizando decomposição LU, a decomposição LU é uma técnica muito utilizada pela mai-
oria dos pacotes para otimização linear, equivalente à eliminação de Gauss, procedimento
útil quando se trata de sistemas lineares gerais esparsos de grande porte (Silva, Arenales e
Sousa, 2007).

Seu funcionamento é tal como descrito por Luca (2020), a decomposição LU (lower
and upper) tem como procedimento a fatoração de uma matriz não singular, que é a matriz
inicial, como o produto de uma matriz triangular inferior (lower) e uma matriz triangu-
lar superior (upper). Esta decomposição é utilizada em análises numéricas para resolver
sistemas de equações mais eficientes.

51 x = s p s o l v e (A, b )

Listagem 4.5: Resolução do sistema linear pela decomposição LU.

4.3.6 Rearranjo do vetor de incógnitas

Ao solucionar o sistema de equações, sua estrutura está orientada da maneira descrita na
Subseção 4.1.3. Assim, é preciso manipular o vetor de modo que ele se disponha conforme
a malha de diferenças finitas discretizada.

A função split se encarrega de separar os elementos do vetor x em uma matriz velocidade
com n linhas igualmente espaçadas, ordenadas de cima para baixo, ou seja, ao contrário do
que foi feito na malha. Assim, é necessário refletir a matriz velocidade horizontalmente. A
função flip então realiza essa reflexão em torno do eixo x, ou axis 0 no caso do Python.

Após essas modificações na matriz velocidade, temos todos os pontos interiores da malha
organizados de acordo com a discretização adotada, faltando apenas os pontos de fronteira.
Sabe-se que os pontos de fronteira tem velocidade nula devido a condição de não escorrega-
mento, logo, para definir completamente a matriz velocidade, resta apenas inserir valores 0
ao redor da mesma.

A função pad realiza a adição de uma camada externa de valores em uma matriz, que,
no caso analisado são elementos nulos. Para isso, definimos o modo de adição de valores
como constante, utilizando apenas zeros. Também define-se uma camada de espessura de
um componente, completando a malha de diferenças finitas.
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52 v e l o c i d a d e = np . s p l i t ( x , n )
53 v e l o c i d a d e = np . f l i p ( v e l o c i d a d e , 0 )
54 v e l o c i d a d e = np . pad ( v e l o c i d a d e , pad_wid th =1 , mode=’constant’ ,

c o n s t a n t _ v a l u e s =0)

Listagem 4.6: Organização do vetor de incógnitas na estrutura final da malha.

4.3.7 Integração numérica

Como pode ser visto na matriz (4.17), há uma repetição entre as fileiras da matriz dos
coeficientes de Simpson. Se interpretado como se a primeira linha representasse um vetor, a
segunda seria o quádruplo desse vetor, posicionado diretamente abaixo dele e a terceira seria
o dobro da primeira, diretamente abaixo da segunda linha.

Na integração numérica, foi criada apenas uma fileira de padrão [ 1 4 2 . . . 2 4 1 ]. Pri-
meiro é definido um vetor de n + 2 termos nulos e são colocados elementos 2 nos índices
pares e elementos 4 nos índices ímpares. Então, nas bordas são inseridos elementos 1 para
finalizar a fileira1.

A segunda fileira é declarada como a multiplicação da fileira1 por 4 e a fileira 3 como o
produto da fileira1 por 2. Dessa maneira, a matriz pesos é criada colocando alternadamente
a fileira2 e fileira3 abaixo da fileira1.

Esse procedimento de criação de matriz foi escolhido pela facilidade de implementação
se comparado ao método de somatório descrito em (4.16). Em testes realizados, para um
valor alto de n, o método de integração pela criação da matriz se mostrou mais rápido se
comparado a iteração por fors, indicando a superioridade da biblioteca numpy comparadas
ao Python puro.

55 j =n+2
56

57 f i l e i r a 1 = np . a r r a y ( np . z e r o s ( j ) )
58 f i l e i r a 1 [ : : 2 ] = 2
59 f i l e i r a 1 [ 1 : : 2 ] = 4
60 f i l e i r a 1 [ 0 ] = 1
61 f i l e i r a 1 [ j −1] = 1
62

63 f i l e i r a 2 = f i l e i r a 1 * 4
64 f i l e i r a 3 = f i l e i r a 1 * 2
65

66 p e s o s = f i l e i r a 1
67 f o r i i n r a n g e ( j −1) :
68 i f i %2==0:
69 p e s o s = np . v s t a c k ( ( pesos , f i l e i r a 2 ) )
70 i f i %2==1:
71 p e s o s = np . v s t a c k ( ( pesos , f i l e i r a 3 ) )
72

35



73 p e s o s [ j −1] = f i l e i r a 1

Listagem 4.7: Definição de uma função para gerar a matriz dos coeficientes de Simpson.

4.3.8 Cálculo da vazão

O cálculo da vazão é realizado conforme a equação (4.21), na qual S é a matriz pesos, U é

a matriz velocidade e sen
(
Bπ

180

)
é o Jacobiano. Desse modo, é realizada uma multiplicação

termo a termo da matriz pesos e a matriz velocidade SijUij e esse resultado é armazenado na
matriz soma. Então, todos elementos da matriz são somados e esse resultado é multiplicado
pelo Jacobiano |J| e o tamanho de malha h2/9, pois este é o mesmo em ambas direções.

74 soma = p e s o s * v e l o c i d a d e
75 soma = np . sum ( soma ) * np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 )
76 vazao = soma*h **2 /9

Listagem 4.8: Cálculo da vazão.

4.3.9 Produto do fator de atrito de Fanning e o número de Reynolds.

O valor de fRe será obtido para cada ângulo de abertura, assim é preciso defini-lo cor-
retamente para servir de base de comparação.

Dessa forma, o cálculo do produto do fator de atrito e o número de Reynolds é realizado
com base na equação (3.30). Como o domínio em coordenadas oblíquas é um quadrado de
lado igual a 2, a área A a ser utilizada para o cálculo do número de Poiseuille é igual a área
de um quadrado multiplicado pelo Jacobiano. Da mesma forma, o perímetro é a soma dos
quatro lados.

77 a r e a = 4* np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 )
78 P = 4*2
79 fRe = 8* a r e a * * 3 / ( P**2* vazao )

Listagem 4.9: Cálculo do produto do fator de atrito de Fanning e o número de Reynolds.

4.3.10 Razão
Umáx

Uméd

A necessidade de uma validação do método das diferenças finitas por mais de um meio
é fundamental. Para estar de acordo com outros resultados obtidos, tanto a razão quanto o
produto do fator de atrito e o número de Reynolds precisam estar em consonância.

Sendo assim, do campo de velocidades é retirado o máximo valor da malha pela função
amax, e este é dividido pela velocidade média dada pela fórmula (6.3).
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80 u_max = np . amax ( v e l o c i d a d e )
81 u_med = vazao / a r e a
82 r a z a o = u_max / u_med

Listagem 4.10: Cálculo da razão umáx/uméd.

4.4 Simetria 1/2

Após considerações sobre o formato do resultado do campo de velocidades, foi possível
notar uma simetria ao longo da diagonal do losango. Essa simetria facilita a resolução do
sistema, diminuindo o número de computações necessárias para obter os mesmos resultados.

Para analisar a simetria nesse caso, utilizamos apenas a metade superior do domínio.
Dessa forma, apenas (N/2 + 1)×N pontos serão necessários na malha ao invés de N ×N ,
de acordo com a Figura 4.2. Essa diminuição permite aumentar o número de pontos em cada
lado N usando os mesmos recursos computacionais.

ξ

η

1
-1

1

-1

Figura 4.2: Representação da malha simétrica no quadrado.

Foi realizado o mesmo processo do caso com a malha cheia, porém, com a ligeira dife-
rença que conhecemos o padrão por trás da construção desta. Dessa maneira, adicionando
um bloco a mais na matriz, resultado da interação da primeira com a segunda linha, conforme
Figura 4.3.
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ξ

η

1
-1

1

-1

Figura 4.3: Representação da malha simétrica com pontos de velocidade iguais.

O método utilizado para a matriz simétrica consiste em alterar o padrão de pontos da
primeira linha utilizando apenas os valores da segunda linha, que são refletidos no eixo ξ e η
conforme a Figura 4.3. Assim, o sistema de equações da primeira linha que antes era igual a

−4u1 + 1u2 + 1u8 −
cos β

2
u9 = − (h sen β)2 ,

1u1 − 4u2 + 1u3 +
cos β

2
u8 + 1u9 −

cos β

2
u10 = − (h sen β)2 ,

1u2 − 4u3 + 1u4 +
cos β

2
u9 + 1u10 −

cos β

2
u11 = − (h sen β)2 ,

1u3 − 4u4 + 1u5 +
cos β

2
u10 + 1u11 −

cos β

2
u12 = − (h sen β)2 ,

1u4 − 4u5 + 1u6 +
cos β

2
u11 + 1u12 −

cos β

2
u13 = − (h sen β)2 ,

1u5 − 4u6 + 1u7 +
cos β

2
u12 + 1u13 −

cos β

2
u14 = − (h sen β)2 ,

1u6 − 4u7 +
cos β

2
u13 − 1u13 = − (h sen β)2 ,

para um caso de N = 7, com a simetria, se torna

−4u1 + 1u2 + 1u8 −
cos β

2
u9 +

cos β

2
u13 + 1u14 = − (h sen β)2 ,

1u1 − 4u2 + 1u3 +
cos β

2
u8 + 1u9 −

cos β

2
u10 +

cos β

2
u12 + 1u13 −

cos β

2
u14 = − (h sen β)2 ,
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1u2 − 4u3 + 1u4 +
cos β

2
u9 + 1u10 + 1u12 −

cos β

2
u13 = − (h sen β)2 ,

1u3 − 4u4 + 1u5 + cos β u10 + 2u12 − cos β u12 = − (h sen β)2 ,

1u4 − 4u5 + 1u6 ++
cos β

2
u9 + 1u10 + 1u12 +

cos β

2
u13 = − (h sen β)2 ,

1u5 − 4u6 + 1u7 +
cos β

2
u8 + 1u9 −

cos β

2
u10 +

cos β

2
u12 + 1u13 −

cos β

2
u14 = − (h sen β)2 ,

1u6 − 4u7 +
cos β

2
u13 − 1u13 = − (h sen β)2 ,

Verifica-se então a presença de um bloco de dimensão N ×N na matriz dos coeficientes
nas linhas 1 à 7 e nas colunas 8 à 14, referentes à relação dos valores da primeira linha
da malha com os elementos da segunda linha. A estrutura desse bloco introduzido com a
simetria é

C =



1 − cosβ
2

0 0 0 cosβ
2

1
cosβ
2

1 − cosβ
2

0 cosβ
2

1 − cosβ
2

0 cosβ
2

1 0 1 − cosβ
2

0

0 0 cos β 2 − cos β 0 0

0 cosβ
2

1 0 1 − cosβ
2

0
cosβ
2

1 − cosβ
2

0 cosβ
2

1 − cosβ
2

1 − cosβ
2

0 0 0 cosβ
2

1


. (4.22)

Percebe-se novamente a presença de padrões nas diagonais principais e nas secundárias.
Esses padrões serão utilizados na implementação para acelerar a computação desses novos
elementos.

4.4.1 Metodologia Numérica

4.4.1.1 Construção do bloco de simetria

Levando a matriz C (4.22) em consideração. A presença de duas matrizes tridiagonais
somadas fica evidente. Desse modo, é criada uma função com as seguintes funcionalidades
para a construção do bloco

1. Criação de cada diagonal individualmente

2. União das diagonais em uma matriz tridiagonal principal e tridiagonal secundária

3. Soma das matrizes criadas

83 d e f s i m e t r i c o ( n , B) :
84

85 cosbp = np . f u l l ( n − 1 , np . f l o a t 6 4 ( np . cos (B*np . p i / 1 8 0 ) / 2 ) )
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86 cosbm = np . f u l l ( n − 1 , np . f l o a t 6 4 ( − np . cos (B*np . p i / 1 8 0 ) / 2 ) )
87 p r i n c i p a l = np . f u l l ( n , 1 )
88

89 d i a g o n a l s p = [ cosbm , cosbp , p r i n c i p a l ]
90 d i a g o n a l s a = [ − cosbm , − cosbp , p r i n c i p a l ]
91 o f f s e t = [ 1 , − 1 , 0 ]
92

93 p r i n c i p a l = d i a g s ( d i a g o n a l s p , o f f s e t )
94 a n t i p r i n c i p a l = d i a g s ( d i a g o n a l s a , o f f s e t )
95

96 a n t i p r i n c i p a l = a n t i p r i n c i p a l . t o c s r ( )
97 a n t i p r i n c i p a l . i n d i c e s = − a n t i p r i n c i p a l . i n d i c e s + a n t i p r i n c i p a l . shape [ 1 ]

− 1
98

99 s i m e t r i c o = p r i n c i p a l + a n t i p r i n c i p a l
100

101 r e t u r n s i m e t r i c o
102

103 Bloco = s i m e t r i c o ( n , B)
104 Bloco = l i l _ m a t r i x ( Bloco )
105

106 A = m a t r i z ( ( n * ( n / / 2 + 1 ) ) , n , B)
107 A = l i l _ m a t r i x (A)
108 A[ 0 : n , n : 2 * n ] = T e s t e

Listagem 4.11: Declaração da função de simetria.

Primeiramente, são criadas as listas com os elementos que compõem as diagonais e de-
finidas as matrizes da mesma maneira que foi feito na Subseção 4.3.2. Então, para utilizar
menos espaço na memória, utilizamos a transformação para o formato CSR e, somente as-
sim, inverter a matriz que foi criada como sendo uma matriz tridiagonal primária em uma
matriz tridiagonal secundária. Essas duas matrizes principal e antiprincipal logo são soma-
das para compor o bloco gerado pela função simetrico.

4.4.1.2 Armazenamento da nova matriz de coeficientes

Utilizando o formato CSR, não é possível realizar operações de inserção na matriz, por
isso, para inserir o bloco na matriz de coeficientes, é preciso antes transformar as matrizes em
um outro formato que permita a rápida manipulação das matrizes sem perder a característica
esparsa da mesma.

Nesse sentido, foi realizada uma mudança do formato CSR antes utilizado para um novo
formato passível de alteração gerado pela função lil_matrix. Por fim, as matrizes Bloco e
A são transformadas e, na matriz dos coeficientes é colocada a matriz Bloco da primeira à
sétima linha e da oitava à décima quarta coluna.

109 Bloco = s i m e t r i c o ( n , B)
110 Bloco = l i l _ m a t r i x ( Bloco )
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111

112 A = m a t r i z ( ( n * ( n / / 2 + 1 ) ) , n , B)
113 A = l i l _ m a t r i x (A)
114 A[ 0 : n , n : 2 * n ] = Bloco

Listagem 4.12: Criação da nova matriz de coeficientes

4.5 Simetria 1/4

Além da simetria sobre metade do domínio, é possível realizar uma simetria dentro desta,
aproveitando ao máximo a capacidade computacional. A simetria permite a ampliar ainda
mais o número de pontos utilizados na malha, utilizando apenas um quarto da malha original
e aproximadamente metade dos pontos utilizados na simetria anterior.

Para um quarto do domínio, a construção de um triângulo é necessária tanto no sistema
de coordenadas cartesiano quanto no sistema oblíquo, conforme Figura 4.4. Dado que a mu-
dança de coordenadas foi motivada pela característica geométrica do problema e sua cons-
trução, nesse caso, se baseia em uma mesma geometria, retornaremos então para o sistema
de coordenadas cartesiano com o domínio variando de 0 a 2 cos β

2
em x e de 0 a 2 sen β

2
em

y, com a equação governante sendo a (3.31).

ξ

η

1

-1

1

-1

Figura 4.4: Representação da malha simétrica com pontos de velocidade iguais no plano
oblíquo e no plano cartesiano.

Utilizando o sistema cartesiano, optou-se pela disposição do triângulo conforme a Fi-
gura 4.4, de modo a facilitar a criação da matriz dos coeficientes, que agora sofrerá apenas
a influência dos quatro pontos ao redor do ponto analisado e pode ser facilmente implemen-
tado. Dessa forma, utilizam-se N(N +1)/2 pontos, onde N é o número de pontos no cateto
do triângulo retângulo simétrico.
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Com as devidas considerações, aplicaremos a discretização da (3.31) utilizando as apro-
ximações (4.1) e (4.2) para o sistema de coordenadas cartesiano com o espaçamento definido
em (4.24), que se torna:

−2ui,j + ui+1,j + ui−1,j

h2
+

−2ui,j + ui,j+1 + ui,j−1

k2
= −1. (4.23)

h =
2 cos β

2

N
e k =

2 sen β
2

N
(4.24)

Dessa maneira, ao utilizar a simetria de um quarto do domínio, teremos uma matriz dos
coeficientes com N(N + 1)/2×N(N + 1)/2 elementos da seguinte forma:



P Dm 0 0 Cm 0 0 0 0 0

E P D 0 0 Cm 0 0 0 0

0 E P D 0 0 Cm 0 0 0

0 0 E P 0 0 0 0 0 0

B 0 0 0 P Dm 0 C 0 0

0 B 0 0 E P D 0 C 0

0 0 B 0 0 E P 0 0 0

0 0 0 0 B 0 0 P Dm C

0 0 0 0 0 B 0 E P 0

0 0 0 0 0 0 0 B 0 P



(4.25)

em que P é o valor no ponto analisado ui,j , D é o valor no ponto à direita do ponto analisado
ui+1,j , E é o valor no ponto à esquerda do ponto analisado ui−1,j , C é o valor no ponto acima
do ponto analisado ui,j+1, B é o valor no ponto abaixo do ponto analisado ui,j−1 e Cm e Dm

são os valores modificados devido a simetria.

Nota-se que apesar da estrutura similar ao caso sem simetria nas três diagonais principais,
há uma discrepância com relação aos pontos da diagonal N elementos distante, devido a
maneira como foi estruturada a malha triangular. Essa diferença advém da troca de linhas,
em que, a cada troca, temos um ponto a menos na linha atual do que na linha anterior, dessa
forma, causando uma descontinuidade na diagonal.

Quanto ao vetor de incógnitas nesse caso, tem-se a mesma organização da Subseção 4.1.2
e o vetor resposta é constituído de N(N+1)/2 termos iguais a −1, diferentemente dos outros
vetores resposta, pois a distinção entre espaçamentos é aplicada na matriz dos coeficientes,
como será detalhado na metodologia numérica.
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4.5.1 Metodologia Numérica

4.5.1.1 Construção da matriz dos coeficientes

A matriz 4.25 possui uma estrutura diferente daquelas implementadas anteriormente.
Desse modo, é criada uma função para automatizar esse processo com as seguintes proces-
sos:

1. Definição dos espaçamentos

2. Declaração dos coeficientes

3. Criação da matriz tridiagonal principal pela inserção de cada vetor diagonal

4. Inserção pontual dos elementos referentes aos pontos acima e abaixo do ponto anali-
sado

115 d e f m a t r i z ( x , n , B) : # P r o c e d i m e n t o p a r a c r i a r a m a t r i z
116

117 Dx = np . cos (B*np . p i / 1 8 0 / 2 )
118 Dy = np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 / 2 )
119

120 h = Dx / n
121 k = Dy / n
122

123 P = −2/ h **2 − 2 / k**2
124 D = 1 / h **2
125 D_mod = 2 / h **2
126 E = 1 / h**2
127 C = 1 / k**2
128 C_mod = 2 / k**2
129 B = 1 / k**2
130

131 P r i n c i p a l = np . f u l l ( x , P ) # D i a g o n a l p r i n c i p a l com e l e m e n t o s r e l a t i v o s
ao pon to a n a l i s a d o .

132

133 Onedis tD = np . f u l l ( x −1 ,D) # Elementos da d i a g o n a l à d i r e i t a da
d i a g o n a l p r i n c i p a l .

134 Oned i s tE = np . f u l l ( x −1 ,E ) # Elementos da d i a g o n a l à e s q u e r d a da
d i a g o n a l p r i n c i p a l .

135

136 v a l = 0
137 f o r i i n r a n g e ( n , 1 , − 1 ) :
138 Onedis tD [ va l −1]=0 # Elementos z e r o da d i a g o n a l s u p e r i o r
139 Oned i s tE [ va l −1]=0 # Elementos z e r o da d i a g o n a l i n f e r i o r
140 Onedis tD [ v a l ]=D_mod # Elementos sim é t r i c o s da d i a g o n a l s u p e r i o r
141 v a l += i
142
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143 d i a g o n a l s = [ P r i n c i p a l , OnedistD , Oned i s tE ]
144

145 o f f s e t = [ 0 , 1 , − 1 ]
146

147 A = d i a g s ( d i a g o n a l s , o f f s e t )
148 A = l i l _ m a t r i x (A)
149

150 c o n t l E = 0
151 co n t lD = 0
152 con tcE = 0
153 contcD = 0
154

155 f o r i , j i n z i p ( r a n g e ( n −1 ,0 , −1) , r a n g e ( n −1) ) :
156 f o r k i n r a n g e ( i ) :
157 i f con t lE >=(n −1) :
158 A[ n+ con t lE , con tcE ] = B # Elementos r e l a t i v o s ao pon to a b a i x o do

pon to a n a l i s a d o
159 A[ cont lD , n+contcD ] = C # Elementos r e l a t i v o s ao pon to acima do

pon to a n a l i s a d o
160 e l s e :
161 A[ n+ con t lE , con tcE ] = B # Elementos r e l a t i v o s ao pon to a b a i x o do

pon to a n a l i s a d o
162 A[ cont lD , n+contcD ] = C_mod # Elementos r e l a t i v o s ao pon to acima

do pon to a n a l i s a d o
163 c o n t l E +=1
164 co n t lD +=1
165 con tcE +=1
166 contcD +=1
167 con tcE +=1
168 co n t lD +=1
169

170 r e t u r n A

Listagem 4.13: Declaração da função de simetria.

Instauram-se então os espaçamentos e coeficientes P, D, E, C, B, Cmod e Dmod. Com isso,
são criados listas individuais que irão compor a matriz tridiagonal, referente aos termos ui,j ,
ui−1,j e ui+1,j e nessas listas são introduzidos elementos 0 a cada N,N − 1, ..., 1 elementos
e os coeficientes Dmod partindo do índice 0 e a cada N,N −1, ..., 1 elementos. Dessa forma,
utiliza-se a função diags para criar a matriz tridiagonal, similarmente ao que foi realizado na
Seção 4.4 e na Seção 4.3.

Para inserir os coeficientes dos pontos ui,j+1 e ui,j−1, foram consideradas diversas op-
ções, como a criação de várias diagonais e a criação de uma matriz separada para somá-la
a matriz tridiagonal, porém, o método mais simples se mostrou mais eficiente também, in-
serindo cada termo individualmente com dois fors aninhados, com um if para garantir que
a primeira linha tenha os coeficientes simétricos Cmod, e para realizar esse procedimento,
é necessário que a matriz A seja transformada na extensão lil_matrix, pois esta permite a

44



manipulação dos componentes da matriz, mantendo sua esparsidade.

4.5.1.2 Construção do sistema linear

Procedemos então, declarando o tamanho da matriz A que será criada, partindo do nú-
mero de pontos da lateral maior, juntamente com o ângulo que foi informado, similarmente
ao que foi realizado anteriormente nos outros casos. A única diferença, nesse sentido, é
alterar o valor que compõe o vetor b, que agora é igual a -1.

171 x = n *( n +1) / 2
172 x = i n t ( x )
173

174 A = m a t r i z ( x , n , B)
175 A = c s r _ m a t r i x (A)
176

177 b = np . f u l l ( x , −1 , d t y p e = np . f l o a t 6 4 )
178

179 x = s p s o l v e (A, b )

Listagem 4.14: Declaração da função de simetria.

4.5.1.3 Integração numérica

Dado que a malha agora foi trocada para uma disposição triangular, não é possível re-
alizar a integração conforme fizemos no quadrado. Logo, ponderou-se outras maneiras de
realizar a integração e, nesse caso, a maneira mais simples também se mostrou a mais efe-
tiva computacionalmente. Primeiro, instaurou-se um for com duas variáveis i e j, e essas
foram usadas para criar listas cheias do número 0 a fim de completar a malha, formando um
quadrado, para, então, aplicar a mesma técnica de integração utilizada na Subseção 4.3.7.

Com o novo método de integração pensado, utiliza-se apenas um quarto do domínio para
calcular a vazão, acelerando a execução do código. Dessa forma, definimos novamente os
espaçamentos para aplicar a matriz pesos, multiplicando o resultado por h× k × 4/9, sem a
necessidade do jacobiano, consoante a Equação 4.20, que agora será utilizado como sendo a
área do losango A.

180 v a l = 0
181 v e l o c i d a d e = [ ]
182

183 f o r i , j i n z i p ( r a n g e ( n +1) , r a n g e ( n , −1 , −1) ) :
184

185 z e r o s = np . z e r o s ( n− j +1)
186 l i n = x [ v a l : v a l + j ]
187 l i n = np . append ( l i n , z e r o s )
188 v e l o c i d a d e . append ( l i n )
189

190 v a l += j
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191

192 Dx = np . cos (B*np . p i / 1 8 0 / 2 )
193 Dy = np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 / 2 )
194

195 h = Dx / ( n )
196 k = Dy / ( n )
197

198 soma = p e s o s * v e l o c i d a d e
199 soma = np . sum ( soma )
200 vazao = soma*h*k *4 /9
201

202 A = np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 )
203 P = 4
204 fRe = 8*A* * 3 / ( P**2* vazao )
205 p r i n t ( fRe )

Listagem 4.15: Declaração da função de simetria.

4.6 Investigação da convergência numérica

Para avaliar a ordem de convergência do método de diferenças finitas utilizaremos uma
das soluções propostas por Runborg (2012), adotando o resultado com a malha mais refinada
como sendo a solução de referência. Nesse ínterim, serão examinadas duas quantidades, uma
global e uma local para um ângulo específico. A velocidade máxima representará a grandeza
local e a velocidade média representará a grandeza global, sendo

vmáx = 0.04166666 (4.26)

e

vméd = 0.01869534 (4.27)

para o ângulo β = 45◦. Então, foi realizado um gráfico de erro absoluto pelo espaçamento,
obtendo a Figura 4.5 e a Figura 4.6. Na figura, realizamos uma regressão linear para obter
o coeficiente angular da reta no gráfico log × log e esse coeficiente deve-se aproximar da
ordem de convergência do método numérico utilizado.
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Figura 4.5: Módulo do erro absoluto da velocidade máxima em função do espaçamento da
malha.

10−3 10−2 10−1

10−7

10−6

10−5

10−4

h

|e
rr

o
v m

éd
|

Pontos obtidos
p = 1.947
p = 2

Figura 4.6: Módulo do erro absoluto da velocidade média em função do espaçamento da
malha.
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Observa-se, portanto, que a taxa de convergência se aproxima da ordem 2, tanto no caso
da velocidade máxima quanto na velocidade média. Dessa forma, podemos afirmar que o
método utilizado é da ordem de h2, tal como esperado pela Seção 4.1. Também é notado a
mesma conclusão para o caso da malha cartesiana, como pode-se perceber na Figura 4.7 e
Figura 4.8.
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Figura 4.7: Módulo do erro absoluto da velocidade máxima em função do espaçamento
horizontal da malha cartesiana.
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Figura 4.8: Módulo do erro absoluto da velocidade média em função do espaçamento hori-
zontal da malha cartesiana.
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Capítulo 5

Método de homotopia

Neste capítulo, será introduzida uma metodologia inédita para a solução da equação go-
vernante do problema. O método de perturbação é mostrado como técnica iterativa de ob-
tenção do campo de velocidades, a qual será utilizada para validar os resultados obtidos.

5.1 Método de homotopia

Considere a equação governante em coordenadas oblíquas

∂2u

∂ξ2
− 2 cos β

∂2u

∂ξ∂η
+

∂2u

∂η2
= − sin2 β, (5.1)

em que 0◦ < β ≤ 90◦, sujeita às condições de contorno

u (ξ,±1) = u (±1, η) = 0 (5.2)

Usando o método de perturbação de homotopia conforme He (1999), construímos uma
homotopia na seguinte forma

(1− q)

(
∂2v

∂ξ2
+

∂2v

∂η2
− ∂2u0

∂ξ2
− ∂2u0

∂η2

)
+ q

(
∂2v

∂ξ2
+

∂2v

∂η2
− 2 cos β

∂2v

∂ξ∂η
+ sin2 β

)
= 0, (5.3)

em que q ∈ [0, 1] é o parâmetro de homotopia e u0 (ξ, η) é uma aproximação inicial que
satisfaz as quatro condições de contorno. Substituindo

v = v0 + qv1 + q2v2 + . . . , (5.4)
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em (5.2) e (5.3) e igualando os termos com potências idênticas de p, obtemos assim,

q0 :


∂2v0
∂ξ2

+
∂2v0
∂η2

=
∂2u0

∂ξ2
+

∂2u0

∂η2
,

v0 (ξ,±1) = v0 (±1, η) = 0,

(5.5)

q1 :


∂2v1
∂ξ2

+
∂2v1
∂η2

= −∂2v0
∂ξ2

+ 2 cos β
∂2v0
∂ξ∂η

− ∂2v0
∂η2

− sin2 β,

v1 (ξ,±1) = v1 (±1, η) = 0,

(5.6)

q2 :


∂2v2
∂ξ2

+
∂2v2
∂η2

= 2 cos β
∂2v1
∂ξ∂η

,

v2 (ξ,±1) = v2 (±1, η) = 0,

(5.7)

q3 :


∂2v3
∂ξ2

+
∂2v3
∂η2

= 2 cos β
∂2v2
∂ξ∂η

,

v3 (ξ,±1) = v3 (±1, η) = 0,

(5.8)

...

Assim, fazendo
∂2u0

∂ξ2
+

∂2u0

∂η2
= − sin2 β (5.9)

e
v0 (ξ, η) = u0 (ξ, η) , (5.10)

segue que

q1 :


∂2v1
∂ξ2

+
∂2v1
∂η2

= 2 cos β
∂2v0
∂ξ∂η

,

v1 (ξ,±1) = v1 (±1, η) = 0,

(5.11)

q2 :


∂2v2
∂ξ2

+
∂2v2
∂η2

= 2 cos β
∂2v1
∂ξ∂η

,

v2 (ξ,±1) = v2 (±1, η) = 0,

(5.12)

q3 :


∂2v3
∂ξ2

+
∂2v3
∂η2

= 2 cos β
∂2v2
∂ξ∂η

,

v3 (ξ,±1) = v3 (±1, η) = 0,

(5.13)

...

qn :


∂2vn
∂ξ2

+
∂2vn
∂η2

= 2 cos β
∂2vn−1

∂ξ∂η
,

vn (ξ,±1) = vn (±1, η) ,

(5.14)

...
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Para obter, então, o campo de velocidades final, fazemos

u = lim
q→1

v = v0 + v1 + v2 + . . . , (5.15)

Normalmente, a solução da equação governante no sistema oblíquo é inviável devido a
não ortogonalidade desse sistema de coordenadas (Moon e Spencer, 2012). Nesse sentido, o
destaque do método de perturbação de homotopia é a simplificação da equação governante a
fim de solucionar a equação governante por separação de variáveis.

Numericamente, a implementação da homotopia viabiliza a verificação do resultado nu-
mérico obtido por uma outra fonte, além de se aproveitar de um dos limitadores do código
que é a falta de memória RAM para a criação de uma malha mais refinada. Ademais, a me-
todologia permite a solução da equação governante analiticamente, preenchendo uma lacuna
na literatura da área de mecânica dos fluidos.

5.2 Metodologia numérica

5.2.1 Bibliotecas e inputs

1 ’ ’ ’ I m p o r t s ’ ’ ’
2 ! p i p i n s t a l l pyamg
3 i m p o r t pyamg
4 i m p o r t numpy as np
5 from numpy i m p o r t s a v e t x t
6 i m p o r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
7 i m p o r t s c i p y as sp
8 from s c i p y i m p o r t l i n a l g
9 from s c i p y . s p a r s e . l i n a l g i m p o r t s p s o l v e , lgmres , i n v

10 from s c i p y . s p a r s e i m p o r t c s r _ m a t r i x , d i a g s , l i l _ m a t r i x , d i a _ m a t r i x ,
c s c _ m a t r i x

11

12 ’ ’ ’ I n p u t s ’ ’ ’
13

14 n = 501 #Número de p o n t o s em uma f i l e i r a
15 B = 10 #Ângu lo de a b e r t u r a em g r a u s
16 Ord = 3 #Ordem de homotopia

Listagem 5.1: Realização dos imports e inputs do código.

Similarmente ao que foi executado na Subseção 4.3.1, importamos as mesmas bibliotecas
com o propósito de melhorar a eficiência do código e gerar valores precisos. A diferença
nessa seção é apenas a definição da ordem de homotopia Ord que será calculada pelo usuário
e definirá a quantidade de iterações realizadas pelo programa.
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5.2.2 Construção da matriz dos coeficientes

A matriz A ainda contém N2 × N2 termos, é esparsa e simétrica ao longo da diagonal
principal. Entretanto, devido a equação de diferenças finitas de homotopia, apenas estão
presentes os termos referentes às derivadas parciais de segunda ordem com relação a ξ e
com relação a η, ou seja, a matriz dos coeficientes contará apenas com 5 diagonais, em
contraste com as 9 diagonais utilizadas anteriormente no caso sem simetria.

Logo, a construção da matriz dos coeficientes segue a seguinte ordem:

1. Construção do vetor diagonal principal.

2. Construção do vetor diagonal 1 elemento acima e abaixo da diagonal principal.

3. Construção do vetor diagonal N elementos acima e abaixo da diagonal principal.

Para fazer esse procedimento, utilizamos os mesmos comandos utilizados em Subse-
ção 4.3.2, retirando as seções relacionadas as derivadas mistas.

17 d e f m a t r i z ( n , B) : # P r o c e d i m e n t o p a r a c r i a r a m a t r i z
18

19 P r i n c i p a l = np . f u l l ( n **2 , −4) # D i a g o n a l p r i n c i p a l com e l e m e n t o s −4
20

21 O n e d i s t = np . ones ( n **2 −1)
22 f o r i i n r a n g e ( n **2 −1) :
23 i f ( i +1)%n ==0:
24 O n e d i s t [ i ]=0 # Elementos da d i a g o n a l s u p e r i o r e i n f e r i o r
25

26 N d i s t = np . ones ( n**2−n ) # Elementos da d i a g o n a l n s u p e r i o r e i n f e r i o r
27

28 d i a g o n a l s = [ P r i n c i p a l , Oned i s t , Oned i s t , Nd i s t , N d i s t ]
29 o f f s e t = [ 0 , 1 , − 1 , n , − n ]
30

31 A = d i a g s ( d i a g o n a l s , o f f s e t )
32

33 r e t u r n A

Listagem 5.2: Criação da matriz dos coeficientes.

5.2.3 Construção da matriz de derivada mista

Observando a Equação 5.11, notamos que operação de derivada mista deve ser feita sobre
o campo de velocidades obtido na ordem anterior, a partir da segunda ordem de homotopia.
Então, como da primeira ordem é retornado um vetor ordenado do campo de velocidades,
aplicamos a operação diretamente sobre este vetor em cada iteração subsequente.
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Desse modo, a matriz de derivada mista M será utilizada sobre cada vetor do campo de
velocidades obtido na ordem anterior e esse resultado será o vetor resposta do sistema linear
a ser resolvido.

A construção da matriz de derivada mista segue os seguintes passos:

1. Construção do vetor diagonal N + 1 elementos acima e abaixo da diagonal principal.

2. Construção do vetor diagonal N − 1 elementos acima e abaixo da diagonal principal.

Notamos então que, essencialmente, para a homotopia, realiza-se uma divisão da Subse-
ção 4.3.2 em duas partes que serão utilizadas separadamente.

34 d e f m i s t a ( n ) :
35

36 Nm1dist = np . f u l l ( n **2 −(n −1) , − 1 / 4 )
37

38 f o r i i n r a n g e ( n **2 −(n −1) ) :
39 i f i%n ==0:
40 Nm1dist [ i ]=0 # Elementos da d i a g o n a l s u p e r i o r e i n f e r i o r ( ( n −1) e

−(n −1) ) { D e r i v a d a m i s t a i −1 j +1}
41

42 N p 1 d i s t = np . f u l l ( n **2 −( n +1) , 1 / 4 )
43

44 f o r i i n r a n g e ( n **2 −( n +1) ) :
45 i f ( i +1)%n ==0:
46 N p 1 d i s t [ i ]=0 # Elementos da d i a g o n a l s u p e r i o r e i n f e r i o r ( ( n +1) e

−(n +1) ) { D e r i v a d a m i s t a i +1 j +1}
47

48 d i a g o n a l s = [ Nm1dist , Nm1dist , Np1dis t , N p 1 d i s t ]
49 o f f s e t = [ ( n −1) , −( n −1) , ( n +1) , −( n +1) ]
50

51 M = d i a g s ( d i a g o n a l s , o f f s e t )
52

53 r e t u r n M

Listagem 5.3: Criação da matriz de derivada mista.

A definição de uma função, tanto para a matriz A quanto para a matriz M é necessária a
fim de atribuir essas matrizes a uma variável que será utilizada em todo o código, evitando
computações desnecessárias.

5.2.4 Integração numérica

A criação da matriz de integração numérica se dá do mesmo modo que na Subseção 4.3.7,
aproveitando-se da facilidade em aplicar os vetores numpy para criar a matriz pesos, defi-
nindo a operação de integração durante todo o código. Como a matriz é completa com
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entradas não nulas, utilizaremos a matriz do próprio numpy para armazenar os valores, sem
realizar alteração sobre o formato da mesma, como foi realizado, por exemplo, nas matrizes
A e M.

54 j =n+2
55

56 f i l e i r a 1 = np . a r r a y ( np . z e r o s ( j ) )
57 f i l e i r a 1 [ : : 2 ] = 2
58 f i l e i r a 1 [ 1 : : 2 ] = 4
59 f i l e i r a 1 [ 0 ] = 1
60 f i l e i r a 1 [ j −1] = 1
61

62 f i l e i r a 2 = f i l e i r a 1 * 4
63 f i l e i r a 3 = f i l e i r a 1 * 2
64

65 p e s o s = f i l e i r a 1
66 f o r i i n r a n g e ( j −1) :
67 i f i %2==0:
68 p e s o s = np . v s t a c k ( ( pesos , f i l e i r a 2 ) )
69 i f i %2==1:
70 p e s o s = np . v s t a c k ( ( pesos , f i l e i r a 3 ) )
71

72 p e s o s [ j −1] = f i l e i r a 1

Listagem 5.4: Definição de uma função para gerar a matriz dos coeficientes de Simpson.

5.2.5 Solução da ordem inicial de homotopia

Aproveita-se essa seção para transformar as matrizes esparsas A e M em matrizes do
formato csr, o que virá a ser útil para diminuir o tempo de computação de cada ordem de
homotopia.

Define o espaçamento da malha como constante nas duas direções e igual a h =
2

n+ 1
,

seguindo a Equação 4.4.

Na ordem 0, em que se define o campo de velocidades inicial, o vetor resposta é tratado

como um vetor com n2 termos iguais a −
(
h sen

(
B

π

180

))2

.

73 A = m a t r i z ( n , B)
74 A = c s r _ m a t r i x (A)
75

76 M = m i s t a ( n )
77 M = c s r _ m a t r i x (M)
78

79 h = 1 / ( n +1)
80 b = np . f u l l ( n **2 , − h**2 * np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 ) **2 , d t y p e = np . f l o a t 6 4 )
81
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82 x_0 = s p s o l v e (A, b )

Listagem 5.5: Solução do sistema linear.

Estreitamente, esse passo é análogo às seções 4.3.3, 4.3.4 e 4.3.5, sua distinção se encon-
tra no fato de que esta condição aparece apenas na ordem 0 da homotopia, sendo as outras
ordens definidas a seguir.

5.2.6 Solução das ordens maiores que 0

Ao solucionar o sistema de equações, sua estrutura está orientada da maneira descrita na
Subseção 4.1.3. Assim, é preciso manipular o vetor de modo que ele se disponha conforme
a malha de diferenças finitas discretizada.

Primeiramente, instauramos as variáveis vel e campo, que armazenarão o campo de ve-
locidades de cada ordem e o campo de velocidades completo, respectivamente. Sua iniciali-
zação se dá com o vetor x_0, o qual é a lista com n2 termos do campo de velocidades inicial
v0.

Então, é criado um processo iterativo com o while, em que é passada a informação de
quantas ordens Ord devem ser calculadas e esse será o número de iterações que serão reali-
zadas pelo programa. Esse processo é feito utilizando a condição de Ord > num, ou seja,
enquanto a ordem inserida inicialmente for maior que o número da ordem que está sendo
calculada, o programa continuará sendo iterado e esse processo é parado quando a ordem
calculada for igual a ordem inserida nos inputs do programa.

Dentro do processo iterativo, é realizada a derivação por diferenças finitas do campo
de velocidades vel da ordem anterior a que se busca resolver, armazena-se o resultado do
termo de fonte na lista fonte e então multiplica-se por −2 cos

(
B

π

180

)
para chegar ao vetor

de resposta b e então utilizá-lo no spsolve com a matriz de coeficientes A. Nesse passo,
verifica-se que não há a dependência do espaçamento da malha no cálculo do campo de
velocidade, devido as malhas quadradas que contém o mesmo número de pontos em ambas
as direções.

Por fim, realiza-se uma atualização do campo de velocidades completo, conforme Equa-
ção 5.4. Além disso, atualiza-se a lista vel com o campo de velocidades calculado na iteração
atual x_n.

O restante dos procedimentos da seção são feitos apenas com o intuito de rearranjar o
vetor com o campo de velocidades de cada ordem x_n em um formato de matriz quadrada
com as condições da borda aplicadas e assim integrá-lo, obtendo o fRe do mesmo.

83 v e l = np . copy ( x_0 )
84 campo = np . copy ( x_0 )
85 num = 0
86

87 w h i l e Ord>num :
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88

89 f o n t e = M. d o t ( v e l )
90 b = 2* np . cos (B*np . p i / 1 8 0 ) * f o n t e
91

92 x_n = s p s o l v e (A, b )
93

94 campo = campo + x_n
95 v e l = x_n
96

97 campo_in t = np . s p l i t ( campo , n )
98 campo_mat = np . f l i p ( campo_int , 0 )
99 v e l o c i d a d e _ f i n a l = np . pad ( campo_mat , pad_wid th =1 , mode=’constant’ ,

c o n s t a n t _ v a l u e s =0)
100

101 soma = p e s o s * v e l o c i d a d e _ f i n a l * np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 )
102 soma = np . sum ( soma )
103 vazao = soma*h **2 /9
104

105 a r e a = np . s i n (B*np . p i / 1 8 0 )
106 P = 4
107 fRe = 8* a r e a * * 3 / ( P**2* vazao )
108 p r i n t ( num+1 , fRe )
109

110 num+=1

Listagem 5.6: Processo iterativo para determinar as soluções homotopia para qualquer
ordem.

Os passos subsequentes a este seguem a ordem das seções 4.3.6, 4.3.8, 4.3.9 e 4.3.10
aplicadas ao campo de velocidades final v.
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Capítulo 6

Resultados

Neste capítulo, são expostos os resultados obtidos pelas técnicas empregadas e estes são
discutidos e comparados com outros resultados similares presentes na literatura acerca do
escoamento em dutos de seção transversal oblíqua.

6.1 Resultados

A implementação do método das diferenças finitas nos fornece a matriz do campo de
velocidades para cada ângulo no domínio quadrado em coordenadas oblíquas. Com essa
matriz, é possível passar por um pós-processamento e analisar a distribuição do campo de
velocidades em linhas de isovelocidade. A Figura 6.1 demonstra em vermelho as linhas de
isovelocidade normalizadas a partir da velocidade máxima com valores 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e
0.9.

Nota-se que o comportamento do campo de velocidades está dentro do esperado. As
linhas de 0.9 se encontram mais ao centro e as linhas de 0.1 próximas a parede, dessa forma
a distribuição de velocidades cresce em direção ao centro. É perceptível uma grande in-
fluência da condição de não deslizamento na fronteira da seção na distribuição do campo de
velocidades, com as menores velocidades encontradas nos ângulos agudos do losango, onde
a linha de 0.1 se encontra mais distante do que nos ângulos obtusos, os quais há um rápido
crescimento na velocidade. Além disso, constata-se também que a velocidade máxima se
restringe ao centróide do losango.

É valido acentuar que, conforme o ângulo β se aproxima de 90◦, a forma losangular
do duto vai sendo substituída por uma forma quadrada, atuando como uma boa validação
para o modelo e alcançando uma simetria em todos quadrantes. No caso contrário, quando
o ângulo β se aproxima de 0◦ há uma singularidade no fRe calculado pela Equação 3.30,
assim, é necessário pensar em outro meio para calcular o valor no ponto.

Juntamente com os campos de velocidades, é possível demonstrar a evolução da veloci-
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.1: Linhas de isovelocidade no sistema de coordenadas cartesiano para: (a) β = 90◦,
(b) β = 60◦, (c) β = 45◦ e (d) β = 30◦.

dade máxima, da velocidade média e da razão entre elas com relação ao ângulo de abertura.
A Figura 6.2, a Figura 6.3 e a Figura 6.4 mostram as curvas de cada parâmetro adimensional.

0◦ 10◦ 20◦ 30◦ 40◦ 50◦ 60◦ 70◦ 80◦ 90◦
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

β

Umáx

Figura 6.2: Velocidade máxima Umáx em função do ângulo de abertura β.
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0◦ 10◦ 20◦ 30◦ 40◦ 50◦ 60◦ 70◦ 80◦ 90◦
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

β

Uméd

Figura 6.3: Velocidade média Uméd em função do ângulo de abertura β.

0◦ 10◦ 20◦ 30◦ 40◦ 50◦ 60◦ 70◦ 80◦ 90◦
2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

3

β

Umáx
Uméd

fRe (Presente trabalho)
fRe (Shah e London, 1978)

Figura 6.4: Razão Umáx
Uméd

em função do ângulo de abertura β.
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Podemos afirmar que a variação da função de velocidade máxima está dentro do espe-
rado, aumentando consoante com o ângulo de abertura, de forma que as paredes se afastam e
há menos influência da condição de não escorregamento no campo de velocidades. O mesmo
fenômeno ocorre para a velocidade média, o que também poderia ser inferido pelo cálculo
da vazão.

Ainda que a curva de velocidade máxima e de velocidade média apresentem valor nulo
para o ângulo zero, a razão dessas quantidades manifesta comportamento estritamente de-
crescente com máximo no ângulo zero. Dessa forma, é possível mostrar que esse valor tende
a 3 tanto graficamente quanto formalmente.

Para comparar os resultados obtidos com os valores de Shah e London (1978) e Lee e
Lee (2002), foi produzida a Figura 6.5.

0◦ 10◦ 20◦ 30◦ 40◦ 50◦ 60◦ 70◦ 80◦ 90◦
12

13

14

15

β

fRe

fRe (Presente trabalho)
fRe (Shah e London, 1978)
fRe (Lee e Lee, 2002)

Figura 6.5: fRe em função do ângulo de abertura β.

Diante dos resultados, observa-se a convergência do método das diferenças finitas para o
cálculo do fRe, entretanto, este valor difere dos valores tabelados.

Assim, é analisada a variação do número de pontos usados na matriz dos coeficientes N
e o ângulo de abertura β, e a influência destes parâmetros no cálculo do produto do fator
de atrito pelo número de Reynolds na Tabela 6.1. Posteriormente, compara-se os resulta-
dos obtidos com a maior referência na literatura de dutos de diferentes geometrias, Shah e
London (1978) e também Lee e Lee (2002), que obtiveram resultados distintos de Shah para
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pequenos ângulos.

Assegurando um número suficiente de pontos na malha, foram escolhidas potências de
2 a partir de 27 até 210, somando-se uma unidade para garantir a convenção adotada na
Seção 4.2. Os ângulos variam da forma como foi descrito por Shah e London (1978) em
seus resultados tabelados.

Os valores para N de 2901 e 1901 estão representados na tabela por serem os valores
máximo de pontos alcançados com a memória RAM disponível no computador para o caso
com simetria e sem simetria, respectivamente. Esses valores correspondem a matrizes de
coeficientes com dimensões 2105401 × 8415801 e 3613801 × 3613801, ou seja, 17.718
trilhões de termos e 13.059 trilhões de termos em cada caso. Vale ressaltar que os valores de
fRe foram calculados com o caso simétrico devido a sua velocidade de execução, apesar de
que seriam obtidos os mesmos valores caso fosse optado pelo caso sem simetria, de acordo
com esperado.

Tabela 6.1: Variação do fRe com relação ao ângulo β e o número de pontos interiores da
malha N .

N

β
90◦ 80◦ 70◦ 60◦ 50◦ 45◦ 40◦ 30◦ 20◦ 10◦

129 14.227 14.182 14.047 13.830 13.541 13.374 13.197 12.823 12.455 12.153
257 14.227 14.181 14.046 13.829 13.539 13.372 13.195 13.819 12.450 12.144
513 14.227 14.181 14.046 13.828 13.539 13.372 13.194 12.818 12.448 12.141

1025 14.227 14.181 14.046 13.828 13.539 13.372 13.194 12.818 12.448 12.141
1901 14.227 14.181 14.046 13.828 13.539 13.372 13.194 12.818 12.448 12.140
2901 14.227 14.181 14.046 13.828 13.539 13.372 13.194 12.818 12.448 12.140

(Lee e Lee, 2002) 14.227 14.181 14.046 13.830 13.542 13.374 13.197 12.825 12.460 12.164
(Bennett, 2021) 14.227 14.181 14.046 13.828 13.539 13.372 13.193 12.817 12.446 12.139

(Shah e London, 1978) 14.227 14.181 14.046 13.830 13.542 13.381 13.193 12.803 12.416 12.073

Em primeiro plano, atesta-se a validade do código implementado para a faixa dos maiores
ângulos de abertura em comparação tanto com Shah e London (1978) quanto com Lee e Lee
(2002). Para o caso do duto de seção transversal quadrada β = 90◦, o método converge com
poucos pontos, o que mostra a qualidade da metodologia das diferenças finitas.

É possível notar que há uma inclinação mais acentuada no início do gráfico de Shah,
de 0◦ a 20◦, o que não ocorre no gráfico obtido pela metodologia aplicada. Além disso, na
faixa intermediária, de 45◦ a 65◦, os valores encontrados pelo método das diferenças finitas
apresentaram uma diminuição do fRe em comparação com aqueles apontados na literatura.

As diferenças crescem conforme o ângulo diminui e a maior diferença encontrada foi no
menor ângulo tabelado, o ângulo de 10◦. A diferença absoluta entre os valores encontrados
pela metodologia aplicada foi de 0.067 e em termos de erro relativo, foi de 0.554%.

Em relação ao dados obtidos por Lee e Lee (2002), os valores se apresentam menores
ou iguais para todos os ângulos, indicando uma discordância entre os autores e uma possível
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melhoria em relação aos resultados de Lee e Lee (2002).

Portanto, para validar os resultados obtidos numericamente nesse trabalho, diferentes
metodologias deverão ser aplicadas. Os métodos a serem utilizados devem ser capazes de
captar as sutilezas nas variações para pequenos ângulos e também precisam obter os mesmos
resultados obtidos com o método das diferenças finitas. Tendo isso em vista, é proposto o
método de perturbação de homotopia para comprovar os resultados obtidos.

6.2 Resultados de homotopia

A figura Figura 6.7 apresenta os campos de velocidade vn apenas das seis primeiras
ordens, respectivamente, para o ângulo β = 45◦. Nela, pode-se ver o comportamento indivi-
dual de cada ordem e compreender o método de perturbação de homotopia. Com relação as
ordens superiores, todas as ordens ímpares são similares à v1 e todas as pares são similares à
v2.

Primeiramente, vale ressaltar que o campo de velocidades para a ordem zero v0 apresenta
o mesmo arranjo, similar ao comportamento ângulo de 90◦, e mantém a mesma vazão para
todos os ângulos. Portanto, o campo de velocidades final v e o fRe partem do caso do duto
quadrado e se ajustam até atingir o ângulo de interesse. No geral, verifica-se a conservação da
condição de contorno em cada ordem, influenciando na distribuição do campo de velocidades
e a velocidade máxima tanto em v0 quanto v2 se dispõem no centro geométrico da figura.

Ademais, no campo de velocidades para a primeira ordem, há um aumento de veloci-
dades nas regiões de ângulos maiores e uma diminuição nas regiões de ângulos menores,
conforme esperado, a fim de obter o campo de velocidades final. Entretanto, como o campo
de velocidades se alterna nas regiões de alta e baixa velocidade, a vazão não se altera e o fRe
permanece o mesmo de v0.

Somente na segunda ordem há uma variação da vazão, na qual há uma distribuição se-
melhante à v0, com uma sutil diminuição de velocidade nas nas bordas do duto. Logo, é de
interesse que se conclua os cálculos em uma ordem par com a finalidade de obter o parâme-
tro de interesse fRe. Nesse sentido, criou-se a Tabela 6.2 com o intuito de avaliar a evolução
do fRe com a soma de cada ordem de homotopia.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 6.6: Mapa de cores da velocidade no sistema de coordenadas oblíquo para β = 45◦

e: (a) v0, (b) v1, (c) v2, (d) v3, (e) v4 e (f) v5.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.7: Mapa de cores da velocidade final no sistema de coordenadas oblíquo para β =
45◦ somando-se: (a) v0, (b) v1, (c) v2 e (d) v3.

Figura 6.8: Mapa de cores do campo de velocidade encontrado pelo método das diferenças
finitas.
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Tabela 6.2: Variação do fRen com relação ao ângulo β considerando até a ordem de homo-
topia n.

n

β
90◦ 80◦ 70◦ 60◦ 50◦ 45◦ 40◦ 30◦ 20◦ 10◦

0 14.2270 14.2270 14.2270 14.2270 14.2270 14.2270 14.2270 14.2270 14.2270 14.2270
2 14.2270 14.1818 14.0532 13.8606 13.6315 13.5126 13.3958 13.1817 13.0121 12.9038
4 14.2270 14.1814 14.0469 13.8325 13.5573 13.4061 13.2521 12.9558 12.7089 12.5457
8 14.2270 14.1814 14.0465 13.8288 13.5402 13.3754 13.2018 12.8491 12.5337 12.3134

16 14.2270 14.1814 14.0465 13.8287 13.5391 13.3724 13.1946 12.8217 12.4662 12.1996
32 14.2270 14.1814 14.0465 13.8287 13.5391 13.3723 13.1943 12.8188 12.4503 12.1563
64 14.2270 14.1814 14.0465 13.8287 13.5391 13.3723 13.1943 12.8187 12.4484 12.1438

128 14.2270 14.1814 14.0465 13.8287 13.5391 13.3723 13.1943 12.8187 12.4482 12.1413
(Coutinho, 2023) 14.2270 14.1814 14.0465 13.8287 13.5391 13.3723 13.1943 12.8187 12.4482 12.1407

A fim de simplificar a análise, foi elaborada a Tabela 6.3 com o erro relativo percentual de
cada fRe com relação ao resultado númerico mais preciso encontrado por diferenças finitas.

Tabela 6.3: Variação do δfRen com relação ao ângulo β considerando até a ordem de ho-
motopia n.

n

β
90◦ 80◦ 70◦ 60◦ 50◦ 45◦ 40◦ 30◦ 20◦ 10◦

0 - 0.32% 1.28% 2.88% 5.08% 6.39% 7.82% 10.98% 14.29% 17.19%
2 - - 0.05% 0.23% 0.68% 1.04% 1.52% 2.83% 4.53% 6.29%
4 - - - 0.03% 0.13% 0.25% 0.43% 1.06% 2.09% 3.34%
8 - - - - - 0.02% 0.05% 0.23% 0.68% 1.42%
16 - - - - - - - - 0.14% 0.49%
32 - - - - - - - - - 0.13%
64 - - - - - - - - - 0.03%

128 - - - - - - - - - 0.01%

Ressalta-se que, na Tabela 6.3, o símbolo - denota um erro menor que 0.01%, ou seja,
indistinguível do valor encontrado pelo método de diferenças finitas. Notamos, dessa ma-
neira, um decrescimento do erro consoante com o aumento do erro e do aumento do ângulo
de abertura, de acordo com o esperado, pois a homotopia realizada se apresenta com a vazão
da ordem zero v0 igual a do caso do ângulo reto.

Também é mostrado o erro relativo δfRe em porcentagem para cada ordem de homoto-
pia na Figura 6.9, de forma que o resultados obtidos são cada vez mais precisos conforme
aumenta-se a ordem de homotopia. Além disso, apenas 14 ordens são necessárias para que se
atinja um erro máximo de 1% para as simulações feitas com N = 2101 pontos na malha em
relação ao resultado obtido por diferenças finitas para N = 2901 pontos no caso simétrico
triangular. Mais uma vez, percebe-se a dificuldade encontrada nos ângulos pequenos, onde
é encontrado o erro máximo. Porém, o erro é suprimido totalmente para todas as ordens na
iteração de número 140, validando o resultado encontrado por diferenças finitas.

65



0◦ 10◦ 20◦ 30◦ 40◦ 50◦ 60◦ 70◦ 80◦ 90◦
0

1

2

3

4

5

6

7

β

δfRe (%)

2a ordem
4a ordem
8a ordem
16a ordem

Figura 6.9: Erro relativo δfRe em função do ângulo de abertura β.
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Figura 6.10: Velocidades em função da ordem de homotopia para β = 45◦.
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Na Figura 6.10 podemos ver a diminuição tanto da velocidade máxima quanto da velo-
cidade mínima conforme adicionam-se mais ordens ao campo de velocidades, tendendo a
zero. Já na primeira ordem, temos um valor absoluto na ordem de 10−3, e na oitava ordem
há uma diminuição de três ordens de grandeza nas duas quantidades, chegando a 10−6, em
concordância com a Tabela 6.3 na qual se apresenta uma divergência de 0.02% do método
das diferenças finitas na oitava ordem. Para a décima ordem, ambas velocidades estão na
ordem de 10−7 e já não impactam significamente no campo de velocidades final.

Logo, no caso de homotopia, nota-se a convergência rápida de cada ordem para os ân-
gulos maiores, além de uma diminuição no erro nos pequenos graus em relação ao caso de
diferenças finitas a cada nova ordem que é inserida. Fica evidenciada então a convergência
para ambos os métodos, assertando os resultados obtidos.

A metodologia numérica foi implementada na linguagem Python. Todas as rotinas desen-
volvidas estão disponíveis no Colab, por meio do link <https://colab.research.google.com/
drive/1OBsSkILELMGjeWCfPa5svWP_jjMOJMic?usp=sharing> ou pelo QR code abaixo.

Figura 6.11: QR code de acesso ao código utilizado para a solução do problema.
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Capítulo 7

Conclusão

7.1 Conclusões

Neste trabalho, solucionou-se o problema do escoamento laminar isotérmico de um
fluido newtoniano incompressível através de um duto de seção transversal oblíqua.

Primeiramente, foi realizada uma revisão bibliográfica com o intuito de compreender o
que havia sido feito sobre esse problema. A partir de uma análise bibliométrica, identificou-
se todos os autores que trabalharam nesse assunto e quais eram as pendências na área.

Em seguida, utilizou-se a equação de Navier-Stokes em conjunto com a equação da conti-
nuidade para derivar a equação do escoamento de Poiseuille em dutos de geometria qualquer.
Definiu-se a condição de contorno geométrica do losango e adimensionalizou a equação go-
vernante. Ademais, a fim de facilitar a solução do problema numericamente, propôs-se uma
mudança de coordenadas do sistema cartesiano para o sistema de coordenadas oblíquo, faci-
litando a discretização do domínio em detrimento da simplicidade da equação governante.

Logo após, a equação governante foi aproximada numericamente. Foi utilizada uma me-
todologia de diferenças finitas no domínio quadrado no sistema oblíquo, partindo de apro-
ximações de segunda ordem centradas. Solucionando o sistema linear associado ao método,
foi aplicada a técnica da integração de Simpson em 2D para obter a vazão e, assim, obter o
parâmetro fRe.

Após verificar a presença de pontos de velocidades simétricos ao longo das diagonais do
campo de velocidades, sugeriu-se a criação de duas simetrias a fim de aumentar a quantidade
de pontos presentes na malha e obter resultados mais precisos. Dessa maneira, criou-se uma
malha quadrada no sistema oblíquo para uma simetria de metade do domínio e uma malha
triangular no sistema cartesiano para uma simetria de um quarto do domínio e gerando uma
simplificação da equação governante.

Sendo assim, obtivemos os campos de velocidades, velocidades máximas e velocidades
médias em função do ângulo de abertura β, além de comparar a razão da velocidade máxima
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pela velocidade média com Shah e London (1978), obtendo resultados mais precisos com
relação a solução alcançada pelo autor. Também foi possível comparar os resultados do
parâmetro de interesse no projeto de trocadores de calor compactos fRe com autores de
referência na área, Shah (1975), Bennett (2021) e Lee e Lee (2002). Assim, verificou-se a
qualidade dos resultados obtidos na região dos ângulos maiores que 45◦, semelhantes entre
todos autores, porém divergindo na faixa dos ângulos menores que 45◦, fato que motivou
uma validação dos resultados obtidos por diferenças finitas.

Por fim, demonstrou-se uma outra solução para o problema pelo método de perturbação
de homotopia. Nessa proposta, é realizada uma aproximação recursiva de várias ordens
para a equação governante no sistema de coordenadas oblíquo, em que parte-se do campo
de velocidades do quadrado e a cada ordem a solução do problema vai se ajustando para o
campo de velocidades do losango com ângulo de abertura de interesse. A solução numérica
é promissora no sentido que o método de perturbação de homotopia permite a separação de
variáveis da equação governante por meio da solução de diversas ordens passíveis de solução
analítica. Espera-se, então, que este trabalho sirva de base para obtenção dessa solução.

Portanto, os resultados deste estudo numérico do escoamento isotérmico de um fluido
newtoniano, viscoso e incompressível, induzido por um gradiente de pressão em um duto de
seção transversal losangular constante, demonstraram notável convergência com os valores
dos estudos de Shah e London (1978) e Lee e Lee (2002), fortalecendo ainda mais a confia-
bilidade e relevância das conclusões deste trabalho. Além disso, para consolidar a confiabili-
dade dos resultados, introduziu-se uma solução analítica inédita pelo método de homotopia,
que se diferencia significativamente do cenário literário pré-existente. Os resultados dessa
abordagem inovadora se mostraram altamente promissores, sugerindo que a solução analí-
tica baseada no método de homotopia pode representar uma valiosa contribuição à literatura
existente sobre esse problema.

7.2 Trabalhos futuros

Recomenda-se a utilização desse trabalho como base para:

• Variar a razão de aspecto do duto oblíquo. A introdução de uma razão de aspecto
introduziria apenas uma nova adimensionalização e seria de extrema utilidade, visto
que esse problema ainda não foi abordado na literatura e poderia ser validado com os
dados apresentados neste trabalho.

• Acoplar a equação da energia. Os parâmetros de transferência de calor para trocadores
de calor compactos são de grande interesse e seu cálculo é realizado a partir do campo
de velocidades. Nesse sentido, utilizando os dados apresentados, pode-se chegar ao
valor preciso do campo de temperatura do problema.
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• Avaliar o escoamento de Couette no duto oblíquo. O estudo de escoamento de Cou-
ette, em combinação com o escoamento de Poiseuille é de interesse em processos de
extrusão na indústria de plástico e de alimentos, conforme Liu e Chen (1987) e Lopes
e Siqueira (2022).
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