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Resumo

Este trabalho trata sobre escoamento laminar, totalmente desenvolvido e governado por
um gradiente de pressdo constante em dutos com a secdo transversal triangular. Esses dutos
sao utilizados principalmente em trocadores de calor compactos, que apresentam aplicacoes
nas industrias aeroespacial, quimica, eletronica e nuclear. Em um primeiro momento, foram
obtidas a equacdo governante e as condi¢des de contorno, a partir de hipétese simplifica-
doras. Duas metodologias independentes foram aplicadas para resolver este problema. A
primeira foi o método variacional de Rayleigh-Ritz. Neste método, o campo de velocidade
foi aproximado como uma série de fungdes base, € com a minimiza¢do da formulagdo va-
riacional da equagdo governante, o problema se reduziu a resolver um sistema linear de
equacgdes. Posteriormente, foi aplicado um método analitico, que consiste em transformar
o dominio triangular em um dominio retangular por meio de uma transformacao de coor-
denadas. Desse modo, o campo de velocidade é assumido como uma série de Fourier, em
que seus coeficientes foram obtidos a partir da solucdo de um sistema linear. Os resultados
obtidos pelas duas metodologias foram separados em tridngulos retangulo, isésceles e ar-
bitrario e eles foram comparados com valores reportados na literatura, obtendo uma 6tima

concordancia entre todos os dados analisados.

Palavras-chave: Escoamento em dutos, se¢do transversal triangular, método de Rayleigh

Ritz, solugdo analitica
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Abstract

This work investigates laminar, fully developed and governed by a constant pressure gra-
dient flows in ducts with a triangular cross-section. The major application of this type of duct
is in compact heat exchangers, which find applications in the aerospace, chemical, electro-
nics, and nuclear industries. Initially, the governing equation and boundary conditions were
obtained, based on simplifying hypotheses. Two independent methodologies were applied to
solve this problem. The first one, was the Rayleigh-Ritz variational method. In this method,
the velocity field was approximated as a series of base functions, and by minimizing the
variational formulation of the governing equation, the problem was reduced to solving a li-
near system of equations. Subsequently, an analytical method was applied, which consist on
transforming the triangular domain into a rectangular domain through a coordinate transfor-
mation. Therefore, the velocity field is assumed as a Fourier series, in which the coefficients
are obtained from the solution of a linear system. The obtained results by the two methodo-
logies were separated into right, isosceles, and arbitrary triangles, and they were compared
with the values reported in the literature, obtaining excellent agreement between all the data
analyzed.

Key-words: Flow in ducts, triangular cross-section, Rayleigh-Ritz method, Analytical solu-
tion
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O estudo de escoamentos em dutos € de suma importancia para o dimensionamento e
projeto de trocadores de calor. A geometria da se¢do transversal do duto mais utilizada para
esta aplicagdo € a circular, devido a sua capacidade de suportar grandes valores de diferenca
de pressdo interna e externa sem sofrer grandes deformacdes (Cengel, 2012). A andlise de
escoamentos em dutos com a se¢do transversal nao circular, como as mostradas na Figura 1.1,
também € importante para o desenvolvimento de trocadores de calor. Uma das aplicacdes
desse tipo de duto, discutida por Santos Junior (2018), € o estudo de dutos circulares que
apresentam incrustacdes de parafina. Nesse caso, devido as incrustacdes o duto apresenta
uma geometria irregular, afetando, dessa forma, a troca de calor entre o fluido e a parede do
duto. A Figura 1.2 apresenta a comparagao de dutos com e sem incrustacoes, evidenciando

a diferenca entre as secOes transversais dos dois dutos.

|

| l

2a

b b b
a a a
0 - 0 4 . X

Figura 1.1: Exemplos de geometrias ndo circulares utilizada em dutos. Adaptado de Yova-
novich et al. (1997).




Figura 1.2: Comparacdo de dutos com e sem incrustacdes. Retirado de Penafiel (2020).

Outra aplicacao € o uso de dutos ndo circulares em trocadores de calor compactos. Assim,
segundo Ray e Misra (2010) o projeto de um trocador de calor deve levar em consideragao
os seguintes fatores:

1. Alto valor da razdo entre a area de contato e o volume do trocador;
2. Alto coeficiente de troca de calor;

3. Um baixo valor do coeficiente de atrito e consequentemente uma menor queda de

pressao.

Trocadores de calor compactos utilizam dutos com geometrias que satisfazem todos os pon-
tos acima, principalmente o primeiro que estd diretamente relacionado ao tamanho do equi-
pamento, sendo um trocador de calor considerado compacto se essa razao for maior que
700 m?/m?® (Zohuri, 2017). Dessa forma, esse tipo de trocador € utilizado em diversas in-

ddstrias como a aeroespacial, nuclear, quimica, biomédica e eletronica (Ray e Misra, 2010).

A industria nuclear é onde reside uma das mais importantes aplicagdes de trocadores
de calor compactos. Isso ocorre devido as usinas nucleares utilizarem reatores modulares
pequenos, que usam trocadores compactos para obter uma grande efici€ncia e eficicia na
troca de calor em um tamanho reduzido (Zohuri, 2017). A Figura 1.3 ilustra exemplos
de aletas utilizadas nesse tipo de trocador de calor, o que mostra as diversas geometrias
encontradas para essa aplicagao.



Figura 1.3: Exemplos de aletas de trocadores de calor compactos. A geometria das aletas
corrugadas sdo: (a) Aletas triangulares retas; (b) Aletas retangulares retas; (c) Aletas on-
duladas; (d) Tira fina deslocada; (e) Aletas com multiplas laminas; (f) Aletas perfuradas.
Retirado de Zohuri (2017).

Vale notar ainda, que os escoamentos em trocadores de calor compactos, que apresentam
a raziio entre a sua area de contato e seu volume maior que 3000 m?/m?, estdo geralmente
na faixa de regime laminar devido as dimensdes reduzidas associadas a esses equipamentos
(Zohuri, 2017). Pelo fato do escoamento ser laminar, o coeficiente de troca de calor nesses
trocadores tende a ter um valor baixo. Por essa razdo, algumas tecnologias sdo propostas para
aumentar a intensidade da turbuléncia em trocadores de calor compactos, visando assim o
aumento do coeficiente de troca de calor. Entretanto, isso também acarreta em um aumento

do atrito e da queda de pressdo no trocador (Souza e Manzela, 2015).

Em particular, dutos triangulares sdo os que apresentam a melhor razdo entre a drea de
contato e o volume ocupado, principalmente em relacdo a dutos com a geometria circular
(Herris et al., 2015). Outra vantagem da geometria triangular é a possibilidade de se ob-
ter uma alta resisténcia mecénica utilizando materiais finos (Zhang, 2007). A Figura 1.4
apresenta uma imagem esquematica de um trocador de calor compacto de aletas retas, que

apresenta dutos com a sec¢ao transversal triangular.
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Figura 1.4: Ilustragdo de um trocador de calor compacto de aletas retas triangulares. Retirado
de Zhang (2007).

A desvantagem de se utilizar essa geometria € que a troca de calor € menor, principal-



mente em relacio ao duto circular. Isso acontece em razdo da diminuicio da drea de contato
entre o fluido e a parede do duto devido a presenca dos cantos (Herris et al., 2015). Esse
problema pode ser tratado de duas formas, a primeira, estudada por Ray e Misra (2010) em
dutos retangulares e triangulares, € arredondar os cantos fazendo com que a superficie de
contato aumente. A segunda forma de aumentar a troca de calor em dutos triangulares é
utilizar nano fluidos para aumentar a eficiéncia da troca de calor. Esse tipo de fluido utiliza
nanoparticulas de metal ou 6xido metdlico que aumenta a condutividade térmica do fluido

base, que pode ser a dgua, etileno glicol ou um 6leo (Nasiri, Etermad e Bagheri, 2011).

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo principal

Este trabalho tem como objetivo realizar uma andlise numérica e analitica do escoamento
isotérmico, laminar e completamente desenvolvido em um duto com se¢do transversal trian-
gular. Para isso, serd utilizado dois métodos de solucdo independentes para encontrar o
campo de velocidade e, desse modo, obter parametros que auxiliam no projeto de dutos
com esta geometria. O primeiro método utilizado foi o de Rayleigh-Ritz, e, posteriormente,
o problema foi resolvido analiticamente, a partir da metodologia proposta por Chernyshov
(2014), ainda inédita no contexto de mecanica dos fluidos.

1.2.2 Objetivos especificos

Para que o objetivo principal seja cumprido, os seguintes pontos devem ser alcangados:

Obtengdo da equacdo governante e das condi¢des de contorno, a partir das hipdteses

de escoamento incompressivel, unidirecional, permanente e fluido newtoniano;

* Realizagdo de um estudo sobre célculo variacional para obter a base matemdtica para
a aplicacdo do método de Rayleigh-Ritz;

* Aplicar o método de Rayleigh-Ritz no modelo proposto;
* Realizar a implementacdo numérica e a validacdo do cédigo;

* Realizar uma analogia com o trabalho de Chernyshov (2014), e aplica a metodologia
desse artigo no modelo proposto;

* Comparar e discutir os resultados obtidos com as duas metodologias, e valida-los com
os valores disponiveis na literatura.



1.3 Estrutura do trabalho

O trabalho estéd organizado em 8 capitulos. No Capitulo 2 € apresentado a metodologia
e resultados de trabalhos presentes na literatura que abordaram o mesmo problema. O Ca-
pitulo 3 discute a modelagem matematica do problema mostrando a obtencdo da equacdo

governante e das condi¢des de contorno.

No Capitulo 4, € apresentado o método de Rayleigh-Ritz, discutindo conceitos bdsicos de
calculo variacional e como esse método € aplicado no modelo proposto. A implementacdo e
a validac@o numérica desse método estdo contidas no Capitulo 5. Esse mesmo problema foi
resolvido analiticamente no Capitulo 6, e no Capitulo 7 sdo mostrados os resultados obtidos

por esses dois métodos. Por fim, no Capitulo 8, estdo as consideragdes finais desse trabalho.



Capitulo 2
Revisao de literatura

Em um primeiro momento, neste capitulo, serd feita uma revisao de trabalhos que estu-
daram escoamentos em dutos, focando naqueles que abordaram dutos com se¢do transversal
triangular. Posteriormente, serd realizada uma analise dos trabalhos que utilizaram o método

de Rayleigh-Ritz para resolver escoamentos em dutos.

2.1 Escoamento em dutos triangulares

Nos estudos sobre escoamentos em dutos ndo hd uma técnica tnica de solugdo que se
aplica a qualquer geometria. Assim, Shah e London (1978) destacam 9 métodos presentes
na literatura para resolver escoamentos hidrodinamicamente e termodinamicamente desen-
volvidos em dutos, esses métodos sao: solucdo exata das equagdes governantes; método
de analogia; método de mapeamento conforme; método das diferencas finitas; método de
colocagdo; método dos minimos quadrados; métodos variacionais; método para dutos com

pequena razao de aspecto.

As solucdes exatas das equagdes governantes foram obtidas apenas para algumas geome-
trias como as circulares, elipticas e anulares. Recentemente, Bacelar et al. (2023) obtiveram
a solucdo exata para o escoamento de Hagen-Poiseulle em duto quarto eliptico utilizando o
método das separacdo de varidveis. Para dutos com a geometria triangular, de acordo com
Langlois e Deville (2014), a solu¢do exata pode ser obtida para um tridngulo equilétero uti-
lizando um método semi-inverso para encontrar o perfil de velocidade. Boussinesq (1868),
foi o primeiro a obter a solu¢do exata para esta geometria, neste mesmo trabalho foi demons-
trado as solucdes para os dutos eliptico e retangular. A Figura 2.1 mostra os contornos de
velocidades constantes para um escoamento laminar, totalmente desenvolvido, permanente,
incompressivel e com todas as propriedades do fluido constantes em um triangulo equila-
tero. A partir dessa imagem, nota-se que os contornos de velocidades mudam de um perfil
proximo ao circular na regido em que a velocidade é médxima para um perfil mais préximo

da parede do duto a medida que se aproxima dela.



A solugdo exata também pode ser obtida para o tridngulo retangulo isdsceles, esta solu¢ao
foi apresentada por Proudman (1914). Ademais, solugdes exatas para escoamento em dutos
triangulares também podem ser obtidas pelo método da analogia. Neste contexto, se destaca
o trabalho de Marco e Han (1955) que determinou a distribui¢ao de velocidade e temperatura
para escoamento laminar em dutos a partir da analogia com a deflexdo de placas delgadas
sobre carregamento uniforme e com suporte simples nas extremidades. Esse método foi
aplicado para as se¢Oes transversais retangular, triangular equilétero, triangular reto isésceles

e semicircular.

Figura 2.1: Contornos de velocidades constantes para um duto com geometria de um trian-
gulo equildtero. Retirado de Lekner (2007).

O dltimo tipo de duto triangular que possui solucao exata € o 30° — 60° — 90°. Essa
solucdo pode ser obtida por meio da analogia com a tor¢do de um prisma com essa se¢ao
transversal. Para encontra-la, Hay (1939) utilizou o método das imagens para resolver a
equacgdo de Poisson com condi¢do de contorno homogénea. Esse método foi aplicado para
as segOes retangular, tridngular equildtero, tridangular reto isdsceles e para o triangulo 30° —
60°—90°. Essas solu¢des também podem ser obtidas por meio da analogia com a vibracao de
membranas, como foi feito por Aggarwala e Igbal (1969). Neste artigo, os autores obtiveram
o nimero de Nusselt (Nu) e o parAmetro de queda de pressdo ( fRe) para a convecgio natural
e forgcada em dutos triangulares com o formato equilatero, retangular isésceles e 30° — 60° —
90°.

Assim, para os dutos triangulares, hd na literatura solu¢do exata apenas para os trian-
gulos equilétero, retangulo isésceles e 30° — 60° — 90°. Para os demais tipos, os trabalhos
que abordaram este tema recorrem a métodos analiticos ou numéricos para obter uma so-
lucdo aproximada do problema. Neste cendrio, o estudo de Sparrow (1962) investigou o
escoamento laminar totalmente desenvolvido em dutos triangulares isésceles. Para isso, o
autor utilizou coordenadas polares para mapear a se¢do transversal, como mostrado na Fi-

gura 2.2a. Desse modo, foi introduzido uma varidvel auxiliar que torna a equacio governante



do problema em uma equacdo de Laplace, e para esta equacao foi utilizado os métodos de
separacdo de varidveis e de colocacdo para obter uma expressdo para o campo de veloci-
dade. Assim, neste artigo foram obtidos a distribuicao da tensio de cisalhamento na parede
do duto, o produto do fator de atrito de Fanning com o numero de Reynolds e os perfis de
velocidades. A Figura 2.2b mostra os contornos de velocidades sobre a velocidade média

para o caso em que o angulo de abertura é 80°.

(a)

Figura 2.2: (a) Secdo transversal do duto triangular isésceles. (b) Contornos de velocidades
constantes. Retirado de Sparrow (1962).

No trabalho de Shah (1975), foi aplicado o método dos minimos quadrados para resol-
ver o escoamento laminar totalmente desenvolvido e a transferéncia de calor para os dutos
com as geometrias mostradas na Figura 2.3. Assim, a diferenca entre este método e aquele
aplicado por Sparrow (1962) € a possibilidade de utilizar mais pontos no contorno para obter
uma aproximagao melhor das distribuicdes de velocidade e temperatura, principalmente para
as geometrias que possuem cantos (Shah, 1975). A Figura 2.4 mostra os resultados graficos

obtidos nesse trabalho para os dutos triangulares is6sceles.

O método dos minimos quadrados também foi utilizado por Ray e Misra (2010) para
obter a solu¢do do escoamento laminar totalmente desenvolvido em torno de um quadrado e
de um triangulo equildtero com os cantos arredondados. Dessa forma, a Figura 2.5 mostra
os valores do fRe em funcdo do raio de curvatura dos cantos para o tridngulo equildtero. A
partir dela, percebe-se que esse pardmetro aumenta se aproximando do valor de fRe = 16,
que € o resultado encontrado para o duto circular.

Solu¢des numéricas para escoamentos totalmente desenvolvidos em dutos triangulares
também estdo disponiveis na literatura. Sparrow e Haji-Sheikh (1965) utilizaram o método
das diferencas finitas para encontrar o nimero de Nusselt, o fRe e o incremento de queda de
pressdo K em fungdo do angulo de abertura para tridngulos isésceles e retangulos. Também
foram obtidos os mesmos parametros para um duto com o formato de um setor circular,

porém neste caso foi utilizado a sua soluc@o analitica. A Figura 2.6 ilustra os resultados
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Figura 2.3: (a) Secdo transversal arbitrdria; (b) Triangulo isdsceles; (c) Tridngulo equilatero
com os cantos arredondados; (d) Senoidal; (e) Losangular; (f) Trapezoidal. Retirado de Shah
(1975).
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Figura 2.4: Resultados do pardmetro de queda de pressdo fRe, do incremento de queda de
pressdo K (co) e do comprimento hidrodindmico de entrada adimensional Lzy em func¢do da
razdo de aspecto o*. Retirado de Shah (1975).

obtidos para essas trés geometrias. A partir dela, é possivel notar que o nimero de Nusselt e
o fRe sdo similares para o setor circular e para o tridngulo isdsceles, porém a medida que o
angulo de abertura aumenta, esses parametros para o setor circular ficam significativamente
maiores em comparacdo com as geometrias triangulares. Isso mostra que o duto triangular
apresenta uma menor queda de pressdo em relacdo ao setor circular, em compensacdo o

coeficiente de troca de calor deste ultimo é maior.

Nesse mesmo caminho, Nakamura et al. (1977) aplicou o método das diferencas finitas

em um sistema de coordenadas triangular para o problema da convecc¢do natural e forcada
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Figura 2.5: Resultado do fRe em fun¢do do raio dos cantos para um tridngulo equildtero.
Retirado de Ray e Misra (2010).
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Figura 2.6: Resultados de fRe, K e Nu em fungdo do angulo de abertura para dutos com
geometrias do setor circular, tridngulo isdsceles e tridngulo retangulo. Retirado de Sparrow
e Haji-Sheikh (1965).

em dutos triangulares. Assim, foram obtidas solu¢des numéricas para um duto em formato
de um tridngulo is6sceles na horizontal e para um tridngulo equilétero inclinado. A Figura
2.7a mostra as razdes fRe/(fRe)y ¢ Nu/(Nu)y em fun¢do do produto entre os nimeros de
Reynolds, Rayleigh e Prandtl, em que (fRe)o e (Nu) séo os valores desses pardmetros para
a convecgdo puramente forcada. A Figura 2.7b, por sua vez, mostra a variacdo do fRe e de

Nu em func¢do do angulo de inclinacdo ¢ do triangulo equilétero.

Outro trabalho que utilizou o método das diferencas finitas para resolver o escoamento
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Figura 2.7: (a) Resultados de fRe e Nu para tridngulo isésceles na horizontal. (b) Resultados
de fRe e Nu para o tridngulo equildtero em fun¢do do angulo de inclinacdo. Retirado de
Nakamura et al. (1977).

em dutos triangulares foi o de Abdel-Wahed e Attia (1984). Nesse estudo, os autores utiliza-
ram uma malha uniforme de 33 pontos para discretizar o dominio, e foi utilizado o método
iterativo de Gauss-Seidel para resolver as equagdes algébricas provenientes. Os resultados
obtidos foram comparados com aqueles disponiveis na literatura. Deste modo, a discrepan-
cia méaxima para o fRe observada foi de 0,3 %, sendo essa para tridngulos que apresentam
angulos de abertura pequenos ou grandes. A Figura 2.8 mostra os resultados obtidos para o
fRe pelos autores deste artigo. Além disso, nessa imagem também hd a presencga dos resul-
tados obtidos por outros trabalhos e do dominio que foi utilizado para realizar os cdlculos.

Recentemente, Karabulut, Ipci e Cinar (2016) utilizaram o método das diferencas finitas
para resolver o escoamento e a transferéncia de calor em dutos triangulares isdsceles e para-
bolicos. Para isso, foi utilizado uma mudanca de coordenadas para a transformar o dominio
triangular em um dominio computacional, para tal o tridngulo € dividido em duas dreas simé-
tricas. Assim, os contornos de velocidades para o tridngulo isésceles com razdo de aspecto
igual a 1 estd ilustrado na Figura 2.9a. E a Figura 2.9b apresenta os resultados do fRe obtido

neste trabalho para diferentes triangulos isdsceles.

11
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Figura 2.9: (a) Contornos de velocidade para o triangulo isésceles com razdo de aspecto
igual a 1. (b) Resultados de fRe para diferentes tridngulos is6sceles. Retirado de Karabulut,

Ipci e Cinar (2016).
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Assim como os métodos ja citados, os métodos variacionais foram utilizados para obter
a solucdo aproximada do escoamento em dutos triangulares. Um dos estudos que abordou o
problema dessa forma foi o realizado por Igbal, Aggarwala e Fowler (1969). Neste artigo, os
autores utilizaram o método de Rayleigh-Ritz e o método das diferencas finitas para resolver
a convecc¢ao natural e forcada em dutos ndo circulares. As geometrias analisadas foram os
triangulos retangulos e isosceles e o losango. Duas importantes conclusdes foram obtidas
a partir deste trabalho, a primeira é que 2 medida que se aumenta o nimero de Rayleigh!
a queda de press@o ndo varia com o angulo de abertura para nenhuma das trés geometrias.
A Figura 2.10 ilustra isso para o tridngulo retangulo. A outra conclusdo, é que o tempo
de computacdo do método de Rayleigh-Ritz foi 200 vezes menor do que o do método das
diferencas finitas.
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Figura 2.10: Pardmetro de queda de pressdo do tridngulo retangulo para diversos nimeros
de Rayleigh (/NVg,) em funcdo do angulo de abertura. Retirado de Igbal, Aggarwala e Fowler
(1969)

2.2 Método de Rayleigh-Ritz

O método de Rayleigh-Ritz (ou simplesmente método de Ritz) € um método variacional
utilizado para obter solu¢des aproximadas para diversos problemas de engenharia. Esse
método € comum para resolver problemas de vibracdes, como é o exemplo do artigo de Singh

e Saxena (1996) que aplicou este método para a vibracdo transversal de placas triangulares.

'De acordo com Cengel (2012), o niimero de Rayleigh é definido como a razio entre as forcas de flutuacio
e o produto entre difusividade térmica e viscosidade cinematica.
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No contexto de escoamentos em dutos, como citado na Secao 2.1, esse método foi usado por
Igbal, Aggarwala e Fowler (1969) para escoamentos em dutos triangulares e losangulares.

Outro trabalho que aplicou este método foi de Wang (2008), que utilizou os métodos de
Rayleigh-Ritz e de pertubacdo para um duto com forma de lentes. Na Figura 2.11 estd mos-
trado os contornos de velocidades constantes para uma razao de espessura igual a b = 0,5.
O autor obteve uma solucdo proxima da exata utilizando 15 coeficientes de Ritz, entretanto
para os casos em que este duto se aproxima de um circulo e para os casos em que a se¢io
transversal € muito fina, o método de Rayleigh-Ritz ndo convergiu para a solugdo exata.

Assim, nesses casos, foram utilizados métodos de pertubacao.

Figura 2.11: Contornos de velocidade para um duto em forma de lente com razdo de aspecto
igual a 0,5. Retirado de Wang (2008).

Em um artigo diferente, Wang (2009) aplicou este método em dutos super elipticos, que
sdo semelhantes a dutos retangulares com os cantos arredondados. Deste modo, foi obtido
valores do fRe, do nimero de Nusselt e da tens@o de cisalhamento para diferentes geometrias
de dutos super elipticos e razdes de aspectos. A Figura 2.12 ilustra a convergéncia dos valores
de fRe para diferentes geometrias definidas por n com uma razao de aspecto ¢ = 0,5.

N\n 1 2 3 5 10

6 16.823 17.006 16.852 16.597 16.305
10 16.823 16.996 16.845 16.552 16.202
15 16.995 16.844 16.550 16.181
21 16.179

Figura 2.12: Convergéncia dos valores de f Re para uma razdo de aspecto ¢ = 0,5. Retirado
de Wang (2009).

Na literatura também se encontra a utilizacdo do método de Rayleigh-Ritz em escoamen-
tos em dutos curvos. Como € o caso do trabalho de Wang (2012) que estudou o escoamento
de Stokes em dutos curvos retangulares e elipticos obtendo resultados condizentes. Simi-

larmente, Harding (2019) aplicou este método em dutos curvos retangulares, trapezoidais e
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circulares. Ambos os artigos evidenciam a versatilidade do método que pode ser aplicado

em diversas geometrias.
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Capitulo 3
Formulacao matematica

Neste capitulo serd tratado a formulacdo matemética da equacao governante e as condi-
coes de contorno para o escoamento isotérmico, laminar e incompressivel em um duto, com
gradiente de pressdo constante, a partir das hipéteses adotadas. Em um primeiro momento,
serd obtido a equagdo governante para um duto com secdo transversal constante arbitraria.
Em seguida serdo definidos alguns parametros de interesse, que serdo: a vazao volumétrica,
o numero de Reynolds e o fator de atrito Fanning. Por fim, serd formulado o caso de interesse
deste trabalho, que é o escoamento em um duto com secdo transversal triangular, mostrando

também a adimensionalizacdo adotada.

3.1 Equacao governante

Considere um duto infinitamente longo e com secdo transversal constante, mostrada na
Figura 3.1, que apresenta drea A e paredes definidas por X. O vetor posi¢do adotado serd

x = (x,y, z), sendo o eixo z paralelo ao comprimento do duto.

)

4
8

Figura 3.1: Duto com secdo transversal constante com drea A.
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Primeiramente, serd assumido que o escoamento € isotérmico, laminar e incompressivel,
portanto ndo hd variacdo da massa especifica p do fluido. Além disso, serd considerado que
o fluido é Newtoniano. Dessa forma, de acordo com Langlois e Deville (2014), esse tipo
de escoamento € modelado pelas equacdes da continuidade e de Navier-Stokes. A primeira
¢ a aplicacdo do principio de conservacdo da massa de uma particula de fluido, e devido a
incompressibilidade o volume das particulas também nao varia. A segunda é a aplicacdo da
segunda lei de Newton, ou seja, a varia¢do da quantidade de movimento de uma particula de
fluido € igual ao somatdrio de forgas atuando nela. Assim, essas equagdes, em suas formas
vetoriais, sdo dadas por

V. .u=0, 3.1

0
P {8_1; + (uw- V)u} = —Vp+ uVu + pg, (3.2)

em que v € o campo de velocidade que apresenta as componentes nas direcdes x, y € 2
iguais a u, v € w, respectivamente. O campo de pressao € denotado por p e g € a aceleracdo

da gravidade. Em coordenadas cartesianas a equacdo (3.1) fica escrita como

ou Ov Ow

e as equagOes de Navier-Stokes (3.2) nas dire¢des x, y € z se tornam, respectivamente,

LY (- COWCC | IS G (A aCh T (3.4)
Ploc " \"az "oy T ~Tor  M\ar2 Tayp T a2) TP '

@+ @4_ @_’_ @ —_@4_ @+8_%+@ + (35)
P Yor Tlay T oy M\o2 T a2 T a2) TP '

p[@w (8w ow 8w>]_ op (82w Pw 0w

ot + o + 022 + oy + 82’2) + pg.. (3.6)

Adicionalmente, serdo adotadas as seguintes hipdteses:

1. Escoamento permanente;
2. Escoamento unidirecional;

3. A gravidade atua apenas na direcdo do escoamento.

A primeira hipétese indica que nenhuma das varidveis do escoamento muda localmente
ao longo do tempo. A segunda determina que as componentes de velocidade u e v sdo nulas,
isto €, o fluido se movimenta apenas na direcdo do eixo z. Por dltimo, a aceleracdo da

gravidade g tem componente diferente de zero apenas na direcdo do escoamento, ou seja,
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g = (0,0, g.). Entdo, utilizando essas hipdteses na equacado (3.3) teremos que

ow

5:& (3.7)
portanto,

w=w(z,y), (3.8)

por conseguinte, ndo ha variacdo de velocidade ao longo do comprimento do duto. Logo,
além de unidirecional o escoamento € bidimensional. Conforme Papanastasiou, Georgiou e
Alexandrou (2000), escoamentos que satisfazem a expressao (3.7) sdo ditos completamente
desenvolvidos, assim escoamentos em dutos longos o suficiente sdo enquadrados nessa clas-

sificacdo, pois os efeitos de entrada e saida sdo despreziveis.

Implementando as hipéteses nas equagdes (3.4) e (3.5) temos que essas se reduzem a

dp Op
e oy 0, (3.9)
ou seja,
p=p(2). (3.10)

Desse modo, aplicando as hipéteses na equagdo (3.6) a componente z da equagdo de Navier-

Stokes ficard igual a
dp
dz

como a forca da gravidade € conservativa, o vetor g serd igual ao gradiente de uma funcao

+ V2w + pg. = 0, (3.11)

escalar @, entdo g pode ser escrito como

g=Vo, (3.12)
e como a gravidade ocorre apenas na direcao z, a funcao ¢ serd igual a

=g,z (3.13)

Desse modo, como o gradiente de pressao € constante, este pode ser escrito como

gg——é, (3.14)
em que G ¢ uma constante e o sinal negativo aparece devido a queda de pressdo acontecer
ao longo do comprimento do duto, fazendo com que o escoamento se desenvolva na direcao
contréria ao gradiente de pressdao. Dessa forma, pode ser definida uma pressao modificada
Pm igual a

pm =p — p?, (3.15)
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em que o seu gradiente fica escrito como

dpm A
Lo _ G pg. = -G (3.16)
dz
Portanto, substituindo a equagdo (3.16) em (3.11), a equacdo governante se reduz a uma
equacgao de Poisson do tipo

Viw = ——. (3.17)

L
Para as condic¢des de contorno haverd ndo deslizamento ao longo da parede do duto, de
modo que as particulas de fluido que estdo em contato com a parede se aderem totalmente

a ela. Dessa forma, o campo de velocidade w deve satisfazer simultaneamente as seguintes

expressoes
Pw  *w G
- == A 3.18
e
w(z,y) =0, emX. (3.19)

3.2 Vazao volumétrica

Sendo dS a superficie de um elemento infinitesimal, temos que a vazio volumétrica de

fluido que passa pela superficie desse elemento € dada por
dQ = (u-n)dS, (3.20)

em que n é o vetor normal exterior a superficie dS. Sendo S toda a superficie do duto

mostrado na Figura 3.1, a vazdo volumétrica nesse duto serd dada por
Q= #(u -n)dS. (3.21)
S

Logo, a vazdo em S é a soma da componente normal da velocidade em todos os pontos
da superficie. No caso estudado nao ha fluxo nas paredes laterais, portanto a integral de

superficie da equacdo (3.21) se torna uma integral dupla ao longo da drea da sec¢ao transversal

Q= //(u -m)dA, (3.22)
A

e devido ao escoamento ser unidirecional e bidimensional, a equacdo (3.22) se reduz a

Q= //w(:z;,y) dA. (3.23)
A

do duto. Por conseguinte,
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3.3 Nimero de Reynolds

O niimero de Reynolds é um grupo adimensional que representa a razao entre as forcas
de inércia e as forgas viscosas atuantes no fluido em escoamento. Assim, escoamentos com
um baixo nimero de Reynolds apresentam dimensdes reduzidas, baixas velocidades e alta
viscosidade, enquanto para um alto valor do nimero de Reynolds os escoamentos acontecem
em grandes dimensdes, altas velocidades e baixa viscosidade (Kundu, Cohen e Dowling,
2015). Dessa forma, para o escoamento em dutos o nimero de Reynolds € dado por

pUn Dy

Re = , (3.24)
I

em que U, € a velocidade média do escoamento e Dy, é o diametro hidraulico. Para o duto

mostrado na Figura 3.1 a velocidade média € obtida por

_ 1 _ @
Un = Z//w(x,y)dA = (3.25)
A

O diametro hidraulico, por sua vez, € dado pela seguinte equacao

(3.26)

sendo P o perimetro molhado da se¢do transversal.

3.4 Fator de atrito

De acordo com Cengel e Cimbala (2012), o fator de atrito pode ser definido como a razao
entre a tensdo de cisalhamento 7, na parede do duto com a pressao dinamica do escoamento
pU2 /2. O fator de atrito de Fanning é obtido pela razdo dessas duas grandezas, enquanto o
fator de atrito de Darcy-Weisbach € quatro vezes essa razdo. Portanto, o fator de atrito de

Fanning € obtido por
.

~ U2

Para escoamentos totalmente desenvolvidos o fator de atrito ndo varia ao longo do compri-

f (3.27)

mento do duto, logo a queda de pressdo modificada Ap,, para um duto com comprimento L
pode ser dada por

L
Apy = f=2pU2. (3.28)
Dy,

Como o gradiente de pressdo € constante temos que

dpm _ _ Apm

= = —G. 2
dz L G (3.29)
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Logo, a equacgdo (3.28) pode ser reescrita como

2pU2

G = . 3.30
S Dr (3.30)
Desse modo, o fator de atrito de Fanning pode ser obtido pela seguinte equagao
DyG
= : 3.31
f =50 (3.31)

3.5 Modelo proposto

No presente trabalho sera resolvido a equacdo (3.18), com a condi¢do de contorno mos-
trada em (3.19), para um duto com sec¢do transversal triangular, com lados com comprimen-
tos a, b e ¢, com drea igual a A e angulo de abertura entre os lados de comprimento a e ¢
igual a #, que variade 0 < 6 < 90°. As paredes da secido transversal deste duto sdo definidas
por X.. O esquema desse duto estd mostrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Duto com sec¢do transversal triangular.

3.6 Adimensionalizacao

Serd adotado, para o duto mostrado na Figura 3.2, a adimensionalizagdo proposta por
Shah e London (1978), assim c serd utilizado como comprimento de referéncia e W serd a

velocidade de referéncia. Dessa maneira, as varidveis adimensionais x*, y* e w* serdo dadas

por
* x * Yy * w
= — == = — 3.32
N (3.32)
em que W € igual a
e
W= (3.33)
i
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dessa forma, a velocidade adimensional w* € obtida por

N w
wt = C’“;—G (3.34)

Um importante parametro adimensional para escoamentos em dutos € o produto entre o

fator de atrito de Fanning e o nimero de Reynolds, fRe, que pelas equacdes (3.31) e (3.24)

¢ dado por
DG
Re=—"—. 3.35
JRe= 5t (3.35)
O diametro hidraulico adimensional ficard igual a
D
D = _h, (3.36)
c
e a velocidade média adimensional serda
* :U’Um
U, =—. 3.37
" 2d (3-37)
Portanto, com essas varidveis adimensionais a equacao (3.35) pode ser expressa por
D*Q
Re = —"—. 3.38
fRe = 3= (3.38)

Pela equacdo (3.26), o diametro hidriulico pode ser obtido em fun¢do da area e do perimetro,
logo na forma adimensional a drea deste duto é dada por

A dsend
A= — = 3.39
=5 (3.39)
em que
a
0=- (3.40)
C
¢ a razdo de aspecto entre os lados a e c. O perimetro adimensional € obtido por
P =1+6+0", (3.41)

em que b* pode ser determinado em funcdo de # e ¢ utilizando a lei dos cossenos, de modo
que

b* =1+ 62 — 26 cosb. (3.42)

A velocidade média adimensional pode ser obtida substituindo a velocidade e a drea em suas
formas adimensionais na equagao (3.25), deste modo

1 *
Un = 7= //w*(w*,y*) dA* = %, (3.43)
A*

em que (Q* € a vazdo volumétrica adimensional. Por conseguinte, a equacdo (3.38) pode ser
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escrita como
8 (A* ) 3

Portanto, para escoamentos laminares completamente desenvolvidos, o produto entre o fator

fRe = (3.44)

de atrito e o nimero de Reynolds depende apenas da geometria da se¢do transversal. Dessa
forma, a Figura 3.3 mostra a secdo transversal do duto triangular na forma dimensional e

adimensional.

(ccos,csend) (cosf,senf)

X gj*

(0,0) (3) (a,0)  (0,0) (3) (9,0)

Figura 3.3: Sec¢do transversal do duto triangular na forma dimensional e adimensional.

Assim, a parede da secdo transversal do duto € definida pelos lados (1), (2) e (3) mostra-

dos na Figura 3.3, na forma adimensional as equagdes desses lados serdo dadas, respectiva-

mente, por
*=x"tand, (3.45)
sen ¢
=" —-0) | —— 3.46
= -0 (29, (.46
e
y*=0. (3.47)

A equacdo (3.45) ndo € valida quando o tridngulo € retangulo, pois § = 90°. Nesse caso, ao

tomar os limites apropriados, essa equagdo € simplificada para
z* = 0. (3.48)

E a equacdo (3.46) ndo € vélida quando o lado (2) for perpendicular ao lado (3), pois, neste

caso, cos # = 4. Logo, esta equagdo se torna igual a
x*=0. (3.49)

Consequentemente, utilizando a adimensionaliza¢do proposta, a equagdo governante do pro-
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blema se reduz a
O*w* N J*w*
81.*2 ay*Q

As condi¢des de contorno para o caso em que o triangulo nao € retangulo serdo iguais a

=—1, emA". (3.50)

w*(z*, z* tand) = 0, para 0 < z* < cos®,
sen 0
w* (x*, (x* =) [—D =0, para cosf < z* <), (3.51)
cosf — o
w*(x*,0) = 0, para 0 < z* < 4.

w*(0,y*) =0, para0 < y* <1,

w* (a:*, (z* —0) [ﬂb =0, para cosf < z* <9, (3.52)
cosf — o

w*(z*,0) =0, para 0 < z* <.

Por fim, as condi¢des de contorno quando cos § = § serdo as seguintes

w*(z*, 2" tand) = 0, para0 < y* <1,
w* (5, y*) =0, para 0 < y* < sen#, (3.53)

w*(z*,0) =0, para 0 < x* < 0.

Para simplificar a notac@o nos proximos capitulos, o simbolo “*” para denotar uma varid-
vel adimensional serd omitido. Desta forma, todas as varidveis serdo tratadas a priori como

adimensionais.
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Capitulo 4
Metodologia numérica

Este capitulo discute o método de Rayleigh-Ritz, que serd utilizado para a resolugao
da equagdo governante. Dessa forma, primeiramente, serd discutido conceitos importantes
do calculo variacional para a aplicagdo deste método. Em seguida, serd mostrado como o
método funciona e, por fim, ele serd aplicado para o caso de interesse, mostrando a mudanga
de varidveis utilizada, o cdlculo da vazdo e do fRe.

4.1 Nocoes de calculo variacional

Um problema de interesse no célculo diferencial é a obtencdo dos extremos locais de
uma fungdo, ou seja, se y(x) é uma func¢io continua e diferencidvel no intervalo [z1, z5], 0s
extremos desta fun¢do podem ser pontos de maximo local, minimo local ou de inflexdo, esse

pontos estdo mostrados na Figura 4.1. Assim, para obter um extremo local basta fazer

dy _

P 0. 4.1

Se a equacdo (4.1) tiver solu¢do para x = z,,, em que x; < x,, < 9, entdo x,, € um extremo

local.
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Miéximo local

Ponto de inflexao

Minimo local

Figura 4.1: Extremos locais de uma fung¢io definida no intervalo [z, x3].

No célculo variacional, o objetivo é obter os extremos de um funcional, que € definido,
de acordo com Soriano (2009), como uma funcio de fungdes que retorna um nimero real
quando essas funcdes sdo definidas. Deste modo, no célculo variacional se deseja obter qual
fun¢do que retorna um valor extremo do funcional, portanto, se uma funcao retorna o valor
minimo de um funcional, qualquer funcdo vizinha a esta aumenta o funcional (Thorton e

Marion, 2011). O funcional I da fun¢do y(x) pode ser definido como

x9 d
I(y) = / F (x,y, ﬁ) dr, (4.2)

1

em que /' também € uma funcdo continua e diferencidvel. Adicionalmente, a fungdo y deve

satisfazer as seguintes condicdes de contorno

4.3)

Portanto, alguns exemplos de problemas que buscam as fun¢des que minimizam ou ma-
ximizam funcionais sd@o: encontrar a menor distincia entre dois pontos de uma superficie,
a curva com a queda mais acentuada entre dois pontos e a superficie minima de revolucao
de uma drea (Weinstock, 1974). Neste trabalho, serd minimizado o funcional da equacao
governante dada por (3.50) e aplicar nela o método de Rayleigh-Ritz com as condi¢des de
contorno definidas em (3.51), (3.52) ou (3.53).

4.1.1 Lema fundamental do calculo variacional

O lema fundamental do cdlculo variacional expressa que se

/12 n(z)Y(x)de =0, 4.4)
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entao,
P(x) =0, emux; <z < xy, 4.5)

sendo 7(z) uma fung@o arbitrdria continua e diferencidvel, que satisfaz as seguintes condi-

coes de contorno

0
(4.6)
0.

Esse lema é provado por contradi¢do, dessa forma admitindo uma fungéo ¢ (x), que néo
satisfaz a equacdo (4.5) em z = (, em que z; < ( < x9. Por exemplo, seja 1(¢) > 0, entdo
como (x) é continua deve existir um intervalo, ao redor do ponto = = (, em que 1(x) seja
maior que zero (Weinstock, 1974). Portanto, no intervalo ¢ — h < o < ( + h, ¢¥(x) > 0,
desse modo, como 7(z) é uma fungdo arbitraria pode ser escolhido uma fungéo n(z) > 0
somente no intervalo ( — h < x < ¢ + h e igual a zero para os demais valores de x, como

mostrado na Figura 4.2. Por conseguinte,

)
/ n(x)(z)dz > 0, 4.7)
contradizendo a equag@o (4.4), essa expressdo somente € satisfeita para a fungéo n(z) esco-
lhida se ¢(z) = 0. O mesmo raciocinio pode ser aplicado para uma fung¢io ¢ (z) < 0, o que

prova o lema fundamental do cdlculo variacional.

7 C-h ¢ C+h E

Figura 4.2: Grafico de uma funcéo positiva de n(z) somente no intervalo ( —h < x < (+ h.
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4.1.2 Equacao de Euler-Lagrange

Considere uma familia de fungdes Y (), que sdo continuas e diferencidveis no intervalo

[x1, 2], essas fungdes podem ser parametrizadas por
Y(z) = y(x) + en(x), (4.8)

em que y(x) é a fun¢do que retorna um valor minimo do funcional /(Y"), € é um parimetro
que define as diferentes curvas de Y (x) e n(z) é uma fung@o arbitraria que satisfaz as condi-
¢oes de contorno mostradas na equagio (4.6). Dessa maneira, qualquer fungéo Y () satisfaz

as mesmas condi¢des de contorno de y(z), que serdo iguais a

(1)

I (
Y ()

y
y(

)

)= (4.9)
LUQ) =

Ya.

A Figura 4.3 compara a curva de uma fungio de Y'(z), com ¢ # 0, com a curva da fungio

y(x) que retorna um extremo do funcional, sendo esta definida quando e =0 .

> T

Figura 4.3: Caminho qualquer Y (z) e a fun¢@o y(x) que minimiza o funcional /.

Substituindo a expressdo (4.8) no funcional temos que

2 dy
I(e) = F Y,— | d 4.10
@[ F () dn @.10)
derivando esse funcional em relacdo ao parametro € e utilizando a regra da cadeia se obtém
a seguinte equagao
df 2 (OF Y  OF oY’
P - d 4.11
de / <8Y86+8Y’ ae> o 1D
dYy ay oYy’
em que Y’ = ——. Dessa forma, pela equacdo (4.8), — e serdo, respectivamente,
o dx Oe Oe
iguais a
aY
= 4.12
9 1 (4.12)
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o Ay
e dz T

(4.13)

entdo a equacgdo (4.11) se reduz a

I [ (9F  OF ,
& = /:r1 (a—yn+ 8Y’n) dz. (4.14)

Integrando o segundo termo dessa equag@o por parte teremos

2 9F , OF |* ©2.d (O0F
= — — 4.1
/Il 5y ay,nm /zl e (ay,)ndx, (4.15)
0 termo or " ¢ igual a zero, pois 7(x1) = n(xy) = 0. Assim fica igual a
3Y/77$1 g > POIS TI\X1) = N)(T2) = V. * de g

dl 21oF d [(0F
& S dz. 4.16
de /ac1 L()Y dz <(‘9Y’)] e (416)

Para encontrar a funcdo que minimiza esse funcional basta igualar a equacgdo (4.17) a zero

para € = 0. Isso faz com que Y (z) = y(x) para esse valor de €, portanto

df 21oF d (OF
— = — —— | = dz = 0. 4.17
..~ o (@) w1
Aplicando nessa equacdo o lema fundamental do cédlculo variacional se obtém a seguinte
expressao
orF d (OF
=) =0 4.18
oy (8y> 19

Essa é a equacdo diferencial de Euler-Lagrange. Por conseguinte, para uma funcdo y(x)

obter o valor minimo de um funcional / ela deve necessariamente satisfazer a equacdo (4.18),

) ) .odl . )
porém esta nao € uma condi¢do suficiente, pois o pode indicar um maximo ou uma
€

e=0

inflexdo do funcional /(¢) (Weinstock, 1974).

4.1.3 Funcional com duas variaveis independentes

O procedimento realizado na sec¢do anterior pode ser generalizado para um funcional
com duas varidveis independentes. Deste modo, de acordo com Komzsik (2009), para um

funcional /(w) dado por

Y2 X2
I(w) :/ / F (x,y,w,?—i,%—j) dx dy, (4.19)
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a equacdo diferencial de Euler-Lagrange que equivale a minimizar esse funcional € igual a

oF 0 OF 0 OF

- _ =z S 4.2
ow Ordw, Oyodw, (4.20)

em que w = w(x,y), com x pertencente ao intervalo [z, 23] e y estd contido em [y;, yo]| €

w  Ow . .
w, € w, a0 iguais, respectivamente, a —— 5 e E Esse resultado pode ser obtido de maneira
Z Y

andloga ao funcional com uma varidvel independente, assim pode ser definida uma familia

de fung¢des W (z,y) dada por
Wiz, y) = w(z,y) + en(z,y), (4.21)

em que w(z,y) é a fungdo que minimiza o funcional dado pela equagdo (4.19) e € e n(x, y)
tem os mesmos significados para o caso do funcional com apenas uma variavel independente.
Dessa forma, substituindo a equag@o (4.21) na equagio (4.19), temos que o funcional (w)

se torna uma fun¢do do parametro €, ou seja,

Y2 T2
:/ / F(z,y, W,W,,W,)dz dy, (4.22)
Y1 x1
em que W, e W, sdo iguais a
w, = W (4.23)
ox
) ow
W, = —. 4.24
"=y (4.24)
Derivando essa equacdo em relac@o a ¢ e utilizando a regra da cadeia esta equacao ficara
igual a
oF0Z  OF oW, OF oW,
= drd 4.25
// (azae oW, o oW, ae)‘”y (425)
Os termos 0 Y sdo iguais a
e’ 06 € &
ow
A 4.26
5c = 1@:y), (4.26)
oW,  On
= — = 4.27
Oe or " (4.27)
© ow, o
Yy Ui
S . 4.28
Oe oy My ( )
Substituindo esses termos na equacao (4.25) teremos
dl vz 2 OF OF OF
— = — — M+ —— dz dy. 4.29
; /y / <8Wn+8WIn +awyny> i (429)
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O teorema de Green estabelece a seguinte relacao

0 oP
%Qdijde:// 9@ _ 9P\ 44 (4.30)
or Oy
c A
em que C serd a fronteira do dominio A e este, por sua vez, é definido por [z1, x2]| X [y1, y2].
oF oF
P f: P =
ortanto, fazendo o, o temos que
oF OF 0 ( OF 0 ( OF
= — — dA. 4.31
aw, aw, // {ax (awﬁ) T oy (8Wyn>} @D
o D

Dessa forma, efetuando a regra da cadeia nos termos a esquerda desta equacao e realizando

algumas manipulagdes € possivel obter a seguinte expressao

/” /”32 OF n OF B OF _ OF
o S N, aw, ) TP aw, aw,
c
V2 (72 (0 OF 0 oF
- — — dzdy. 4.32
/yl / (axawﬁayawy)” wdy. (G:32)
Como a fungdo 7(x, y) serd nula na fronteira do dominio, o termo or
e,y ,
J oW, ow,

¢ igual a zero. Assim, a equagao (4.32) se reduz a

v 2 8F Y2 a 8F 8 @F
/yl / (8Wx"$ > / / ((9x8W ayaWy>ndwdy- (4.33)

Portanto, substituindo esta expressdo na equagdo (4.29) obtemos

2o 9 9 9F 9 OF
_/yl /x (8W oz OW, ayaw>”d“fdyv (4.34)

igualando essa equacdo a zero para € = () temos

wormQF 9 OF 9 OF

Por conseguinte, aplicando o lema fundamental do cédlculo variacional se obtém a equacgdo
(4.20).

4.1.4 Formulacao variacional da equacao de Poisson

Em alguns problemas é vantajoso obter o funcional de uma equacgdo diferencial para
resolver um problema. Por exemplo, no método de Rayleigh-Ritz é obtido uma solucdo
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aproximada de uma equacao diferencial, com condi¢des de contorno definidas, minimizando
o funcional desta equacdo. Assim, € possivel obter a formulacdo variacioanal para equagdes

diferenciais que presentam operadores lineares, auto-adjuntos e positivos (Komzsik, 2009).

A equagdo de Poisson bidimensional, que € definida por

Pw 0w
2, _ _
em que f(z,y) é um termo de fonte, satisfaz as condi¢oes para que exista sua formulagéo va-
riacional. Deste modo, de acordo com Komzsik (2009), a formulacdo variacional da equacao

de Poisson é dada por

_ // (w? + w? + 2wf) dA. “37)
A

Esse resultado pode ser demonstrado obtendo a equagdo de Euler-Lagrange que equivale a

minimizar esse funcional. Dessa forma, sendo F'igual a

F=wl+w., +2uwf, (4.38)

oF 0 (9F 0 OF
ow’ dx dw, aya

0s termos — da equacio (4.20), para esse caso, serdo iguais a

g—i = a%(wg +w) +2wf) = 2f, (4.39)

T T AR L

e %gi_%gi(w +w? 4 2wf) = 88—“;—2% (4.41)
Portanto, a equagdo de Euler-Lagrange para o funcional da equagdo (4.37) € igual a

2f — 2(;2? = 2% =0, (4.42)

colocando o 2 em evidéncia e separando o termo de fonte do operador diferencial essa equa-
cdo se torna a equacdo de Poisson dada por (4.36). Por conseguinte, a equacdo (4.37) € a

formulacdo variacional da equacdo de Poisson bidimensional.

4.2 Método Rayleigh-Ritz

O método de Rayleigh-Ritz ¢ um método de aproximacao direta que consiste em obter
um valor aproximado de uma fungao a partir da minimizagao de sua formulagao variacional.

Dessa forma, considerando uma fun¢do w, que satisfaz a equagido de Poisson no dominio A,
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esta fungdo pode ser aproximada por
N
W= o+ > aipi, (4.43)
i=1

em que w € a solucdo aproximada de w, ¢y é uma funcdo que satisfaz as condi¢oes de
contorno nao homogéneas, ¢; sao as fungdes base que satisfazem as condi¢des de contorno
homogéneas e sdo linearmente independentes, a; sdo constantes chamadas de coeficientes de
Ritz e /V serd o nimero de coeficientes a; e funcdes ¢; utilizadas para encontrar uma solugdo

aproximada.

Para o caso em que a condi¢do de contorno no dominio € de w = 0, e ndo ha condi¢cdes
de contorno ndo homogéneas, temos
Po = 0. (4.44)

As fungdes base ¢; podem ser escritas, em coordenadas cartesianas, como

¢ = (bc (17 x? y7 x27 :Cyu y27 x?’? :C2y7 xz/z? y37 A ')7 (4'45)

em que ¢. € uma funcdo que satisfaz a condi¢do de contorno homogénea e
(1,2,y, 2%, zy, y?, 23, 2%y, xy?, 9>, . . .) sdo fungdes polinomiais linearmente independentes
e a quantidade de componentes desse vetor ird ser igual ao valor de N, que pode ser igual
apenas a nimeros triangulares', ou seja, igual a 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28 e assim por diante.
Entdo, para N = 15 a solugdo de w(x, y) é aproximada por

15

@:Zaicﬁi:(b(al+a2x—|—a3y+a4x2+a5xy+a6y2
i=1

+ar 2 + ag %y + ag vy + aro y* + ay ot

+ ao x3y + a3 :v2y2 + aqy :E3y + a15y4). (4.46)

As derivadas em relacdo a x e y de w serdo iguais a

0T <~ I

Frip3 aig (4.47)
© N

O 8;

— = a——. 4.4

3y a; dy (4.43)

i=1

Assim, substituindo essa equagdo na formulacdo variacional da equacao de Poisson € obtida

N
'O N-ésimo ndmero triangular é dado por < 9 ) .
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a seguinte expressao

o |5

Derivando este funcional em relac@o aos coeficientes a;, obtemos a seguinte equacao

0¢; 0¢;  0¢; 09;
8az _2//[ <8x Fr 8y8_yj)+¢if

igualando a equagdo acima a zero, € obtido o seguinte sistema de equagdes lineares

N

N
a@) .\ <Z . a@) s Z wif | ddy. (4.49)

=1

dz dy, (4.50)

N
j=1
em que os componentes da matriz I' sdo dados por
9¢i 3% 09; 09;
I — | dzd 4.52
i // ( Or Ox 3y Jy v (4.52)

e os componentes do vetor A sdo obtidos por

- Z/ o f dzdy. (4.53)

O vetor a, que tem como componentes os coeficientes de Ritz, € obtido resolvendo o sistema

linear dado pela equagdo (4.51), desse modo
a=T""A, (4.54)

em que I'"! é a matriz inversa de T.

4.3 Aplicacao no modelo

O escoamento laminar no duto triangular mostrado na Figura 3.2 € modelado, na forma
adimensional, pela equacao (3.50) com as condi¢des de contorno dadas por (3.51). Entdo, a

formulacdo variacional desse problema sera dada por

2 2
:// [(%) + (08_2]) —2w] dxdy, (4.55)
A

pois, neste caso, f éiguala —1.
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4.3.1 Mudanca de coordenadas

Para simplificar os calculos, serd utilizada a mudanga de coordenadas proposta por Singh
e Saxena (1996). Nesta transformacdo de coordenadas, um tridngulo arbitririo definido, em
coordenadas cartesianas, no dominio A se torna um tridngulo retdngulo com ambos os lados
dos catetos iguais a 1 no dominio R para o sistema de coordenadas (£,7). A Figura 4.4

mostra o tridngulo em coordenadas cartesianas e no sistema de coordenadas (£, 7).

) n
(cos @, send) Lo
(1) A (2) —_— (1) R 2
0 — o a — ¢
(0,0) (3) (6,0) (0,0) ®3) (1,0)

Figura 4.4: Tridngulo no dominio (x,y) e (£, 7).

Em termos das coordenas £ e 7, x e y podem ser escritos como

x = 0§ +ncosb (4.56)

e
y = nsenb. (4.57)

Alternativamente, .

£= 5 (x —ycot ) (4.58)

e
n=—2 (4.59)

sen 0

Neste novo sistema de coordenadas, as equacdes dos lados (1), (2) e (3) serdo dadas,

respectivamente, por

£=0, (4.60)
1—¢—n=0 4.61)

€
n = 0. (4.62)

Essas equagdes valem para qualquer tridngulo definido por ¢ e 6, sendo isso uma vantagem
do sistemas de coordenadas (&, 7), pois, em coordenadas cartesianas, as equagdes mudam

quando o triangulo € retangulo, como foi discutido na Sec¢do 3.6.
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O Jacobiano J(&,n) dessa transformag@o é dado por

or oo
o5 In
J(&n) = , 4.63
(&n) o oy (4.63)
o5 On
em que
ox
— =90 4.64
o€ : (4.64)
(9_1; = cos b, (4.65)
on
dy
—= = 4.
o€ 0 (4.66)
© )
9 _ sen §. (4.67)
on
Logo, o Jacobiano serd igual a
6 cosf
J(&n) = = dsenf. (4.68)
0 senf

g 0
As derivadas — e — podem ser escritas em fungdo de £ e 1 pelas seguintes equagdes

or 0Oy

(4.69)

9 909 0oy  cothd 1 D

gy 0cay amay 6 € semboy

(4.70)

4.3.2 Aplicacao do método de Rayleigh-Ritz

Sera aplicado o método de Rayleigh-Ritz para o sistema de coordenadas definido por
(&,1m), dessa forma as fungdes base ¢; sdo dadas por

b= (1,608,078, 8,0 0%, .., (4.71)

em que ¢, serd a funcdo que automaticamente satisfaz a condi¢cao de ndo deslizamento nas

paredes do duto, portanto ¢. pode ser igual a

$e=En(1=E—n). (4.72)
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Esta expressdo € o produto das equagdes (4.60), (4.61) e (4.62), que definem os lados do
tridngulo no sistema de coordenadas (&, 7). Entdo, uma aproximagao w do campo de veloci-
dade, para N = 15, € dada por

15

W(Em) =Y agi =En(1—&—n) (a1 +a2€ +asn+as & + a5 &n

=1
+agn® + a7 & + ag &1+ ag £n® + ao n®
+ay M a0+ a0 + a1 En + aisn?). (4.73)

Neste sistema de coordenadas, as componentes da matriz I' podem ser obtidas em fungao
de £ e n utilizando as equagdes (4.69) e (4.70) na equacdo (4.52), desse modo

y 0 1-¢ 1 (9¢Z 8¢] 1 8¢z cot 6 8@
Lij = osen / / {(52 (85 85) (sen@ on S 05)
1 0¢; cotfdo;
(Sen0 on 8 O¢ )] ddg .74

e as componentes do vetor A serdo dadas, em func¢do de £ e ), por

1 pl-¢
A, = 6sen9/ / ¢; dn d€, (4.75)
o Jo

em que ¢; € obtido pela equacdo (4.71). Assim, os coeficientes de Ritz sdo obtidos pela

equacio (4.54), utilizando as equacdes (5.13) e (4.75) para obter I e A.

4.3.3 Calculo da vazao e do fRe

A vazdo volumétrica pode ser determinada substituindo w na equagdo (3.23). Deste

modo, uma vazio aproximada () pode ser obtida por

= 5sen0/ / w(&,n)dndE. (4.76)
Substituindo a equagdo (4.73) nesta expressao temos
N 1 pl—¢ N
Q=9 sen@/ / Z a;¢; dn d§, 4.77)
0 JO =1
como os coeficientes a; sdo constantes eles saem da integral dupla, logo
N N 1 pl-¢
Q=) aidsend / / ¢; dn d€. (4.78)
i=1 0 Jo
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1 1€
Dessa forma, como A; = d sen 6 / ¢; dn dé&, a vazdo volumétrica pode ser obtida em

0 .Jo
fungdo apenas dos coeficientes de Ritz e do vetor A, portanto

N
i=1
Assim, o pardmetro fRe serd dado por
8A3
fRe = —, (4.80)
P2Q

em que a area A e o perimetro molhado P sdo obtidos no sistema de coordenadas cartesianos,

pelas equacgdes (3.39) e (3.41), respectivamente.
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Capitulo 5
Implementacao numérica

Este capitlo aborda como foi realizada a implementagdo numérica do método de
Rayleigh-Ritz para resolver o escoamento em um duto triangular. Deste modo, serd dis-
cutido como foram feitas as construg¢des das funcdes base ¢; e suas derivadas, do vetor A e
da matriz I'. Ademais, serd mostrado como foi calculado os coeficientes de Ritz «a; e efetu-
ado a obtenc¢do dos resultados, que incluem a vazao @ e o fRe. Por tltimo, serd efetuada
a validacdo numérica desse método, por meio do cdlculo do f¥ para os dutos com segio
transversal retangular, losangular e para tridangulos que apresentam solucdes exatas, que sdao
o equilatero, retangular isésceles e o 30° — 60° — 90°.

5.1 Implementaciao numérica

Para a implementacdo do método de Rayleigh-Ritz, um c6digo foi desenvolvido na lin-
guagem de programacgdo Python. Dessa forma, o cédigo foi estruturado em 4 funcdes, e cada

uma delas serd discutida nas se¢des a seguir.

De modo de ter o uso mais eficientes, serdo importadas bibliotecas que ja estdo prontas.
Assim, os médulos utilizados estdo mostrados na Listagem 5.1. O médulo numpy € utilizado
para efetuar operagdes numéricas, como construgdo de vetores, matrizes, calculo de fungdes
trigonométricas, entre outros. Da biblioteca scipy, foi importado dois médulos, o primeiro
scipy.integrate efetuard o calculo numérico das integrais para determinar o vetor A e a matriz
I'. ja o médulo scipy.linalg serd usado para resolver o sistema linear da equacgdo (4.54), e
desse modo, encontrar os coeficientes de Ritz. Por fim, sympy é um mddulo de linguagem
matematica simbdlica e sua principal funcao neste cédigo € calcular as derivadas das fungdes
base em relacdo a £ e 7).

import numpy as np

import scipy.integrate

import scipy.linalg

from sympy import diff , lambdify , symbols, zeros

Listagem 5.1: Cddigo das bibliotecas importadas.
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5.1.1 Construcao das func¢oes base ¢; e suas derivadas

A primeira func¢do do cédigo tem como objetivo a construcao das funcgdes base ¢ e das
derivadas 8_5 e a Nessa funcdo, as fungdes base sdo construidas na forma de uma matriz
n

quadrada n X n, em que n é um dos pardmetros de entrada da funcdo, juntamente com a

razdo de aspecto ¢ do tridngulo e o angulo de abertura 6.

Assim, a matriz das fun¢des base com n linhas e n colunas terd a seguinte forma

1
§ 1
=1 ¢ & P , (5.1)
I gn—l Sn—Qn 51@—3772 o 77n—l |

em que os espagos em branco s@o valores nulos e a primeira linha tem indice zero como € uti-
lizado em Python. Portanto, para n = 2 serd construido uma fun¢ao base com 3 coeficientes

de Ritz. Deste modo, a Listagem 5.2 mostra estd primeira parte dessa fungdo.

def vetor_phi(n, delta, theta):
# n =2 —> a_l + a_2%x + a_3=xy
# n =3 —> a_ 1l + a_2%x + a_3%y + a_4*xx*%2 + a_S*xx*xy + a_6xyxx2
# retorna —> (phi, phi_x, phi_y)

xi, eta = symbols(’xi eta’)
phi = zeros(n, n)

c =1

for i in range (0, n):
k =i
for j in range (0, c):
phi[i, j] = xixxk % etasx]
k =k -1
c += 1

Listagem 5.2: Primeira parte do c6digo da funcao de contrucdo das funcdes base.

Em seguida, os valores dessa matriz sao colocados na forma de lista, de modo que cada

func¢do base seja um termo dessa lista. E nessa lista, € aplicada a equacdo (4.72) que garante
a condi¢do de ndo deslizamento nas paredes do tridngulo. Essa parte da fun¢do estd mostrada
na Listagem 5.3.

N =0 # numero de coeficientes de Ritz utilizados.
for i in range(l, n+1):
N += i
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phi_lista = [0]=N
c =0
for i in range (0, n):
c+=1
for j in range (0, c):
phi_lista[k] = phi[i, j]
k+=1

# Aplicacao de phi_c
phi_c = xixetax(l — xi — eta)
for i in range (0, N):
phi_lista[i] = phi_lista[i]*phi_c

Listagem 5.3: Segunda parte do c6digo da funcao de contrucdo das funcdes base.

A terceira e ultima parte dessa func@o consiste na determinacdo das derivadas de cada
uma das funcdes base em relacdo a & e 7). Para isso, serd utilizado a func¢ao diff da biblioteca
sympy para realizar os calculos dessas derivadas. Essa funcdo apresenta dois pardmetros de
entrada, o primeiro indica qual expressdo deve ser derivada e o segundo designa em relacao
a qual incognita deve ser realizada essa operagdo. Além disso, para ¢ e suas derivadas é
utilizado a fungdo lambdify, também da biblioteca sympy, para transformar cada expressdao
simbdlica em uma funcao do Python. Isso € feito para que seja possivel realizar os cdlculos
numeéricos das integrais de forma eficiente. Assim, a dltima parte dessa func¢ao estd mostrada
na Listagem 5.4.

# Derivada de phi em relacao a xi e eta
phi_xi = [lambdify ([xi, eta], (1/delta)=diff(phi_lista[i], xi)) for i
in range (0, N)]
phi_eta = [lambdify ([xi, eta], (1/np.sin(theta))sdiff(phi_lista[i],
eta) — (1 / (np.tan(theta)=xdelta))xdiff(phi_lista[i], xi) ) for i
in range (0, N)]

phi_lista = [lambdify ([xi, eta], phi_lista[i]) for i in range (0, N)]

return (phi_lista, phi_xi, phi_eta)

Listagem 5.4: Terceira parte do codigo da funcao de contrugdo das funcdes base.

5.1.2 Construcao do vetor A;

A fun¢@o que realiza a construcido do vetor A recebe como parametros de entrada as
funcdes base ¢, calculadas na funcdo discutida na Subsecdo 5.1.1, a razdo de aspecto
e o angulo de abertura f. Primeiramente, foi criado uma varidvel Lambda como lista de
zeros com o mesmo comprimento de ¢. Posteriormente, foi realizado o cdlculo da equagao
(4.75), assim, para os cdlculos das integrais foi utilizado a funcdo scipy.integrate.dblquad.
Essa funcao ¢é utilizada para o célculo de integrais duplas, e ela tem cinco parametros de

entrada, sendo o primeiro a fun¢ao que deve ser integrada e os demais indicam os limites de
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integracdo. Como retorno, essa funcio apresenta uma tupla, em que o primeiro termo € o
valor da integral calculado e o segunda é uma suposi¢ao do erro cometido. Essa fun¢do esta
na Listagem 5.5.

def vetor_Lambda(phi, delta, theta):
# phi — vetor_phi()[0]

Lambda = np.zeros(len(phi), float)

for i in range (0, len(phi)):
¢ = scipy.integrate.dblquad(phi[i], O, 1, O, lambda eta: 1 — eta)
Lambda[i] = deltaxnp.sin(theta)=c[0]

return Lambda

Listagem 5.5: Cédigo da funcdo de contrugdo do vetor A.

5.1.3 Contruc¢iao da matriz I';;

A listagem 5.6 mostra como implementado a equagdo (5.13), que determina os compo-
nentes da matriz I'. Essa func@o tem os mesmos parametros de entrada que a fungdo de
constru¢do do vetor A, com a adicdo de das listas com as derivadas de ¢ em relagdo a &
e 1. Assim, o cdlculo das integrais sdo similares daquelas realizados para A. A diferenca
reside no integrando, que para o caso de I'' é o integrando da equacdo (5.13). No cédigo, esse
integrando € representado pela varidvel g.
def matriz_Gamma (phi, phi_xi, phi_eta, delta, theta):

# phi — vetor_phi[0]
# phi_x — vetor_phi[l]
# phi_y — vetor_phi[2]

Gamma = np.zeros ((len(phi), len(phi)), float)
for i in range (0, len(phi)):
for j in range (0, len(phi)):
g_1 = phi_xi[i]

g2 = phi_xi[j]
g 3 = phi_eta[i]
g 4 = phi_eta[j]
g = lambda x, y: g_1(x, y)*g_2(x, y) + g_3(x, y)*g_4(x, y)

d = scipy.integrate .dblquad(g, 0, 1, 0, lambda eta: l-eta)
Gammal[i, j] = deltasxnp.sin(theta)*d[0]

return Gamma

Listagem 5.6: Codigo da fun¢ao de contrucdo da matriz I'.
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5.1.4 Obtencao dos resultados

A fungdo resultados, mostrada na Listagem 5.7, retorna o valor do fRe, da vazdo @, a
razao entre a velocidade méaxima (w) e a velocidade média (Um), a area A e o perimetro P
de um tridngulo definido por 0 e 6. Dessa forma, esta fungcdo tem como valores de entrada

esses parametros e o nimero de linhas e colunas n da matriz para construcao de ¢.

Para a determinacdo dos coeficientes de Ritz foi utilizado a func¢do scipy.linalg.solve
para resolver o sistema linear dado pela equacdo (4.54). O célculo da vazao e do fRe foi a
implementagdo das equacdes (4.79) e (4.80), respectivamente. As equagdes (3.39) e (3.41)
foram a utilizadas para o cdlculo da 4rea e do perimetro molhado do tridngulo. A velocidade
média foi obtida realizando a razio entre a vazdo e a area. E a velocidade maxima foi obtida
calculando a velocidade de forma discreta em uma malha de 200 x 200 pontos.

def resultados(n, delta, theta):
# Retorna o fRe de um triangulo com parametros delta e theta

# Funcao base e suas derivadas

phi = vetor_phi(n, delta, theta)[O]
phi_x = vetor_phi(n, delta, theta)[l]
phi_y = vetor_phi(n, delta, theta)([2]

# Vetor Lambda

Lambda = vetor_Lambda(phi, delta, theta)

# Matriz Gamma

Gamma = matriz_Gamma (phi, phi_x, phi_y, delta, theta)

# Coeficientes de Ritz

a = scipy.linalg.solve (Gamma, Lambda)
# Vazao
Q=20

for i in range (0, len(phi)):
Q += a[i]xLambdali]

# Area do triangulo

A = np.sin(theta)=xdelta / 2

# Perimetro

a = delta

e = I

b = np.sqrt(a**2 + c*%x2 — 2xaxcxnp.cos(theta))
P=a+b+c

# fRe

fRe = 8x(A%x3) / ((Pxx2)*Q)

# Velocidade media
umed =Q / A
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48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

# velocidade

n_1 = 200 # Numero de pontos
xi = np.linspace (0, 1, n_1)

eta = np.linspace (0, 1, n_1)
w_matriz = np.zeros ((n_1, n_1))

soma = 0
for i in range (0, n_1):
for j in range (0, n_1):
if xi[j] <= l-eta[i]:
soma = 0
for k in range (0, len(phi)):

s = phi[k]
soma = soma + a[k]xs(xi[j], eta[i])
w_matriz[i, j] = soma

w_max = np.amax(w_matriz)

# razao vel _max / vel_med

r = w_max / u_med

return (fRe, Q, r, A, P)

Listagem 5.7: Cédigo da fungdo que cdlcula a vazdo e o fRe.

O cé6digo completo desta implementacdo estd no Apéndice A.

5.2 Validac¢ao numérica

5.2.1 Duto retangular

Para a geometria retangular serd considerado um retangulo com lados iguais a 2a e 20,
como mostrado na Figura 5.1a. Dessa forma, o comprimento referéncia considerado para
essa geometria serd o lado com comprimento igual a 2a e a velocidade de referéncia W sera
igual a ,

W = M. (5.2)
L
Portanto, com essas varidveis de referéncia a equacdo governante do problema se reduz a

equacdo (3.50). Além disso, pode ser definido a razdo de aspecto « da seguinte forma

%

=5y (5.3)

(67
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As condi¢des de contorno sdo dadas por

=0, para0<z* <1,
=0, para0 <y* <q,

(

( 5.4)
*(x*,a) =0, para0 < z* <1,

(

y*,0) =0, para0<y* <aq,

em que w*, z* e y* sdo varidveis adimensionais. A Figura 5.1b mostra essa se¢do transversal
na forma adimensional.

(0, 2b) (2a,20) (0, ) (1,0)

(0,0) @0 (0,0 1,0,
(a) (b)

Figura 5.1: (a) Retangulo na forma dimensional; (b) Retangulo na forma adimensional.

Nesta geometria, as funcdes base ¢; serdo iguais a

¢ =zy(z—1)(y —a)(1,z,y, 2% 2y, y*, 2%, 2%y, 29?95, . . ). (5.5)

A matriz I' e o vetor A serdo dados, respectivamente, por

i (%J 0¢; 0¢;
T, = //<8x o aya—y)dxdy (5.6)

« 1
A = / / ¢; dxdy. 5.7
0o Jo

A Figura 5.2 compara os valores de f Re pelo método de Rayleigh-Ritz e os da Tabela 42

de Shah e London (1978) em func¢ao da razao de aspecto, mostrando que ambos os resultados
sdo muito préoximos. Em termos de perfil, é possivel notar que o fRe diminui a medida que
se aumenta a razdo de aspecto, logo para os casos analisados o quadrado (« = 1) apresenta

a menor queda de pressao.
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. - == Shah e London (1978)
23 % 7

2 |

20 e, |

fRe 19| o .
18| . |

16 | |
15 R .

14 - 5

Figura 5.2: Comparagdo entre o f Re para duto retangular calculado neste trabalho com o
retirado da Tabela 42 de Shah e London (1978).

5.2.2 Duto losangular

Por definicao, losango € um quadrildtero com todos os lados iguais, portanto o compri-
mento de referéncia considerado serd o lado com comprimento a do losango. O angulo v é o
angulo de abertura do losango. Assim, as Figura 5.3a e 5.3b mostram, respectivamente, essa
secdo transversal dimensional e adimensional. Para o dltimo caso, as condi¢des de contorno

serdo iguais a

z*,x*) =0, para 0 < z* < 1,

1) =0, para cosy < z* < 1+ cos"y, 5.8
¥, tany(z* — 1)) =0, paral <z* <1+ cosv, .

z*,0) =0, para0 < z* < 1.

Para aplicar o método de Rayleigh-Ritz no losango, serd utilizado uma mudanca de co-
ordenadas semelhante a mostrada na Subsecdo 4.3.1. Desse modo, o losango se torna um

quadrado de lados 1 no sistema de coordenadas (£, 7), em que essas coordenadas sdo dadas

por
[ (5.9)
tan vy
€
n=—_. (5.10)
sen 7y
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Figura 5.3: (a) Losango na forma dimensional; (b) Losango na forma adimensional.

O jacobiano dessa transformacao € igual a

J(&,m) =seny. (5.11)

Assim, as funcdes base nesse sistema de coordenadas sdo dadas por

¢ = 577(5 - 1)(” - 1) (17’57 77752757777727537 £2777 57]277737 . ) (512)

Por conseguinte, a matriz I' e o vetor A s@o iguais a

_ L0 0¢,; 1 3¢ 0
Fij_sem/o /0 Kaé 3_§j> - (Senv an _COWQE)

L 0% i~,9%
(sen7 an cot y r )] dnd¢ (5.13)
© 1l
A = sen’y/ / ¢; d&dn. (5.14)
o Jo

A Figura 5.4 compara os resultados obtidos de f Re para o losango a paritr do método
de Rayleigh-Ritz e os da Tabela 73 de Shah e London (1978). A discrepancia maxima entre
os dois resultados foi de 1,27%, e essa diferenga ocorreu para v = 10°. Dessa forma, esse
parametro aumenta a medida que se aumenta o angulo de abertura 7, em que o valor maximo

€ encontrado para v = 90° que € um quadrado.
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Figura 5.4: Comparagdo entre o f Re para o duto losangular calculado neste trabalho com o
retirado da tabela 73 de Shah e London (1978).

5.2.3 Duto triangular

Como apresentado na Secdo 2.1, existem solucOes exatas para o escoamento laminar em
dutos triangulares para os tridngulos equildtero, retangulo isésceles e 30° — 60° — 90°. Dessa
forma, para validar o cédigo discutido na secdo anterior, serd calculado os valores de fRe
para esses tridngulos e eles serdo comparados com as solucdes pressentes na literatura para

0S respectivos casos.

5.2.3.1 Triangulo equilatero

Para um triangulo equilétero de lado ¢, segundo Lekner (2007), o campo de velocidade
(w(z,y)) que satisfaz a equagdo (3.18) com as condi¢des de contorno dadas em (3.19), é

dado em coordenadas cartesianas por

w(x,y):\;—fg ly(va%—g) <I—%+g):| (5.15)

em que a expressao y <x + % — g) (x — % + g) € o produto das equagdes dos lados

do triangulo equildtero. Neste caso, a origem do sistema de coordenadas estd no centro da
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base do tridngulo. A vazdo volumétrica serd dada pela seguinte equacao

_\/§a4 G
Q=" (;) (5.16)

Utilizando as varidveis adimensionais propostas na equagao (3.32), as equagdes (5.15) e

(5.16) se reduzem a

3 | |
w* (", y") = \/7_ [y <:v + \y/g — 5) (:c Yy —)] (5.17)

V3

*

= —. 5.18
Q 390 (5.18)
Para o tridngulo equilatero a sua drea e seu perimetro nas formas adimensionais serdo dadas,

respectivamente, por

A* = \/Tg (5.19)

P*=3. (5.20)

Portanto, pela equacgao (3.38) temos que o fRe exato para o tridngulo equildtero € igual a

40
fReexato = 3 = 13,333. (5.21)

No modelo proposto no Capitulo 3, o tridngulo equildtero € obtido usando a razdo de
aspecto & = 1 e o angulo de abertura § = 60°. Assim, o fRe calculado pelo método de
Rayleigh-Ritz, convergiu para solucdo exata para apenas 1 coeficiente de Ritz (N = 1). O
valor computado deste coeficiente foi de a; = 0,75. Portanto, o campo de velocidade obtido

por esse método para o triangulo equilétero serd igual a

w(&,m) =0,75&n(1 — & —n). (5.22)

Pelas equacgdes (4.58) e (4.59), este campo de velocidade pode ser escrito em coordenadas

W(z,y) = ? [y <x — %) (1 —z— %)} . (5.23)

A diferenca entre as equacdes (5.15) e (5.23) € a posi¢do da origem do sistema de coor-

cartesianas como

denadas. Na segunda equacdo o sistema de coordenadas estd posicionado como mostrado na
Figura (3.2). A Figura 5.5 compara os contornos de velocidade obtidos a partir do método
de Rayleigh-Ritz (Figura 5.5a) com os obtidos por Lekner (2007) (Figura 5.5b). Em ambas
as figuras, estdo mostradas as curvas de 0,1 até 0,9 vezes a velocidade maxima, com um

incremento de 0,1 para cada curva.
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(a) (b)

Figura 5.5: Contornos de velocidade constantes para o tridngulo equilétero. (a) Este trabalho;
(b) Lekner (2007).

5.2.3.2 Triangulo retangulo isdsceles

De acordo com Jog (2015), o perfil de velocidade adimensional para o tridngulo retangulo
is6sceles € dado por

1 o0
w(z,y) = éq:(y —z)+ Z A, (sen mmx senh mmy — sen mmy senhmmx),  (5.24)
m=1

em que o comprimento de referéncia que foi utilizado para adimensionalizar essa equacao é
a dimensdo b mostrada na Figura 5.6.

Y

7

m

Figura 5.6: Tridngulo retangulo isdsceles. Retirado de Jog (2015).
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A equacdo (5.24) satisfaz automaticamente a equacdo governante (3.50) e as condi¢cdes
de ndo deslizamento para z = 0 e x = y. Desse modo, os coeficientes A,, serdo determina-

dos a partir da condi¢ao de ndo deslizamento em y = 1. Portanto, nesta parede temos que

w(z,1) =0, (5.25)
logo
. 1
Z A,, sen mrr senh mm = §x(x —1). (5.26)
m=1

Multiplicando ambos os lados desta equagdo por sen nmz, em que n € um ndmero inteiro

qualquer maior que zero, e realizando a integragdo em x teremos

oo 1 1 1
Z A, senh mm / senmmx sennmx dr = / 53:(3: — 1)sennmz dz. (5.27)
0 0

m=1

1
Pela ortogonalidade das funcdes senos, a integral / sen mmx sennmx dr serd igual a
0

1 0, m # 0,
/ senmmrsennrrdr = ¢ (5.28)

0 - m=n.

2
'
E a integral / §x(x — 1)sennmx dx é igual a
0

' (-1)" -1

/0 §x(x — 1)sennrxdr = B (5.29)

Entéo os coeficientes A,, serdo dados por

(G E)

= —=—"""7 5.30
n373 senh mn (5-30)
Substituindo essa expressdo na equagado (5.24) o campo de velocidade serd dado por
1 2 w— (-1)m—1
w(z,y) = éx(y —x)+ = mz::l m (sen mmx senh mmy — sen mmy senh mnx)
(5.31)

Assim, a vazao volumétrica para o triangulo isésceles reto serd dada por

1,1
Q:/ / w(z,y) dydz. (5.32)
0 T

Substituindo a equacdo (5.24) na equagdo acima teremos que a vazao € obtida pela seguinte
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expressao

1 2 = ((—=1)™ = 1)(coshmm — (—1)™)
Q= R mZZI . (5.33)

md senh mm

Pela Figura 5.6, a drea e o perimetro molhado para este tipo de tridngulo serdo dados
respectivamente por
A=05 (5.34)

P=1+2. (5.35)

Portanto, utilizando a equag@o (3.38) 0 fReqxa para esta geometria serd igual a
fReexato = 13,15256155. (5.36)

Esta expressdo diverge daquela reportada por Shah e London (1978). Dessa forma, o valor
dado pela equacgdo (5.36) inédito na literatura.

Desse modo, para aplicar o método de Rayleigh-Ritz neste tridngulo, § = 45° e § =
cos 45°. Assim, na Tabela 5.1 estdo contidos os valores calculados para o fRe para 3 até 120
coeficientes de Ritz. Além disso, essa tabela mostra o erro relativo entre o valor calculado do
fRe pelo método de Rayleigh-Ritz e o valor exato dado pela equagdo (5.36). Por meio dessa
tabela, € possivel verificar a convergéncia do método de Rayleigh-Ritz, pois a medida que se
aumenta o nimero de coeficientes de Ritz, a solu¢do aproximada se torna mais préxima da

exata. Os erros mostrados na Tabela 5.1 foram obtidos pela seguinte expressao

fReexato - fRe

1 . 5.37
fReexato 8 00% ( )
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Tabela 5.1: Andlise de convergéncia do método de Rayleigh-Ritz para o tridngulo retangulo
1sOsceles.

N fRe Erro (%)
3 13,235621 0,6

6 13,164918 0,09

10 13,155801 0,02

15 13,153554 0,007

21 13,152920 0,002

28 13,152706 0,001

36 13,152626 0,0004
45 13,152592 0,0002
55 13,152577 0,0001
66 13,152570 6 x 107°
78 13,152566 3 x 107
91 13,152564 2 % 1077
105 13,152563 1x107°
120 13,152562 5x 1076

5.2.3.3 Triangulo 30° — 60° — 90°

O campo de velocidade adimensional obtido a partir do trabalho de Hay (1939) é dado

por
— 2 2
wley) = LI
_ % mZﬂXm sen mmw {G(y) + cosh [mw (y — ?)] } , (5.38)
onde

—(=1)"2" v/3senhmmy, param impar
Gly) = (5.39)

(—1) 2 coshmmy, param par

(~1"*

(5.40)

Xm =
m
m3 (cos E3 + cosh

mmv/3 '
2
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Algumas manipula¢des matemética foram feitas na equagdo dada por Hay (1939), com
o intuito de simplificar a expressdo. A Figura 5.7 mostra um esquema do tridngulo utilizado

por Hay (1939), em que a € a dimensdo utilizada para adimensionalizar a equagao.

30° ]

Figura 5.7: Tridngulo 30° — 60° — 90°.

Integrando a equagdo (5.38), temos que a vazao volumétrica serd obtida por

W3 1 &
@ = 1080 _ﬁmzzlxm

41" Sinh<mﬁ\/§> =3 (=" Sinh(m“‘/g> + cosh(m”\/g>

2 6 2
2 )

H(y) — (5.41)

4dm

em que X, € dado pela equagdo (5.40) e

(—1)"" V3 [3 (—1)™ cosh(%) A"+ 1]

H(y) = 2m? "
3(-1)% sinh(”m\/g)
— , para m par.

(5.42)
Devido as simplifica¢des utilizadas, as equacdes (5.38) e (5.41) sdo inéditas na literatura. A

, para m impar

area e o perimetro molhado serdo iguais a

A= %ﬁ (5.43)

P=1++3. (5.44)

Por conseguinte, o fRe exato para essa geometria sera igual a

fReexato = 13,03169337. (5.45)

Assim, a Tabela 5.2 mostra a convergéncia para o valor exato do fRe calculado pelo
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método de Rayleigh-Ritz a medida que se aumenta o nimero de coeficientes de Ritz. Nova-

mente, a equagdo (5.37) foi utilizada para se obter o erro relativo entre o valor calculado e o

exato.

Tabela 5.2: Andlise de convergéncia do método de Rayleigh-Ritz para o tridngulo retangulo

isOsceles.

N fRe Erro (%)
3 13,1240420 0,7

6 13,0492076 0,1

10 13,0360283 0,03

15 13,0330170 0,01

21 13,0321727 0,003

28 13,0318872 0,001

36 13,0317796 0,0006
45 13,0317347 0,0003
55 13,0317145 0,0001
66 13,0317048 8 x 107°
78 13,0316998 4 x107°
91 13,0316971 2 x107°
105 13,0316956 1x107°
120 13,0316951 1x10°°
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Capitulo 6
Metodologia analitica

O presente capitulo se dedica a resolver analiticamente o escoamento em um duto com
a secdo transversal triangular. Para isso, serd realizada uma transformacio de coordenadas,
que converte o dominio triangular em coordenadas cartesianas para o dominio retangular
no novo sistema de coordenadas. Assim, € proposto um campo de velocidade dado por
uma série de Fourier, em que seus coeficientes serdo obtidos resolvendo um sistema linear
proveniente da equacdo governante. Em seguida é discutido o célculo da vazdo e do fRe
e como foi realizada a implementacdo desse método. Por udltimo, foi feita uma anélise de

convergéncia do método para os tridngulos que apresentam solucdo exata.

6.1 Solucao analitica

No artigo de Chernyshov (2014), é proposta uma metodologia analitica para resolver a
torcdo elastica em uma haste para as segdes transversais com os formatos de um parale-
logramo, de um trapézio, de um tridngulo ou com um formato arbitrdrio. O objetivo dessa
secao € utilizar esse método para resolver o escoamento isotérmico, laminar e incompressivel

em um duto com a sec¢do transversal triangular.

A Figura 6.1a ilustra a secdo transversal triangular utilizada por Chernyshov (2014), e
a Figura 6.1b mostra a se¢do triangular utilizada neste trabalho, com os pardmetros o e 6
definidos no Capitulo 3. A mudanga de direcdo foi feita para facilitar a analogia com o
trabalho de Chernyshov (2014).
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0 4 . (0,0) > T
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Figura 6.1: (a) Secdo triangular retirada de Chernyshov (2014); (b) Secdo triangular utilizada
neste trabalho.

Comparando as duas figuras, fica claro que o termo « apresentado na Figura 6.1a serd
igual a sen # na notacdo utilizada neste trabalho. Adicionalmente, a partir das equacdes dos
lados (1), (2) e (3) do tridngulo da Figura 6.1b € possivel identificar os valores corresponden-
tes dos termos k1, ko € b que aparecem na Figura 6.1a. Dessa forma, temos que as equagdes

para os lados (1), (2) e (3) serdo, respectivamente,

y = xcoth, 6.1
=G — (5—008(9)3: 62)
sen 6
e
z = 0. (6.3)

Portanto, os valores de k1, ks e b serdo iguais a

k1 = cot 0, (6.4)
by — 0 —cosb 6.5)
sen 6
e
b=24. (6.6)

Assim, Chernyshov (2014) propde uma mudanca de coordenadas em que o triangulo
definido no dominio A, em coordenadas cartesianas, se torna um retangulo no dominio {2
para o sistema de coordenadas (x, (), em que 0 < ¢ < 1. A Figura 6.2 mostra o tridngulo

em coordenadas cartesianas e o retdngulo no sistema de coordenadas (x, ().
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i (0,1) \ (senf, 1)
(0,9)¢
(2)
(3) A (senf,cosf) — Q
)
(0,0) > T (0,0) YN x

Figura 6.2: Tridngulo no sistema cartesiano e retdngulo no sistema (x, ().

No artigo de Chernyshov (2014) ¢ € definido como

Yy —kz
C_b—kofE,

onde
k0:k1+k2.

Na notacdo adotada neste trabalho, ¢ serd obtido pela seguinte equacao

y — xcotl

¢= 5 — kox

em que, pela equacio (6.8), kg serd igual a

(5—0059_ )

ko = cot 6 = )
0 = cotb+ sen 0 sen 6

A correspondéncia entre essas duas notacdes estd sintetizada na Tabela 6.1.

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

Tabela 6.1: Correspondéncia entre a notacdo utilizada por Chernyshov (2014) e pela utilizada

neste trabalho.

Chernyshov (2014) Este trabalho
a sen 6
b )
ky cot 8
ko= ks + o s
= ¢ =15
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0* 02

Neste novo sistema de coordenadas, as derivadas parciais — sdo dadas por

012 ° Oy
ik 82 ik 0 d
g 11
92~ o2 T gy ac“m& T Geage ©.1D
) 82 %,
_ Cj e (e % (6.12)
em que
B % Koy — cot 85
b = or (6 — kox)? ©.13)
_0*C 2ko(koy — cot 69)
Coe =55 = e (6.14)
¢ 1
¢y = i (6.15)
€ 32§
Cyy = o 0. (6.16)

Dessa forma, a equacdo governante do problema, dada pela equacdo (3.50), no sistema de
coordenadas (x, {) se torna

Pelas equacdes (6.13) até (6.15) a equagdo acima pode ser reescrita como

32w+ 27 O*w N 2koZ aw 72 n 1 0w _ 1. (6.18)
022 " (0 — kox)?2 020¢  (§ — kox)? 8( (6 — kow)* (0 — kox)2| OC2
onde
Z = koy — cot 6. (6.19)

Ademais, as condi¢des de contorno neste novo sistema de coordenadas reduzem-se a

w(z,0) =0, para 0 < z < senf,
w(senf, () =0, para0 < (<1,
(senf,¢) p ¢ 6.20)
w(z,1) =0, para0 < z < senf,
(w(0,¢) =0, para0 < ¢ <1,
Como solugao da equagdo (6.18), € proposto um campo de velocidade dado por
- Z Z A sen (mwx) sen (nm(). (6.21)
sen 6

n=1m=1
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A expressdo acima satisfaz automaticamente as quatro condi¢des de contorno mostradas na
equacdo (6.20). Assim, os coeficientes A,,,, serdo determinados de tal forma que a expressao

(6.21) satisfaca a equagao governante do problema. Desse modo, temos que

(%2 Z Z mn <sen9> sen (:;Zg) sen (nm(), (6.22)

8w ; mzl Apn(nm) sen <;ZZZ> cos (nm(), (6.23)
3C2 B ;;Amn ) sen (sen ) sen (n7¢) (6.24)

e
(9958( 2_; mzzl Apmn()? cos (:;Zg) cos (nm(). (6.25)

Entao substituindo essas expressdes na equagdo (6.18) se obtém a seguinte equacio

- Z Z mn ( ) sen (ggg) sen (nm()

n=1 m=1

B o)’ kox Z Z Apnmn(m)? cos (222:2) cos (nm()

g L3S e (2

Z2 1 o SINe ) , ma B
A== 2 3 Aun(nm)?sen (L5 ) sen (n) = 1. (626

.. ~ pTT ~ , -,
Multiplicando essa expressdo por sen (— sen (sm(), em que p e s sdo ndmeros inteiros
s

enf

positivos, e por (§ — kgz)?, com o intuito de facilitar a integragdo, temos que

— (6 — kox)* i i A, (sené’) sen (:ZEZ) sen (n7() sen (;:fé) sen (sm()
n=1m=1

+2Z(6 — kox)? i i Apnmn(m)? cos <m7r:;> cos (nm() sen (%) sen (sm()

e ly sen
+ 20 Z(5 — ko) ggl Ay (n) s QZQQ) cos (nm¢) sen (%) sen (sm¢)

— (22 + (6 — kon)?] Zl f:l Apon (n7)? sen1 (:ZZZ) sen (n7¢)

— (5 — koz)*sen (;;)GL;Z)sen (s7C). 6.27)

Por fim, integrando a equag@o acima no dominio €2, obtemos o seguinte sistema linear de
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equagoes

sen

/ (6 — ko)? i i Amn (sen0> sen (:;Z§> sen (nm() sen <%) sen (sw() d¢dx

n=1 m=1
)

/ 0
N /S"‘ne/ 27(5 — kox)? iAm”mn( )% cos (:;Z(Q cos (nm() sen (f?;) sen (s7() d¢dx
1m
s

sen

sen
n=1m

2koZ(0 — ko) i i Apn(nm) sen <m7rz> cos (nm() sen <%> sen (sw¢) d¢dz
2

sen d

sen @
i /0 (2% + (6 — koz)® Z Z Ay (n7)? sen (mmc) sen (nm() sen (%) sen (sm(¢) d¢dz

n=1m=1

sen 6 1
—/0 /0 (6 — ko)* sen <%> sen (s7() d¢dz, (6.28)

em que as componentes do vetor de incognitas desse sistema sdo os coeficientes A,;.

Em uma forma mais compacta esse sistema pode ser escrito como
Cx=Ff, (6.29)

onde C' é a matriz de coeficientes, x serd o vetor de incognitas e o vetor f é o termo de fonte
da equacg@o (6.31). Para resolver esse problema, os coeficientes (m; n) variardo de 1 até um
niimero finito S, resultando em uma matriz C com dimensdes de S? x S? e os vetores x e f
terdo dimensdo igual a S?. Com a finalidade de ilustrar a configuragdo desse sistema linear,
considere S = 2. Assim, a matriz C' serd igual a

Oll C'12 C113 C’14

021 022 CV23 C124
Cy = . (6.30)

C131 C'32 C(33 C’34

C(41 C'42 C143 C’44

Os coeficientes (p; s) variam em respeito as linhas i. Por conseguinte, os valores desses
coeficientes serdo (1;1), (1;2), (2;1) e (2;2) parai igual a 1, 2, 3 e 4, respectivamente. E os
coeficientes (1m;n) conforme a variagdo de j, sendo seus valores iguais a (1; 1), (1;2), (2;1)

e (2;2) para j igual a 1, 2, 3 e 4, nesta ordem. Dessa maneira, para ilustrar, o termo Cy3 serd
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> sen (27¢) d¢dx

send el g or \? 2T T

_ RY
Cos = /0 /0 (0 — ko) E E (sen9> sen (sen0> sen (7() sen (sen@

o ri - 2mx T
B 2 2

/o /0 27(6 — kox) g E 2(m)* cos (sen9> cos (m() sen (Sen0> sen (27¢) d(dx
senf el e 2T T
+/0 /0 2koZ (6 — ko) E E T sen (sen9> cos (m() sen (sen@

n=1 m=1

senf N — 2w T
2
/ / (2% + (6 — koz)® nEZI EZl % sen ( en«9> sen (7¢) sen <sen0) sen (2m¢) d¢dz.

) sen (27¢) d(dx

(6.31)
As componentes do vetor x serdo iguais aos coeficientes A,;. Logo,
Ap
Ar
T = (6.32)
Ag
L A22 =
e o vetor f, por sua vez, é dado por
- sen 0 T A
5 ko)* sen ( 9) sen (7¢) d(dx
se
sen 6
5 ko)* sen ( > sen (2m¢) d{dx
f=- ) (6.33)

sen 6

/ /5 ko) sen( )sen (m¢) d{dx
sen 6
/ /5 ko)* sen (sejlxﬁ> sen(ZWC)dCdx_

Os detalhes de como foi realizada a implementacdo desse método estdo descritos na Se-

cdo 6.3.

6.2 Calculo da vazao

Para a determinacdo da vazao, a equagdo (6.21) foi integrada no dominio €2, dessa forma

a vazao serd obtida por

sen 6 1
Q- /0 /O w(,0)J (2, ) d¢de, (6.34)
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em que J(z,() é o jacobiano dessa transformagdo, que serd dado por

| o
9¢
J(x,() = o | (6.35)
Y
0 -2
a¢
em que
0
a_g — 6 — ko, (6.36)
logo
J(x,() =9 — koz. (6.37)
Portanto, a vazao serd obtida pela seguinte expressao
= 2sen@|(—1)"(kgsenf — ) + o
Q=33 Ay A Rl (6.38)

= m™m(2n — 1)

O fRe pode ser obtido pela equagao (4.80), em que a drea e o perimetro sdo dados, respecti-
vamente, pelas equacdes (3.39) e (3.41).

6.3 Implementacao

Novamente utilizamos a linguagem Python para desenvolver um cédigo para encontrar
os coeficientes A,s, permitindo assim determinar a vazdo e o fRe para um tridngulo arbi-
trario definido pela sua razao de aspecto ¢ e seu angulo de abertura §. Na Listagem 6.1,
estdo apresentadas as bibliotecas importadas. O médulo numpy foi empregado para célculos
trigonométricos e de constantes matemadticas, e o scipy.linalg foi utilizado para resolver o
sistema linear.

import numpy as np

import scipy.linalg

Listagem 6.1: Bibliotecas importadas.

As integrais da matriz de coeficientes C' e do vetor f foram obtidas analiticamente em
fun¢do dos coeficientes m, n, p e s. O Apéndice B mostra as fun¢des que retornam os
valores de cada das integrais da equagdo (6.31). As funcdes int_I até int_4 representam as
integrais da matriz C, que sdo somadas na funcdo integrais, enquanto int_fonte retorna o
valor da integral dupla do vetor f. Adicionalmente, estd contida na Listagem B.1 a fung¢do
que retorna o valor da vazao volumétrica, obtida a partir da equagdo (6.38).

Por fim, foi desenvolvida a funcio fRe_vazdo, mostrada na Listagem 6.2, que retorna os
valores de fRe e da vazdo a partir do niimero S de coeficientes (m;n) utilizados, da razio

de aspecto ¢ e do angulo 6. Na primeira parte dessa funcdo, foram utilizadas as correspon-
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déncias da Tabela 6.1 para calcular ki, ko, b e a a partir de J e §. Com esses valores, foram

calculados os termos da matriz C' e do vetor f, utilizando as fungdes da Listagem B.1. Para

determinar os coeficientes A,,, foi utilizado a fun¢do scipy.linalg.solve. Em seguida, sdo

calculados a vazao, a drea e o perimetro para obter o valor de fRe.

def fRe_

k_1
k_2
a =
b

vazao (S, delta , theta):

1 / np.tan(theta)

(delta — np.cos(theta))/(np.sin(theta))
np.sin(theta)

delta

np.zeros ((S#%2, S%%2)) # Matriz dos coeficientes

np.zeros (N%x2)

# construcao da matriz C

c_p=

for

0
linha in range (0, S%%2):
if linha %S==0:
c_s =1
c_p += 1
else:
c_s += 1
p = c_p
S = C_8
cm = 0

for coluna in range(0, S#%2):
if coluna % S ==0:

cn =1

c_m+=1
else:

c.n += 1
m = c_m
n = c_n

#print (m,n,p,s)
X_2 = integrais (m,n,p,s,k_1,k 2,a,b)
C[linha , coluna] = x_2

# Termo de fonte

c_p=0
for linha in range (0, Sxx2):
if linha %S ==0:
c.s =1
c.p += 1
else:
c_s +=1
p = cp
S = c_s

x_3 = int_fonte(p,s,k_1,k_2,a,b)
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#print(p,s)
f[linha] = x_3

# Coeficientes

X = scipy.linalg.solve(C,f)

# Vazao

Q=0

c_p=0

#print (A)

for linha in range (0, S%%2):
if linha%S==0:

c_s =1
c_p += 1
else:
c_s +=1
p = c_p
s = c_s
if s%2 != 0: # so contabiliza os valores impares de s

Q+=x[linha]*vazao(p,s,k_1,k_2,b,a)

# Area
Area = delta = np.sin(theta) / 2

# Perimetro
b_lado = np.sqrt(l + deltax%2 — 2xdeltaxnp.cos(theta))

P =1 + delta + b_lado

# fRe
fRe = (8*(Area*%3))/((P*x2)*Q)

u = [fRe, Q]

return u

Listagem 6.2: Cédigo utilizado para a obtengdo dos resultados analiticos.

6.4 Convergéncia do método

Para analisar a convergéncia do método analitico, foram calculados os valores de fRe

para diferente valores de .S nos tridngulos equilatero, retadngulo is6sceles e 30° — 60° — 90°.
O valor de S foi variado de 2 até 64, seguindo as poténcias de 2, para essas trés geometrias.
As Figuras 6.3, 6.4 e 6.5 mostram os graficos de fRe em fungdo de S para os triangulo
equildtero, retangulo isésceles e 30° — 60° — 90°, respectivamente. Nesses trés gréficos,
percebe-se que o valor de fRe se aproxima da solucdo exata a medida que S aumenta, che-
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gando a valores proximos ao exato quando S = 32 e S = 64.

14.5

) ® Método analitico
--- Solucao exata

14.4

14.2 - 5

14

fRe
13.8 - =

136 e |

134} . |

| |
024 8 16 32 64

Figura 6.3: Andlise grafica da convergéncia do método analitico para o triangulo equilatero.

14.2 ——
® Método analitico
) --- Solucao exata
14 s
13.8 |- i
fRe 13.6 =
13.4 N
[ J
13.2 | ° .
.............. T S
| | | | |
024 8 16 32 64
S

Figura 6.4: Anélise grafica da convergéncia do método analitico para o tridngulo retangulo
isosceles.
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14.2 ——

® Método analitico
° --=-  Solugdo exata
14 + |
13.8 | |
fRe 13.6 s
13.4 - B
[ ]
13.2 | P |
-------------- T
| | | | |
024 8 16 32 64
S

Figura 6.5: Analise grafica da convergéncia do método analitico para o triangulo 30° —60° —
90°.

Em adicdo a esses graficos, estd contido nas Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 os valores de fRe
para cada S e seus respectivos erros relativos em relagdo ao valor exato, para os tridngulos

equildtero, retangulo isésceles e 30° — 60° — 90°.

Tabela 6.2: Anélise de convergéncia do método analitico para o tridngulo equilatero

S fRe Erro (%)
2 14.4146 8,1

4 13.5889 1,9

8 13.3842 0,3

16 13.3418 0,06

32 13.3346 0,009
64 13.3335 0,001
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Tabela 6.3: Andlise de convergéncia do método analitico para o tridngulo retangulo is6sceles

S fRe Erro (%)
2 14.0582 4,2

4 13.3536 1,3

8 13.1898 0,3

16 13.1585 0,05

32 13.1534 0,007
64 13.1526 0,001

Tabela 6.4: Anélise de convergéncia do método analitico para o tridngulo 30° — 60° —

S fRe Erro (%)
2 13.5836 6,8

4 13.2133 1,5

8 13.0711 0,2

16 13.0385 0,04

32 13.0327 0,006
64 13.0318 0,0009
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Capitulo 7
Resultados e discussoes

Neste capitulo, serdo mostrados os resultados obtidos neste trabalho utilizando os méto-
dos de Rayleigh-Ritz e analitico. Para realizar essa discussdo, os resultados serdo divididos

em trés classes de tridngulos: retangulo, isésceles e arbitrério.

7.1 Triangulo retangulo

Para mapear tridngulos retangulos, a razao de aspecto ¢ serd igual a cos §, como mostrado
na Figura 7.1. Para obteng¢a@o dos resultados, o &ngulo de abertura serd variado até 45°, pois,
como os angulos diferentes de 90° sdo complementares, para valores de # maiores que 45°,

os tridngulos se repetem.

6 = cosf

Figura 7.1: Tridngulo retangulo (6 = cos6).

A Tabela 7.1 mostra os valores de fRe para os angulos de abertura de 5° até 45° para
diferentes nimeros de coeficientes de Ritz. A partir desses resultados, nota-se que apenas o
tridngulo de # = 5° ndo estabilizou o resultado na terceira casa decimal até N = 45. Para
esse caso, o resultado estabilizou em 12,254 para 78 coeficientes. Para os demais tridngulos,

foi necessdrio 28 ou menos coeficientes de Ritz para o resultado convergir, exceto para =
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10° que convergiu com N = 45.

Tabela 7.1: Andlise de convergéncia do método de Rayleigh-Ritz para tridngulos retangulos.

O\N 3 6 10 15 21 28 36 45

5° 14,333 13,131 12,638 12,418 12,320 12,279 12,263 12,258
10° 13,656 12,800 12,556 12,492 12,478 12,475 12,474 12473
15° 13,286 12,766 12,676 12,663 12,660 12,659 -

20° 13,125 12,850 12,820 12,815 12,813 12812 - -

25° 13,092 12957 12942 12,938 12,937 12,936 - -

30° 13,124 13,049 13,036 13,033 13,032 13,031 - -

35° 13,176 13,114 13,102 13,100 13.099 - - -

40° 13,219 13,152 13,142 13,139 - - - -

45° 13,235 13,164 13,155 13,153 13,152 - -

Os resultados encontrados a partir da metodologia analitica estdo apresentados na Tabela
7.2, e todos esses valores foram obtidos com S = 64. Além disso, nesta tabela constam
os resultados alcancados pelo método de Rayleigh-Ritz, os dados da Tabela 60 de Shah e
London (1978), e o erro relativo entre o resultado analitico em relagcdo a esses outros dois
métodos. O maior erro entre os resultados obtidos pelos métodos analitico e de Rayleigh-
Ritz foi da ordem de 1073%. Em contrapartida, a ordem da maior disparidade entre o método
analitico e os resultados reportados por Shah e London (1978) foi de 10~!%.

Tabela 7.2: Valores de fRe para tridngulos retangulos obtidos pelos métodos analitico e de
Rayleigh-Ritz.

0 Método Analitico Rayleigh-Ritz Erro (%) Ref. (16) Erro(%)
5° 12,255 12,254 0,005 12,27 0,12
10° 12,473 12,473 0,002 12,49 0,13
15° 12,658 12,658 0,002 12,68 0,16
20° 12,812 12,812 0,001 12,83 0,13
25° 12,936 12,936 0,001 12,94 0,02
30° 13,031 13,031 0,001 13,034 0,01
35° 13,099 13,099 9x 1074 13,09 0,07
40° 13,139 13,139 8 x 1074 13,13 0,07
45° 13,152 13,152 8 x 1074 13,154 0,01
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As Figuras 7.2 e 7.3 apresentam de forma visual os resultados de fRe e () para angulos de
abertura de 2,5° até 45°, com incrementos de 2,5°. Os dois pardmetros aumentam a medida
que se aumenta o angulo de abertura, sendo os maiores valores para o angulo de 45°. Nestes
gréficos, estdo comparados os resultados obtidos pelo método analitico e pelo método de

Rayleigh-Ritz, evidenciando a 6tima concordéncia entre as duas metodologias.

132 T T T [ .‘
. . --@--0--
® Rayleigh-Ritz - ad
- - - Método analitico Y 2
13 N s *
f' -
f”
12.8 1 o .
l.’
l.,
12.6 'Y —
fRe "."
124 [ '.l’ 1
’I
12.2 + '/ -
9

12 L’ ]

118 | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

Figura 7.2: Gréfico dos valores de fRe em fun¢do de 6, obtidos pela metodologia analitica e
pelo método de Rayleigh-Ritz.

Na Tabela 7.3, estdao contidos os resultados do produto de fator de atrito com o nimero
wmax

de Reynolds, a vazdo, a razdo entre a velocidade médxima e média ,aareae o

m
perimetro para os tridngulos retangulos analisados. Esses valores foram obtidos pelo método
de Rayleigh-Ritz.

As Figuras 7.4a até 7.4f mostram os contornos de velocidade constantes, encontrado pelo
método de Rayleigh-Ritz, para os tridngulos retangulos com angulos de abertura iguais a 20°,
25°, 30°, 35°, 40° e 45°. Assim como o contorno de velocidade mostrado no Capitulo 5 para
o tridngulo equildtero, esta ilustrado nessas figuras as curvas de 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6;
0,7; 0,8 e 0,9 vezes a velocidade maxima. Os contornos de velocidade tomam o formato
da parede nas regides proximas a ela, e se aproximam cada vez mais de um perfil circular a
medida que se aumenta a velocidade. Além disso, percebe-se que quanto menor € o valor de
6, a variacdo do escoamento na direcdo vertical (y) é maior do que na direcdo horizontal ().
Quando se aumenta o angulo, aumenta também a dependéncia do escoamento na direcao z,
chegando a um perfil simétrico em relacdo a bissetriz do angulo reto quando 6 = 90° (Figura
7.41).
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Figura 7.3: Grafico dos valores da vazao em funcao de 6, obtidos pela metodologia analitica
e pelo método de Rayleigh-Ritz.

Tabela 7.3: Resultados de fRe, vazao (()), razdo entre velocidade mdxima e média (w[}nax) ,
m

area e perimetro para tridngulos retangulos, obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz.

~ Wmax

0 fRe Q(1073) U Area Perimetro
5 12,254 0,012 2,675 0,043 2,083
10° 12,473 0,086 2,522 0.0855 2.158
15° 12,659 0,249 2,432 0,125 2,224
20° 12,812 0,497 2.371 0,160 2,281
25° 12,936 0,800 2,328 0,191 2,328
30° 13,031 1,111 2,297 0,216 2,366
35° 13,099 1,138 2,277 0,234 2,392
40° 13,139 1,565 2,268 0,246 2,408
45° 13,152 1,630 2,264 2.414 0,250
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Figura 7.4: Contorno de velocidade tridngulos retingulo (6 = cosf): (a) 8 = 20°; (b)
= 25°% (c) 8 = 30°; (d) 8 = 35°; (e) 8 = 40°; (f) O = 45°.
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7.2 Triangulo isésceles

A andlise dos resultados para tridngulos isdsceles € realizada de maneira semelhante
daquela feita para tridngulos retdngulos. Para obter esses resultados, a razdo de aspecto sera
igual a 2 cos ), em que 6 sera o angulo repetido ¢ 5 é o angulo oposto a base do tridngulo,
como estd mostrado na Figura 7.5.

0 =2cosf

Figura 7.5: Tridngulo isésceles (6 = 2 cos 6).

Analise de convergéncia do método de Rayleigh-Ritz para o tridngulo isdsceles, esta
mostrada na Tabela 7.4. A partir dela, é possivel notar que apenas para os tridngulos com (3
iguais a 150°, 160° e 170°, o resultado nao convergiu até N = 55. Dessa forma, para esses
angulos, o valor de fRe convergiu para 12,270, 12,140 e 12,051, respectivamente, quando
utilizado N = 105. Assim, como para o caso do tridngulo retdngulo quanto menor a razao
de aspecto mais coeficientes de Ritz para o resultado convergir, jd que para esses casos 0S

valores de 6 sdo, respectivamente, 5°, 10° e 15°.

A Tabela 7.5, reporta os valores de fRe obtidos pela metodologia analitica, para S = 64,
e 0s compara com os resultados encontrados a partir do método de Rayleigh-Ritz e os listados
na Tabela 57 de Shah e London (1978). Os maiores erros entre as duas metodologias, foram
da ordem de 1072 para os tridngulos com [ igual a 150°, 160° e 170°. Em relagdo aos
resultados analiticos e os reportados por Shah e London (1978), a maior diferenca foi de
0,35%, para 3 = 150°.

Como o triangulo isésceles é o que apresenta mais resultados reportados na literatura, a
Tabela 7.6 mostra uma comparacao entre os resultados obtidos neste trabalho, pelo método
de Rayleigh-Ritz, com os de outros estudos que abordaram esse mesmo tema. Na dltima
coluna dessa tabela estd contido o maior erro entre os trabalhos analisados para cada valor
de 3. Assim, a maior discrepancia encontrada foi de 1,70% , que ocorreu para 5 = 30°.
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Tabela 7.4: Anélise de convergéncia do método de Rayleigh-Ritz para triangulos isdsceles.

B\N 3 6 10 15 21 28 36 45 55

10° 13,660 12,802 12,556 12,492 12478 12,475 12,474
20° 13,129 12,852 12,826 12,823 12,822 - - - -
30° 13,118 13,069 13,066 13,065 - - - - -
40° 13,228 13,223 13,222 - - - - - -
50° 13,309 13,307 - - - - - - -
60° 13,333 - - - - - - - -
70° 13,316 13,310 - - - - - - -
80° 13,278 13,251 13,248 13,247 - - - - -
90° 13,235 13,164 13,155 13,153 13,152 - - - -
120° 13,138 12,849 12,780 12,755 12,746 12,742 12,740 12,739 -
150° 13,101 12,594 12,430 12,352 12,316 12,296 12,285 12,279 12275
160° 13,097 12,542 12,353 12,257 12,211 12,183 12,167 12,157 12,151
170° 13,095 12,510 12,305 12,196 12,142 12,108 12,088 12,074 12,065

Tabela 7.5: Valores de fRe para tridngulos isdsceles obtidos pelos métodos analitico e de
Rayleigh-Ritz.

B Método Analitico Rayleigh-Ritz Erro (%) Ref. (16) Erro(%)
10° 12,474 12,474 0,004 12,474 0,005
20° 12,822 12,822 0,001 12,822 0,002
30° 13,065 13,065 0,001 13,065 0,004
40° 13,222 13,222 0,001 13,222 0,002
50° 13,307 13,307 0,001 13,307 0,003
60° 13,333 13,333 0,001 13,333 0,003
70° 13,310 13,310 0,001 13,311 0,001
80° 13,248 13,247 0,002 13,248 3x 1074
90° 13,153 13,152 0,003 13,153 5x107°
120° 12,739 12,739 0,007 12,744 0,03
150° 12,269 12,270 0,01 12,226 0,35
160° 12,138 12,140 0,01 - -

170° 12,041 12,051 0,07 - -
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Tabela 7.6: Comparacido fRe obtido neste trabalho com os presentes na literatura.

B Este trabalho Ref. (7) Ref. (11) Ref. (12) Ref. (10) Erro

10° 12.474 12,474 12,522 - - 0,37%
20° 12.822 12.822 12,839 - - 0,13%
30° 13,065 13,065 13,075 13,292 - 1,70%
40° 13,222 13,222 - - 13,260 0,28%
50° 13,307 13,307 - - - 0,004%
60° 13,333 13,333 13,334 13,485 13,372 1,12%
70° 13,310 13,311 - - - 0,0006%
80° 13,247 13,248 - - - 0,0006%
90° 13,152 13,153 - 13,270 13,234 0,89%
120° 12,739 12,744 - - 12,852 0,87%
150° 12,270 12,226 12,262 - - 0,36%
160° 12,140 - 12,130 - - 0,91%
170° 12,051 - 12,033 - - 0,15%

Os gréficos de fRe e da vazdo (), calculados pelos métodos analitico e de Rayeleigh-
Ritz, estdo mostrados nas Figuras 7.6 e 7.7, respectivamente. O maior valor de fRe acontece
para o tridngulo equildtero (f = 60°), dessa forma dentre os tridngulo isésceles este € o que
apresenta uma maior queda de pressdo. Em relagdo a vazao, o tridngulo 6 = 80° apresentou
o maior valor computado.

. 7 w pe 7
Na Tabela 7.7, esta incluido os resultados de fRe, @), %, area e perimetro calculados

para tridngulo isdsceles a partir do método de Rayleigh—Ritrzn. Por fim, as Figuras 7.8a até
7.8e mostram os contornos de velocidade para valores de [ iguais a 40°, 50°, 70°, 80° e
120°. Nessas figuras é possivel notar a simetria em relagdo a bissetriz do angulo 5. Assim,
uma forma de melhorar esses resultados em trabalhos futuros é utilizar somente fungdes
base que apresentam expoentes pares, aproveitando, dessa forma, a simetria existente nesse
problema. Também € possivel notar que, 8 medida que se aumenta o angulo 3, e consequente
diminui a razdo de aspecto §, o escoamento se torna cada vez mais horizontal, como pode
ser notado na Figura 7.8e. Enquanto para menores valores de (3, maior é a dependéncia
do escoamento em relacdo a dire¢do vertical, como mostrado na Figura 7.8a. Todos esses
contornos de velocidade foram obtidos pelo campo de velocidade aproximado pelo método
de Rayleigh-Ritz.
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Figura 7.6: Grafico dos valores de fRe em funcdo de 3, obtidos pela metodologia analitica
e pelo método de Rayleigh-Ritz.
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Figura 7.7: Grafico dos valores da vazao em fungdo de 3, obtidos pela metodologia analitica
e pelo método de Rayleigh-Ritz.
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Tabela 7.7: Resultados de fRe, vazdo (()), razdo entre velocidade maxima e média

area e perimetro para tridngulos isésceles, obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz.

wmax

16, fRe Q(1073) U, Area Perimetro
10° 12,474 0,0887 2,521 0,0868 2,174
20° 12,822 0,566 2,368 0,171 2,347
30° 13,065 1,509 2,290 0,25 2,517
40° 13,222 2,788 2,248 0,321 2,684
50° 13,307 4,172 2,228 0,383 2,845
60° 13,333 5,412 2,222 0,433 3,000
70° 13,310 6,294 2,227 0,469 3,147
80° 13,247 6,678 2,241 0,492 3,285
90° 13,152 6,522 2,263 0,500 3,414
120° 12,739 3,660 2,379 0,433 3,732
150° 12,270 0,658 2,577 0,250 3,931
160° 12,140 0,208 2,653 0,171 3,969
170° 12,051 0,027 2,714 0,086 3,992
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Figura 7.8: Contorno de velocidade tridngulos isdsceles (& = 2cosf): (a) § = 40°; (b)
B =50%(c) B =70%(d) 8 =80 (e) B = 120°.
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7.3 Triangulo arbitrario

Os dltimos tipos de triangulos analisados s@o os arbitrdrios. Para esses tipos, serd calcu-
lado o fRe para razdes de aspecto de 0,1 até 0,9 para diferentes angulos de abertura. Assim,
as Tabelas 7.8, 7.9 e 7.10 mostram os valores de fRe calculados para esses tridngulos, pelas
duas metodologias abordadas neste trabalho. Os valores obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz reportados com apenas duas casas decimais sdo aqueles em que a convergéncia nio foi
alcancada até a terceira casa decimal, mesmo utilizando até 120 coeficientes de Ritz. Isso
aconteceu para valores de o menores que 0,5 e, principalmente, para baixos valores de 6.
Nesta tabela, ainda estd contido, para efeitos de comparagdo, os valores de fRe para o tri-
angulo isdsceles (6 = 1,0). Os resultados encontrados a partir do método analitico foram
obtidos com N = 64.

Tabela 7.8: Valores calculados do fRe para § igual a 0,1 até 0,4.

0 0=0,1 0=0,2
Analitico  Rayleigh-Ritz  Erro (%) | Analitico Rayleigh-Ritz  Erro (%)

10° 12,024 12,03 0,004 12,040 12,05 0,06

20° 12,062 12,07 0,001 12,124 12,128 0,03

300 12,111 12,11 0,001 12,227 12,228 0,005
40° 12,169 12,16 0,001 12,327 12,328 2% 1075
50° 12,209 12,21 0,001 12,414 12,414 0,003
60° 12,247 12,24 0,001 12,479 12,479 0,001
70° 12274 12,273 0,001 12,519 12,519 6 x 1074
80° 12,288 12,287 0,002 12,534 12,534 0,001
90° 12,288 12,288 0,003 12,525 12,524 0,002

0 §=0,3 §=04

Analitico  Rayleigh-Ritz  Erro (%) | Analitico Rayleigh-Ritz  Erro (%)

10° 12,063 12,070 0,05 12,094 12,10 0,13

20° 12,199 12,20 0,01 12,285 12,28 0,007
30° 12,354 12,35 0,002 12,490 12,490 0,001
40° 12,498 12,498 2% 107* | 12,666 12,666 5% 1074
50° 12,612 12,612 0,001 12,797 12,796 0,001
60° 12,691 12,691 0,001 12,877 12,877 0,001
70° 12,733 12,733 0,001 12,911 12,911 0,001
80° 12,739 12,739 0,001 12,903 12,903 0,001
90° 12,714 12,714 0,001 12,860 12,860 0,001
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Tabela 7.9: Valores calculados do fRe para ¢ igual a 0,5 até 0,8.

6 §=05 §=0,6

Analitico  Rayleigh-Ritz  Erro (%) | Analitico Rayleigh-Ritz  Erro (%)

10° 12,133 12,136 0,02 12,183 12,186 0,01

20° 12,384 12,385 0,004 12,494 12,495 0,001
30° 12,631 12,631 2% 107* | 12,769 12,769 4% 104
40° 12,826 12,826 6x 1074 | 12,967 12,967 7 x 107
50° 12,958 12,958 9x 1074 | 13,092 13,092 8 x 1074
60° 13,031 13,031 0,001 13,152 13,151 0,001
70° 13,052 13,052 0,001 13,158 13,158 0,001
80° 13,029 13.028 0,001 13,120 13,120 0,001
90° 12,969 12,969 0,001 13,046 13,046 9 x 1074
6 §=0,7 § =038

Analitico  Rayleigh-Ritz  Erro (%) | Analitico Rayleigh-Ritz  Erro (%)

10° 12,250 12,252 0,01 12,335 12,336 0,003
20° 12,610 12,610 6x 1075 | 12,718 12,718 8 x 1074
30° 12,892 12,892 7x107* | 12,988 12,988 9 x 1074
40° 13,082 13,081 8x 1074 | 13,162 13,162 9x 1074
50° 13,192 13,192 9% 107 | 13,259 13,259 0,001
60° 13,238 13,238 0,001 13,294 13,294 0,001
70° 13,232 13,232 0,001 13,278 13,278 0,001
80° 13,182 13,182 0,001 13,221 13,221 9x 1074
90° 13,099 13,098 9x 1074 | 13,131 13,131 9x 1074
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Tabela 7.10: Valores calculados do fRe para ¢ igual a 0,9 e 1,0.

0 =09 =10

Analitico  Rayleigh-Ritz  Erro (%) | Analitico Rayleigh-Ritz  Erro (%)
10° 12,428 12,428 0,002 12,474 12,474 0,003
200 12,795 12,795 0,001 12,822 12,822 0,002
30° 13,047 13,046 0,001 13,065 13,065 0,001
40° 13,208 13,208 0,001 13,222 13,222 0,001
50° 13,296 13,296 0,001 13,307 13,307 0,001
60° 13,324 13,324 0,001 13,333 13,333 0,001
70° 13,303 13,303 0,001 13,310 13,310 0,001
80° 13,241 13,241 9x 107" | 13,247 13,247 0,001
90° 13,147 13,147 8 x 107% | 13,152 13,152 8 x 10~*

Nas tabelas acima, também estdo registrados os erros relativos entre os valores obtidos
pelas duas metodologias. A maior discrepancia encontrada foi de 0,13% para o tridngulo
com 6 = 0,4 e § = 10°. Para os demais casos, os erros foram de ordem 10~2 ou inferiores.

As Figuras 7.9 e 7.10 mostram, respectivamente, os graficos de fRe e da vazdo () em
func¢do do angulo de abertura para diferentes razdes de aspecto. As linhas cheias representam
os resultados obtidos pelo método analitico, enquanto os pontos discretos sdo os valores
alcancados a partir do método de Rayleig-Ritz. Dessa forma, para o fRe estdo mostradas as
curvas de para ¢ igual a 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5 e 1,0. Assim, percebe-se que a medida que
a razdo de aspecto aumenta, o valor de fRe também aumenta. Porém, o angulo 6, em que
ocorre o maior valor de fRe, diminui com aumento de d. Por exemplo, em § = 0,1 esse valor
acontece para # = 90°, enquanto para 0 = 1,0 o valor mdximo € encontrado para ¢ = 60°.
Em relacdo a vazao, o aumento € mais significativo com a variacdo da razio de aspecto. Por

esse motivo, na Figura 7.10, estdo ilustrados somente os valores de o de 0,1 até 0,6.
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fRe 12.6
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Figura 7.9: Gréfico de fRe em func¢do do angulo de abertura para as razdes de aspecto iguais
a0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 e 1,0. Linhas cheias - Método analitico; Pontos discretos - Método
de Rayleigh-Ritz.

1073
24 I T T T T

0.4

Figura 7.10: Gréfico da vazao em funcdo do angulo de abertura para as razdes de aspecto
iguais a 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 e 0,6. Linhas cheias - Método analitico; Pontos discretos -
Meétodo de Rayleigh-Ritz.
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Com intuito de verificar como a razdo de aspecto afeta as curvas de velocidade constante,
as Figuras 7.11a até 7.11d mostram essas curvas para triangulos com angulo de abertura igual
a # = 60° para os seguintes valores de : 0,3; 0,4; 0,6 e 0,8. Estes campos de velocidade
foram obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz. A partir dessas figuras, nota-se que o perfil
se torna cada vez mais simétrico quando se aumenta a razdo de aspecto, sendo o perfil to-
talmente simétrico quando 6 = 0,1. Outro ponto a ser destacado nessa Figura € a diferenca
entre a variacao de x para diferentes triangulo. Por exemplo, para as razdes de aspecto iguais
a 0,3 e 0,4 (Figuras 7.11a e 7.11b), x varia de 0 até cos#, enquanto para 9 igual a 0,6 e
0,8(Figuras 7.11c e 7.11d), x ird variar de 0 até 6.

(a) b)

(c) (d)

Figura 7.11: Contornos de velocidades para tridngulos arbitrarios com # = 60° para as
seguintes razdes de aspecto: (a) 6 = 0,3; (b) 6 = 0,4; (¢c) 0 = 0,6; (d) 6 = 0,8.

84



Capitulo 8

Conclusao

8.1 Consideracoes finais

Neste trabalho foram obtidos resultados para escoamento laminar totalmente desenvol-
vido em dutos com a secdo transversal triangular. Estes resultados foram alcancados por
meio de duas metodologias, e os valores obtidos em ambas estdo em 6tima concordancia

com os reportados na literatura.

Em um primeiro momento, foi realizado a obtencdo da equagdo governante, a partir de
hipéteses simplificadoras do escoamento laminar, isotérmico, incompressivel, fluido New-
toniano, permanente e unidirecional. Com essas consideragdes, o problema do escoamento
em um duto se reduz a resolver uma equacdo de Poisson com o termo de fonte constante.
Como condi¢do de contorno, consideramos ndo deslizamento na parede do duto. Posterior-
mente, foi realizada uma adimensionalizacdo da equagao governante, fazendo com que todos

os tridngulos sejam definidos por dois pardmetros: a razao de aspecto e o angulo de abertura.

O primeiro método utilizado para resolver esse problema foi o método variacional de
Rayleigh-Ritz. Dessa forma, o campo de velocidade foi aproximado por uma série de fun-
coes polinomiais, em que os coeficientes de Ritz sdo obtidos de forma a minimizar o funcio-
nal da equagdo governante. As integrais resultantes deste método foram resolvidas numerica-
mente, possibilitando utilizar um maior nimero de coeficientes de Ritz, e consequentemente

uma melhor aproximac¢do do campo de velocidade.

Como solugdo alternativa, foi aplicada uma metodologia analitica, proposta por
Chernyshov (2014), ainda inédita no contexto de mecanica dos fluidos. Primeiramente, rea-
lizamos uma transformacgdo de coordenadas que leva o tridngulo para um dominio retangular.
Nesse novo sistema de coordenadas, o campo de velocidade serd dado por uma série de fun-
coes senos, em que os coeficientes da série sdo encontrados como solucio de sistema linear
de equagdes. Os resultados obtidos pelas duas metodologias estdo em 6tima concordancia,

sendo a discrepancia maxima encontrada igual a 0,13%.

Para futuros estudos, recomendamos expandir os resultados para a transferéncia de calor,
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considerando convecc¢ao natural e forcada, para a geometria triangular, e comparéa-los com os
resultados listados na literatura. Além disso, a metodologia analitica aplicada neste trabalho
pode ser empregada para resolver o escoamento em dutos com formato de um paralelogramo

e de um trapézio.
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Apéndice A

Codigo implementando o método de
Rayleigh-Ritz em dutos triangulares.

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

import numpy as np
import scipy.integrate
import scipy.linalg

from sympy import diff, lambdify, symbols,

def vetor_phi(n, delta, theta):
#n =2 —> a_1 + a_2%x + a_3xy

# n =3 —> a_1 + a_2%x + a_3%y + a_4xx*%2 + a_S*xx*xy + a_6xyxx2

# retorna —> (phi, phi_x, phi_y)

xi, eta = symbols(’xi eta’)
phi = zeros(n, n)
c =1

for i in range (0, n):
k = i
for j in range (0, c):

phi[i, j] = xixxk % etasx]

k =k -1
c += 1

N =0 # numero de coeficientes de Ritz

for i in range(l, n+1):
N += i

phi_lista = [0]«N
c =0
for i in range (0, n):
c+=1
for j in range (0, c):
phi_lista[k] = phi[i, j]
k+=1
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33

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

# Aplicacao de phi_c
phi_c = xixetax(l — xi — eta)
for i in range (0, N):
phi_lista[i] = phi_lista[i]*phi_c

# Derivada de phi em relacao a xi e eta

phi_xi = [lambdify ([xi, eta], (l/delta)=diff(phi_lista[i], xi)) for i
in range (0, N)]

phi_eta = [lambdify ([xi, eta], (l/np.sin(theta))s=diff(phi_lista[i],
eta) — (1 / (np.tan(theta)=xdelta))xdiff(phi_lista[i], xi) ) for i
in range (0, N)]

phi_lista = [lambdify ([xi, eta], phi_lista[i]) for i in range (0, N)]

return (phi_lista, phi_xi, phi_eta)

def vetor_Lambda(phi, delta, theta):
# phi — vetor_phi()[0]

Lambda = np.zeros(len(phi), float)

for i in range (0, len(phi)):
¢ = scipy.integrate.dblquad(phi[i], O, 1, O, lambda eta: 1 — eta)
Lambda[i] = deltasnp.sin(theta)xc[0]

return Lambda

def matriz_Gamma (phi, phi_xi, phi_eta, delta, theta):
# phi — vetor_phi[0]
# phi_x — vetor_phi[l]
# phi_y — vetor_phi[2]

Gamma = np.zeros ((len(phi), len(phi)), float)
for i in range (0, len(phi)):
for j in range (0, len(phi)):
g 1 = phi_xi[i]
phi_xi[j]
phi_eta[i]

2
3
4

phi_eta[j]
lambda x, y: g 1(x, y)*g_2(x, y) + g 3(x, y)*g_4(x, y)

0e 09 09 09

d = scipy.integrate.dblquad(g, 0, 1, 0, lambda eta: l-eta)
Gammal[i, j] = deltaxnp.sin(theta)xd[0]

return Gamma

def resultados(n, delta, theta):
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81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

# Retorna o fRe de um triangulo com parametros delta e

# Funcao base e suas derivadas

phi = vetor_phi(n, delta, theta)[O0]
vetor_phi(n, delta, theta)[1]
vetor_phi(n, delta, theta)[2]

phi_x
phi_y

# Vetor Lambda
Lambda = vetor_Lambda(phi, delta, theta)
# Matriz Gamma

Gamma = matriz_Gamma (phi, phi_x, phi_y, delta, theta)

# Coeficientes de Ritz

a = scipy.linalg.solve (Gamma, Lambda)
# Vazao
Q=0

for i in range (0, len(phi)):
Q += a[i]+«Lambda[i]

# Area do triangulo

A = np.sin(theta)xdelta / 2

# Perimetro

a = delta

c =1

b = np.sqrt(ax*2 + c*%x2 — 2xaxc*np.cos(theta))
P=a+b+ ¢

# fRe

fRe = 8x(Ax%3) / ((P%%2)*Q)

# Velocidade media
umed =Q / A

# velocidade

n_1 = 200 # Numero de pontos
xi = np.linspace (0, 1, n_1)

eta = np.linspace(0, 1, n_1)
w_matriz = np.zeros ((n_1, n_1))

soma = 0
for i in range (0, n_1):
for j in range (0, n_1):
if xi[j] <= l-eta[i]:
soma = 0
for k in range (0, len(phi)):
s = phi[k]
soma = soma + a[k]xs(xi[j], eta[i])
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128
129 w_matriz[i, j] = soma

130

131 w_max = np.amax(w_matriz)
132

133 # razao vel max / vel med
134 r = w_max / u_med

135

136 return (fRe, Q, r, A, P)

Listagem A.1: Cdédigo completo da implementacdo do método de Rayleigh-Ritz em dutos

triangulares.
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1

20

21

22

Apéndice B

Codigo com as funcoes que retornam os

valores das integrais da solucao analitica.

# Funcoes

def

def

int_1 (m,n,p,s,kl ,k2,a,b):
kO = k1 + k2
# integral 11
if m==p and nl=s:
return (—2xa+xkOxns*(a**2x(np.pi**x2+m*+2 — 3/2)xk0*%2 — 3xnp.pix+2x*
axbxkOxm#%2 + 3snp.pix+2xb*x2sm+%2)%x((k0 — kl)*(—=1)*%(n + s) +
kl)xs) / ((6#n%%2 — 6xs%%2)sm**2%np.pix*2)
# Integral 12
elif m!=p and n==s:
return (2sax#2xpx((kOxa — b)*(—-1)**x(m + p) + b)*kO*+3x*xm) / (np.pi
#%2 % (M — p)*%2 % (M + p)*%2)
# Integral 13
elif m==p and n==s and ml!=s:
return (kO=%2 % (2%np.pi**2s«as+2xk0++2sm*%x2 — 6xnp.pix+2xaxbxk0xm
#¥%2 + O%np.pilxx2xbxx2sm*x2 — 3xaxx2xk0xx2) * a) / (24xnp. pi
3k 2 kMK % 2)
# Integral 14
elif m==p and n==s and m==n:
return (kO=*x2 * (2xnp.pi*#2xa**2+k0**2sm*+2 — 6xnp.pi**2xaxbxk0x
m#*2 + O6xnp.pil#*2xbxx2sm+%2 — 3xaxx2xk0x%2) % a) / (24+m**2xnp
. pi®x2)
# Integral 15
else:
return (-8 = kO=%2 *x ax%2 % ((kO — k1) =« (kO %« a — b) % (—=1)=*x(m
+ n+p+s)+ kl = (kO «a—->b) «= (-1)xx(m + p) + ((kO — k1)
% (=1)**x(n + s) + kl) = b) % s * n % p * m) / ((n*xx2 — s*xx2) =*
np.pi**2 % (m — p)**x2 % (m + p)*=%2)

int_2 (m,n,p,s,kl,k2,a,b):
kO = k1 + k2
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23

24
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# integral 21
if m==p and nl=s:
numerador = 2 % s % nx*3 % a % ((kO — k1) * (=1)*%%x(n + s) + kl) =
kO * (a%%2 = (np.pi**2 * m#x2 — 3/2) % kOx%2 — 3 % np.pi%*x2 =
a * b % kO * m#x2 + 3 % np.pixx2 % b#%x2 x mxx2)
denominador = 3 % (n — s)*%2 % (n + s)=*%2 % np.pi%x2 * mxx2
return numerador/denominador
# integral 22
elif m!=p and n==s:
numerador = 2 * m % p * ((n*%x2 % np.pi*xx2 — 3/2) % kO#x%2 — 3 = n
#%2 % np.pi*x2 * kO = kl + 3 % n#%2 % np.pi**2 = (kl=x2 + 1))
x ((a % kO — b) = (=1)#x(m + p) + b) = a=xx2 *x kO
denominador = 3 * np.pi**x2 % (m — p)=*%2 % (m + p)=**2
return numerador/denominador
# integral 23
elif m==p and n==s and m!=s:
numerador = ((1/6 = kO%%2 % n%%2 % np.pi*%2 — 1/2 =% n*%2 % np.pi
#%2 % kO % kI + 1/2 % np.pi#*2 % kl*%2 % nx%2 + 1/2 % n#x2 =
np.pi**2 — 1/4 % kO=#%2) * (2 % a%*x2 % kO#x2 % np.pi%*2 *x mxx2
— 6 % np.pix*2 % a % b x kO % m#%2 + 6 % np.pi**2 * bxx2 % m
#%2 — 3 % axx2 * kO=#%2)) % a
denominador = 12 % np.pi**2 * ms*x2
return numerador/denominador
# integral 24
elif m==p and n==s and m==n:
numerador = ((1/6 % mx%2 % kOx%2 % np.pi*+*2 — 1/2 % m#%x2 % kO =
np.pi**2 % k1 + 1/2 % np.pi=*2 % kl=*%2 % m#x2 + 1/2 % np.pi==2
# mxx2 — 1/4 % kO#%2) % (2 % a%%2 % kO%%2 % np.pi%x2 % mxx2 —
6 % np.pi*x*x2 % a % b % kO * m#+2 + 6 % np.pi**2 * bxx2 % mx*2
- 3 % a%x2 % kO=x%2)) = a
denominador = 12 % np.pi**2 * ms*x2
return numerador/denominador
# integral 25
else:
#return (16 = (( (kO — k1) %= (a % kO — b) % (=1)**(m + n + p + s)
+ kI % (a = kO — b) %= (=1)*x(m + p) + ((kO — k1) % (—=1)*%(n +
s) + kI) = b ) * n#x3 % s % kOx%2 % m * ax%2 % p) / ((n — s)
#%2 % (N + S)*%2 % np.pi**2 % (m — p)*%2 * (m + p)=*%2))
numerador = 16 % m % kO#%2 % ((kO — k1) = (a = kO — b) % (—=1)=%x(m
+n+p+s) + kl « (a %= k0O -D>b) = (=1)x*(m + p) + b = ((kO —
k1) = (=1)%%(n + s) + k1)) = p * n*x3 *x ax%x2 % g
denominador = (n — s)*%2 % (n + s)=%2 % np.pi**x2 % (m — p)=*%x2 * (
m + p)#%2

return numerador/denominador

def int_3 (m,n,p,s,kl,k2,a,b):
kO = k1 + k2
# integral 31

if m==p and nl=s:
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def

return (=2 % a * kO % (a=*+2 # (m*%2 * np.pixx2 — 3/2) *x kO#x2 — 3
* np.pi**x2 % a % b % kO % m#x2 + 3 % np.pi**2 % b#x2 % mxx2)
#* ((kO — k1) = (=1)=x(n + s) + kl) = s = n) / ((4 % n*xx2 — 4 =
Sk%2) % m#x2 % np.pi*x2)
# integral 32
elif m!=p and n==s:
return (-m * ((a%*2 % ((m — p)**2 % (m + p)*%2 % np.pi**2 — 18 =
m#x2 — 6 % px%2) % kOx%2 — 2 % a % b % np.pi**2 % (m — p)**x2 =
(m + p)*+2 x kO + bx#2 * np.pi**x2 % (m — p)=**2 % (m + p)=xx2)
* (a %= kO — b) = (=1)*x(m + p) — 18 * b * (a%%2 x (mx%2 + p*=x2
/ 3) % kO#%2 — (b#%2 % np.pi**2 % (m — p)**2 % (m + p)=*%x2) /
18)) = kO * p) / (2 = np.pi**2 % (m — p)=**3 % (m + p)*=x3)
# integral 33
elif m==p and n==s and m!=s:
return (a * kO#%2 % (2 % a%*x2 % KkO%x2 * mx%2 % np.pix%*2 — 6 * np.
pi*x2 % a % b * kO #* m«%x2 + 6 * np.pi*+2 % b*%2 % mx%2 — 3 *x a
#%2 % kO#%2)) / (16 % m#%2 % np.pixx2)
# integral 34
elif m==p and n==s and m==n:
return (a # kO#%2 % (2 =% a%%2 % kO%%2 % m#%2 % np.pi**2 — 6 % np.
pi*x2 % a % b % kO #* m%x2 + 6 % np.pi*+2 % b*x2 % mx%2 — 3 % a
#%2 % kO%%2)) / (16 % mxx2 x np.pi=*=x2)
else:
return 2 + m * s % ((ax%*2 % (((m — p)**2 * (M + p)**2 % np.pi*xx2
— 18 % mxx2 — 6 % p=xx2) % kO*%2 — 2 % a % b % np.pi**2 = (m —
p)*%2 % (m + p)*%2 % kO + b*%2 % np.pi*x*2 % (m — p)=**2 % (m +
p)*%2) % (kO = a — b) = (kO — k1) % (=1)**x(m + n + p + s) +(a
#*%2 % (((m — p)**2 % (M + p)**2 % np.pi*x*2 — 18 * mxx2 — 6 * p
#%2) % kOx%2 — 2 % a % b % np.pi**2 % (m — p)=**2 * (m + p)=**2
* kO 4+ bx%2 % np.pi**2 % (m — p)=**2 % (m + p)=*=x2) * k1l = (kO =
a —b) x (=1)*x(m + p) —18 x (((kO — k1) = (=1)**(n + s) + ki
) * b # (a**2 * (mx*2 + p*x2 / 3) * kO=#%2 — (b*%2 =+ np.pi**2 =
(m — p)*+2 % (m + p)=*=%x2) / 18)))) * p * n) / (np.pi**2 * (n
#%2 — S%%2) % (m — p)**3 % (m + p)*%3)

int_4 (m,n,p,s,kl ,k2,a,b):
kO = k1 + k2
# integral 41
if m==p and nl!=s:
return 0
# integral 42
elif m!=p and n==s:
numerador = 4 * m#%3 % p % kO = ((a % kO — b) % (ax%2 % ((m — p)
#%2 % (M + p)*%2 % np.pix*x2 — 12 % mxx2 — 12 % pxx2) x kOx%2 —
2 %« a % b # np.pi**2 % (m — p)=*%x2 * (m + p)=**2 *x kO + bxx2 =
np.pi**2 % (m — p)*%x2 % (m + p)*%2) % (=1)xx(m + p) — 12 * b =
(a%%2 % (m*%2 + p*%2) % kO%x2 — (b*%2 % np.pixx2 % (m — p)=**2
#* (m + p)xx2) / 12))
denominador = np.pi**2 * (m — p)**x4 % (m + p)=*x4
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return numerador/denominador
# integral 43
elif m==p and n==s and m!=s:
numerador = (2 % np.pi**4 * axxd x kO#x4 % mxx4 — 10 % np.pixxd =
ax%3 % b * kO#x%3 = m#x4 + 20 = np.pi*x4 = axx2 % bxx2 % kQxx2
* mexd — 20 x np.pixx4d % a * bxx3 x kO * mxx4 + 10 % np.pixx4
% bxxd x m#xd — 10 = np.pi**2 % axx4 % kO=xx4 % m#%2 + 30 % np
Lpixx2 x a%%x3 % b % kO#x%3 % mx%2 — 30 % a%x2 % bxx2 x kOxx2 =
m#%2 % np.pi**2 + 15 % axx4 x kOxx4)
denominador = 40 % m#%2 * np.pi%*2 * a
return numerador/denominador
# integral 44
elif m==p and n==s and m==n:
numerador = (2 % np.pi**4 * a%x4 * kO#x4 % mxx4 — 10 = np.pixxd =
ax%3 % b x kOx%3 % m#x4 + 20 * np.pi*x4 x ax%2 % b#x2 x KOxx2
* mxx4 — 20 % np.pixxd % a % bxx3 % kO % m#x4 + 10 = np.pi=*=4
% bxx4 * mxx4d — 10 % np.pi**2 * axx4d x kOx+x4 = m#%x2 + 30 % np
.pi#x2 % ax%x3 % b % kO%x%3 % m#x2 — 30 # ax#2 * bxx2 x kOxx2 =
mx*2 % np.pi**2 + 15 % axx4 x kOxx4)
denominador = 40 % m#%2 % np.pi*%2 * a
return numerador/denominador
else:

return 0

def int_fonte(p,s,kl,k2,a,b):

kO = kl1+k2

numerador = —a * ((—p**4 % (a * kO — b)=x4 % np.pi**4 + 12 % ax%2 * p
#%2 % kO#%2 % (a % kO — b)#*%2 =% np.pi**2 — 24 % a%x4 % kO=x=x4) =
(=D)*x(p + s) + (p**4 = (a * kO — b)*x4 * np.pi*xd — 12 * ax%x2 % p
#%2 % kO#%2 % (a % kO — b)*%2 * np.pi*x2 + 24 % axx4 % kO=xx4) =x
(=D)sxp + 24 % (=1 + (—1)=*=xs) = (1/24 % np.pi**4 * bxxd * pxxd —
1/2 % np.pi#*2 % ax%2 % b#x2 x kO#x2 % pxx2 4+ axx4 x kOxx4))

denominador = s * np.pi**6 % pxx5

return numerador/denominador

def integrais (m,n,p,s,kl,k2,a,b):
return int_1(m,n,p,s,kl,k2,a,b) + int_2 (m,n,p,s,kl,k2,a,b) + int_3 (m,
n,p,s,kl,k2,a,b) + int_4 (m,n,p,s,kl,k2,a,b)

def vazao(p,s,k_1,k 2,b,a):

k 0 =k 1+ k_2

numerador = 2#a*((k_Oxa-b)*(—-1)*xp + b)

denominador = (np.pi%*2)%xs*p

return numerador/denominador
Listagem B.1: Cédigo com a fun¢des que retornam of valores das integrais duplas do sistema
linear e da vazao.
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