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“If you find that you’re spending almost all your time on theory,
start turning some attention to practical things;
it will improve your theories.

Ifyou find that you're spending almost all your time on practice,
start turning some attention to theoretical things;

it will improve your practice.”

(Donald Knuth)



Resumo

A utilizacdo de ressonadores fabricados com metamateriais parece ser fundamental para
alcancar altas taxas de amplificacdo. Este estudo investiga a aplicacdo de metamateriais
de indice gradiente (GRIN) na amplificacdo mecanica de vibracdes, visando aprimorar a
deteccdo em dutos. Inicialmente, € conduzida uma revisdo abrangente dos principios tedricos
fundamentais, fornecendo a base para esta pesquisa. Em seguida, simulacées numéricas sio
realizadas utilizando o método do elemento espectral para explorar o comportamento das
ondas mecanicas em dutos, abordando diversas condicoes, com destaque para a composicao
parcial de metamaterial. Por fim, os resultados obtidos sio minuciosamente analisados e
discutidos, oferecendo insights significativos para futuras investigagoes.

Palavras-chave: Metamaterial. Simulacdo namerica. Método do elemento Espectral. Dutos.



Abstract

The use of resonators manufactured with metamaterials appears to be crucial in achieving
high amplification rates. This study investigates the application of gradient index metama-
terials (GRIN) in the mechanical amplification of vibrations, aiming to enhance detection
in ducts. Initially, a comprehensive review of fundamental theoretical principles is con-
ducted, providing the groundwork for this research. Subsequently, numerical simulations
are performed using the spectral element method to explore the behavior of mechanical
waves in ducts, addressing various conditions, particularly focusing on partial metamaterial
composition. Finally, the obtained results are thoroughly analyzed and discussed, offering
significant insights for future investigations.

Keywords: Metamaterial. Numeric simulation. Spectral element method. Pipes.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

A motivacdo central por trds deste estudo reside nos desafios encontrados nos limites
de deteccdo dos sensores de vibragdo convencionais, buscando solucionar tal questao por
meio da aplicacdo de metamateriais. A medicdo de vibracoes em estruturas possui uma rele-
vancia significativa, apresentando diversas aplica¢des praticas, como a anélise da integridade
estrutural e a prevencao de falhas mecanicas, entre outras.

Este estudo especifico se concentra na andlise das vibracées em dutos com escoamento
interno, visando aprimorar o sensoriamento através da implementacdo de um metamaterial
de indice gradiente conhecido como GRIN. A proposta de utilizar este metamaterial como
um meio para amplificar as caracteristicas mecanicas surgiu de pesquisas anteriores, como
aquela conduzida por (Chen et al., 2016), a qual investigou o uso do GRIN para aprimorar a
deteccdo de vibracoes em vigas. A Figura (1.1) apresenta o conceito central do trabalho de
Chen.

Metamaterial GRIN

|

/\NV\ Metamaterial GRIN
Figura 1.1 - Esquematico do modelo estudado por (Chen et al., 2016)

Frequéncia

A proposta deste trabalho consiste em adaptar a abordagem proposta por (Chen et al.,
2016) e estender sua aplicabilidade para dutos. Tal adaptacio envolverd a substituicdo dos
dispositivos piezoelétricos e do circuito de controle por ressonadores mecanicos, mantendo
o conceito fundamental de amplificacio de sinal. Pretende-se contribuir para aplicacées que
demandam sensoriamento em dutos, como a estimativa de fracdo de vazios, abrangendo um
amplo espectro de possiveis aplicacoes. No entanto, este tema nao serd o foco principal deste
trabalho, ndo sendo detalhadamente explorado. Serdo utilizados trabalhos nesta 4rea para
validar algumas das simulacdes realizadas ao longo deste estudo.

1.2 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho consiste em investigar o uso de metamateriais para
a amplificag@o mecanica de vibragdes em dutos para sensoriamento. Sensores baseados em

vibracdes podem ter seu desempenho comprometido quando o sinal mecanico é da mesma
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ordem de grandeza que o de ruido de medicao, ou seja, baixo SNR (Signal do Noise Ratio).

Para alcancar esse proposito, foram estabelecidas metas especificas.

1.3 Metodologia

Para se alcancar o objetivo proposto, propde-se a seguinte a seguinte metodologia.

Inicialmente, serdo realizadas simulacdes numéricas utilizando o método do elemento es-

pectral para compreender como as ondas mecanicas se propagam em um duto homogéneo,

transportando fluido monofasico com velocidade constante. Esta andlise permitird obter

ideias sobre o comportamento dessas ondas ao longo do duto. Posteriormente, serdo investi-

gados os impactos do uso de metamateriais nessa propagacdo. A expectativa é compreender

como esses impactos podem ser utilizados para amplificar vibracdes, ou seja, em ultima

instancia, o metamaterial deve se comportar como um ressonador mecanico.

1.4

« Andlise de propagacao de ondas e resposta forcada em dutos homogéneos. Neste

etapa, o comportamento das ondas de flexdo em um duto homogéneo transportando
um fluido monofasico com vazdo constante é analisado. Sdo definidos os parametros
de um sistema base, e um pulso no tempo com uma frequéncia central. O modelo é
validade a partir dos tempos de reflexdo do pulso e a velocidade de grupo correspon-
dente.

Analise de propagacdo de ondas em dutos com ressonadores periddicos. Nesta etapa,
sdo adicionados ressonadores periddicos ao longo do duto. O comportamento di-
namico do duto € analisado em termos do espectro da resposta e da propagacao e
reflexdes do pulso.

Analise de propagacdo de ondas em dutos com ressonadores gradientes. Nesta etapa,
a abordagem GRIN ¢ investigada. Propde-se um perfil gradiente de ressonadores
de modo a se criar um possivel perfil de amplificacdo do pulso. Os resultados sdo
também discutidos em termos do espectro da resposta, propagacao e reflexdes do
duto. Os desafios de implementacio e investigacdo da abordagem sdo apresentados e
discutidos.

Estrutura do trabalho

Este trabalho estd organizado em quatro capitulos. O primeiro capitulo, destinado

a introducdo, tem como objetivo contextualizar o leitor sobre a motivacdo e relevancia do

projeto. O segundo capitulo tem o propésito de apresentar a fundamentagao teérica que

servird como base para o desenvolvimento do estudo. No terceiro capitulo, serdo conduzi-

das simulag¢des dos dutos para diferentes cendrios. Por fim, o quarto capitulo abrigaré as

consideracdes finais e conclusoes deste trabalho.
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2 Fundamentacao teorica

2.1 Uma introducao aos metamateriais

Um metamaterial € um tipo de material com propriedades fisicas incomuns, podendo
ser criado artificialmente ou por meio da combinacdo de materiais convencionais. Suas
aplicagdes abrangem areas como optica, acustica e resisténcia dos materiais, oferecendo
possibilidades inovadoras. Na éptica, os metamateriais sdo usados para fabricar lentes espe-
ciais e processadores fotonicos, explorando suas caracteristicas singulares. Na acustica, tém

aplicacdes tanto para atenuacao quanto para aprimoramento do isolamento acustico.

O primeiro exemplo de metamaterial a ser abordado é o proposto por (Veselago,
1968) em seu artigo de 1968. Nele, (Veselago, 1968) investigou substincias que demonstram
valores negativos simultaneos de permissividade elétrica (¢) e permeabilidade magnética (u).
Essas substancias, chamadas metamateriais, ndo existem naturalmente e foram objeto de
estudo. O trabalho explorou as propriedades incomuns dessas substancias, como a refracao
negativa, que poderia ser usada na fabricacdo de lentes perfeitas. O artigo de (Veselago,
1968) foi fundamental para impulsionar a pesquisa e o desenvolvimento dos metamateriais,
desempenhando um papel crucial na area.

O segundo exemplo de metamaterial abordado neste trabalho € a primeira verificacdo
experimental de um metamaterial com indice de refracdo negativo, essa verificagdo pio-
neira foi descrita no artigo de (Shelby; Smith; Schultz, 2001). O metamaterial em questdo é
composto por ressonadores de cobre dispostos em uma matriz de fibra de vidro. O artigo
também teoriza sobre como esse metamaterial pode ser utilizado na fabricacdo de uma lente
perfeita, capaz de focalizar a luz além do limite de difracdo. Um esquema desse metamaterial

¢ ilustrado na Figura (2.1).

Figura 2.1 - Esquematico do metamaterial apresentado por (Shelby; Smith; Schultz, 2001)

O terceiro exemplo, que também € o ultimo e motivador deste trabalho, sdo os meta-
materiais GRIN, ou metamateriais de indice gradiente. Esses metamateriais apresentam,
como o proprio nome sugere, um indice de refracdo gradualmente varidvel, o que permite a
manipulacdo da propagacdo de ondas Opticas, acusticas ou eldsticas, resultando em uma



20

variedade de efeitos, como refracio negativa, focalizacgio, atenuagdo, amplificacdo de ondas,
entre outros. Esses metamateriais sao relativamente faceis de serem implementados e podem

ser construidos por meio de estruturas periodicas.

Um artigo relevante que trata desse tipo especifico de metamaterial € o trabalho
publicado por (Chen et al., 2016). Neste estudo, é discutido o uso desses metamateriais no
contexto da amplificacdo de ondas mecanicas em uma viga, com o intuito de aprimorar o
sensoriamento de vibracdes, fator crucial na previsdo de falhas e na andlise da integridade
estrutural de elementos mecanicos. E sabido que a presenca de trincas pode alterar a resposta
dindmica da estrutura, dentre outras questoes relevantes.

O metamaterial abordado por (Chen et al., 2016) consiste em um sistema de auto
sensoriamento piezoelétrico com gradiente, o qual, quando ajustado adequadamente, me-
lhora a qualidade dos dados medidos. O artigo demonstra, inclusive, que esse sistema ¢
capaz de alcancar mais de duas ordens de magnitude na amplificacdo de ondas flexurais,
superando, assim, o limite de detec¢do. Um esquema do modelo estudado por (Chen et al.,
2016) é ilustrado na Figura (2.2).

—C1—C;—C3—C4—C5—Ce—C;,—C3g—Cy—Cqy

Aluminio = 1;1#1#1#1!1:1!1#1#1 Aluminio

| ooo \\\\\\\\

| Trecho de Piezoeléctrico

Figura 2.2 - Esquematico do metamaterial proposto por (Chen et al., 2016)
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Sabe-se que as ondas mecanicas requerem um meio para se propagarem, e as caracte-
risticas desse meio determinam a maneira como a onda se comportard ao se propagar. Ao
observar a propagacdo de uma onda de um meio para outro, um fendmeno interessante se
torna evidente. Se o meio de origem possui uma impedancia menor do que o novo meio,
uma parte significativa da onda € refletida, enquanto a parcela que se propaga no novo meio
tem uma amplitude menor. Por outro lado, se a impedancia do meio de origem ¢ maior do
que a do novo meio, apenas uma pequena porcdo da onda € refletida, enquanto a maior parte
é propagada no novo meio com uma amplitude superior a da origem. E relevante destacar

que a impedancia representa a resisténcia oferecida pelo meio a propagacio da onda.

Dessa forma, pode-se intuir que o papel do piezoelétrico é precisamente reduzir a
impedancia do meio e, consequentemente, aumentar a amplitude da onda nessa secio.

O proposito deste trabalho é adaptar o estudo de (Chen et al., 2016), substituindo a
parte do piezoelétrico por ressonadores mecanicos e a viga por um duto que transporta fluido.
Esse objetivo visa avaliar os resultados obtidos nessa nova configuragdo e compara-los com
os resultados apresentados por (Chen et al., 2016). Para alcancar esse intento, sera necessario
introduzir uma base tedrica adequada que permita a simulacdo do duto e dos ressonadores.
Essa base teorica serd abordada nos préximos topicos deste capitulo.

2.2 Transformada de Fourier continua e discreta

A Transformada de Fourier ¢ um recurso matematico usado para realizar mudan-
cas de dominio, semelhante a outras transformadas como a Transformada de Laplace e a
Transformada Z. Em geral, essas transformadas permitem transitar do dominio fisico, onde
resolver certos problemas pode ser mais desafiador, para um dominio abstrato mais facil de
ser trabalhado. A Transformada de Fourier, ao contrario de outras transformadas, desempe-
nha um papel fundamental no processamento e na andlise de sinais, equacoes diferenciais e
mantém o significado fisico do problema original. Ela possibilita a transi¢do de um dominio,
como o tempo, que tem um significado fisico, para o dominio da frequéncia, também dotado
de significado fisico. Frequentemente, a andlise no dominio da frequéncia complementa
a andlise de um problema, sendo usada ao longo deste trabalho para solucionar equacdes
diferenciais e como ferramenta complementar na andlise dos resultados. A transformada de

Fourier na forma continua é dada por:

X(f) = [ B x(t)e Ftdt (2.1)

(o)

Também € possivel definir uma transformada inversa de Fourier, que opera no sentido
oposto da transformada original, permitindo a transicdo do dominio da frequéncia de volta
para o dominio do tempo. Essa transformada inversa ¢ fundamental, pois complementa a

Transformada de Fourier, possibilitando a andlise de sinais nos dominios do tempo e da
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frequéncia. A Transformada de Fourier converte um sinal do dominio do tempo para o
dominio da frequéncia, decompondo-o em suas componentes de frequéncia, enquanto a
sua inversa facilita o retorno dessas informac¢des do dominio da frequéncia para o dominio
do tempo. Essa diade de transformadas € essencial em vdrias 4reas, incluindo engenharia,
fisica e processamento de sinais, oferecendo uma ferramenta poderosa para compreensao
e manipulacio de sinais e fendmenos em diferentes dominios. A transformada inversa é
definida pela seguinte expressao:

x(t) = [ OOX( et (2.2)

No contexto numeérico, é necessario defini-las também na forma discretizada, uma
vez que os computadores operam com representacoes limitadas de numeros e nao lidam
diretamente com numeros reais. Em virtude disso, possuem uma quantidade finita de bits
para representar os dados. Portanto, a seguir, estdo apresentadas a transformada e sua inversa

na forma discretizada.

N-1
X(k) — Z x(n)e—i(Zn'/N)nk

n=0
o (2.3)

1 .
- X i(2mr/N)nk
x(n) NZO (k)e

Essa discretizacdo acarreta na periodicidade do sinal no tempo e na frequéncia.

2.3 Formulacao geral do método espectral

Para a formulacdo geral do método do elemento espectral, basearemos nossa abor-
dagem no livro escrito por (Lee, 2009), o qual explora o método de forma mais detalhada.
Inicialmente, partiremos de uma abordagem que estabelece a relacdo entre forca e deslo-
camento, utilizando um exemplo relativamente simples de estruturas genéricas sujeitas a

vibragdo forcada. Uma estrutura desse tipo pode ser simbolicamente representada por:

Lu(x,t) + Mi(x,t) = p(x,t) (2.4)

Onde £ ¢ um operador linear diferencial que descreve as propriedades da estrutura
no tempo e no espago, de maneira anéloga a constante de rigidez em sistemas simples, como
o sistema massa-mola. O termo ii representa o campo de aceleracdo, u representa o campo de
deslocamento e, por fim, p representa o forcamento. Assume-se um forcamento na seguinte
forma:

N-1
1 .
p(x.t) = N Z Py (x; wp)e'r! (2.5)
n=0
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Da mesma maneira, pode-se propor um campo de deslocamento de forma similar.

1 N-1 '
n=0

Basicamente, as funcdes foram escritas em suas formas de transformada discreta
de Fourier. Ao substituir essas fun¢ées modificadas na Eq. (2.4) e ao considerar que as
componentes espectrais Uy, e Py, satisfazem a Eq. (2.4) para todas as frequéncias, é possivel
expressa-la como:

LUn(x;wp,) — wﬁMUn(X;CUn) = Pn(x;wp) (2.7)

Em que L ¢ o operador linear diferencial no dominio espacial. A frequéncia depende
das funcées de forma, que sdo denominadas funcdes de forma dindmicas as quais sdo
utilizadas para formulacdo da matriz de elementos espectrais, e sdo obtidas a partir da
equacao homogénea.

LUp(x) — @2MUp(x) =0 (2.8)

Uma solucgdo para esta equacdo pode ser dada na forma:

U(x) = ce > (2.9)

Aqui, c representa um vetor constante e k ¢ o numero de onda. Ao realizar a subs-

tituicdo dessa solucdo na Eq. (2.8), é possivel expressar a equacdo como um problema de
autovalores e autovetores, conforme serd demonstrado a seguir.

A(k;w)c=0 (2.10)

Para a existéncia de uma solucio nio trivial, tem-se que:

det A(k;w) = 0 (2.11)

Tal determinante produz a equagdo caracteristica para o numero de onda na forma:

kP + ot o1y (@0)k PV + a0y (@)K P2 + -+ (w)k + atp(w) = 0 (2.12)

A esta equacgdo caracteristica dd-se o nome de relacdo de dispersdo. Se as raizes
ki,kz, ..., kp forem todas distintas em uma frequéncia discreta w, pode-se expressar um
autovetor ¢; como:
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Ci= { ﬁl } = a;p; (1=12,...,p) (2.13)

Em que c; é o autovetor normalizado. Uma vez que temos c¢; e os numeros de onda,
ki, podemos escrever a solucao Eq.(2.9) como:

p
Un(x) = Z pe ki@xg, = E(x;w)a (2.14)
i=1

Onde,

Exo)=|p @2 05 - 0p| Axs0)
A = diag [eiki(“’)x] (2.15)
a={a; a a3 ... ap}

Os campos de deslocamento podem ser relacionados pela seguinte equacao:

D(x) = LggU(x) (2.16)

No qual Lgp representa um operador diferencial linear para as condicées de contorno
geométricas. Ao substituir a equacdo acima na Eq. (2.14), obtém-se que o deslocamento
espectral dos nos pode ser expresso por:

LgpE(x; )
d= { D(0) } = =0 g =H(w)a (2.17)
LggE(x; w)

x=L
Eliminando o vetor a da Eq.(2.14) usando a equacdo Eq.(2.17) a solugdo geral pode
ser reescrita como:

U(x) = N(x;w)d (2.18)

Em que,

N(x;w) = E(x;0)H () (2.19)

As forcas e momentos internos podem ser escritos de forma generalizadas como:

F(X) = LNBU(X) (2.20)
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Na forma nodal, tem-se:

~LnBN(x; w)
f = _FF(LO) - *0 1d=S(w)d
(@) LnN(x; )
x=L
onde
—LnN(x; w)
S(w) = =0 | = G(w)H-1(w)
LngN(x; )
x=L
sendo
—LngE(x;w)
G(w) = x=0
LngE(x; )
x=L

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Por fim, apresenta-se um fluxograma com os passos necessarios para a formulagao

do elemento espectral. Os passos estdo organizados sequencialmente, resumindo todo o

processo realizado.

Equagdes Governantes no Dominio do

Tempo Lu(x,t) + Mii(x,t) = p(x,t)

r

Equagdes Governantes no Dominio da Freq

uéncia LU(x, w) — w?MU(x,w) = P(x, w)

Numeros de Onda e Modos de Onda
A

Fun¢do de Forma Dinamica N (X, w)
r

U(x,w) = N(x,w)d

v

Formulacdo da Equacio do Elemento Espectral S(w)d = f

v

Imposicéo das Condigdes de Contorno Sg(w)d, = f,

¥

v

Problema de Autovalores
Sg(w)d, =0

¥

Autovetores

Figura 2.3 — Fluxograma geral do método do elemento espectral.

dy =S5(0) 7 f,

—<HEiaE

v

Resposta Dindmica u(x,t)
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2.4 Principio de Hamilton

O principio de Hamilton, em termos simplificados, pode ser definido em uma tnica
frase: uma particula que se move de um ponto a outro em seu espaco de configuracio escolhe
o caminho que minimiza sua acdo, ou seja, o caminho com a menor energia possivel. Embora
essa frase transmita a ideia geral do principio, é¢ importante ressaltar que sua formalizagdo
matematica requer uma base solida. Serd introduzido um pouco mais de rigor por meio
de um exemplo envolvendo célculo variacional, abordagem matemaética usada para definir
formalmente o principio de Hamilton.

Imagine uma particula se deslocando de um ponto a outro no plano durante um inter-
valo de tempo. O objetivo é determinar o caminho percorrido pela particula, considerando
que a energia gasta para percorrer esse trajeto deve ser minima. A principio, ha infinitos

caminhos possiveis, como ilustrado na Figura (2.4).

Figura 2.4 - Movimento de uma particula

Pode-se calcular a energia total consumida em cada ponto e somar as contribuicdes
por meio de uma integral, conforme demonstrado na Eq. (2.24).

15}
S = L(q,q,t)dt (2.24)

5]

Deseja-se considerar a energia em todos os possiveis caminhos. Uma estratégia para
englobar todas as possibilidades é definir uma funcio como sendo a solugdo, ou seja, o
caminho que minimiza o gasto de energia, acrescentando outros termos que possam variar
para representar cada variagdo desse termo como um possivel caminho.

qn(t) = q(t) +an(t) (2.25)

Onde q representa a solucido do nosso problema, o € uma constante real e 7 ¢ uma
fun¢io que abrange todos os possiveis trajetos. E importante observar que, para que gy
realmente abarque todos os possiveis caminhos, € necessario impor uma condi¢do em 7).
Essa condicdo € a seguinte:
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n(t) =n(z) =0 (2.26)

Com essa restricdo, pode-se garantir que, independentemente do caminho entre ¢; e
t;, a particula estara na posicdo definida. Apos a defini¢do da fungdo g, é possivel reescrever
a Eq. (2.24) como:

_ 5]
S = / L(q+an,g+an)dt. (2.27)
h

Perceba que, dessa maneira, S se torna uma func¢do exclusiva de a. Portanto, para
encontrar os extremos da fun¢do S, basta derivar em relacio a a e calcular a = 0, ou seja,

d t
= — L(q+an,qg+an)dt = 0. (2.28)
da J;,

ds
da

a=0

Como a integral é em ¢t a derivada pode entrar dentro da integral, de modo que:

ds

b g o
o _/ E(L(q+om,q+om))dt—0. (2.29)

151

a=0

Ao aplicar a regra da cadeia, obtém-se:

L (5L az:)
= o+ —=pldt=o. 2.30
/rl (5q 5q77 (2:30)

ds
da

a=0

E ¢ possivel reescrever a equacdo acima como:

L(6L 8L ) /’2 0L /fz 0L
— N+ —7 dt = —ndt + —dt 2.31
/tl (aq77 59" w g W 04" (231
Ao resolver por partes a segunda integral do lado direito da equacao, obtém-se:
/ L / g (a—L) ndt (232)
5} aq aq f h dt aq ‘ .

Ao substituir na Eq. (2.31), obtém-se:

L(3L oL Lar oL /tz d (6£)
s =hldr= | Z=pde+—=n| - | Z|[Z=)ndr 2.33
/ﬁ (aq” aq") / ag """ Tag” ), dr\ag)” (2:33)

Perceba que a funcio 7 foi definida de modo que em ¢, e ¢; ela é nula, sendo assim:

15)

151

15}
a_{: =0. (2.34)
aq

L
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Portanto,

L(ar oL Lar /tz d (0L
—n+—nldt = —ndt — — | — | ndt, 2.35
/tl (aq” aq”) / ag " " ), dt(aq)” (2:33)

que pode ser reescrita como:

boL aL.)\ ., [2(eL d (3L _
[ (G Si)ee= [ (5 (55 e =o (230

Como equacdo anterior deve ser valida qualquer que seja 7, entdo.

oL d (aL) o 257

dq dt\dq

Essa equacio representa a Euler-Lagrange, a qual é derivada diretamente do principio
de Hamilton. Nesse contexto, S, denominada energia total, é postulada por Hamilton como
sendo minima, enquanto £ representa o lagrangiano, definido como a diferenca entre a
energia cinética e a potencial de um sistema. Outra abordagem possivel é a definicdo de

todas as agdes como:

S=S+6S (2.38)

Em que,

dS = an (2.39)

Se aclo € minima entdo, S € nula, sendo assim dizer que a acao € minima é o mesmo

que dizer que:

8§S=0 (2.40)

Logo basta que,

1)
§S=6 [ Ldt=0 (2.41)
5]
Ou ainda,
15)

oS = (6V -46T)dt =0 (2.42)

51
A equacgdo acima expressa o principio de Hamilton em termos matematicos. No

entanto, algumas informacdes foram omitidas na tltima parte, e € importante mencionar

o motivo pelo qual §S € zero quando S € minimo. Essa condi¢do esta relacionada ao fato
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de que S representa a variacdo de primeira ordem do funcional S, e uma propriedade dos
pontos estaciondrios € que as variacoes de primeira ordem nesses pontos sdo nulas.

2.4.1 Principio de Hamilton para sélidos deformaveis

Antes de deduzir o principio de Hamilton aplicado a s6lidos deforméaveis, € importante
abordar a aplicagio da segunda Lei de Newton a corpos continuos. E sabido que as leis de
Newton se aplicam apenas a particulas e ndo podem ser diretamente estendidas a corpos
continuos. Portanto, para avancar nessa deducdo, ¢ necessario adotar uma abordagem
alternativa, considerando um elemento diferencial desse sé6lido, que se assemelha a uma
particula, e, somente entdo, aplicar a segunda Lei de Newton. Para facilitar a compreensdo
visual desse conceito, as Figuras (2.5) e (2.6) apresentam uma representacgao grafica de um
solido genérico e uma projecao bidimensional do elemento diferencial de volume desse

solido.

o'xx

Oyy

Figura 2.5 — S6lido genérico Figura 2.6 — Diferencial de solido

Aplicando a segunda lei de Newton ao elemento diferencial de s6lido € possivel chegar

na equacao:

gij,j t+ fl = pul (2.43)

Onde gj; j representa o divergente do tensor de tensoes, e esta relacionado ao esforcos
internos, f; € a componente que contabiliza as forcas externas por unidade de volume que
atuam sobre o0 s6lido, e por fim pii; que € a a forca resultante, novamente por unidade de
volume. A formula de Cauchy define um vetor de tensdes, 7;, como:

Ti = gijn; (2.44)

O vetor de tensor € justamente o divergente do tensor de tensdes, de modo que pode-se

substitui-lo na Eq.(2.43), a fim de reescreve-la na forma:

T + f; = pii; (2.45)
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Uma vez conhecida todas as forcas que atuam sobre este elemento diferencial de
volume, pode-se entdo calcular o trabalho virtual realizado por cada uma delas, sendo assim
tem-se que o trabalho virtual serd dado por:

5WE :/TiéuidS+/f,-5uidV (2.46)
S 14

Pode-se aplicar o teorema de divergéncia de Gauss para escrever a Eq.(2.46) em
termos do volume. Aplicando o teorema na primeira integral obtemos:

/TléuldS = /aijnjéuidS = / (aijéui)jdv (2.47)
S )

s %4

Aplicando-se a regra do produto na equagdo anterior, tem-se:

/(aij5ui)7jdV:/(Gij,jSui+aij5ui,j) av (2.48)
%4 %4

Substituindo este resultado na Eq.(2.46),

5WE = / (Gij,j + fl) 5ul~ + aij5ui,jdV (2.49)
%4

O argumento da primeira integral pode ser interpretado como o trabalho realizado
pela forca resultante, de modo que o trabalho virtual pode ser escrito como:

5WE :/puiduﬁaijéui,jdv (2.50)
%4

O divergente do deslocamento virtual ¢ nada mais, nada menos que a deformacao
virtual, sendo assim:

OWg = / pu;du; + O'ij5€ijdV (2.51)
|4

Na forma como est4 escrita a segunda integral pode-se associa-la ao variacional da
energia de deformacdo, que na regido elastica de deformacdo pode ser entendida como

energia potencial, uma vez que nesta regido a forcas superficiais sdo conservativas, logo:

OWg = / pi;du;dV + 6V (2.52)
%4

Ao transferir §V para o outro lado e ao realizar a integracdo de ambos os lados da
equacdo em relacdo ao tempo, tem-se:

&) 15)
(6Wp — 8V)dt = / / pilSudV dt (2.53)
5} \%4

151



31

Realizando uma integracdo por partes na integral a direita da equacdo acima, obtém-

Se€:

15)
/ (6WEg =98V)dt = / pu;du;dV
14

151

[5) t
- / / pu;du;dVdt (2.54)
f 5} %4

Considerando que du; € definida como nula em ¢ e ¢, a primeira integral do lado

direito da igualdade se torna zero, de modo que:

%) 1)
(6Wg = 48V)dt = —/ /puiéuidth (2.55)
t |4

5]

E possivel escrever o argumento da integral a direita como:

e 1
pu;du; = 5(§Puiui) (2.56)

Substituindo na Eq.(2.55),o0btemos:

t 15} 1
/ (6Wp — 8V) dt = — / 5 / S puiudVdt (2.57)
t |4

51
Agora percebe-se que realizar essa mudanca permitiu aparecer com a energia cinética.
Sendo assim, reescreve-se a equacao acima como:
t 15)

(SWg —8V)dt=— | 8Tdt (2.58)

51 h

Como todas as integrais sdo com respeito ao tempo, pode-se unir os argumentos em

um unica integral, a qual terd a forma de:

15}
(SWg — 8V +8T)dt =0 (2.59)

51

Esté equacio € o equivalente ao principio de Hamilton aplicado a um s6lido defor-

maével, e serd utilizada para a modelagem dinamica do duto.

2.4.2 Equacio do movimento para o duto

Utilizaremos como referéncia as Figuras (2.7) e (2.8), adaptadas do livro (Lee, 2009).
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Q+dQ/2

N+dN/2
W'+ dw'/2

N\ M +dM/2

Figura 2.7 - DCL de um diferencial de duto Figura 2.8 — DCL de um diferencial de fluido

A partir do principio de Hamilton, como enunciado pela Eq. (2.59), é possivel obter a
equacao de movimento para o duto. Note que, este principio é valido somente para sistemas
de massa constante (Guttner; Pesce, 2017), o que pode ndo ser o caso para escoamentos
transientes, muito embora seja utilizado na literatura. Para isso, € necessario obter expressoes
paradV,doT e SW. Inicialmente, é necessario definir a energia cinética para um duto. Percebe-
se que existem apenas duas direcdes possiveis para o deslocamento do duto, u e w. Dessa
forma, para cada direcdo, h4d uma energia cinética associada. Portanto:

1 Loy
T:Emp/() (u + W )dx (2.60)

Em relacio a energia potencial, o duto pode sofrer deformacdes tanto longitudi-
nalmente quanto verticalmente. Assim, € possivel definir a energia potencial para o duto

como:
1 [F 1 [F
V== / EAp(eq, + €x)?dx + = / El,w"dx (2.61)
2 0 2 0
Onde,
N 1, 1 ,
€ = ETP, €Ex = u + Eu/ + Ew (262)

Em que N ¢ uma forca axial constante. A primeira integral est4 relacionada as de-
formacdes longitudinais, j4 a segunda integral est4 relacionada a flexdo do duto. Podemos
aplicar o operador 6 em ambos os lados da Eq.(2.60) de modo que:

1 L
ST = —mp5/ (iﬂ + u')z) dx. (2.63)
2 0

Desenvolvendo a equacdo acima, obtém-se:

L
ST = %mp / (2081 + 2WSw) dx. (2.64)
0
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Simplificando,

L
5T = m, / (UdtL + W) dx.
0

Podemos abrir a integral, de modo que:

L L
oT = mp/ ududx + mp/ wowdx.
0 0

Resolvendo ambas integrais por partes iremos chegar em

L L
6T = mpudu —mp/ idudx + wow —mp/ wowdx.
0 0
0 0
ou seja,
L
6T = -my / (tidu + Wwow) dx + A,
0
onde,
L L
A =mpudu| +mpwdw| .
0 0

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

Pode-se seguir o mesmo procedimento para o §V, mas antes vamos reescreva-la

substituindo a Eq.(2.62) em (2.61), feito isso, tem-se:

1 fL— 1 [t
V= 3 / [N (2u’ +u?+ w’z) +EApu’2] dx + > / EIpw”zdx.
0 0

(2.70)

Vale dizer que durante a substituicdo alguns termos de alta ordem foram desprezados.

Repetindo o procedimento andlogo ao realizado para a obtencdo do 6T, tem-se que:

1 rL— 1t
5V = > / [N (28u’ +2u'du’ + 2w'dw’) + 2EApu’5u’] dx + 5/ 2ET,w”dw”dx, (2.71)
0 0

ou ainda,

L L
SV = / [ﬁ (Su +u'du’ +w'dw’) + EApu’cSu’] dx + / EI,w”éw"dx.
0 0

Pode-se dividir a integral na forma:

(2.72)
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L L L L L
1% :/ ]Vu’Su’dx+/ N5u’dx+/ ﬁw’éw’dx+/ EApu’éu’dx+/ El,w"sw"dx.
0 0 0 0 0

(2.73)
Veja que,
L L
/ Néu'dx = Néu (2.74)
0
0
Veja também que,
L . L L
/ Nu'éu'dx = Nu'du| - / Nu”dudx, (2.75)
0 o YO
L . L L
/ Nw'dw'dx = Nw'dw| - / Nw”dwdx, (2.76)
0 o Jo
L L
/ EApu'du'dx = EApu'du| — / EAp,u”dudx, (2.77)
0 o Jo

Por fim,

L
- EI,w” dw
0

L

L L
/ ETl,w"éw"dx = EIpw”dw’ + / ET,w""dwdx. (2.78)
0 0

0

Substituindo todos esses resultados na Eq.(2.73), obtém-se que:

L
5V = / (-Nuw’ - BApu") su+ (-Nw” + ELpw” ) + B (2.79)
0
Onde,
L

+Nu'du
0

L
+EApu’du
0

L

+ EIpw”Suw’
0

L L

- EI,w”éw| .
0

B =Ndu (2.80)

0

Pode-se calcular o ultimo termo que aparece no principio de Hamilton, o trabalho
virtual. O célculo do trabalho virtual é relativamente simples. Para isso, consideram-se os
esquemas mostrados na Figura (2.7) e aplica-se um deslocamento virtual du e dw. Ao fazer

isso, é possivel encontrar a seguinte expressio para o trabalho virtual:

L
6WE = / [(FT +FNw,) 6u+(FTw’—FN) SW] dx+c, (281)
0
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onde,

L
+M26w’
0

L

+ Q15w
0

L

+ Qzéw
0

L

+N15u
0

L L

+ N25u .
0

C = Mo’ (2.82)

0

Ao reunir todos os resultados, obtém-se que o argumento da integral que aparece no
principio de Hamilton é dado por:

L
/ [(EAeffu” — mpii + Fyw’ + Fr) 6u + (EIpw”” - Nw” +mp’ — Frw' - FN) 5w] dx+D,
0

(2.83)
no qual,
EAcsf =EAp+N (2.84)
e
D=A+B+C. (2.85)

Integrando em relacdo ao tempo, o principio de Hamilton nos daré as seguintes
equacdes do movimento:

EAgpu” — mpil + Fyw' + Fr = 0 (2.86)

El.w"" — Nw” +ml - FTU)’ —-Fy=0 (287)
p P

Com as seguintes condicdes de contorno:

M(0,t) = =M (t), w’(0,t) = 61(t)

Q(0,1) = =Qu(t) = Nw'(0,),  w(0,t) = wy(t)

N(0,t) = =N (t) — N, u(0,t) = up(t) (288)
M(L,t) = M,(t), w'(L.,t) = 6,(t)

QL) = Qa(t) = Nw'(Lt),  w(L}) =w2(2)

N(L,t)y=N; - N, u(L,t) = uy(t)

A primeira equagdo representa a equacdo que governa o movimento axial do duto,
enquanto a segunda é responsavel por descrever o movimento transversal do duto. A deter-
minacdo das forcas Fy e Fr serd apresentada na proxima secao.
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2.4.3 Dinamica de fluidos

Utiliza-se como referéncia primaria a Figura (2.7) e, em seguida, aplica-se a segunda
lei de Newton para o elemento fluido. Antes disso, ¢ importante notar que a velocidade c re-
presentada na figura ¢é a velocidade do escoamento em relacao ao duto. Portanto, a velocidade
real é a soma da velocidade do duto com a velocidade do escoamento. Considerando isso, as
seguintes equacoes sdo derivadas a partir do equilibrio de forcas do elemento diferencial de
fluido (Figura (2.8)) e do duto (Figura (2.7)), respectivamente.

(pA) + Fyw' + Fr + my(gx +ii +¢+ct’ +cc’) =0, (2.89)

(PAW') + Frw’ — Fy + my(gy + W + 2ct’ + c*w” + ¢w’ + cc’w’) = 0. (2.90)

A Forca Fr pode ser obtida por meio da equacio de Darcy para o fator de atrito.

Fr = mw%klc = my fplc|c. (2.91)

Combinando as Egs.(2.89) e (2.90) e ignorando os termos de mais alta ordem é possivel
sintetizar toda a informacao contidas nessas duas equacdes em apenas uma.
P'A+myugyw +my fplelc + my(gx + i+ é+ci’ +cc’) = 0. (2.92)

Pode-se assumir que tanto a velocidade do fluido, quanto a pressio sdo constantes,
representadas por, ¢y € po, respectivamente. De modo que a Eq.(2.92) pode ser escrita na
forma na forma:

MugyW' + My fpCy + Mgy + Myl + myci’ = 0. (2.93)

E possivel reescrever também as Egs.(2.89) e (2.90) como:

Fyw' + Fr + my(gyx +ii+cu’) =0, (2.94)

PoAW” + Frw’ — Fy + my,(gy + W + 2ci’ + c*w”) = 0. (2.95)

2.5 Equacoes governantes para dinamica de dutos

Somando as Egs.(2.95) e (2.87) e subtraindo (2.94) de (2.86), ficamos com as seguintes
equacoes:
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2.6

2.6.1

EAcfpu” — mii — myctt’ — mygx = 0, (2.96)
e
EI,w" + m — Nw” + pAw” + my, (ch’ + czw”) +Mmygy =0, (2.97)
onde,
m=mp+my. (2.98)

Utilizar a Eq.(2.93) permite escrever a equagao (2.96) como:

EAcfpu” — mpii + mygyw' + my, focg = 0. (2.99)

De forma semelhante, pode-se utilizar Eq.(2.93) para escrever a Eq.(2.97) na forma:

ETL,w"" + mw + 2my,ci’ — Nw” + ppAw” + mwcgw” - mwac(Z,w’ =0. (2.100)

Definindo uma constante Tj, como:

To = N — poA — mycp, (2.101)

De modo que:
EI,w” +m — Tow” — my fpcgw’ + 2myct’ = 0. (2.102)

Modelagem do elemento espectral

Equacoes governantes no dominio da frequéncia

Pode-se representar a resposta dindmica do duto na forma espectral como:

N N
1 . 1 )
w(x,t) = ~ Z W (x)e™nt, u(x,t) = N Z Uy, (x)e'™nt (2.103)
n=1 n=1

Da mesma maneira é possivel representar as condicdes de contorno de forca e mo-

mentos na forma espectral utilizando a serie discreta de Fourier. Substituindo as Eqs.(2.103)

em (2.99) e (2.102) reescreve-se as equagdes governantes como:
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EA.sU" + wzmpU + mygy W' + mwac(z)Néon =0

(2.104)
EIL,W"" — oW — my, fpcgW' + 2iwmy,coW’ — w>mW =0
Onde as condic¢des de contorno sdo dadas por:
M(O’t) = _Ml(t)9 w,(o’t) = el(t)
Q(0,t) = —Qu(t) = Nw'(0,t),  w(0,t) = wi(t)
N(0,t) = =N1(t) - N, u(0,t) = uy (¢t
(0,t) 1(8) (0,t) =y () (2.105)
M(L,t) = M(1), w'(L,t) = 6(1)
QLY = Q) ~NW(Lt),  w(Lit)=w(2)
N(Lt)=N,-N, u(L,t) = up(t)
Em que
Q(x) = -EIW”(x), M(x) = EI,W”(x), N(x) =EA.fU'(x)  (2.106)
2.6.2 Formulaclo espectral de um duto
Escrevendo o vetor deslocamento nodal para o duto como:
d={W, 6, Uy W, 6, Uy}! (2.107)
Ou ainda,
d={W(0) 6(0) U) W(L) 6(L) U(L)}" (2.108)
Definindo o vetor de for¢a e momentos nodais como:
fo={-Q1 Mi Ny Q; M; N2}’ (2.109)

Ou na forma:

f, = {—Q(O) -W’(0) —N-M(0) —N(0)-NN&y, Q(L)+NW'(L) M(L) N(L)N+N50n}T

(2.110)

A convencdo de sinais utilizadas esta ilustrada pela Figura (2.9).
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Figura 2.9 - Convencdo de sinal para o duto.

2.6.3 Funcoes de forma dindmicos

Assumindo uma solucdo do tipo Eq.(2.111) para as equagdes governantes.

W (x) = Bae™** U(x) = ae (2.111)

Substituindo a Eq.(2.111) nas Eqgs.(2.105) de forma a obter o seguinte problema de

e e

K11 = EIpk® + Toka + i(mefpcg — 2iwmyco)k — w?m =0
K = EAcprk? — w’myp,

autovalor e autovetor.

Ky Ky

Onde,

E em que a relacdo de dispersdo ¢ dada por:

EIk* + Tok? + i(my focg — 2iwmy,co)k — w*m =0 (2.114)

EAcprk* — w*mp =0 (2.115)

Deve-se resolver as equagdes numericamente para obter os niumeros de onda k1 ,k;,k3,k4,ks
e k¢. Da Eq.(2.115), tem-se:

mp
EAeff

ks = —k6 =W (2116)

Para cada numero de onda k;(j = 1,2,...,6), escrevendo ; como:
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_EAefkaZ. - wzmp

-  =1,2,3,4
Bj = ikjmygy ( ) (2.117)
0 (j =5,6)
Definindo a matriz diagonal como:
B = diag 8] (j=12,....6) (2.118)

Pode-se entdo escrever a solucio geral na forma:

6
W(x) = Z Bjaje 5 = e(x)Ba (2.119)
j=1
6 .
U(x) = Z aje_’kfx =e(x)a (2.120)
j=1
Em que
e(x; C()) — [e—iklx e—ikzx e—ikgx e—ik4x e—ik5x e—ik6x] (2‘121)
E
a={a ay a3 a4 as ag}’ (2.122)
Isso permite escrever os deslocamentos nodais como:
d=H(w)a (2.123)
Onde
B1 B2 3 Ba 0O O
—iklﬁl —ikzﬁz —ik363 —ik4ﬁ4 0 O
1 1 1 1 1 1
H(w) = (2.124)
Bier ez Bses Bses 0 O
—iklﬁlel —ikzﬁzez —ik36383 —ik4[34e4 0 O
€1 e es3 (] €5 €q
Em que
ej = e kil (j=12,...,6) (2.125)

Usando a Eq.2.123 em Eq.2.119 e Eq.2.120, tem-se:



41

W(x) = Nw(x;w)d, U(x) = Nyu(x;w)d

No qual

Nw(x;0) = e(x)BH ()
Nu(x;0) = e(x)H ' ()

(2.126)

(2.127)

Partindo de todas essas defini¢ées pode-se escrever a matriz de rigidez dinamica

como:
S(w) = HY (w)D(w)H (w)
Onde
D(w) = EI,BK*EK”B - T)BKEKB + im,, fpc;BEKB — w”*mBEB
+wmycoB(EK — KE)B — EA, st KEK — cozmpE +imy,gyEKB
+iwmy,coBEE +i(T) — N)BEKB
Em que
E(w) = [Ers(w)]
E(w) = [Ers(w)]
com
E K, +Ks#0
E,. - K, +K, rs S€ Ky s F
L se K, +K;=0
E, = oilkrtk)L _
E

K = diag[K;], K’ = diag[Kl.z]

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

Pode-se ainda apds obtencdo da matriz de rigidez dinamica escrever os deslocamentos

nodais, j& com as condic¢des de contorno como:

dg = £,S; ' (w)

Onde fj € o vetor global de forcas nodais.

(2.135)
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3 Propagacao de ondas em dutos transpor-
tando fluidos

Neste capitulo, abordar-se-4 a metodologia adotada para conduzir as simulagdes, com
foco nas adaptacoes realizadas no algoritmo de elemento espectral de duto para incorporar a
presenca de ressonadores. Além disso, serdo detalhados os métodos de validacdo utilizados
para as simulagoes.

3.1 Construcao dos dutos

O modelo numérico do elemento espectral de duto, discutido e apresentado no capi-
tulo anterior, foi implementado em Python, uma linguagem de programacao de alto nivel. A
partir deste algoritmo, foram realizadas as simulacdes. Entretanto, ¢ importante, preliminar-
mente, discutir alguns aspectos, como as configuragdes consideradas na simulacdo, para
que, a partir delas, seja possivel aprofundar a anélise dos resultados.

3.1.1 Configuracdo do duto simples

Foi selecionada uma configuracdo que melhor se aproxima da realidade de uso de
dutos em geral, ou seja, uma configuracio bi-apoiada com apoios do tipo simples. Nessa
configuracio, a tnica restricdo cinemética imposta ao duto € a auséncia de deslocamentos
verticais nas extremidades apoiadas. Um esquema dessa configuracdo pode ser observado

na Figura (3.1).

Apoio simples Apoio simples

Figura 3.1 — Esquematico de uma configuracio de duto padrio.

Apos a definicdo dessa configuragdo, foram estabelecidos dois pontos essenciais: um
ponto a esquerda do ponto de apoio a direita para aplicacdo do forcamento e outro ponto
para observar a resposta do duto ao forcamento aplicado, localizado a esquerda do ponto
de apoio a direita. Nesse contexto, é possivel compreender o sistema como um modelo LTI
(Linear Time-Invariant), no qual a entrada é o forcamento aplicado e a saida ¢ a resposta
do duto a esse forcamento especifico. Por este motivo esses pontos foram representados
justamente como entrada e saida no sistema na Figura (3.2).
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e oy

Figura 3.2 — Disposi¢do dos pontos de controle.

3.1.2 Configuracdo do duto com ressonadores

onsiderando que o proposito final deste trabalho é investigar o uso de um metama-
terial que consiste na integracdo de ressonadores ao duto, € crucial definir claramente sua
configuracio. Esta subsecdo pode ser vista como um complemento a se¢do anterior, ja que
incorpora parte da estrutura definida anteriormente para incluir os ressonadores. Portanto,
elementos como os apoios simples e os pontos de controle permanecerdo na configuragdo
do duto com ressonadores. A principal diferenca € que nessa configuragdo também estdo
presentes os ressonadores, ampliando a estrutura

Figura 3.3 - Esquematico da configuragdo do final do duto com ressonadores.

Na Figura (3.3), a primeira observacdo notavel é a representacdo dos ressonadores
como massa-mola. Essa abordagem ¢ uma forma relativamente simples de implementacao e
serd detalhada mais adiante. Neste momento, a énfase estd na defini¢do de aspectos geomé-
tricos, como o posicionamento de cada elemento. Aproveitando essa etapa, determinaram-se
algumas distancias cruciais, como a distancia em relacio aos apoios para cada ponto de
controle, a distancia do primeiro e ultimo ressonador em relacdo aos pontos de controle e a
distancia entre cada ressonador. Essas medidas serdo fundamentais para estabelecer o tama-
nho de cada elemento do duto, uma informacao essencial na implementagcdo computacional
do método de elemento espectral para o duto. A Figura (3.4) oferece uma visualizacdo dessas
distancias.
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Entrada
v
NV
T
ITAIAIA
v
—/] o
_ k { ' : '

Figura 3.4 — Distancias entre os elementos ilustrados no esquematico final.

3.1.3 Elemento de duto e composicdo de elementos

Para a representacdo numérica do duto, o mesmo sera dividido em elementos, cada

um composto por dois nés, como ilustrado na Figura (3.5).

N6 A

N6 B

I, e
/ Elemento de duto %
/ P

Figura 3.5 - Esquematico de um elemento de duto.

O duto sera constituido pela juncao desses elementos individuais, assemelhando-se a

composicdo de dutos menores. A combinacdo de dois elementos de dutos esta ilustrada na

Figura (3.6).

=]

e

, _
_

%

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\ .

Elemento B
A .

Figura 3.6 — Esquemadtico da unido de dois elementos de duto.

A representacdo dessa unido pode ser observada na matriz de rigidez, conforme

demonstrado na Figura (3.7).
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HB B RREEEE

FE == E=] ]

Figura 3.7 - Matriz de rigidez no caso de uniéo de dois elementos.

Na secdo onde ha ressonadores, considera-se uma juncdo conforme ilustrada na
Figura (3.8).

=][=][#]
2]

Figura 3.8 — Esquemadtico da unido de dois elemento de duto com um ressonador entre eles.

Antes de mostrar como a presenca dos ressonadores influencia a matriz de rigidez
global, é fundamental realizar a modelagem adequada. Através dela, torna-se possivel visu-
alizar com maior clareza as implicagdes dos ressonadores no sistema duto-ressonador. O
proposito principal € comunicar de maneira precisa e clara todas as etapas do processo de
simulacdo. Para representar o ressonador na forma de massa-mola, utiliza-se um sistema
analogo ao ilustrado na Figura (3.9).
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L/ K

Sistema m,
primério L
m, |1l v
[
Sistema
secundario
m,
v - I

Figura 3.9 - Sistema massa-mola com 2 graus de liberdade.

Ao aplicar a segunda lei de Newton ao sistema mencionado anteriormente, € possivel

derivar as seguintes equacoes de movimento:

myiy —k(u —up) = f
mZI./'lz - k(uz - ul) =0

Simplificando,

mqii; — ku1 + kLtz = f

moliy — kuz + ku1 =0

(3.1)

(3.2)

No modelo de elemento espectral, em que o dominio das equacdes € a frequéncia, é

necessario aplicar a transformada de Fourier em ambos os lados das equagdes. Ao realizar

essa operagio, obtemos:

—m1w2U1 - kUl + kUz =F
—myw?U2 — kU2+kU1=0

Colocando em evidéncia os deslocamentos, tem-se:

(—mlcoz - k)Ul +kU, =F
(—-myw? — k)Uy + kU1 =0

Na forma matricial, o sistema pode ser representado da seguinte maneira:

U
U,

F
0

-mw? -k k
k —myw? -k

Onde a matriz de rigidez global do sistema ¢ representada pela matriz,

2

—-mw? -k k
kGlobal = i o — k
—myw? —

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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E possivel realizar uma separac¢do na matriz global, distinguindo a parcela correspon-
dente a contribuicdo do sistema primdrio e a parcela relacionada a contribuicao do sistema

secundario.

kGlobal = kPrimério + kSecundério (3-7)

Onde o sistema primadrio ¢ dado por:

2
-mw” 0
kprimario = 0 0 (3.8)
E o sistema secundadrio por:
-k k
ksecundario = 2 (3.9)

k -myw* -k

A matriz de rigidez secunddria pode ser expressa em termos de pardmetros concen-
trados, onde um estd relacionado a dois nds associados a rigidez da mola e outro parametro
de um né associado a massa, como ilustrado pela Figura 3.10.

:
R
——>
mpg

U, Lumped 1 — noded
my element

Figura 3.10 - Esquematico dos parametros concentrados.

5

Conforme ilustrado na figura acima, ¢ possivel decompor o sistema secundario em

parametros concentrados, cada um deles com uma matriz de rigidez associada, representadas

por:
-k k
KElemento 2 - nos = K -k (3.10)
E o outro parametro dado por:
0 0
KElemento 1 -no = ) (3.11)
0 —-myw

No duto, a abordagem ¢é semelhante: a matriz de rigidez do sistema primério é obtida
através do método de elementos espectrais. A incorporacdo da matriz de rigidez do sistema
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secundario, representado pelos ressonadores, é a inica modificacio necessaria. Dessa forma,
para o caso ilustrado na Figura (3.8), a matriz de rigidez global pode ser representada
conforme ilustrado na Figura (3.11).

=

AEEEEEEEEE

=== =] =] ]

Figura 3.11 — Matriz de rigidez global para o caso de duto com ressonador.

Outra implica¢do da incorporagdo dos ressonadores € a adicdo de mais um grau de
liberdade ao sistema.

3.2 Construcao do forcamento de entrada

Para simular o comportamento dinamico do duto e obter uma resposta adequada, é
essencial aplicar uma excitacdo externa, ou seja, um forcamento. A escolha desse forcamento
desempenha um papel crucial na identificacdo da resposta desejada. Portanto, é importante
selecionar um tipo de forcamento que permita uma visualizacio rapida e facilite a analise
do comportamento do sistema. Escolher a forma correta de forcamento ajuda na compre-
ensdo mais clara e na andlise eficiente da resposta dindmica do duto. Em funcio dessas
caracteristicas, optou-se por utilizar um forcamento do tipo pulso, o qual é definido como:

o) = Asin(2z fot), 0 <t < Tpuso (3.12)

0, t > Tpulso

Em que

Tpuiso = M (3-13)
Jfe
Onde A representa a amplitude, f. € a frequéncia central do pulso € Nperiodos € 0
numero de periodos do pulso. Considerando um pulso com amplitude de 1 kN, frequéncia
de 1500 Hz e namero de periodos igual a 10, € possivel obter o seguinte grafico, Figuras
Figuras (3.12), (3.13) no dominio do tempo e da frequéncia.
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Figura 3.12 - Grafico do pulso no dominio do
tempo.

Figura 3.13 - Grafico do pulso no dominio da
frequéncia.

Observa-se uma dispersdo relativamente significativa no dominio da frequéncia,
indicando a presenca de um vazamento substancial, ou "leakage”. Uma estratégia para
reduzir essa interferéncia indesejada € centralizar o sinal na frequéncia de interesse, que
corresponde a frequéncia do pulso. Uma abordagem comum para mitigar esse vazamento
¢ a utilizacdo de janelamento, um processo que ajuda a concentrar o sinal em torno da
frequéncia desejada.

Existem vdrias funcoes de janelamento disponiveis para este propdsito. Neste traba-
lho, serd utilizada a janela "hann", fornecida pela biblioteca SciPy do Python. A aplicacdo
desta janela deve ser realizada antes da transformacdo para o dominio da frequéncia. Essa
abordagem implica em algumas alteracdes no sinal. O sinal janelado pode ser visualizado
através das figuras, Figuras (3.14), (3.15) a seguir.

1000 1 —— Pulso

--- fc

1.2+

~
a
=)

1.0

o
=3
=3

0.8+

N
o
=3

£ 0.6

Amplitude, N
[
N
I
S o

!
Amplitude, N

0.4+
—500

0.2+
=750

~1000 0.0

T T T T T T T T T v v T v
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Tempo, s Frequéncia, Hz

Figura 3.14 - Pulso janelado no dominio do Figura 3.15 - Pulso janelado no dominio da
tempo. frequéncia.

Ficou claro que essa estratégia se mostrou efetiva para alcancar o objetivo desejado,
ja que resultou em uma reducao consideravel do "leakage"presente no sinal.
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3.3 Simulacao e verificacao duto sem ressonadores

Ap0s estabelecer um modelo para o duto e determinar a natureza da forga aplicada,
o préximo passo € realizar a simulagdo para validar os resultados obtidos. Isso implica na
definicdo precisa de varios parametros associados ao duto, incluindo propriedades fisicas,
dimensoes e outros fatores relevantes para o modelo de elementos espectrais conforme
explicado anteriormente. O objetivo € verificar se os resultados da simulagdo condizem com
o comportamento esperado e se sao consistentes com as previsoes tedricas ou experimentais,
todos os parametros utilizados na simulacdo estido disponiveis na Tabela (3.1).

Parametros Valores
Modulo de elasticidade (E) 210 GPa
Densidade do duto (pp) 7500 kg/m3
Densidade do fluido (o) 1 kg/m3
Amortecimento estrutural () le-3
Raio interno do duto (r;) 25 mm
Raio externo do duto (r,) 30 mm
Velocidade de escoamento (c) 0m/s
Tracdo axial média ao longo do duto (N) 1kN
Pressdo interna do duto (pg) 1Pa
Aceleracdo da gravidade (g) 9.81 m/s2
Inclinacdo do duto (6) Orad
Fator de atrito (f) .01
Comprimento dos apoios (Lapoio) 10 m
Comprimento dos elementos (Lgiemento) 10 m
Numero de elementos 8
Comprimento total do duto (Lota)) 80 m
Frequéncia central do pulso 1500 Hz

Tabela 3.1 - Pardmetros de simulacdo para o caso duto sem ressonadores.

A escolha de uma densidade de fluido igual a 1 se deve a estratégia de aproximar o
comportamento do duto ao maximo de uma viga. Isso possibilita a utilizacdo de resultados
conhecidos na literatura associados a vigas. Além disso, foram definidas a velocidade nula
de escoamento e uma pressdo interna baixa. Com base nesses parimetros, os resultados
obtidos podem ser visualizados nas Figuras a seguir.
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Figura 3.16 - Amplitude em frequéncia ao Figura 3.17 - Resposta no tempo ao pulso nos
pulso nos pontos de controle. pontos de controle.

Os primeiros indicadores relevantes para validar essa simulacio sdo encontrados nos
dominios da frequéncia e do tempo. No dominio da frequéncia, a presenca de um salto na
frequéncia central do pulso, conforme ilustrado na Figura 3.16, indica a formacdo adequada
do pulso, sugerindo que a simulacao est4 captando de forma adequada o comportamento
desejado. No dominio do tempo, observamos que a resposta gradativamente converge para
zero ao longo do tempo, devido ao amortecimento estrutural e a dissipagdo progressiva de
energia. Além disso, outro ponto significativo no dominio do tempo pode ser analisado com
mais detalhes por meio de uma imagem complementar, a qual est4 disponivel abaixo.

Deslocamento, n

—— Entrada - Sem ressonador
Saida - Sem ressonador

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
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Figura 3.18 - Resposta no tempo ampliado.

Na figura apresentada, evidencia-se uma consequéncia significativa da condicdo
bi-apoiada do duto. Nota-se a ocorréncia de pulsos, tanto antes de sua chegada a saida
quanto apds a sua passagem por esta. Essa observagdo estd completamente alinhada com
as expectativas, e a razdo subjacente a esse padrdo serd esclarecida adiante. Quando uma
onda percorre uma estrutura e se depara com uma descontinuidade, apenas uma porc¢ao

dela continua sua propagacdo, enquanto o restante ¢ decomposto em uma parte refletida e
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outra evanescente.

A porcio transmitida é definida como aquela capaz de penetrar na descontinuidade
e continuar sua propagac¢do, ao passo que a porc¢do refletida representa a parte da onda
incapaz de incidir na descontinuidade e, portanto, retorna a sua origem. Por sua vez, a por¢ao
evanescente corresponde aquela presente exclusivamente na interface meio-descontinuidade,
sem se propagar ativamente na descontinuidade.

Quanto aos tipos de descontinuidades, também referidas como contornos, estas
podem ser classificadas em dois tipos: fixas e moveis. Serda abordado a seguir o tipo fixo,
Figura 3.19, seguido por uma subsequente explanacao sobre o tipo mével, mas esta somente

na subsecdo seguinte onda a mesma se fard necessaria.

Vs Ve

XX
2
Apoio simples \4’ \/
a

Figura 3.19 - Contorno fixo.

Asvariaveis at,a” e aV representam, respectivamente, as parcelas incidente, refletida
e evanescente. A verificacdo de serem reflexdes pode ser realizada ao calcular o tempo
necessario para a onda percorrer o trajeto do ponto de entrada até o ponto de apoio e
retornar ao ponto de entrada. Isso pode ser feito ao determinar a velocidade de grupo da
onda propagada em um elemento do duto, que, com base nos parametros utilizados, pode ser
estimada pela férmula de propagacdo de ondas de flexdo em vigas, dada por (Graff, 1991):

| ETw?
PA

vGrupo = 2 (3.14)

Aproveitando a formula, é possivel verificar também se a formacgao do primeiro pulso
na saida ocorreu no tempo correto. Considerando que a distancia entre o apoio e o ponto de
entrada ¢ denotada por Lapoio, 0 tempo que a onda leva para ser refletida e percebida pelo
ponto de entrada € dado por:

LApoio

[Refletida = 2 (3-15)

UGrupo

Enquanto o tempo necessario para que a onda va do ponto de entrada ao ponto de
saida ¢ dado por:
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L
Frotal = —Smen0 (N, — 2) (3.16)
UGrupo

Ao calcular esses tempos e plotd-los juntamente com a resposta ao pulso no tempo,
obtém-se:

—— Entrada - Sem ressonador
Saida - Sem ressonador

=== Trotal

=== TRefletida

4

Deslocamento, n

T T T T T T T
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Figura 3.20 - Deslocamento nos pontos de entrada e saida do duto sem ressonador. Tempo de reflexdes
diretamente derivadas do pulso (primarias) sdo destacados com linhas transversais
tracejadas.

A segunda onda formada na saida corresponde a reflexdo da onda ao passar por esse
ponto, alcancar o apoio a direita e retornar ao ponto de saida. J4 a terceira onda ¢ gerada
pela reflexdo da onda original no ponto de entrada, alcancando posteriormente o ponto de
saida. Ambas podem ser calculadas de maneira analitica utilizando as equacdes a seguir,

respectivamente.

[Refletida-Saida = ITotal + [Refletida ( 3 17)

[Refletida-Entrada = [Total + 2Refletida

Ao calcular esses tempos e plotd-los junto com a resposta temporal ao pulso, obtemos:
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Figura 3.21 - Deslocamento nos pontos de entrada e saida do duto sem ressonador. Tempo de reflexdes
geradas pelo efeito de contorno (secunddrias) sdo destacados com linhas transversais
tracejadas.

A convergéncia dos resultados obtidos para o valor tedrico, utilizando as férmulas de
velocidade de grupo para vigas, representa mais uma evidéncia da validade da simulacado
realizada. Isso reforca a premissa de que a condi¢@o andloga a viga também ¢é valida, para os
parametros utilizados. De modo geral, a propagac¢do ao longo do duto pode ser acompanhada
integralmente pela Figura (3.22), nela é possivel observar a onda indo de um ponto a outro..

f |

; AT

: Ll A

: |

> Ll

g l
|

! ‘

Pulso, m

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Tempo, s

Figura 3.22 - Diagrama tempo X espaco da propagacio do pulso ao longo do duto sem ressonadores.

3.4 Simulacao e verificacao duto com ressonadores periodicos

Na simulag¢do da configuragdo do duto com ressonadores periodicos, serdo utilizados
os mesmos parametros que foram empregados na configuracio anterior sem os ressonadores.
Desta vez, ao incorporar os ressonadores, foi tomado o cuidado de garantir o mesmo ntimero
de elementos, assim como 0 mesmo comprimento total e comprimento de elementos. Abaixo,

segue uma tabela contendo todos os parametros utilizados na realizacdo da simulacao.
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Parametros Valores
Modulo de elasticidade (E) 210 GPa
Densidade do duto (o)) 7500 kg/m3

Densidade do fluido (o) 1 kg/m3
Amortecimento estrutural () le-3

Raio interno do duto (r;) 25 mm

Raio externo do duto (7,) 30 mm
Velocidade de escoamento (¢) 0m/s

Tracdo axial média ao longo do duto (N) 1kN

Pressdo interna do duto (py) 1Pa
Aceleracdo da gravidade (g) 9.81 m/s2
Inclinacdo do duto (6) 0 rad
Fator de atrito (f) .01
Comprimento dos apoios (Lapoio) 10 m
Comprimento dos elementos (Lgjemento) 10 m
Numero de elementos 8
Comprimento total do duto (Lota)) 80 m
Numero de ressonadores 5
Frequéncia dos ressonadores (fg) 1500 Hz
Frequéncia central do pulso (f;) 1500 Hz
Razio de massa (mg/mputo) 0.1

Tabela 3.2 - Parametros de simulagdo para o caso duto com ressonadores periodicos.

Como resultado da simulacdo, com base nos parametros descritos na Tabela (3.2), foi
gerado o seguinte grafico:
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Figura 3.23 - Amplitude da resposta ao pulso em funcdo da frequéncia para o caso duto com ressona-
dores peridédicos.

Primeiramente, € possivel observar uma resposta dindmica distinta daquela apresen-
tada pela Figura (3.16). Essa diferenca é esperada, uma vez que a presenca dos ressonadores
deveria influenciar as caracteristicas de propagacido de ondas no duto, como a alteracdo
das frequéncias de ressonancia, entre outras. Portanto, inicialmente, essa divergéncia ¢ um
indicativo positivo. No entanto, ndo € suficiente para tirar conclusées definitivas. Como
complemento, foram gerados graficos adicionais que demonstram a resposta em frequéncia
ao pulso em cada ponto contendo um ressonador. Espera-se que nesses pontos, na frequén-
cia do ressonador, ocorram fendmenos de anti-ressonancia. Dado que a frequéncia dos
ressonadores foi escolhida como a mesma frequéncia central do pulso, prevé-se que eles
atuem como absorvedores dinamicos de vibragdo, resultando em curvas caracteristicas de
anti-ressonancia nessa frequéncia. Os graficos gerados podem ser visualizados abaixo.
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Figura 3.28 - Amplitude em frequéncia ao
pulso no ponto contendo o
quinto ressonador.

Observa-se que, de fato, obtém-se o resultado esperado. Na frequéncia do ressonador,
observam-se antirressonancias formadas, o que se manifesta como uma reducdo significativa

no sinal de saida. O grafico da resposta no tempo ao pulso na saida esta representado na

Figura (3.29).
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Figura 3.29 - Resposta no tempo ao pulso na saida para o caso duto com ressonadores periddicos.

Na figura acima, dois pontos distintos divergem do resultado obtido no caso sem
ressonadores. O primeiro ponto refere-se ao efeito de atenuacdo do pulso, previsto devido a
igualdade das frequéncias dos ressonadores e do pulso, os quais, para esta situacdo, atuam
como absorvedores dindmicos de vibracoes. Outra observacao € a presenca de multiplas ondas
formadas, em quantidade significativamente maior do que no caso anterior. Esse fendmeno
¢ atribuido a presenca do segundo tipo de descontinuidade, denominado de tipo movel. Esta
descontinuidade € responséavel por gerar um maior numero de reflexdes; ao adentrar a se¢ao,
cada ressonador gera uma descontinuidade, resultando em uma multiplicidade de fontes de
reflexdo.
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Figura 3.30 - Descontinuidade movel.

Dado que o meio de propagacdo continua sendo o duto e os ressonadores sdo meras
pontualidades, o tempo de reflexdo também pode ser aproximado pela equacgdo de velocidade
de grupo para uma viga, assim como no caso anterior sem ressonadores. A Unica diferenca
neste caso ¢ a presenca de um maior numero de descontinuidades.

Outra questdo plausivel surge: por que ainda hd amplitude de vibragao na saida se os
ressonadores estdo atuando como absorvedores dindmicos de vibracdes? Algumas hipoteses
foram levantadas: a primeira é que o namero de ressonadores nao foi suficiente para impedir
a propagacio da onda; a segunda hipotese é que algum fendmeno local ocorre no elemento de
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saida, possivelmente atingindo algum ponto de ressonancia local ou algo similar. A imagem
a seguir fornecerd mais evidéncias para a segunda hipoétese, e o motivo serd explicado em
seguida.

Pulso, m
B

1

0

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Tempo, s

Figura 3.31 - Propagacdo da onda ao longo do duto com ressonadores periddicos.

Observe que nos noés intermedidrios ndo ha amplitude, enquanto no n6 de saida ha.
Ou seja, os ressonadores foram suficientes para atuar no pulso, e a amplitude observada na
saida ¢ proveniente de algum evento local.

3.5 Simulacao e verificacao duto com ressonadores de indice
gradiente

Antes de apresentar a tabela com os parametros de simulacio, € crucial discutir o
conceito do gradiente, pois este desempenha um papel fundamental no modelo do duto
com ressonadores de indice gradiente (GRIN). Nesse modelo, cada ressonador possui uma
razdo de massa distinta, mantendo-se uma rigidez fixa. Assim, uma mudanca na massa nao
afeta a rigidez, mas influencia a frequéncia do ressonador. A variacdo da razao de massa é
representada por uma curva linear simples, descrita por:

muRmax - muRmin
nr - 1

Mmug = ( ) n+mug_ (3.18)

Nesta equagao, mup representa a razao de massa, enquanto n € o indice do ressonador.
Vale ressaltar que essa abordagem considera um niamero de ressonadores superior a um.
Como dito anteriormente a rigidez € fixa e dada por:
2
kr = mug,;, Myiga® (3.19)

Em que
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w =27 fr,,. (3.20)

Onde f,,. € a frequéncia do primeiro ressonador. Desta forma, se a razdo de massa
aumenta, a frequéncia do ressonador diminui; por outro lado, se a razdo de massa diminui,
a frequéncia do ressonador aumenta. A ideia é que, por meio da variacdo da curva da razdo
de massa, seja possivel amplificar ou absorver a vibragio de forma mais eficiente. A opg¢ao
por uma curva linear foi feita como um ponto de partida inicial, no entanto, nao ha restricao
para o uso de outras formas de curvas, inclusive serve de motivacao para trabalhos futuros.
Apos a explicacdo de alguns detalhes importantes, agora podemos apresentar a tabela com

os parametros de simulac¢do utilizados.
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Parametros Valores
Modulo de elasticidade (E) 210 GPa
Densidade do duto (o)) 7500 kg/m3
Densidade do fluido (o) 1 kg/m3
Amortecimento estrutural () le-3
Raio interno do duto (r;) 25 mm
Raio externo do duto (7,) 30 mm
Velocidade de escoamento (¢) 0m/s
Tracdo axial média ao longo do duto (N) 1kN
Pressdo interna do duto (py) 1Pa
Aceleracdo da gravidade (g) 9.81 m/s2
Inclinacdo do duto (6) 0 rad
Fator de atrito (f) .01
Comprimento dos apoios (Lapoio) 10 m
Comprimento dos elementos (Lgjemento) 10 m
Numero de elementos 8
Comprimento total do duto (Lota)) 80 m
Numero de ressonadores 5
Frequéncia central do pulso (f;) 1500 Hz
Frequéncia do primeiro ressonador (fz,,..) | 1500 Hz
Razdo de massa minima (mug_. ) 0.5
Razdo de massa méaxima (mug,, ) 0.1

Tabela 3.3 - Parametros de simulacdo para o caso duto com ressonadores de indice gradiente.

Os resultados da simulacdo para os pardmetros apresentados na Tabela (3.3) estdo
disponiveis abaixo:
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Figura 3.32 - Amplitude em frequéncia ao pulso em frequéncia para o caso duto com ressonadores
de indice gradiente.

Este grafico ndo fornece muitas informagdes novas, pois se assemelha muito ao caso

anterior com ressonadores periodicos. Portanto, foram gerados graficos complementares para

cada n6 que contém um ressonador. Agora, espera-se observar pontos de anti-ressonancia

nas frequéncias dos ressonadores. Como os ressonadores possuem frequéncias distintas,

espera-se identificar essas anti-ressonancias em frequéncias diferentes para cada um. Além

disso, espera-se que a frequéncia de cada ressonador aumente, uma vez que mug_,_ <

mug_,., indicando uma diminuicdo na razao de massa e, consequentemente, um aumento

na frequéncia para manter a rigidez constante. Os graficos complementares estdo disponiveis

abaixo:
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Precisamente como previsto, a frequéncia do primeiro ressonador é exatamente a

frequéncia base f,,.; a medida que a razdo de massa diminuli, as frequéncias dos ressonado-

res aumentam. Como resultado, as anti-ressonancias comec¢am a se formar em frequéncias

progressivamente mais altas.Pode-se inverter as razdes de massa maxima e minima para

verificar se, nesse caso, a frequéncia dos ressonadores realmente diminuiré, os resultados

podem ser checados abaixo:
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Novamente, o resultado foi conforme o esperado, como previsto. Também € possivel

observar a resposta no tempo para este caso.
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Figura 3.43 - Amplitude no tempo ao pulso na saida para o caso duto com ressonadores de indice
gradiente.

Nao houve grandes diferencas visuais entre os casos periddico e de indice gradiente.
Isso ¢ esperado devido aos valores relativamente proximos de razdo de massa minima e

maxima.

3.6 Efeito dinamico da velocidade de escoamento nao nula

Até o momento, partia-se de uma condicao irrealista do ponto de vista do contexto
de uso de dutos, pois considerava-se a velocidade de escoamento como nula, o que, de modo
geral, ndo ¢ de forma alguma comum. Dito isso, segue uma tabela, Tabela (3.4) contendo os

parametros de simulacdo para velocidade de escoamento ndo nula.
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Parametros Valores
Modulo de elasticidade (E) 210 GPa
Densidade do duto (o)) 7500 kg/m3
Densidade do fluido (o) 1000 kg/m3
Amortecimento estrutural () le-3
Raio interno do duto (r;) 25 mm
Raio externo do duto (7,) 30 mm
Velocidade de escoamento (c) 5m/s
Tracdo axial média ao longo do duto (N) 1kN
Pressdo interna do duto (py) 1Pa
Aceleracdo da gravidade (g) 9.81 m/s2
Inclinacdo do duto (6) 0 rad
Fator de atrito (f) .01
Comprimento dos apoios (Lapoio) 10 m
Comprimento dos elementos (Lgjemento) 10 m
Numero de elementos 8
Comprimento total do duto (Lota)) 80 m
Numero de ressonadores 5
Frequéncia central do pulso (f;) 1500 Hz
Frequéncia do primeiro ressonador (fz,,..) | 1500 Hz
Razdo de massa minima (mug_. ) 0.5
Razdo de massa méaxima (mug,, ) 0.1

Tabela 3.4 - Parametros de simulacio para o caso duto com ressonadores de indice gradiente e
velocidade de escoamento ndo nula.

Considerando que a verificacdo ocorreu na secio anterior, os resultados para os trés
casos serdo apresentados de maneira mais direta, seguidos por uma discussio sobre algumas
peculiaridades desses resultados. Antes de prosseguir, um detalhe importante: a densidade
do fluido foi aumentada, pois 0 que se espera observar sio os efeitos do escoamento. A
densidade do fluido influencia diretamente; em uma densidade muito baixa, como a utilizada
anteriormente, parametros como a pressdo dindmica seriam extremamente baixos, e esse é
um fator importante a ser considerado nesta andlise. Para esta anélise, serd introduzido um
novo grafico: a amplitude de resposta em frequéncia ao pulso na frequéncia do pulso em
cada no.
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para velocidade de escoamento para velocidade de escoamento
nula. ndo nula.

Observa-se nas Figura (3.44) e (3.45) que a velocidade de escoamento provoca uma
diminuicdo na resposta em frequéncia ao pulso ao longo do duto. Isso se deve ao fato de
que a existéncia de uma velocidade nao nula altera a equacao governante deduzida. Todos
os termos que envolvem a velocidade passam a ser considerados, como a forca de atrito,
que surge devido a fric¢do do fluido com as paredes do duto. Essa forca se opde a direcao
de propagacdo da onda, conforme estabelecido na formulagdo do problema, resultando na
perda de amplitude. Entretanto, essa mudanca no tempo nao € tdo facilmente observada,
como demonstrado pelas Figuras (3.46), (3.47) e (3.48).
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Figura 3.48 - Resposta no tempo para duto com velocidade de escoamento ndo nula, caso ressonado-
res de indice gradiente.

Observe que, quando comparadas com as Figuras (3.18), (3.29) e (3.43), ha poucas
mudancas visuais além das decorrentes do aumento da densidade do fluido e da discretizacio.
Foi necessario compara-las usando codigo Python e, de fato, hé diferencas, porém, elas estdo
na ordem da nona casa decimal. Em outras palavras, a influéncia da velocidade na resposta no
tempo é minima. Vale dizer que no caso periédico a razdo de massa de todos os ressonadores

¢ igual a minima razdo de massa do caso de indice variavel.

3.7 Condicao de amplificacao para o caso de indice gradiente

Para obter a condicdo de amplificagcdo, ou melhor, tentar alcancgé-la, busca-se estudar
uma condicdo tal como ilustrada por (Chen et al., 2016), por meio da relacdo de dispersdo
entre o modelo de viga sem metamaterial e com metamaterial. A razdo de amplificagcdo é
determinada pela diferenca entre a relacdo do modelo com ressonador e sem ressonador. Se
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a diferenca for positiva, isso implica em amplificacido, enquanto que, no caso contrario, ha
atenuacdo. Para estimar o numero de onda para modelo de duto com ressonadores, utiliza-se

a féormula a seguir, retirada do artigo de (Souza et al., 2020).

kep =« %aﬂ (1 + e;) (3.21)
EI 1-Q?2
Em que Q, ¢ a razdo entre a frequéncia de excitacdo e a frequéncia do ressonador.
Como cada ressonador tem uma frequéncia prépria, haverd uma curva para cada ressonador.
A condicdo mencionada foi obtida para uma frequéncia minima de 10 kHz e uma razao
de massa linearmente variavel de 0.1 a 0.5. Sob essas condicdes e utilizando os demais
parametros iguais aos até entdo utilizados, obtém-se as seguintes curvas de dispersdo:
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Figura 3.53 - Relacdo de dispersdo para o n6 contendo o quinto ressonador.

Como a razdo de massa variou pouco, os pontos apresentados estdo relativamente
préximos. No entanto, o mais importante aqui € estar anterior ao ponto de maximo da

curva do numero de onda para o metamaterial. Seguindo o artigo de (Chen et al., 2016),
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seria esperado observar amplificacdo nesta regido. No entanto, o grafico, Figuras (3.54) e
(3.55) a seguir demonstrara que isso ndo ocorre, indicando que essa abordagem pode ndo ser
a solucdo ou metodologia adequada para buscar parametros de amplificagcdo. Portanto, é
necessario investigar outras vias para alcancar ou demonstrar a impossibilidade de atingir
condi¢des de amplificacdo utilizando o modelo de metamaterial apresentado neste estudo.
Devido a limitacdo de tempo, esta investigacdo serd deixada para trabalhos futuros.

le—6
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\ w HH\\ \“HH L M“H Il
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Hmuh N ‘ T
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T T T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
Tempo, s

000 001 002 003 004 005 006 007 008

Tempo, s Figura 3.55 - Resposta ao pulso no tempo
Figura 3.54 - Resposta ao pulso no tempo com ressonadores do tipo indice
sem ressonadores. variavel.
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4 Conclusao e consideracoes finais

Ao longo deste trabalho, foram conduzidas revisoes tedricas abrangentes para com-
preender o conteudo necessario para realizar as simulagdes. Infelizmente, a condicdo de
amplificacdo ndo foi alcangada. No entanto, este estudo pode ser util para futuros alunos do
curso de Engenharia Mecanica que buscarem esse objetivo. Apesar de nao ter atingido o
objetivo final, foi desenvolvida uma ferramenta valiosa: um cédigo funcional para simulacoes
de dutos em diferentes condicdes e propdsitos variados. Além disso, foi possivel observar as
consequéncias da inclusdo de ressonadores no duto e conduzir andlises detalhadas sobre a

propagacao de ondas em estruturas.
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Apéndice A - Codigos de programacao

A.1 Coddigo utilizado para simulacao numérica do duto.

Codigo A.1 - Codigo de Python

import numpy as np

from multiprocessing import Pool, cpu_count
from scipy import fft, signal

from scipy.optimize import fsolve

from scipy.linalg import eig

from scipy.sparse.linalg import spsolve
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.collections import PolyCollection
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import seaborn as sns

from matplotlib import cm

from numba import njit

#Definicao de uma funcao elemento de duto
@njit
def inv(H):
return np.linalg.inv(H)
@njit
def transpose(Hinv):
return Hinv.transpose ()

def DutoElem(E, rhop, rhof, eta, ri, ro, Le, v, Nbarra, po, g,
friction, omega):

#Retorna matrix elemento espectral duto

#Entrada:

# E: - cdouble, mdédulo de elasticidade, Pa

# rhop: - double, densidade do duto, kg/m3

# rhof: - double, densidade do fluido, kg/m3

#  ri: - double, raio interno do duto, m

# re: - double, raio externo do duto, m

# Le: - double, tamanho do elemento, m

# Vv - double, velocidade do escoamento, m/s

# Nbarra: - double, tracao axial no duto, N

# po: - double, pressao interna fluido, Pa

# g: - double, gravidade local, m/s2

# theta: - double, inclinacdao do duto, rad

# friction: - double, Darcy friction factor - Moody diagram

# omega: - double, frequencia circular, rad/s

#

#Saida:

# S: - np.array, matrix 6x6 SEM EB

#

# Refer ncia SEM - Cap. 6.2

# U Lee, 2009. SPECTRAL ELEMENT METHOD IN STRUCTURAL DYNAMICS.

theta,

Wiley
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E = Ex(1+1j*xeta)

#Densidade linear duto e fluido

mp = rhopxAp #kg/m
mf = rhofxAi #kg/m
mT = mp + mf

#Parametros axiais

EAeff = ExAp + Nbarra

gy gxnp.cos(theta)

TO = Nbarra - pO*Ai - mf*v*x*2

fD = friction/(4*ri) #coeficiente de arrasto para forga viscosa do
fluido na parede do duto

#Numero de onda de flexao

kp = np.zeros(6, dtype = 'cdouble')

raizes = np.array([E*xIp, @, T0, 1J*x(mf*fD*v**2 - 2%1J*omega*mf*v), -
omega**2*mT], dtype='cdouble"')

kp[0:4] = np.roots(raizes)

#Numero de onda axial

kp[4] = omega*np.sqrt(mp/EAeff, dtype = 'cdouble')

kp[51 = - kp[4]

beta = np.zeros(6, dtype = 'cdouble')

betal[0:4] = -(EAeffxkp[0:4]*x*x2 - omega**x2xmp)/(1Jxkp[0@:4]xmf*xgY)

betal[4], betal[5] = 0, ©
BETA = np.diag(beta)

K = np.diag(kp)
K2 = np.diag(kp**2)

[0
1

np.exp(-1J*xkpxLe)

T
1

np.array([[betal[@], beta[1], betal[2], betal[3], o, o],

[-1J*kp[@]*betal[@], -1Jxkp[1]xbetal1],
-1J*xkp[2]*xbetal[2], -1Jxkp[3]*betal3], o, 01,

cr, 1, 1, 1, 1, 17,

[e[@0]xbetal[@], e[11xbetal1], e[2]xbetal2], e[3]1xbetal3],
0, o],

[-1J*xkp[@]*betal[0@]*e[@], -1J*kp[1]l*betal1]*xe[1],
-1J*xkp[2]xbetal[2]xe[2], -1J*kp[3]xbetal[3]1xe[3], 0, @],

[e[0@], el[1], el2], el[3]1, el4], el[5111)

Eb np.zeros((6,6),dtype "cdouble ")
Ee = np.zeros((6,6),dtype = 'cdouble')

for rr in range(6):
for ss in range(6):
Eb[rr,ss] = np.exp(-1Jx(kpLrr]l + kp[ss]l)*Le) - 1
if (kpLrrl + kplss]) != 0



91
92
93
94
95

96

97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121

122
123
124

125
126

127
128
129
130
131
132
133
134
135
136

78

Ee[rr,ss] = 1JxEb[rr,ss]/(kpLlrr]l + kp[ss])
else:
Eelrr,ss] = Le
D = (ExIp*BETAGK2Q@Ee@K2@BETA - TO*BETAGKQ@Ee@K@BETA +
1J*mfxfDxvx*2*BETAGEe@K@BETA - omega**x2*mT*BETAGEe@BETA +
omega*mfxvxBETA@(Ee@K-K@Ee)@BETA - EAeffxK@Ee@K - omega**x2xmpxEe
+
1JxmfxgY*xEe@K@BETA + 1Jxomega*mfxvxBETAQEL@BETA + 1Jx(TQ -
Nbarra)*BETAGEb@KE@BETA)
Hinv = inv(H)
S = transpose(Hinv)@D@Hinv
return S
@njit
def 1linSolve(Sc, fext):

def

return np.linalg.solve(Sc, fext)

DutoSemRessonador (kk) :

#Alocacao de memoria

Fext = np.zeros(GDLS, dtype='cdouble')

SGD = np.zeros((GDLS,GDLS), dtype='cdouble")

#Cria vetor de condigcao de contorno cinematico

cc = [i for i in range(GDLS)]

#Condicao de apoidada a esquerda

cc.pop (@)

#Condicao de apoiada a direita

cc.pop(-3)

#Frequencia circular, rad/s

omega = 2xnp.pixfreqlkk]

#Crio o elemento a esquerda

SGD[0:6, ©:6] += DutoElem(E, rhop, rhof, eta, ri, ro, Lapoio, v,
Nbarra, p@, g, theta, friction, omega)

#Crio os elementos centrais

for ii in range(nelnterno):
SGD[3+3*ii: 9+3%ii, 3+3xii: 9+43*xii] += DutoElem(E, rhop, rhof,

eta, ri, ro, Le, v, Nbarra, po, g, theta, friction, omega)

#Crio o elemeno a direita

SGD[3+3*nelInterno: 9+3*nelnterno, 3+3*nelnterno: 9+3*nelnterno] +=
DutoElem(E, rhop, rhof, eta, ri, ro, Lapoio, v, Nbarra, po, g,
theta, friction, omega)

#Aplico o forcamento

Fext[3] = P[kk]

#Aplico as condicdes de contorno dinamicos

fext = Fext[cc]

Sc = SGD[np.ix_(cc,cc)]

#Resolvo o sistema linear

Resp = np.zeros(GDLS, dtype='cdouble")

Resp[cc] = 1linSolve(Sc, fext)

return Resp
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137 def DutoGRIN(kk):

138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

151
152
153

154
155

156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185

def

#Alocacao de memoria
Fext = np.zeros(GDLC, dtype='cdouble')
SGD = np.zeros((GDLC,GDLC), dtype='cdouble")
#Cria vetor de condicao de contorno cinematico
cc = [i for i in range(GDLC)]
#Condicao de apoidada a esquerda
cc.pop (@)
#Condicao de apoiada a direita
cc.pop(-(3+nr))
#Frequencia circular, rad/s
omega = 2*xnp.pixfreqlkk]
#Crio o elemento a esquerda
SGD[0:6, ©:6] += DutoElem(E, rhop, rhof, eta, ri, ro, Lapoio, v,
Nbarra, p@, g, theta, friction, omega)
#Crio os elementos centrais
for ii in range(nelnterno):
SGD[3+3*%ii: 9+3%ii, 3+3%ii: 9+3%ii] += DutoElem(E, rhop, rhof,
eta, ri, ro, Le, v, Nbarra, po, g, theta, friction, omega)
#Crio o elemeno a direita
SGD[3+3*nelnterno: 9+3xnelnterno, 3+3*nelnterno: 9+3*nelnterno] +=
DutoElem(E, rhop, rhof, eta, ri, ro, Lapoio, v, Nbarra, po, g,
theta, friction, omega)
kR = muRmin*mduto*(2*np.pi*freqRbase) **2
kR = kR*(1+1j*xetaR)
for rr in range(nr):
mR = muR[rrJ]*mduto
SGD[3*rr+6, 3*xrr+6] += kR
SGD[3*xrr+6, -(rr+1)] += -kR
SGD[-(rr+1), 3*rr+6] += -kR
SGD[-(rr+1),-(rr+1)] += kR
SGD[-(rr+1),-(rr+1)] += -mR*xomega*x2
#Aplico o forcamento
Fext[3] = P[kk]
#Aplico as condigcbdes de contorno dinédmicos
fext = Fext[cc]
Sc = SGD[np.ix_(cc,cc)]
#Resolvo o sistema linear
Resp = np.zeros(GDLC, dtype='cdouble")
Resp[cc] = 1inSolve(Sc, fext)
return Resp

inverseFourier(a,N):
a = np.block([0,al[1:N//2]1,0,np.flip(al1:N//2].conjugate())1)
return fft.ifft(a).real*N

global E
global rhop
global rhof
global eta
global ri
global ro
global Lapoio



186 global v

187 global Nbarra

188 global p@

189 global g

190 global theta

191 global friction

192 global nr

193 global nelInterno

194 global neTotal

195 global Le

196 global Lapoio

197 global freq

198 global P

199 global muR

200 global mduto

201 global Ai

202 global Ap

203 global Ip

204 global etaR

205 global GDLS

206 global GDLC

207

208 |[#Frequ ncia central do pulso, Hz

209 fc = 1500

210 |#Taxa de amostragem, Hz -> Deve ser no minimo o dobro da frequ ncia do
pulso

211 fs = 8=*fc

212 | #Tempo total do sinal, s

213 tf = 1

214 #Numero de periodos

215 Nperiodos = 10

216 |#Passo no tempo, s

217 dt = 1/fs

218 | #NUumero de pontos no vetor de tempo

219 N = int(tf/dt)

220 #Vetor de tempo, s

221 't = np.linspace(@,tf,N)

222 |#Tempo do pulso, s

223 'tp = Nperiodos/fc

224 | #Numero de pontos do pulso

225 Np = int(tp/dt+1)

226 |#Amplitude do pulso, N

227 ' Apulso = 1000

228 #Alocamento do vetor pulso

229 pulso = np.zeros(N)

230 #Janela que sera aplicada ao sinal

231 janela = signal.get_window('hann', Np)

232 |#Preenchimento do vetor pulso

233 pulso[@:Np] = Apulso*np.sin(2xnp.pi*fcxt[@:Np])*janela

234 |#Definir o numero de pontos da fft com sendo a proxima pot ncia de 2

235 Nfft = int(2x*np.ceil(np.log2(N)))

236 | #Mudar o numero de pontos altera o tempo total do sinal

237 tf_fft = Nfftxdt



238 |#Recria o vetor de tempo

239 tfft = np.arange(Q,Nfft)=*dt

240 |#Aplica a FFT - Zero Padding

241 P = fft.fft(pulso, Nfft)/Nfft

242 #Passo na frequ ncia

243 df = 1/tf_fft

244 |#Cria o vetor da frequ ncia

245 freq = np.arange(Nfft)=*df

246 |#Plotagem no sinal no tempo

247 plt.figure()

248 plt.plot(t,pulso)

249 | #plt.plot(tfft, fft.ifft(P).real*Nfft, '--')

250 plt.x1lim(0Q,2xtp)

251 plt.xlabel('Tempo, s')

252 plt.ylabel ("Amplitude, N")

253 plt.grid()

254 plt.savefig(f"PulsoTempo.svg")

255 plt.show()

256 |#Plota o sinal da frequ ncia

257 plt.plot(freql@:Nfft//2], abs(P[@:Nfft//2]1), label='Pulso')

258 plt.vlines(x=fc, ymin= @ ,ymax=max(abs(P[@:Nfft//2]1)), color='red',
linestyles="'dashed', label='fc')

259 plt.xlabel('Frequ ncia, Hz')

260 plt.ylabel ('Amplitude, N')

261 plt.grid()

262 plt.legend()

263 plt.savefig(f"PulsoFreq.svg")

264 plt.show()

265 if (fc in freq): print('Okay!")

266 PulsoIndex = np.where(freq==fc)[0][0]

267

268 | #Modulo de elasticidade, MPa

269 E = 210e9

270 |#Densidade do duto, kg/m3

271 'rhop = 7500

272 | #Densidade do fluido, kg/m3

273 rhof = 1

274 |#Amortecimento estrutural,

275 eta = le-3

276 |#Raio interno do duto. m

277 ri = 0.025

278 | #Raio externo do duto, m

279 ro = 0.030

280 #Velocidade do escoamento, m/s

281 v = 0

282 #Tracao axial media ao longo do duto, N

283  Nbarra = 1e3

284 #Pressao interna do duto, Pa

285 po = 1

286 #Aceleracao da gravidade, m/s2

287 g = 9.81

288 |#Inclinacao do duto, rad

289 theta = 0



290 |#Darcy friction factor - Diagrama de Moody
291 friction = .01

292 |#Area interna do duto, m2

293 Al = np.pi*ri*x*2

294 |#Area externa do duto, m2

295 Ap = np.pi*ro*x*2 - Ai

296 | #2nd momento de area secdo de duto, m4
297 Ip = np.pi/4*x((ro)*x*4-(ri)**4)

298 | #Numero de ressonadores

299 nr =5

300 | #Comprimento dos apoios, m

301 Lapoio = 10

302 |#Comprimento da secao GRIN, m

303 Linterno = Lapoio*(nr+1)

304 |#Comprimentp total do duto, m

305 | Lt = 2xLapoio + Linterno

306 | #Numero de elementos internos

307 nelInterno = nr + 1
308 | #Numero de elementos total
309 | neTotal = nelInterno + 2

310 |#Comprimento de cada elemento interno, m
311 Le = (Lt - 2*Lapoio)/nelnterno

312 |#Massa do duto, kg

313 mduto = rhop*Ap*Lt

314 |#Calculo de velocidade de grupo e fase

315 vel_fase = (ExIp/(rhop*Ap))**x(1/4)*np.sqrt(2xnp.pix*xfc)
316 vel_grupo = 2xvel_fase

317 temp = (Lt-2*Lapoio)/vel_grupo

318 | print (f ' Tempo para ir até o ponto de controle: {temp}')
319 |print (f'Velocidade de fase: {vel_fasel}')
320 |print (f'Velocidade de grupo: {vel_grupo}')
321 print(neTotal)

322 print(Lt)

323 print(Linterno/(nelInterno))

324

325 |#Frequencia base do ressoandor, Hz

326 fregRbase = fc

327 |#Amortecimento dos ressonadores

328 etaR = l1e-3

329 |#Razdo de massa maximo

330 | muRmax = 1

331 |#Razadao de massa minimo

332 muRmin = 0.1

333 |#Definir um muR

334 if nr > 1:

335 coefang = (muRmax-muRmin)/(nr-1)

336 else:

337 coefang = 0

338 coeflin = muRmin

339 muR = [coefang*i + coeflin for i in range(nr)]
340

341 if __name__ == '__main__":

342 kk = [i for i in range(l, Nfft//2+1)]
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343 #Numero de graus de liberdade para o caso sem ressoandores

344 GDLS = 3x(neTotal+1)

345 DispFreqSemRessonador = np.zeros((GDLS, Nfft//2+1), dtype='cdouble")

346 #Numero de garus de liberdade para o caso com ressonadores

347 GDLC = GDLS + nr

348 DispFreqGRIN = np.zeros((GDLC, Nfft//2+1), dtype='cdouble"')

349 #Pega o numero de nucleos do processado

350 n_cores = cpu_count()

351 with Pool (processes=n_cores) as pool:

352 DispFregSemRessonador[:,1:] =
np.array(pool.map(DutoSemRessonador, kk)).T

353 DispFreqGRIN[:,1:] = np.array(pool.map(DutoGRIN, kk)).T

354

355 x = fc

356 a = 100

357 maxValueEsq =
max (max (np.abs(DispFreqSemRessonador[3])),max(np.abs(DispFreqGRIN[3])))

358 plt.figure()

359 |plt.title('Pulso - Esquerda')

360 plt.semilogy(freql[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqSemRessonador[3]),
label="Esquerda - Sem ressonador')

361 plt.semilogy(freq[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqGRIN[3]), label='Esquerda
- Ressonador GRIN')

362 plt.vlines(x=freqRbase, ymin=0, ymax=maxValueEsq, color='red',
linestyles="dashed',6 label="freqRbase"')

363 plt.vlines(x=fc, ymin=0, ymax=maxValueEsq, color='black',
linestyles="'dashed',6 label="fc")

364 plt.xlabel('Frequ ncia, Hz")

365 plt.ylabel ('Amplitude, N/m")

366 plt.legend()

367 plt.xlim(x-a,x+a)

368 |#plt.x1im(0Q,fc//2)

369 plt.grid()

370 | plt.show()

371 maxValueDir =
max (max (np.abs(DispFreqSemRessonador[-6]1)),max(np.abs(DispFreqGRIN[-(6+nr)J1)))

372 plt.figure()

373 |plt.title('Pulso - Direita')

374 plt.semilogy (freql[@:Nfft//2+1]1, np.abs(DispFreqSemRessonador[-61),
label="'Direita - Sem ressonador')

375 plt.semilogy (freq[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqGRIN[-(6+nr)]),
label="'Direita - Ressonador GRIN')

376 plt.vlines(x=freqRbase, ymin=0, ymax=maxValueEsq, color='red',
linestyles="'dashed', label="'fregRbase')

377 plt.vlines(x=fc, ymin=0, ymax=maxValueEsq, color='black',
linestyles="'dashed', label="fc")

378 plt.xlabel('Frequ ncia, Hz")

379 plt.ylabel ('Amplitude, N/m")

380 plt.legend()

381 plt.xlim(x-a,x+a)

382 |#plt.x1lim(0Q,fc//2)

383 plt.grid()

384 plt.show()
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plt.figure()
plt.semilogy(freq[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqSemRessonador[3]),

label="Entrada - Sem ressonador')
plt.semilogy (freq[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqSemRessonador[-6]),
label="'Saida - Sem ressonador')

plt.vlines(x=fc, ymin=0, ymax=maxValueEsq, color='black',
linestyles="'dashed', label="fc")

plt.xlabel('Frequ ncia, Hz')

plt.ylabel('Deslocamento, m')

plt.legend()

plt.grid()

plt.xlim(@,2%fc)

plt.show()

plt.figure()

plt.semilogy(freq[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqGRIN[3]), label='Entrada
- Ressonador GRIN')

plt.semilogy(freq[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqGRIN[-(6+nr)]),
label="'Saida - Ressonador GRIN')

plt.vlines(x=fc, ymin=0, ymax=maxValueEsq, color='black',
linestyles="'dashed', label="fc")

plt.xlabel('Frequ ncia, Hz')

plt.ylabel('Deslocamento, m')

plt.legend()

plt.grid()

plt.xlim(0,2xfc)

plt.show()

#for i in range(1,neTotal):
for i in range(2,neTotal-1):
a = 200
kR = muRmin*mduto*(2*np.pi*fregRbase) **2
fr = np.sqrt(kR/(muR[i-2]*mduto*4*np.pix*2))
maxValue =
max (max (np.abs(DispFregSemRessonador[3*xi])),max(np.abs(DispFreqGRIN[3*xi])))
#plt.semilogy (freq[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqSemRessonador[3*xi]),
label=f'n :{i}, Sem ressonador')
plt.semilogy(freq[@:Nfft//2+1], np.abs(DispFreqGRIN[3*i]),
label=f'N6é contendo o {i-1} Ressonador ')
plt.vlines(x=fr, ymin=0, ymax=maxValue, color='black',
linestyles="'dashed',6label=r'$f_{R_\text{Basel}}$')
plt.ylabel ('Amplitude, m')
plt.xlabel('Frequ ncia, Hz'")
plt.xlim(fr-a, fr+a)
plt.grid()
plt.legend()
plt.show()

#Pego o valor do deslocamento flexural de cada ndé na frequ ncia do pulso
NodeDispSemRessonadorPulso = np.zeros(neTotal+1, dtype='cdouble')
NodeDispRessonadorGrinPulso = np.zeros(neTotal+1, dtype='cdouble')
for ne in range(neTotal+1):
NodeDispSemRessonadorPulso[ne] = DispFreqSemRessonador[nex*3,
PulsoIndex]



85

427 NodeDispRessonadorGrinPulso[ne] = DispFreqGRIN[nex3, PulsoIndex]
428 | #Graficos de deslocamento em cada no
429 plt.title('Pulso')

430 plt.plot(abs(NodeDispSemRessonadorPulso.real), '-o', label='Sem
Ressonador ')

431 plt.plot(abs(NodeDispRessonadorGrinPulso.real), '-o', label='Ressonador
GRIN')

432 plt.ylabel ('Amplitude')

433 plt.xlabel('N do nd')

434 plt.legend()

435 plt.grid()

436 plt.show()

437

438 |#Sem Ressonadores

439 DeslocTempoSemRessonadorPulsoEsq =
inverseFourier (DispFreqSemRessonador[3], Nfft)

440 DeslocTempoSemRessonadorPulsoDir =
inverseFourier (DispFregSemRessonador[-6], Nfft)

441 |#Com Ressonadores GRIN

442 DeslocTempoRessonadorGrinPulsoEsq = inverseFourier(DispFreqGRIN[3], Nfft)

443 DeslocTempoRessonadorGrinPulsoDir
inverseFourier (DispFreqGRIN[-(6+nr)], Nfft)

444 | #Sem Ressoandor

445 |# plt.title('Pulso - Sem Ressonador')

446 plt.plot(tfft, DeslocTempoSemRessonadorPulsoEsq, label='Entrada - Sem
ressonador ')

447 plt.plot(tfft, DeslocTempoSemRessonadorPulsoDir, label='Saida - Sem
ressonador ')

448 | #plt.vlines(x=temp, ymin=min(DeslocTempoSemRessonadorPulsoEsq),
ymax=max (DeslocTempoSemRessonadorPulsoEsq),
color="black',linestyle="dashed")

449 plt.xlabel('Tempo, s')

450 plt.ylabel('Deslocamento, n')

451 plt.x1lim(@,2xtemp+2*xtp)

452 plt.grid()

453 plt.legend()

454 plt.show()

455 | #Com Ressonador GRIN

456 # plt.title('Pulso - Ressonador GRIN'")

457 plt.plot(tfft, DeslocTempoRessonadorGrinPulsoEsq, label='Entrada - Com
ressonador ')

458 plt.plot(tfft, DeslocTempoRessonadorGrinPulsoDir, label='Saida - Com
ressonador ')

459 plt.xlabel('Tempo, s')

460 plt.ylabel ('Deslocamento, m')

461 plt.x1im(Q,2*xtemp+2*xtp)

462 plt.grid()

463 plt.legend()

464 plt.show()

465

466 print(max(DeslocTempoRessonadorGrinPulsoDir))

467 print(max(DeslocTempoSemRessonadorPulsoDir))

468 print(max(DeslocTempoRessonadorGrinPulsoDir)-max(DeslocTempoSemRessonadorPulsoDir))
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470 YsemRessonador = np.zeros((neTotal+1,Nfft))
471 YcomRessonador = np.zeros((neTotal+1,Nfft))
472 for i in range(neTotal+1):

473 YsemRessonador[i] = inverseFourier(DispFreqSemRessonador[3*i], Nfft)
474 YcomRessonador[i] = inverseFourier (DispFreqGRIN[3*xi], Nfft)
475

476 plt.figure()

477 ‘T, X = np.meshgrid(tfft, np.arange(neTotal+1))
478 plt.figure()

479 plt.pcolormesh(T,X,YsemRessonador ,cmap="'viridis')
480 plt.x1im(@,2*xtemp+2*xtp)

481 plt.xlabel('Tempo, s')

482 plt.ylabel ('Pulso, m')

483 plt.show()

484

485 plt.figure()

486 # plt.title('Ressonador GRIN'")

487 plt.pcolormesh(T,X,YcomRessonador ,cmap="'viridis')
488 plt.x1im(@,2*temp+2*tp)

489 plt.xlabel('Tempo, s')

490 plt.ylabel('Pulso, m')

491 plt.show()

492

493 def plotWaterfall(array,tmin,tmax,neTotal ,Nfft,a):
494 colors = cm.jet(np.linspace(@, 1, neTotal+1))
495 tplot = np.copy(t)

496 tplot[tplot<tmin] = np.nan

497 tplot[tplot>tmax] = np.nan

498 fig = plt.figure()

499 ax = fig.add_subplot(projection="'3d")

500

501 verts = []

502 n = np.arange(neTotal+1)

503 maxys = []

504 minys = []

505 for i in range(neTotal+1):

506 ys = inverseFourier (array[3xi], Nfft)

507 maxys.append(max(ys))

508 minys.append(min(ys))

509 verts.append(list(zip(tplot, ys)))

510

511 facecolors = ['None' for i in range(neTotal+1)]
512 poly = PolyCollection(verts, facecolor=facecolors, edgecolors=colors)
513

514 ax.add_collection3d(poly, zs=n, zdir='y"')

515 ax.set_title(a)

516 ax.set_xlabel('Tempo, s')

517 ax.set_xlim3d(tmin, tmax)

518 ax.set_ylabel('No6")

519 ax.set_ylim3d(@, neTotal+1)

520 ax.set_zlabel ('Amplitude")

521 ax.set_zlim3d(min(minys) ,max(maxys))
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#plt.savefig(f"{a}.svg")

tmin = 0@

tmax = 2*%temp+2*tp

plotWaterfall (DispFreqSemRessonador ,tmin, tmax,neTotal ,Nfft, 'Sem
Ressonador ')

plotWaterfall (DispFreqGRIN, tmin, tmax,neTotal ,Nfft, 'Ressonador GRIN'")
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