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RESUMO

Aplicagoes referentes as modelagens de escoamentos podem ser encontradas em diversas indus-
trias mecanicas, pesquisas académicas e implementagdes computacionais. Além disso, a capaci-
dade de otimizacdo de novos sistemas, o retrofit de sistemas existentes e a descoberta de novas
aplicacdes permeiam a necessidade e a busca de estudos pautados na mecanica dos fluidos. Nesta
direcdo, este projeto se propde a exibir e averiguar um desfecho classico da fluidodindmica para
escoamentos em canais de secao transversal semieliptica. Usando as equagdes de Navier-Stokes
e as hipoteses restritivas de incompressibilidade, bidimensionalidade, unidirecionalidade e consi-
derando um escoamento de Poiseuille que seja laminar e completamente desenvolvido, a mode-
lagem utiliza do método de Fourier e por uma descricdo em coordenadas elipticas para resolver
analiticamente a problemética. Em conjuntura com as ideias apresentadas, se faz, também, um
estudo com o Método das Diferencas Finitas para validar a solucao analitica obtida. Além disso,
propde-se, também, uma nova solugdo analitica na literatura para o caso de um escoamento de
Couette em uma secao semieliptica.

ABSTRACT

Applications related to flow modeling can be found in several mechanical industries, academic
research, and computational implementations. In addition, the ability to optimize new systems,
retrofit existing systems, and discover new applications permeate the need and search for studies
based on fluid mechanics. In this direction, this project aims to exhibit and ascertain a clas-
sic outcome of fluid dynamics for flows in channels of semi-elliptical cross-section. Using the
Navier-Stokes equations and the restrictive hypotheses of incompressibility, two-dimensionality,
unidirectionality, and considering a fully developed Poiseuille flow, the modeling uses the Fourier
method and the description in elliptical coordinates to solve the problem analytically. In conjunc-
tion with the ideas presented, a study is also carried out using the Finite Differences Method to
validate the analytic solution obtained. In addition, a new analytical solution is presented for the
case of a Couette flow in a semi-elliptical cross-section.
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1 INTRODUCAO

Este capitulo apresenta uma breve contextualizacdo das
aplicagoes de escoamentos de Poiseuille em canais de se-

¢coes ndo convencionais, sobretudo a se¢do semieliptica.

1.1 CONTEXTUALIZACAO

Canais de secdo arbitrdria sdo muito comuns no mundo contemporaneo. A aplicacdo desse
tipo de estrutura € evidente quando se trata de uma rede de oleodutos ou uma instalagdo termo-
mecanica. Assim, estudar o transporte de massa ao longo das sec¢des é fundamental uma vez que
se queira otimiza-los. Para abranger tamanhos de escala relativamente grandes como no caso dos
dutos de passagem de ar em um sistema de refrigeracdo como em Stoecker e Jones (1985) ou um
microcanal responsdvel pela andlise do escoamento de sangue em um paciente, como demons-
trado por Minamitani et al. (2004) (Figura 1.1), a formatacdo geométrica tem que ser analisada e
estudada a fim de cumprir o principal objetivo diminuir a perda de energia ao longo do transporte.

" Microcanal

=)

Chip do microcanal

-@-

Fluxo da | ]

Placa de vidro

Microscopio

Figura 1.1: Equipamento para andlise de escoamento de sangue.

Fonte: Minamitani et al. (2004).

Outras aplicagdes que fizeram uso da utilizagdo de canais ou dutos de sec¢Oes arbitrarias sdo as
industriais como no caso das industrias alimenticias, as petroquimicas e as farmac€uticas. Nes-
sas industrias se encontram diversas aplicagdes referentes ao escoamento em se¢des arbitrarias,
por exemplo, na utilizacio de secdes elipticas em detrimento de se¢des circulares em trocadores



de calor aletados como em (Zhu et al., 2004) e ainda, segundo Alegria (2011), na atividade de
perfuracdo de pogos de petréleo muita das vezes se trabalha com geometrias anulares circulares
e elipticas para passagem do petréleo vide a Figura 1.2.

Figura 1.2: Esquema de perfuracio de petrdleo utilizando dutos ovalizados.

Fonte: Alegria (2011).

Com essa perspectiva, € de se esperar que as secdes convencionais, como na Figura 1.3, cor-
respondem por quase a totalidade das aplicacdes e solucdes de engenharia adotadas atualmente.
Porém, hd um grande responsdvel por exigir a adocdo de se¢des ndo classicas (Figura 1.4), os
microcanais.
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Figura 1.3: Exemplo de se¢des cldssicas
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Figura 1.4: Exemplo de se¢des ndo classicas, a esquerda secdo trapezoidal e a direita se¢do eliptica

Os microcanais (Figura 1.5) sdo tubos com dimensdes equivalente ao fio de cabelo humano
que sdo caracterizadas pela alta relacio entre a drea de superficie e seu volume, altos coeficientes
de transferéncia de calor e baixas resisténcias térmicas (Yang, 2003). Com essas caracteristicas,
sdo muito utilizados na aplicagdo de separacdo de particulas fisicas, cabecotes de impressdo a
tinta, detectores de infravermelho, diodos de lasers, resfriamento de chips de computadores e
muitas outras aplicagdes que difere e promove uma grande melhoria em cada drea aplicada.

Em questao aos microcanais, Bahrami, Yovanovich e Culham (2007) propuseram um modelo
aproximado de resolucdes das quedas de pressdes em funcdo apenas das geometrias das secdes
arbitrdrias. Assim como Mortensen, Okkels e Bruus (2005), que reavaliaram exclusivamente o
escoamento de Hagen-Poiseuille e a dependéncia do formato geométrico da secdo. Outras apli-
cacdes para os microcanais podem ser encontradas em campos de estudos da biologia utilizando
de técnicas com escoamentos em microcanais para observar a infec¢do de uma bactéria especifica
em células do corpo humano (Zhang, 2018).

Visto a importancia das aplicacdes que os microcanais podem fornecer a diferentes dreas
de estudos académicos, observa-se a influéncia que as técnicas de fabricacdo implementadas na
obtencdo de microcanais de se¢des cldssicas e ndo cldssicas. Neste sentido, € possivel encontrar
estudos pautados na constru¢cdo de microcanais de natureza organica como em Wang et al. (2007)
e Ziaie et al. (2004).

Em principio, as aplicagdes mostram uma dependéncia muito grande em estudos de escoa-
mento em secdes arbitrarias. Porém, encontrar solugdes de se¢des ndo classicas tem sido com-



plexo e definir o comportamento das propriedades do escoamento nesta secdes ndo € facil. Shah
e London (1978) compilaram diversos resultados para estas situagdes com diferentes geometrias
que vao de secdes cldssicas a secdoes ndo convencionais. Entretanto, ndo se obteve uma solu-
¢do analitica exata para a secdo semieliptica encontrada apenas mais recentemente por Alassar
e Abushoshah (2012). Posteriormente o mesmo Alassar desenvolveu ramificagdes neste niicleo
central de pesquisa, variando casos de se¢des distintas em diferentes situagdes como: convecgdes
forcadas completamente desenvolvidas em se¢des semicirculares (Alassar, 2014), e se¢des semi-
elipticas (Alassar, 2016). Além de uma solu¢cdo de um escoamento de Poiseuille motivado pelo
escorregamento de dois cilindros excéntricos (Alassar, 2017).

‘..

Figura 1.5: Exemplo do uso de microcanais, imagem de um sistema montado para observagao.

Fonte: Carvalho, 2018.

A importancia do desenvolvimento destas equagdes governantes com as condi¢des de con-
torno pautadas para caso semieliptico, é fundamental para o desenvolvimento do campo aca-
démico. Sobretudo, no estudos de reologia e mecanica dos fluidos com o desenvolvimento de
viscosimetros mais precisos, como o viscosimetro de Couette citado por Papanastasiou, Geor-
giou e Alexandrou (1999). Além disso, é de se observar que na literatura voltada especialmente
para aplicacdo de manufatura 3D, hd estudos para pesquisa de microcanais semielipticos para
desenvolvimentos de microestruturas (Dahlberg et al., 2018).

Pode-se também citar diversos outros estudos baseados no artigo de Alassar e Abushoshah
(2012) sob a influéncia do escoamento em secoes semielipticas aplicadas em diferentes contextos.
Entre eles:

* O estudo da multiplicidade de solucdes de transferéncia de conveccao natural e geragao de
entropia em invélucros semielipticos (Sarkar, Biswas e Oztop, 2021)

* A influéncia da convec¢do laminar forcada em lei de poténcia e a viscosidade de plasticos



fluidos de Bingham segundo Mukherjee, Gupta e Chhabra (2017)

* Misturadores do tipo static SMX por meio de duas técnicas: positron emission particle
tracking (PEPT) e magnet resonance imaging (MRI) (Mihailova et al., 2015)

» Estudo da solidifica¢do viscosa em duas dimensdes a partir de um escoamento incompres-
sivel estagnado e no caso estudado na tese de Radionova (2019)

Além do desenvolvimento das equacdes governantes, € necessario observar as solugdes im-
plementas para cada caso. Dentre todas as solugdes, as analiticas exatas sdo fundamentais e confi-
guram poucas solucdes fechadas que conseguem entregar os campos de velocidade e pressao nas
equacdes de balango de quantidade de movimento. Com sua importancia, as solu¢des analiticas
exatas tem sua aplica¢do baseada principalmente na determinagado e validacao de cédigos com-
putacionais na dindmica dos fluidos computacional. Por exemplo, Taylor e Green (1937), em seu
trabalho, desenvolveram analiticamente uma solu¢@o exata para o caso de um decaimento de um
vortice transiente, posteriormente, sua solucdo € utilizada em diversos trabalhos para validacio
de cédigos como em Fontes, Padilla e Filho (2013).

Dentre as secdes ndo convencionais, para este trabalho, destacam as secdes semielipticas
como fontes de estudo recentes no ambito de solugdes analiticas exatas e numéricas. Além disso,
evidencia-se um aprofundamento e uma aplicacdo de escoamentosCouette e Poiseuille neste caso
especifico aproveitando o desenvolvimento feito por recentes literaturas.

Em sintese, em um mundo microscopio, percebe-se a necessidade de desenvolvimentos de
microcanais semielipticos para diversas aplicagdes. Estudar escoamentos incompressiveis, uni-
direcionais, laminares, completamente desenvolvidos em fluidos newtonianos € uma demanda
de aplicagdes reais tanto académicas quanto industriais. A obtencdo de solugdes analiticas exatas
para casos novos consolida a fun¢@o do presente trabalho e amplia a literatura nesta drea, que ape-
sar de recente, vem se desenvolvendo a medida que as descricdes matematicas e computacionais
se convergem.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo apresenta a teoria necessdria para desenvol-
vimento e desenrolar sobre a abordagem necessdria para
entendimento inicial do problema, assim como, os objeti-

vos a serem alcacados no presente trabalho.

2.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Primeiramente, estudos voltados para a observacdo de solucdes analiticas exatas em geometria
semieliptica sdo baseados em aplica¢des referentes a transferéncia de calor e de massa. O intuito
principal destes estudos estd, principalmente, na capacidade da influéncia das geometrias distintas
em parametros fundamentais fisicos que podem otimizar sistemas tais como trocadores de calores
€ microcanais.

Sendo assim, ao analisar a literatura precedente verifica-se que solucdes analiticas exatas sao
obtidas sobre tudo a partir de excecdes impostas a um caso mais geral (Jog, 2015). Neste sen-
tido, os casos do escoamento de Couette e do escoamento de Hagen-Poiseuille (Poiseuille, 1847)
se enquadram exatamente em solugdes exatas a partir de assuncdes feitas através do balanco de
quantidade de movimento (Papanastasiou, Georgiou e Alexandrou, 1999). Ademais, ao se apro-
fundar na andlise destas solucdes percebe-se uma infinidade de possibilidades de solucdes em
fun¢do da geometria aplicada. Assim, ao se preocupar exclusivamente com geometrias elipticas
e semielipticas, encontra-se bons trabalhos que representam esta tentativa de descrever o escoa-
mento.

Portanto, ao se buscar no ambito académico € possivel encontrar multiplas convergéncias des-
sas ideias e assim apontar autores que, de fato, resolveram para problemas especificos de se¢cdes
semielipticas. No certame dos trocadores de calor, Shah e London (1978) mostram diversas apli-
cagoes de solugdes analiticas exatas para geometrias convencionais € nao convencionais. Por trds
desta compilacdo estd a busca por secdes e dreas com altas taxas de transferéncias de calor que
possam ser aplicadas na prética.

Outros autores que buscam, do ponto de vista do balanco da quantidade de movimento, solu-
cOes analiticas exatas para o caso exclusivamente semieliptico s@o Alassar e Abushoshah (2012)
e Wang (2015). O desenvolvimento das solugdes exatas para o caso de um escoamento de Hagen-
Poiseuille em secOes semielipticas se deve ao Alassar e Abushoshah (2012), Wang (2015) pro-
moveu um complemento a partir das solugdes obtidas e formulou diversos resultados para casos
em que a geometria da semielipse variava entre os semi-eixos maiores € menores. A partir destes
dois autores, é possivel perceber a influencia da geometria nos campos de velocidade obtidos e
com isso realizar a otimiza¢ao dos microcanais.

Do ponto de vista matematico, ao estudar as solu¢des analiticas exatas, Bazant (2016) cita



outras 17 analogias (Figura 2.1) referentes ao problema destas solu¢des, que matematicamente sao
descritas por equagdes de Poisson com condi¢oes de Dirichlet. No geral, esses problemas sdo uma
tentativa de descrever a realidade fisica em notagdes matemadticas, desta forma € possivel perceber
uma recorréncia destes modelos como o resolvido por Saint-Venant (1844) referente a a tor¢cdo
eldstica de vigas com geometrias complexas e outros, como na magnetostatica, a descoberta da
analogia entre a autoinducao de um fio blindado e a torcao de vigas (Heaviside, 1887).

uix,y)

(8)

Solid Mechanics

d(x,y)

Fluid Mechanics

T(x.y) e(x,y) u(x,y) J (x,v)

(7) (8) (@) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17)

Heat and Mass Transfer Stochastic Processes Electromagnetism Electrokinetic Phenomena

Figura 2.1: Analogias das variagdes das equagdes de Poisson em diferentes aplicagdes fisicas

Fonte: Bazant (2016)

Diante disso, o problema de um escoamento laminar, desenvolvido, permanente, incompres-
sivel, unidirecional de um fluido newtoniano sob uma secdo semieliptica tem por deflagrar a
necessidade multidisciplinar das aplicacdes das equagdes de Poisson com as condi¢des de Dirich-
let. Assim, ao compilar as informagdes, a influéncia das ideias centrais tem uma convergéncia no
desenvolvimento tanto das construcdes e resolucdes matemdticas quantos das aplicacOes de dife-
rentes geometrias. E portanto, a descri¢do do problema neste trabalho tem por motivacao a busca
por um aprofundamento de um caso andlogo importante na diretriz da mecanica dos fluidos, os
escoamentos em se¢des geométricas semielipticas.



2.2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.2.1 Numero de Reynolds, escoamento laminar e turbulento

O ntimero de Reynolds é um nimero adimensional usado em mecénica dos fluidos para re-
tratar a razdo entre as forcas inerciais e as forcas viscosas. Além disso, no geral, o nimero de
Reynolds permite avaliar as condi¢des do escoamento em diferentes geometrias, ou seja, tipifica-
lo como escoamento laminar, de transicdo e escoamento turbulento. Segundo White (1962), nui-
meros de Reynolds muito baixos indicam escoamentos lentos, ja Reynolds moderados implicam
entre escoamento laminar e de transi¢do, enquanto Reynolds alto, geralmente, indica escoamentos
turbulentos,

_pUC
0
onde p representa a massa especifica do fluido, U a velocidade caracteristica do fluido, C' o com-

Re 2.1)

primento caracteristico do escoamento e y o coeficiente de viscosidade. Para sec¢des circulares, o
comprimento caracteristico usado neste caso € o didmetro D da secdo circular e em geral utiliza-
se a velocidade média () como velocidade caracteristica segundo as consequéncias do principio
da aderéncia e a relacao fluido-parede.

Ja para secdes nao circulares, na pratica, utiliza-se o didmetro hidraulico, como uma espécie
representativa de didmetro a partir da geometria da se¢@o analisada. Com isso, o célculo do

didmetro hidréulico se d4 por:
4A

p*

em que A representa a drea da secdo geométrica e p* o seu perimetro.

D, = (2.2)

Segundo Brunetti (2008), o escoamento laminar € aquele em que as particulas se deslocam em
laminas individualizadas, sem trocas de massa entre elas. Assim, o escoamento laminar ndo com-
puta variacdes de velocidades transversais internas entre as particulas o que ndo gera variagdes e
aleatoriedades a0 movimento.

O escoamento de transicao € um escoamento em que a ocorréncia das flutuagdes de velocidade
ndo € o suficiente para declarar o escoamento nem laminar nem turbulento.

Ademais, o escoamento turbulento é aquele responsdvel por apresentar variacdes de veloci-
dades tangenciais em relacdo ao movimento geral e com isso ird apresentar flutuagdes ao longo
do tempo na velocidade das particulas como na Figura 2.2. Assim, como em Cengel e Cimbala
(2007), as flutuagdes de velocidade imprimidas ao longo do escoamento refletem um aumento nas
taxas de transferéncia de energia e de quantidade de movimento.

Para efeitos de projetos, determina-se valores pré-definidos para o nimero de Reynolds nos
quais se enquadram escoamentos laminares, em transicdo e turbulentos segundo Tabela 2.1.
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Figura 2.2: Exemplo das variagdes e flutuagdes na velocidade em um escoamento turbulento

Fonte: Silva et al. (2017)

Tabela 2.1: Tabela representativa dos tipos de escoamento em fungdo do niimero de Reynolds para canais de se¢do
circular

Nuamero de Reynolds | Tipo de escoamento
Re < 2000 Laminar
2000 < Re < 2400 Transi¢do
Re > 2400 Turbulento

2.2.2 Escoamento Desenvolvido

Um escoamento completamente desenvolvido € um escoamento em que ndo hd variacdo da
velocidade na direcdo ao longo do escoamento (Jog, 2015). Assim, hd uma regido de entrada
onde o perfil inicial de velocidade ndo estd desenvolvido, com isso, dar-se-4 o nome de regidao
de comprimento de entrada. Nessa regido, as a¢des das forcas viscosas das paredes do canal
sdo ignoradas causando esse comportamento irregular da velocidade na entrada (Shah e London,
1978). Além disso, essa regido também tem uma transicdo onde se computa o crescimento das
camadas viscosas devido a presenca de parede até chegar a regido completamente desenvolvida
como na Figura 2.3, onde as camadas viscosas estdo completas e o perfil de velocidade estd
totalmente desenvolvido computando a a¢do dos efeitos devido a viscosidade.



NI

Comprimento de entrada

Figura 2.3: Exemplificagdo de um escoamento completamente desenvolvido

Fonte: Dutra (2015)

2.2.3 Escoamento plano de Couette

Dentre as solucdes analiticas exatas estdo escoamentos caracteristicos que representam um
compilado de informagdes referentes as hipdteses e caracteristicas do escoamento na mecanica
dos fluidos. Neste sentido, o escoamento plano de Couette € um desses escoamentos qualificados
que se caracteriza por um escoamento realizado entre placas planas paralelas com as hipdtese de
regime permanente, fluido newtoniano, unidirecional, bidimensional, dirigido pelo movimento
relativo da placa superior e sem gradiente de pressdo, como na Figura 2.4. Ao observar o es-
coamento, a relacdo linear do perfil de velocidade é sua marca caracteristica e evidencia uma
condi¢do de contorno fundamental, a condi¢do de ndo escorregamento (Papanastasiou, Georgiou
e Alexandrou, 1999). Essa relacdo se deve a aderéncia molecular do fluido e a parede ocasi-
onada pelas forcas viscosas do fluido. Assim, a velocidade relativa neste ponto de interacdo é
considerada nula.

v
—
f
Y
uzz%y H
A

Figura 2.4: Exemplifica¢do do escoamento plano de Couette

Fonte: Papanastasiou, Georgiou e Alexandrou (1999)

2.2.4 Escoamento de Hagen-Poiseuille

Ainda considerando alguns escoamentos caracteristicos, o escoamento de Hagen-Poiseuille
plano € um escoamento entre placas planas paralelas iméveis geridos por um gradiente de pressao
através de uma bomba, o vicuo ou até a gravidade (Figura 2.5). Este escoamento possui carac-
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teristicas muito importantes que o torna significante na mecanica dos fluidos. A capacidade do
escoamento ser gerenciado, exclusivamente, pelo gradiente de pressdo atribui a este escoamento
uma caracteristica particular e denominamos escoamentos de Poiseuille.

Uz =uz(y)

Figura 2.5: Exemplificacdo do escoamento plano de Hagen-Poiseuille

Fonte: Papanastasiou, Georgiou e Alexandrou (1999)

O perfil de velocidade neste caso é parabdlico pois em ambas as placas hd a condi¢do de ndo
escorregamento como uma condicdo de contorno do problema. Além disso, € facil perceber que
a velocidade maxima das particulas se encontra no ponto médio das distancias entre as placas
superior e inferior.

2.2.5 Fator de atrito de Fanning

O numero adimensional que representa a perda de energia ao longo do escoamento devido aos
efeitos da viscosidade do fluido é denominado fator de atrito Fanning. Para computar a situacio
de perda de energia é necessario definir outros parametros, como:

¢ Tensao Cisalhante:
ou

U:Ma—y

Segundo a lei de viscosidade de Newton, hd uma relag@o entre a taxa de cisalhamento e a

(2.3)

tensdo cisalhante atuando no local a termos de uma constante dita como constante de visco-
sidade do fluido. Assim, pela equagdo (2.3) é possivel perceber que por defini¢do a tensdo
atuante na regido observada é dependente das caracteristicas fisicas do fluido computadas
pela constante (i) e as caracteristicas dinamicas do escoamento computadas pela taxa de

cisalhamento (g—”;) a depender da direcao e do plano que atuam na interacao fluido-sélido.

Como, no geral, o escoamento analisado € bidimensional e unidirecional, a escolha da ten-
sdo cisalhante ird se limitar em um Unico plano e duas dire¢des a serem analisadas, e para
sua determinacdo, se utiliza uma tensdo média atuante entre essas duas dire¢des (7).

* Energia Cinética por unidade de volume: Esta relacionada diretamente com a energia do
movimento das particulas presente no escoamento, portanto, assim como a energia ciné-
tica em um corpo s6lido em movimento, essa energia por unidade de volume representa a
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quantidade total de energia presente no escoamento vide a equagdo (2.4).

K. = p—UQ 2.4)

2
Assim, o fator de atrito de Fanning € formado pelo razdo entre a tensdo cisalhante atuante na
regido selecionada e a energia cinética total das particulas pertencentes ao escoamento como na
equacao (2.5). Logo, essa razdo computa a perda de energia devido as irreversibilidades atuantes
nas particulas ao longo do escoamento. Ou seja, o fator de atrito representa nio s6 a capacidade
viscosa do material fluido atuante como também representa a condi¢io de nao escorregamento na

geometria das paredes do escoamento.

Ma_u

_ o 0y
f=% = (2.5)

2

Entretanto, o fator de atrito de Fanning é uma medida que depende da localidade, do tipo de
fluido, do campo de velocidade e da geometria das paredes atuantes sobre o escoamento. Com
isso, Shah e London (1978), lanca mao de um fator de atrito axial médio periférico definido como:

Og

fm_

- 72
U
P

(2.6)

onde o, representa a tensao cisalhante axial local atuando na regido de interagdo entre o fluido e
a parede no escoamento.

Para regides de entrada hidrodinamica, utiliza-se o conceito de um fator de atrito de Fanning
médio:

7=1/xfmdx= z 2.7)
T Jo

,a2
Py
onde 7 € a tensdo cisalhante média atuante ao longo do escoamento.

Ao analisar a regido de entrada hidrodinamica, observa-se uma queda de pressdo resultante
da interagcdo do fluido com a parede e uma mudancga na taxa de fluxo de momento. Ao aplicar a
Segunda Lei de Newton do movimento e da conservacao, encontra-se o seguinte balanco:

%:7£+3/(2)2M_2 (2.8)
A

p% Iy A u

onde f é dado pela equagio (2.7), A representa a 4rea da secdo do canal por onde escoa o fluido
e 1, € o raio hidraulico da secdo arbitraria do canal.

Porém, para a determinacdo da relacdo entre a perda de carga (Ap) e do fator de atrito de
Fanning, segundo Shah e London (1978), esta representagdo nao € 1til para a engenharia uma vez
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que € necessario conhecer o campo de velocidade em funcio de x e a geometria da se¢do avaliada
sobre a drea da mesma. Assim, utiliza-se o conceito de fator de atrito aparente ( f,,) como forma
mais conveniente e usual, desta forma, tem-se:

A T
= = fe (2.9)

P
Como se trabalha em escoamento completamente desenvolvido, o campo de velocidade € invaria-
vel nesta regiao e com isso, a tensao cisalhante ndo se altera axialmente e o fator de atrito médio
se equivale ao fator de atrito local. Portanto, a queda de pressdao em funcdo do fator de atrito de
Fanning para uma distancia L se torna:

A L
e (2.10)
@,
2
Assim, tem-se: AuDD
pUn
= — 2.11
f=—rw 2.11)

2.3 OBJETIVOS DO TRABALHO

2.3.1 Objetivo Principal

O presente trabalho tem por objetivo primario, formular e entender o desenvolvimento de um
escoamento de Poiseuille que seja unidirecional, laminar, permanente, bidimensional, viscoso,
incompressivel em uma secdo semieliptica sob o viés analitico e numérico. Além disso, neste
trabalho propde-se uma nova solug@o para o escoamento de Couette o qual ndo tem solu¢ao na
literatura atual.

2.3.2 Objetivos intermediarios

Para atingir o objetivo principal, é necessério realizar um conjunto de etapas que valide o
desenvolvimento analitico apresentado neste trabalho. Com isso, a discussdo entre as diferentes
solucdes analiticas e numéricas € impostas em diversas etapas:

1. Solugdo analitica de um escoamento de Poiseuille, permanente, incompressivel e unidireci-
onal sob uma se¢do semieliptica.

2. Solu¢@o numérica por método das diferencas finitas de um escoamento de Poiseuille, per-
manente, incompressivel e unidirecional sob uma secdo semieliptica.

3. Ampliagdo da solugdo analitica para o caso de escoamento de Couette,

4. Implementacdo da solu¢do numérica ao caso de um escoamento de Couette sob uma segdo
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semieliptica.

5. Discussdo sobre a validacao dos métodos comparando os resultados.

24 ORGANIZAQAO DO TRABALHO
O presente trabalho € dividido em 7 capitulos da seguinte forma:

 Capitulo 1: introducio ao trabalho

» Capitulo 2: revisdo bibliogréfica, fundamentacdo tedrica, apresentacdo dos objetivos do
trabalho e organizacgdo e distribuicdo dos capitulos.

* Capitulo 3: formulagdo e modelagem de um problema de escoamento de Poiseuille em uma
secdo semieliptica com énfase na apresentacdo das equacdes governantes, das condicdes de
contorno, das hipéteses restritivas e da aplicagdo das coordenadas elipticas.

* Capitulo 4: apresentagdo da solugdo analitica exata da equag@o de Poisson e das condi¢des
de contorno de Dirichlet utilizando o método de separac@o de varidveis, além do desenvol-
vimento de fatores referentes ao escoamento analisado como a vazao, o fator de Fanning e
a velocidade média.

* Capitulo 5: apresentagdo e desenvolvimento da solu¢do numérica pelo método das diferen-
cas finitas para o caso do escoamento de Poiseuille.

* Capitulo 6: desenvolvimento, modelagem e solucdo tanto analitica quanto numérica para o
escoamento de Couette.

* Capitulo 7: argumentagdes e conclusdes finais do trabalho.
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3 FORMULACAO DO PROBLEMA

Neste capitulo, a formulagdo do problema de um escoa-
mento incompressivel, unidirecional, laminar, completa-
mente desenvolvido, permanente e bidimensional em uma
secdo semieliptica é apresentado de forma que se com-
preenda a geometria e suas restricoes. Posteriormente,
apresenta-se o uso das coordenadas elipticas como uma
ferramenta de auxilio da descricdo geométrica num sis-
tema de coordenadas adequado, e por fim demonstra-se
as equagoes governantes que rege toda a cinemdtica do

problema.

3.1 ESCOAMENTO EM UM CANAL SEMI-ELIPTICO

Considere o escoamento laminar, viscoso, incompressivel, bidimensional e unidirecional na
direcdo z positiva de um fluido newtoniano em um canal semieliptico, como ilustrado na Figura
3.1.

Figura 3.1: Geometria do problema

Tomamos um sistema de coordenadas no plano xy tal que os focos sejam localizados em F; =

(—c,0) e Fy = (¢,0), ¢ > 0 (vide Figura 3.2). Os vértices A = (a,0). A’ = (—a,0)e B = (0,b),
2
< e - x

em que 0 < b < a, pertencem a se¢do semieliptica de equacdo y = by/1 — =k O segmento

AA’, que contém os focos, € o eixo maior e o segmento OB, em que O é a origem do sistema de
coordenadas, € o semieixo menor. Note que pelo teorema de Pitdgoras, é possivel mostrar que a,
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b e c estdo relacionados pela equagio ¢ = va? — b2.

Y
A
B(0,b)
Fl(—C, 0) Fz(C, 0)
> T
A’(—a,0) ) A(a,0)
Figura 3.2: Se¢do do canal semi-eliptico
Com estas consideragdes, as equacdes governantes sao a equacao da continuidade
V.ou=0 3.1
e a equacao de Navier-Stokes
ou 9
p E—F(u-V)u =—-VP+uVu (3.2)

em que u € o campo vetorial de velocidade, P € o campo escalar de pressdo modificada, p € a
massa especifica do fluido e 1 € o coeficiente de viscosidade dindmica do fluido.

Em coordenadas cartesianas (z,y, z), as equagdes governantes (3.1) e (3.2), tornam-se

ou Ov Ow
% + a—y + 5 =0 3.3)
ou ou ou ou oP Pu  0*u  0%u
p(g+u%+va_y+w%):_8_x+ﬂ<8x2+8y2+822) (3.4)
ov ov ov ov OP v v 0%
p(ajLu%—H)@_y—i_w&):_8_y+ﬂ(8x2+8y2+822) (3.5)

VLR N Y o (3.6)
P\ "% "oy T2 ) T "oz TH\ a2 T a2 T 92 '

Supondo que além de unidirecional na direcdo z, o escoamento € permanente, temos que

u=(0,0,w(x,y, z)) (3.7)

Sendo assim, a equacdo da continuidade (3.3) reduz-se a
ow
— =0 3.8
ER (3.8)
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ou seja,

w=w(z,y)

Assim, substituindo as equagdes (3.7) e (3.9) nas equacdes (3.4), (3.5) e (3.6), obtém-se:

oP
0= ——
ox
oP
0= ——
dy
0__8P+ 82w+62w
9z TP\ o2 0y?
Pelas equacoes (3.10) e (3.11), segue que
P = P(z)

e, com isso, a equagdo (3.12) se reduz a

0w N OPw  1dP
ox?  oy?  pdz

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

A equacdo (3.9) mostra que a velocidade € funcdo de z e y, e a equagdo (3.13), por outro lado,

mostra que P € funcdo apenas de z. Portanto, para que a equagao (3.14) seja satisfeita, ambos os

lados devem ser iguais a uma constante. Neste sentido, define-se

P  dP

F—_2" __
0z dz

(3.15)

Assim, ao combinarmos as equagdes (3.14) e (3.15), obtém-se a equacao de Poisson para coorde-

nadas cartesianas,

Pw  w F

o=t o T

ou ainda,
Vi = _E
14
em que
0? 0?
Vi — 4 —
0x? + oy?

€ o operador de Laplace (Laplaciano) no plano zy.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Denotando por I' a regido delimitada pela semielipse em questdo, temos que a condi¢do de
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contorno de ndo escorregamento nas paredes é dada por
w =20 (3.19)

em OI'. Portanto, o nosso objetivo é determinar uma fung¢do w = w(x,y) que satisfaz a equacéo
de Poisson (3.17) sujeita a condi¢ao de contorno (3.19).

Como a demonstracdo da equacgdo (3.17) foi feita para uma se¢do semieliptica, é importante
ressaltar que, segundo Jog (2015), é valido a mesma demonstragdo para quaisquer secdes cons-
tantes que se adote para o canal. Além disso, ao se adotar uma secao semieliptica, o sistema
de coordenadas mais conveniente que encaixard no problema € o sistema de coordenada eliptico
como demonstrado a seguir.

3.2 COORDENADAS ELIPTICAS

Apesar da equacao governante (3.17) ter sido deduzida em coordenadas cartesiana, como dito
anteriormente, ¢ mais conveniente adotar um sistema de coordenadas elipticas (&, ), definido por
(Arfken e Weber 1999) cujas equagdes de transformacgao de coordenadas sao dadas por

x = ccoshécosf, y=csenhé&senf (3.20)

em que £ e 6 sdo tais que £ € [0,00) e 6§ € [0,27]. E, a partir destas transformagdes é possivel
obter as relacdes entre £ e 6:

x? y? 2 2
+ =sin“ 6 + 0=1 3.21
a2cosh?¢  a2sinh?® ¢ o cos 2D
2 2
v i = sinh?0 — cosh?6 = 1 (3.22)

a?cos? € aZsin®¢

Ao interpretar através das relagdes em (3.21) e (3.22) entre £ e 6, obtém-se a Figura 3.3
que mostra as curvas contantes em & formando as elipses constantes em verde e para as curvas
constantes em # formam as hipérboles constantes em rosa.
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Figura 3.3: Representacdo das coordenadas £ (verde) e 6 (rosa) no plano xy

Além disso, é importante definir uma nova varidvel que represente o bordo da se¢do semie-
liptica no novo sistema de coordenada e que assuma um valor fixo de £ = &, no plano £6. Além
disso, € possivel explicar o porqué de selecionar tal sistema ja que as curvas constantes sao elip-
ticas e confocais entre si e representam a mesma origem. Assim, ao se selecionar £ = §, estard
escolhendo uma das vérias curvas constantes confocais disponiveis no sistema de coordenadas,
por isso, 0 uso do sistema de coordenadas elipticos € essencial quando se estd analisando uma
semi-elipse, como no problema apresentado vide Figura 3.4.

§=2%o

A’ Fq (@] Fo A

Figura 3.4: Secao semi-eliptica nas coordenadas elipticas

Ainda neste novo sistema de coordenadas, é importante ressaltar que a partir das equagdes de
2
. .. - p
transformagdes (3.20) e usando a equagdo caracteristica da semielipse y = b4/ 1 — —, € possivel
a
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mostrar que:

£ = tanh™! 9
a

(3.23)

tendo isso, para adequacdo da equacdo (3.17) ao novo sistema de coordenada, é necessario des-

crever o operador de Laplace em coordenadas elipticas. Em termos dos fatores de escala /¢ € hy,

Kaplan (1972) descreve este operador como:

2_ L |0 (he O\ O (he O
V= ko {ag R ANYL

| [0z Oy
hﬁ‘\(a—s’a—e)

= |(csenh§ cos @, ccosh € sen 0)|

em que

= C\/ senh® € cos? § + cosh? ¢ sen2

- 0\/senh2 ¢ (1 —sen26) 4 (1 + senh? &) sen2 4

= C\/ senh? £(— senh? ¢ sen?  + senh” € sen? 6) + sen? 6

— 0\/ senh? £ 4 sen? 6

W | (22 0
71\ 08’ 08

= |(—ccosh&sen 6, csenh & cos )|

= C\/(l + senh? ¢) sen? @ + senh? (1 — sen? f)

= C\/8enh2£(1 —sen26) + (1 + senh®¢) sen? 6

= C\/senh2 ¢(—senh? £ sen? § + senh® € sen? 0) + sen? 6

= C\/Senh2 &+ sen? 6.

Assim, ao substituirmos os fatores de escala na equacgdo (3.24), se conclui que

V2 = 1 (8_2 + a_2>
2 (senh2 £ +sen?6) \ 0§  00?
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Por conseguinte, a equacdo de Poisson (3.17) em coordenadas elipticas € dada por

F 1 Pw 0w
- = 3.28
w2 (senh2§ + sen? (9) ( 0&? + 002 ) ( )

comw=0emé=0e& = &.

Além disso, segundo Weisstein (1999), o elemento de area para um sistema de coordenada
curvilineo ortogonal pode ser expresso em termos dos fatores de escala para o caso em questao,

como
dA = |J| dédf = c* (senh® £ + sen® 0) d¢df (3.29)
em que |J| é o determinante da matriz jacobiana, isto é,
g—g % ccosfsenh & —ccosh & sen 2 2 2
J| = hehy = = = h 0
I ¢ @ @ csenf coshé  csenh € cos6 ¢ (sen § +sen )
¢ 00

(3.30)
Assim, todo o sistema de coordenadas elipticos estd caracterizado e formatado para o pro-

blema enunciado. Posteriormente, demonstramos a manipulacio da equagdo (3.17) a fim de se
obter uma equagdo governante e suas possiveis solugdes.

3.3 MANIPULACAO DA EQUACAO DE POISSON E IMPLEMENTACAO DA SO-
LUCAO ANALITICA

Apo6s apresentar a equacdo de Poisson em coordenadas elipticas equagdo (3.28), a primeira
acdo a ser tomada € a adimensionalizacdo da velocidade w para uma velocidade adimensional u*.
Com isso, tem-se:

w=———u* (3.31)

aplicando na equacao (3.28), de forma que

1 8_2 * —_a2d_P +8_2 * —_a?d_P _1dP (3.32)
c2(senh® ¢ +sen2 §) | €2 " wodz a0z | wodz Cpdz '
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ou seja,

1dP
1 P O\ pdz (3.33)
2(senh?® & +sen2) \ 92 0602 ) _a*dP’ '
odz
Portanto,
1 *u*  0*u* c?
= —— 3.34
(sonb” € + sen? 6) ( oez g ) p (3-34)
utilizando as identidades
b
Pl tanh fo

tanh? &, + sech? &, = 1

2 =g _p?

¢ possivel demonstrar que hd uma relacdo fundamental geométrica para a semielipse representada
por:

2

C—2 = sech? &o. (3.35)
a

Desta forma, € possivel obter a equacdo de Poisson em coordenadas elipticas adimensionali-
zada:

1 ur Pt
= —sech?&,. 3.36
senh? ¢ + sen2 @ ( 0¢? * 002 > sech” Go (3.36)

Tendo a equacdo (3.36), € possivel transforma-la na equag@o de Laplace utilizando a seguinte
transformacao de varidvel (Alassar e Abushoshah, 2012):

u*(£,0) =v*(§,0) — % sech? & senh? € sen? 6 (3.37)
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substituindo a equagdo (3.37) na equacao (3.36), vemos que

1 0’ * 1 2 2 2
senh2§ + sen? 6 [3_52 <v (&:6) = 2 sech” o senh™¢ sen 9) +

2
% (U*<§, 0) — % sech? & senh? ¢ sen? 6)} = —sech?&. (3.38)

Note que
6_2 v — 1 sech? £y senh? Esen?d | = O — sech? &y sen? f(senh? € + cosh? &) (3.39)
DE2 2 0 DE2 0 '
e, além disso,
O (v~ L secn? g sonb? e sen?0) = LU _ och? gy senh2¢(sen?0 + cos8) (340
502 \ U~ gsec &y senh” & sen = gz~ sec & senh” &(sen” 0 + cos” 0) (3.40)

logo, aplicando as equagdes (3.39) e (3.40) na equacdo (3.38) e simplificando, obtemos que

L (— sech? &y (sen? 6 cosh? € + cos? f senh? 5) n 920* N 0%v* = —sech?¢
senh? ¢ + sen2 @ 0 0¢? 00? 0
(3.41)
ou seja,
1 *v* 0%
— sech? = —sech®&. 3.42
sech”£o + senh” £ + sen? ¢ ( 0&? i 002 ) sech” Go (342)
Portanto,
2, % 2, %

Ov LIV (3.43)

o2 T g
obtendo assim a dita equagao de Laplace.

As condicdes iniciais de contorno do problema refletem-se na condi¢do de ndo deslizamento
ao longo do bordo da semielipse, ou seja, w = 0 em O¢. Assim, a partir da equacdo (3.31), é
possivel mostrar que:

(3.44)

Fazendo a mesma transformagdo de varidvel vista na equagdo (3.37), tem-se as seguintes
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condi¢Oes de contorno para a equacdo de Laplace em (5.1):

u*(0,60) = 0 — 0 =2v*(0,0) — L sech® 0 sen? f senh® 0
u*(£,0) =0 — 0 =v"(£,0) — & sech” Esen? O senh” (3.45)
u*(&,m) =0—0=0v*({m) — 4 sech’ sen® wsenh® .
u*(&0,0) =0 — 0 =v*(&,0) — 3 sech” & sen? f senh” &
Portanto, as condi¢Oes de contorno da equacdo de Laplace em (5.1), sdo dadas por
1
v*(&,0) =0v"(&,m) =0"(0,0) =0 0" (&,0) = 3 tanh® & sen? 6. (3.46)
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4 SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA

Neste capitulo apresenta-se a solugdo analitica para as
equagdes governantes apresentadas no capitulo 2, utili-
zando o método de Fourier (separagdo de varidveis). Pos-
teriormente, calcula-se a velocidade média a partir do
campo de velocidade obtido e o fator de atrito de Fan-

ning.

4.1 SOLUCAO ANALITICA VIA METODO DE FOURIER

Dado a equacdo (5.1) e suas novas condi¢des de contorno (5.2), é possivel resolvé-las utili-
zando o método de Fourier, assim, estipula-se uma solucao do tipo

v*(&,0) = G(E)H(0) 4.1
de tal forma que a equagdo (5.1) e as condi¢des de contorno também mudam

G"(€)  H"(9)

cie) " HO) P 42)
em que
v*(0,0) = G(0)H(8) = G(0) = 0 4.3)
v'(§,0) =G(§H(0) = H(0) =0 (4.4)
v (¢, m) =G(H(m) = H(T) =0 (4.5)
v*(&o,0) = G(&)H(0) = %tanh2 &y sen? d. (4.6)

Da equagdo (4.2), é possivel perceber que o lado esquerdo é independente de # e o lado direito
¢ independente de &, isso sO € possivel se

(&) _ H'(0)
Gle) ~ HO)

=k 4.7)

onde k£ € uma constante arbitrada para solucido da equacdo. Com isso, € possivel construir duas
equacdes diferenciais ordinarias (EDO’s) apresentadas a seguir

G"(§) — kG(§)
H"(0) + kH(0)

0 (4.8)
0. 4.9)

Ao se analisar cada equacdo diferencial ordindria separadamente, se faz necessdrio um estudo
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da constante arbitrada k de tal forma que seu sinal ndo acarrete em uma solugdo trivial, ou seja,
solugdes do tipo G(£) = 0 ou H(A) = 0. Com isso, ao resolver a equacdo (4.9) para H(0),
considerando a constante k£ = 0, se obtém

H"(0) =0 (4.10)
segue que
H(6) = C160 + Cy 4.11)

em que C e Cy sdo constantes de integragdo. Como H(0) = 0e H(w) = 0, temos que C; =0 e
C5 = 0. Logo, foi obtida uma solugdo trivial e pode-se concluir que k£ # 0 nessa situacao.

Para a situacdo da equacdo diferencial ordindria em (4.9) em que k£ < 0, se faz a seguinte
relacdo k = —a?. Assim,

H"(0) —a*H(#) =0 (4.12)
com solucdo da equagdo (4.12) dada por
H(0) = C5senh af + Cy cosh af) (4.13)

em que C5 e Cy sdo constantes de integracdo que substituem C e Cy. Aplicando as condi¢des de
contorno (4.4) e (4.5), temos que

C, =0 (4.14)

0 = Cssenh ar. (4.15)

Para satisfazer a equagdo (4.15), primeiro conclui-se que caso C3 = 0 tem-se uma solugdo
trivial, portanto avalia-se a condi¢do que senh ar = 0, assim s6 € possivel tal solu¢do se a = 0.
Portanto para tal situagio em que k = —a? ndo é possivel obter outra solu¢do que ndo seja a
solucdo trivial para a equacao diferencial ordindria em (4.12), ja que k obrigatoriamente tem que
ser diferente de zero.

Assim, resta somente o estudo quando k& > 0, ou seja, quando k£ = o2 tal que a equagio (4.9)
se torna

H"(0)+*H() =0 (4.16)
com solucdo dada por

H(0) = Cysenal + Cy cos ol (4.17)
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e com as condi¢Oes de contorno de (4.4) e (4.5), se tem que

Cy=0 (4.18)
0= Cisenarm. 4.19)

Para satisfazer a equacdo (4.19) € necessdrio perceber que se C'; = 0 hd um solucdo trivial,
assim para uma solucdo nao trivial se faz sen amr = 0 analisando assim o que acontece com 0
argumento do seno "a7n" para que a equacgdo seja verdade, logo tem-se

a=vVk=n (4.20)
com n € Z. Logo, uma solugdo geral para a equacdo (4.17) é

H,(0) = C,sennd. (4.21)

Na equagio (4.8), como k > 0, ao se resolver utilizando esta prerrogativa, tem-se que k = o2,

portanto
G"(§) = aG(§) =0 (4.22)
como visto anteriormente, uma solucdo possivel é
G (&) = Cysenh aé + Cy cosh ag (4.23)
como G(0) = 0, tem-se

G (&) = Cysenhad. (4.24)

Assim, as equacdes remanescentes que irdo compor o campo de solucdes para a separagdo de
variavel aplicada via Método de Fourier sdo

H,(0) = C,y sennfl (4.25)
Gn(&) = D, senhné. (4.26)

Com as equacdes (4.25) e (4.26) e fazendo E,, = C,,D,,, é possivel escrever a solugdo para a
equacao (5.1) como

v*(&,0) = E, sennf senhné. (4.27)

Como a equagdo de Laplace em (5.1) € linear, segundo Figueiredo (1987), é possivel escrever
uma combinacdo linear de solucdes infinitas utilizando o principio da superposi¢do e a série de
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Fourier, assim tem-se

v*(£,0) = E,sennfsenhng. (4.28)

n=1

Por fim, a constante £, tem que ser determinada para definicdo completa das solu¢des. Assim,
utiliza-se a condi¢@o de contorno em (4.6) de tal forma que

1 (o]
v (£o,0) = 3 tanh? &, sen?d = Z E,, sen nf senh n&. (4.29)

n=1

Assim ao multiplicar os dois lados da equacdo (4.29) por sen mf e integrar definidamente no
intervalo de [0, 7], obtemos

T 1 T 00
/ 3 tanh? &, sen? @ sen mb df = / Z E,, sen nf senh n&, sen me do (4.30)
0 0 n=1

ao se analisar o lado esquerdo da (4.30), € possivel obter

1 tanh -1
/ — tanh? &osen?@senmb dh = anh & (cos m ) . 4.31)
0 2 (m —2)m(m + 2)
Ja no lado direito, € possivel obter
/ Z E,, sen nf senh n&y senmé df = Z <En senh né, / sen nf sen mo d9) . (4.32)
0 n=1 n=1 0

Observando as relacdes de ortogonalidade apresentadas em (Figueiredo 1987), € possivel ob-
ter a integral da equacdo (4.32) ja que

/ sen mf sennf df = {2’ m 7 n . (4.33)
0 bY) m=n
Desta maneira,
T — E, senh
/ Z E,, sennf senh n&y senmf df = %nn&). (4.34)
0 =

n=1

Fazendo m = n e resolvendo para E,,, obtém-se

2tanh &y (cosmm — 1)
m(m — 2)m(m + 2) senhmé,

E,, = (4.35)
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Ao se analisar o indice m, e verificar que quando se tem um indice par, ou seja, m = 2t, o
termo cos mm — 1 zera pois

1, sem=2t
cosmm = ) (4.36)
-1, sem=2t—-1

Logo,
By =0 (4.37)

como se quer uma solucao ndo trivial, entdo se atribui indices impares de tal forma que m = 2t —1

—4 tanh &

B = 3y — D)2t + 1) senh (2 — )&

(4.38)

Uma vez ja definido o coeficiente F,, = FE,, = Fy_1, propde-se a solucdo geral da equacao
(5.1)

o (€,0) = —4 tanh &, Z sen(2t — 1)@ senh(2t — 1)¢ (4.39)

(2t — 3)(2t — 1)(2¢ + 1) senh(2t — 1)§o’
Retomando a mudanga de varidvel em (3.37), tem-se a solu¢do da equacdo de Poisson proposta
em (3.17):

o0

_selﬂhZEsen2 0 4tanh? & Z sen(2t — 1)fsenh(2t — 1)¢

u*(&,0) = 2 cosh’ & T (2t — 3)(2t — 1)(2t 4+ 1) senh(2t — 1)&,

(4.40)

t=1

Com o campo de velocidades definido pela equacao (4.40), € possivel realizar uma distribuicao
do campo de velocidades considerando uma relagdo de b/a = 0.5. Desta forma, é possivel
obter um dominio retangular em coordenadas elipticas (Figura 4.1) e outro dominio semieliptico
(Figura 4.2). Posteriormente, compara-se os resultados obtidos com a literatura do Alassar e
Abushoshah (2012), como demonstrado pela Figura 4.3.

Desta maneira, é perceptivel a coincidéncia entre os dois resultados devido a semelhanga
como as curvas de nivel se distribuem em relacdo a geometria da se¢do. Ademais, a0 comparar
as imagens, nota-se resultados analiticos obtidos e percebe-se, principalmente, a condi¢do de nio
deslizamento na fronteira da se¢do semieliptica e sua influéncia na determinacao da distribui¢ao
do campo de velocidades. Além disso, nota-se, também que a velocidade maxima fica restrita
somente a regides centrais da semielipse, € com um formato um tanto quanto elipsoidal.
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Figura 4.1: Campo de velocidade do escoamento de Poiseuille parab/a = 0.5 no dominio retangular em coordenadas
elipticas
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Figura 4.2: Campo de velocidade do escoamento de Poiseuille para b/a = 0.5 no dominio eliptico em coordenadas
cartesianas
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Figura 4.3: Distribuicdo de Velocidades para o caso b/a = 0.5

Fonte: Alassar e Abushoshah (2012)

Além disso, é importante visualizar a distribui¢do do campo de velocidades para outros valores
de b/a. Assim, plota-se outras distribui¢cdes a fim de observar o comportamento do campo de
velocidades em regides de relagdes limitrofes como quando b/a = 0.95 (Figuras 4.4 e 4.5) e em
regides de relacdes anteriores como em b/a = 0.2 (Figuras 4.6 ¢ 4.7 ).

w

2.5

\V]

= 1.5

—_

0.5

Figura 4.4: Campo de velocidade do escoamento de Poiseuille para b/a = 0.95 no dominio retangular em coordena-
das elipticas
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Figura 4.5: Campo de velocidade do escoamento de Poiseuille para b/a = 0.95 no dominio semi-eliptico em coor-
denadas cartesianas

Neste caso para b/a = 0.95, percebe-se que a tendéncia de uma distribui¢do de velocidades
para o caso semicircular € evidente uma vez que a razao entre o semieixo maior e 0 semieixo me-
nor estd se aproximando de 1. Outra observacao a ser realizada, fica por conta da desfiguracdo da
distribui¢do do campo de velocidades no dominio retangular. Isso se deve pois matematicamente
nao ha como descrever uma figura circular em coordenadas elipticas, apesar de saber que hd uma
relagdo limitrofe quando b/a — 1.
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Figura 4.6: Campo de velocidade do esocamento de Poiseuille parab/a = 0.2 no dominio retangular em coordenadas
elipticas
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Figura 4.7: Campo de velocidade do escoamento de Poiseuille para b/a = 0.2 no dominio semi-eliptico em coorde-
nadas cartesianas
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4.2 VELOCIDADE MEDIA E VAZAO

Com o campo de velocidade u(&, 0) definido, é possivel obter a velocidade média que atua
na se¢do semieliptica através do célculo da vazdo (()) e da area da se¢do (A). Sendo assim, se
observa que:

. Q  [fu(,0)dA I foe * ¢ (sen® 6 + senh? §) do df 44D)
u = — = = .
A A fo 02 .'senh2 € +sen?0)df d¢
Note que
&
A= / / ¢* (senh’ ¢ + sen® §) df d¢
o Jo
2
= % senh &y cosh & (4.42)
e
& o
Q= / / u*(€,0)c? (sen2 6 + senh? 5) do d¢. (4.43)
o Jo

Separando a equagdo (4.43) utilizando a soma das integrais, e integrando o primeiro termo de
u(§, 0), obtém-se:

:senh2 Esen?0dA / % / senh? f sen? 2

// 2COSh & 2 cosh? &,
A

(sen® @ + senh® ) d6 d¢

07 senh &, cosh &

1 & pm
=— senh? ¢ sen? § (sen2 6 + senh? ¢ ) df d¢
msenh & cosh? & /g /o
1 o
=— 3senh®¢ + 4senh?¢) d
8 senh & cosh?® & /0 ( senl¢ sen 5) S
2
_ _tang S (4.44)

Para o segundo termo da equagdo (4.43), temos que

4tanh? &) sen(2t — 1)fsenh(2t — 1)¢
//A o ; (2t — 3)(2t — 1)(2t + 1) senh (2t — 1)50dA
A

€0 4 tanh? fo sen(2t — 1)fsenh(2t — 1)¢ , , ,
/ / <2t —3)(2¢ — 1)(2¢ + 1) senh(2t — 1)&° (sen”6 +senh”¢)

o de¢

2

% senh &; cosh &,
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ou seja,

4tanh? &) sen(2t — 1)fsenh(2t — 1)¢
//A R ; (2t — 3)(2t —1)(2t + 1) senh(2t — 1)§OdA

B 8tanh? & % Z sen(2t — 1 )0 senh(2t — 1)¢ (sen? @ + senh* ) 404
~ 7w2senh & cosh & / / —~ (2t —3)(2t — 1)(2t + 1) senh(2t — 1) 3
(4.45)
Fazendo,
8 tanh? &,
F(t)=— 4.46
®) m2(2t — 3)(2t — 1)(2t + 1) senh(2t — 1)& senh & cosh &y (4.46)
temos que
// _éltzaunh2 &o i sen(2t — 1)fsenh(2t — 1)¢ A
A T — (2t — 3)(2t — 1)(2t + 1) senh(2¢ — 1)&

A
s & pm
= Z F(t) /o /o senh(2t — 1)Esen(2t — 1)6 (sen” 6 + senh” &) df d¢.  (4.47)

t=1

Tendo o resultado da integral de drea da equacdo (4.47) como

o pm
/ / senh(2¢ — 1) sen(2t — 1)6 (sen” 6 + senh” £) df d¢
o Jo

1 1 2
-3 - h(2t — 1 h h
2{(2t—3 2t—1)sen (2t — 1)& senh & cosh &

_cosh(2t — 1) senh? & N [senh(2t — 1)& senh & cosh & — cosh(2t — 1)& senh? &o| }

2 — 3 2t + 1
(4.48)

aplica-se na equagdo (4.47) com o termo F'(¢), de forma que

4tanh® &) sen(2t — 1)fsenh(2t — 1)
_ dA
Ny

T — (2t — 3)(2t — 1)(2¢ + 1) senh(2t — 1)
A _
= ; F(t) { TGS cosh(2t — 1)&y senh? &
4

T@Rt-3)2t—1n2t+ 1) senh(2t — 1)§senh & cosh &y | (4.49)
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colocando na equagdo o termo representado por F'(t) na equag@o (4.46) e simplificando os termos
com identidades trigonométricas hiperbdlicas, € possivel mostrar que a equacdo (4.49) € escrita
da seguinte forma

4tanh? &) sen(2t — 1)fsenh(2t — 1)¢
//A o ; (2t — 3)(2t — 1)(2t + 1) senh(2t — 1)50dA

A
Z { 32 tanh? &, 16 tanh® &, coth(2t — 1)& 4.50)
— m2(2t — 3)2(2t — 1)2(2t + 1)2  w2(2t — 3)%(2t — 1)(2t + 1)? '
ou seja, retornando para a expressao original com os resultados obtidos obtém-se
—_ tanh®&, 16 tanh® ¢ i coth(2t — 1)& . @51
4 72 (2t — 3)2(2t — 1)(2t + 1)?

Entretanto, buscando na literatura de Alassar e Abushoshah (2012), o campo de velocidades
obtido por ele, equagdo (4.52), é ligeiramente diferente obtido no presente trabalho. Essa dife-
renca se deve essencialmente a termos trigonométricos hiperbdlicos que possuem caracteristicas
distintas mas entregam o mesmo resultado.

— 2 16 tanh? &) ~— sinh 2t&,
= (24 2 ) tannZe, — .
B <4 * w2> A = oshE, 2 (26 — 3)2(2 — 1)(20 + 1) sinh(2( — 1)&

t=1

(4.52)

Além disso, como a magnitude da velocidade maxima depende da razdo entre b e a, plota-se
na Figura 4.8 as curvas de velocidade média obtida, velocidade média de Alassar e Abushoshah
(2012) e velocidade maxima, obtida da solugdo de (0u/0¢)(&,7/2) = 0 até o valor maximo de
b/a = 0.999. Portanto, ao observar as curvas obtidas, valida-se o resultado obtido para o campo
de velocidade uma vez que a curva encontrada coincide exatamente em relacao a curva de Alassar
e Abushoshah (2012).

E importante ressaltar que a velocidade média obtida u* tende a velocidade média do caso
semi-circular quando b/a — 1, ou seja, u* — (1/4) — (2/7?). Para isso, ao analisar o campo
de velocidade para o caso circular em coordenadas polares (r, 6, z) com a sendo o raio da se¢do
semi-circular e R = r/a, temos que

o0

_ 2sen’f 4 R*~1gen(2k — 1)0
(RO)= ——v-—— — . 4.53
w(R,6) 7 2= 2k — 3)(2k — 1)(2k + 1) (4.53)

Desta forma, percebe-se a relacdo que hd entre os campos de velocidade média entre as se-
coes circulares e elipticas, observando a concordancia entre a curva alaranjada e a curva ponti-
lhada. Além disso, no limiar o valor maximo assumido para a razao de aspecto (b/a) fica limitado
matematicamente pelo valor unitdrio, uma vez que ndo hd como retratar a circunferéncia com

36



coordenadas elipticas.

0.1 T T

u* — Alassar & Abushoshah (2012)
u* - caso semicircular

0.08

0.06 - i

0.04 |-

0.02 |-

b/a

Figura 4.8: Velocidade média e mdxima em funcéo da razdo de aspecto b/a.

4.3 FATOR DE ATRITO DE FANNING

Como visto na subsec¢ao 2.2.5, a definicao do fator de atrito de Fanning depende sobretudo do
calculo da tensdo atuante na parede do canal devido a interacdo com o escoamento. Neste sentido,
se faz um balanco de forcas atuantes sobre uma das paredes do canal de tal forma que se possa
relacionar a tensdo cisalhante com a forca devido a pressdo do escoamento.
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>

Figura 4.9: Diagrama esquematico da tensdo atuante na se¢do semieliptica
Fonte: Alassar e Abushoshah (2012)
Com isso, o balanco de forcas em uma das paredes do canal fica (Figura 4.9)
7p"AL = APA (4.54)

onde & € a tensdo cisalhante média atuante sobre a interagdo entre o fluido e a parede, AP € a
variacdo de pressdo ao longo do comprimento AL adotado, A a drea da se¢do semieliptica e p* é
o perimetro da secdo semieliptica calculado por

1B (1 - (§)2>] (4.55)

em que F(k) é a integral eliptica completa de segunda ordem, calculada por

E(k) = /02 V1 — k%sen ¢pdo (4.56)

p"=2a

a

onde k = (1 — (9)2>. Assim, a equacdo (4.54) se torna

G = APA . (4.57)

AL2a(1+E (1= (2)°)]

Utilizando o conceito da equagdo (2.5), € possivel obter
APA
ALa1+E(1-(2)")]

puw?

f=

(4.58)

Entretanto, define-se um nimero de Reynolds com v/ A como comprimento caracteristico,
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segundo Bahrami, Yovanovich e Culham (2007), de tal forma que

pw\/Z

I

(4.59)

Re\/;:

diante disso, a utilizagdo do comprimento caracteristico baseado em /A € superior ao DD, uma
vez que resultados para f Re, 4 sdo mais consistentes. Assim, utiliza-se

APA APAVA
ALa[1+E(1-())] po/A  ALa[1+E(1-(2)’
fRe s = [+m(02( )] pw;/ _ [+w(u (4)7)] 4.60)

com isso, para determinar o valor de w, retorna-se a equagao (3.31) e aplica-se na equagao (4.60),
obtendo

APAVA

Ara[1+E(1-(2)")] |

JRe 7= — (4.61)
Simplificando os termos, temos que
b\ 32
(2.
[Re 7= (4.62)

O

Tendo a equagdo (4.62), € possivel obter a curva que relaciona os diferentes valores de f Re,
e b/a vide a Figura 4.11. A partir destes dados, é possivel perceber que a medida que se b/a —
1 a semielipse tende para um semicirculo, e assim, a relacdo fRe VA tende ao valor de uma
semicircunferéncia (fRe 4 = 15.7668) como visto na Figura 4.10 considerando o valor citado
por (Wang 2015).
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Table 1 Comparison of Po of the semicircular duct from vari-
ous sources

Source Year Method Po
Lei and Trupp [4] 1989 Infinite series 15.7668%
Wang [5] 2008 Dual coordinates 15.7668*
Alassar [6] 2014 Infinite series 15.7668%
Shah and London [7] 1978 Unknown 15.767
Velusamy et al. [3] 1995 Finite volume 15.766
Sparrow and Haji-Seikh | 8] 1966 Point match 15.77
Alassar and Abushoshah [1] 2012 Infinite series 15.769
Ben-Ali et al. [9] 1989 Finite difference 15.79
Etemad and Majumdar [10] 1995 Finite element 15.860
Bahrami et al. [11] 2007 Approximate 15.286

Most accurate values are on top. Asterisk means exact closed form.

Figura 4.10: Tabela com a compilagio de diversos autores do valor do niimero de Poiseuille (Po) para uma segéo
semi-circular

Fonte: Wang (2015)

160 T T T
--- —[Re ;7 = 15.7668 - para o caso semi-circular

140
120

100

fRe 7 80
60

40

20

b/a

Figura 4.11: Fator fRe ,; em fungdo da razdo de aspecto b/a.
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5 SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA

Neste capitulo apresenta-se as solucbées numéricas obtidas
através do método das diferencas finitas (MDF) a partir
das equacdes diferencias parciais que descrevem a fisica
de um escoamento de Poiseuille em uma segcdo semielip-

tica.

5.1 O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O problema apresentado consiste em uma equacdo diferencial parcial, a equagdo de Laplace
(5.1), sujeita a uma condi¢do de contorno do tipo Dirichlet em (5.2):

0%v* N o*v*
0&? 002
v*(&,0) =v" (&) =0"(0,0) =0 v*(&,0) = %tanh2 &y sen? . (5.2)

=0 (5.1)

Nesses casos, a implementa¢do numérica pode ser feita de diferentes formas, dentre as quais se
exemplificam o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferencgas Finitas (MDF),
Meétodo pseudo-espectral e, por fim, o Método de Integrais de Contorno (MIC). Para o presente
trabalho, selecionou-se o Método das Diferencas Finitas (MDF).

- -~o

/' N\
4 * .
s Yij+1 *
’ .
0 k Fof 1,5 Tv -
A PN b i—1,j v
Linha n : ; ‘ ‘ ‘ : ‘ ' o -4 Lo ity
| | | | | | | h ! ,'
| | | | = | 1y ! A
e e e e it s Sl Sl Yo (] '
| | | # | A | L-"~ Al * .
e I I I 1 I \“ L.=" *. Uij_l 4
| | | 1 | | .-r § e
inte S Sl Rl Tl S & i el Seo P
1 1 AN 1 R T
Linha2 ——{ 4 4 ¢ St 4
_ S N S R B
Linha 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ '3
Coluna 1 Coluna 2 Coluna n

Figura 5.1: Exemplo de dominio retangular discretizado para MDF para o caso analisado.

Segundo Sousa et al. (2009), o método das diferencas finitas consiste em particionar um de-
terminado dominio da fun¢do incégnita da equagao diferencial parcial criando assim um dominio
discreto. No problema em questdo selecionou-se um dominio discreto retangular como visto na
Figura 5.1, no qual se substitui as derivadas existentes na regido por aproximagoes de diferengas
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centrais. O MDF € bem prético uma vez que ndo ha necessidade de um grande poderio computaci-
onal e é de facil compreensdo, o tornando uma excelente ferramenta a ser aplicada em problemas
unidimensionais, sem quaisquer complexidade.

Como dito em Olsen-Kettle (2011), o MDF se baseia na aproximacdo da expansao da série
de Taylor em relacao as derivadas e as diferencas em cada ponto do dominio. Logo, a equacdo
diferencial parcial se aproxima de uma equacgao de diferengas que, fisicamente, representa a média
entre 0s pontos centrais e seus quatro vizinhos nas fronteiras ao norte, sul, leste e oeste, vide
Figura 5.1. Assim, ao discretizar toda regido delimitada pelo dominio retangular imputado pode-
se obter valores médios das derivadas parciais somente utilizando equacgdes de diferencas como
aproximacdes.

A representacdo das condi¢des de contorno na Figura 5.1 se caracteriza pela cor verde assu-
mida nos pontos de contorno do dominio devido as condi¢des de ndo deslizamento ou as condi-
coes de contorno de Dirichlet. J4 os pontos de malha ou pontos de lattice sdo caracterizados pela
cor rosa e sdo determinados pelos valores médios dos circunvizinhos.

Assim sendo, considere uma equacdo de Laplace como a (5.1) aplicada no bordo e no interior
de um dominio retangular Qtalque Q == x O = {({,0) | € EAN0 € O} emque = = [0,&] e
© = [0, ].

Se tratando de um problema discreto, a definicdo dos pontos de malha (n) é essencial ao
problema uma fez que este parametro determina o refino da malha e € limitado a uma quantidade
pré-selecionada. Além disso, caso seja requerida a obtencdo do valor associado a um ponto
intermedidrio se faz necessdrio a criagdo de uma nova malha mais refinada a fim de acessar o
ponto requerido.

Assim, os tamanhos de malha (h e k) sdo representados pelos passos da discretizacdo da
malha em cada dire¢do (£ e ) e sdo fungdes dos pontos de malha como nas equacdes (5.3) e
(5.4). Esses tamanhos de malha definem o refino da malha, ou seja, quanto mais pontos forem
selecionados menores serdo os passos discretizados e, portanto, a densidade da malha se torna
maior. Por consequéncia, ao refinar a malha a solu¢ao numérica obtida para o problema se torna
mais precisa e refinada. Entretanto, quanto maior for o refino maior serd o esforco computacional
a ser realizado e com isso mais equacdes a serem solucionadas.

€o

h= L (5.3)

k= . 5.4)
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Apesar de obter os valores aproximados para o campo da fun¢do incdgnita, € inerente o erro
numeérico associado ao processo. Como forma de diminuir este erro, adota-se medidas preventivas
para tentar reduzir o erro associado ao processo numérico. As medidas adotadas sdo descritas
abaixo como:

1. Para o dominio computacional h de se adotar um ndmero suficientemente grande de pontos
de discretizacao a fim da resolucdo aproximada da equacgdo diferencial parcial.

2. Todas as derivadas necessérias nos pontos de discretizacdo devem ser substituidas por dife-
rencas centrais finitas aproximadas que usam valores da func¢do calculada nos pontos adja-
centes.

A partir do problema apresentado anteriormente, a equagao de Laplace representada em (5.1),
pode ser aproximada utilizando as equacdes das diferencas centrais apresentadas em Zill e Cullen
(2009)

0?v* 1., . .
2, %
%;2 ~ % [07(&,0 + k) — 207 (&,0) +v*(&,0 - k). (5.6)

Portanto, substituindo na equacao de Laplace em (5.1), tem-se

82’0* 8211* 1
~ * — 2 * _
0&? T T e 7€+ h,0) = 207(€, 0) +07(€ — h,O)] +

L0 R) — 206 0) + (60— K] 65

Como forma de facilitar a notagdo, adota-se a substitui¢do de v*(&,¢) = vj; e simplifica-se para
um novo fator atribuido 3 = k?/h?, assim

0%*v* N 0%*v*
&2 062

~ (=28 = 2)v]; + B} + BY g 0 U (5.8)

Assim, a equacao de Laplace em (5.1), se resume a equagdo discretizada para o dominio retan-
gular apresentado na Figura 5.1

(=28 = 2)v7; + By + By + 05+ 055 =0 (5.9)
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com as seguintes condi¢cdes de Dirichlet

1
Uik,j =iy = U:L,j =0 v, = §tanh2 &osen” 6;. (5.10)

5.2 SOLUCAO NUMERICA VIA MDF

Como a equagdo discretizada apresentada em (5.9) € um sistema de vérias equagdes em fun-
¢do do nimero de pontos de malha (n) definidos durante a discretizacao, € possivel escrever este
sistema como uma equagao matricial do tipo Av = b em que A representa a matriz dos coefi-
cientes da equacdo discretizada, v representa a variavel incognita que no caso € v;; e, por fim,
b representa o vetor que constitui as condi¢des de Dirichlet associada a cada ponto externo do
dominio discretizado ndo se limitando apenas as condi¢des de contorno, entretanto, como se trata
da equacao de Laplace quaisquer outras condi¢des sdo nulas.

O objetivo da resolugdo desta equagdo matricial € determinar valores para a velocidade v; ; as-
sociada a cada ponto da malha discretizada no dominio apresentado através dos pontos adjacentes
a ele. Assim, ao evidenciar cada parte da equacdo € possivel perceber diversos facilitadores para
implementagdo da resolucdo, portanto:

1. Matriz de coeficientes (A):

A matriz de coeficientes € uma matriz quadrada, simétrica, limitada e do tipo esparsa, ou
seja, possui diversos elementos de valores nulos. A sua constituicdo se baseia priorita-
riamente nos coeficientes da equacgdo discretizada e num conjunto de blocos de matrizes
menores de ordem iguais que se repetem dentro de um padrao de repeticdo.

Considerando que n seja os pontos de malha da discretiza¢io, consegue-se demonstrar que
a ordem de cada bloco da matriz A também possui mesmo valor sendo que para a ordem da
matriz de coeficientes se atribui o valor de n?.

A representacdo dos padrdes de repeticdo da matriz A é:

7 0 -~ 0 0]
v ¢ 0
An2><n2: 0o “-. . .0
0 ¢ Y (¢
(00 - 0 |

onde [ € a matriz identidade,  é a matriz de beta’s e 1/ a matriz central com suas represen-
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tacOes matematicas feitas a seguir:

10 0 0
01 0 00
I'=100 .00
00 0 10
00 01
[0 0 0 0]
03 0 00
Caxn =11 0 . 0 :
00 0 B0
|00 0 0|
[ 1 0 0 0]
1 (—28-2) 0 0
Vnxn = | 1 1
0 0 (=28 -2) 1
| 0 0 0 1]

2. Vetor incognita (v):

O vetor incdgnita representa os valores calculados numericamente através da fungdo do
MATLAB right array division.

O vetor incégnita é constituido de um vetor com n? entradas referentes aos valores de v} ;e
¢ representado por:

3. Vetor responsavel pelas condicoes de contorno (b):

O vetor responsdvel pela condi¢des de contorno carrega em si as regides do dominio em
que hd a condicao de deslizamento, ou seja, nos pontos em que v* = (), assim, para 0s casos
emque ) = 0,0 =me& = 0. Além disso, no contorno em £ = &y, ha uma condicio de
contorno diferenciada dada por v* = 0.5 tanh? &, sen? 6.

Portanto, o vetor b tem seu contetido todas essas informacdes ao longo do contorno do
dominio, assim sua constitui¢do é formada prioritariamente de zeros. Nas regides em que
& = &, aplica-se a condi¢@o descrita acima. A equivaléncia de posi¢do aplicada a essa
regido define que a varredura destas posi¢des se situam sempre nas posicoes multiplas dos
n pontos escolhidos para a defini¢do da malha. Assim, o vetor b € descrito como:
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N 0.5 tanh? & sen?6;, sei = kn, comk € Z

0, caso contrario

5.3 IMPLEMENTACAO

O objetivo desta secdo do trabalho consiste na demonstracao da implementacdo do Método
das Diferencas Finitas através do software MATLAB® desenvolvido pela empresa MathWorks.

Cada etapa de cddigo serd demonstrada e comentada a partir da ideia central da resolugdo do
problema fisico apresentado.

5.3.1 Primeiros parametros necessarios

Nesta etapa, se apresenta os parametros fundamentais de entrada utilizados para a composi¢ao
do dominio computacional. Além disso, hé a necessidade de também declarar alguns parametros
auxiliares como parte deste processo.

1 %Definicoes
2 n = 40; %numero de pontos // Referente aos blocos
3 eta = n"2; %Referente a ordem da matriz e da malha

4 p_i= 4xatan(l);

5 theta = 0:(p_i/(n-1)):p_ij;

6 b_r = 0.99; %razao de aspecto —-—> dominador b
7 a_r = 1; %razao de aspecto ——> numerador a

8 RA = Db _r/a_r; % definicao de razao de aspecto

9 xi_0= atanh(RA); %calculo do xi_0

100 h = (xi_0)/(n-1); %tamanho da malha na direcao xi
11 k = p_i/(n-1); %tamanho de malha na direcao theta
12 Beta = (h”2)/(k"2); %constante de discretizacao

Listing 5.1: Cédigo para pardmetros necessarios.

Todos os pardmetros que foram definidos possuem um nivel de importancia para o método
computacional. As varidveis h, k, n e eta assumem a responsabilidade de entrada de dados
para a definicdo geral da malha e sdo descritas respectivamente como sendo o tamanho de malha
na dire¢do &, o tamanho de malha na direcdo 6, os pontos de malha e a quantidade de blocos,
respectivamente. Outras varidveis sdo definidas afim de determinar uma constante necessaria
para o processo como no caso de p_i, que representa a constante 7, Beta, define a constante de
discretizacdo, e RA, € a propria razdo de aspecto. Por fim, os vetores necessarios para as entradas
de dados sdo demonstrados nessa etapa, como os casos de theta e xi_0 em que é demonstrado a
necessidade de ambos ao longo do trabalho.
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5.3.2 Implementacao da Matriz dos Coeficientes

Nesta etapa, o objetivo é a montagem e a implementacido da matriz dos coeficientes A, apre-
sentada na se¢do 5.2.

Como dito anteriormente, a matriz dos coeficientes A ¢é esparsa, simétrica, quadrada e li-
mitada, e com isso, a sua construgdo € feita a partir destas caracteristicas que facilitam a sua
implementagdo em cédigo.

As etapas implementadas seguem uma montagem logica de cada diagonal dos blocos que
forma a matriz A, descritos como:

1. Alocacdo de memoria do tamanho da matriz A

2. Constru¢do da diagonal principal

3. Construcgao da diagonal de /’s abaixo da diagonal principal

4. Construcdo da diagonal de /’s acima da diagonal principal

5. Construgdo da diagonal de beta’s espacada abaixo da regido da diagonal principal da matriz

6. Construgdo da diagonal de beta’s espagada acima da regido da diagonal principal da matriz

Tendo em vistas as etapas de implementacdo da montagem da matriz dos coeficientes, agora
se apresenta o codigo em MATLAB utilizado para o processo descrito:

1 %% Matriz dos coeficientes
2 A = zeros (eta); %declarando a matriz dos coeficientes para alocacao de memoria

3 for i=l:1l:eta %Diagonal principal

4 if (i<=n || i>»eta-n) || (mod(i,n)==1 || mod (i, n)==0)
5 A(i,1)=1;

6 else

7 A(i,i)=-(2*beta+2);

8 end

9 end

10 for i=2:1:eta %Diagonal abaixo da diagonal principal

11 A(i,i-1) = 1;

12 if (i<=n+1 || i>eta-n) || mod(i,n)==1
13 Afdl,d=1) = Og

14 elseif mod (i, n)==0

15 A(i,i-1) = 0;

16 end

17 end

18 for i=l:1l:eta-1 %Diagonal acima da diagonal principal

19 A(i,i+1) = 1;

20 if (i<=n || i>eta-n) || mod(i,n)==1
21 A(i,i+1) = 0;

22 elseif mod(i,n) ==0

23 A(i,1+41)=0;
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24 end
25 end

26 for i=n+l:1l:eta-n %$Diagonal de betas abaixo da regiao da diagonal principal

27 A(i,i-n)= beta;

28 if mod(i,n) == || (i<=n || i>eta-n) || mod(i,n) == 1
29 A(i,i-n)=0;

30 end

31 end

32 for i=(2xn-1):1l:eta %$Diagonal de betas acima da regiao da diagonal principal

33 if mod(i,n) == 0 || i<=n || mod(i,n) == |'] i-(n-1) == n
34 A(i-n,1) = 0;

35 else

36 A(i-n,i) = beta;

37 end

33 end

Listing 5.2: Cédigo para implementacdo da matriz dos coeficientes.

Percebe-se que a 16gica de construcdo em cada diagonal € unica e depende prioritariamente
da posicao ¢ da matriz dos coeficientes. Assim, para a constru¢ao da diagonal principal a posi¢ao
das linhas e das colunas se equivalem, ou seja, © = j, e nessas posi¢cdes atribui-se o valor do
coeficiente da equacio (5.8).

Para as diagonais de /’s acima e abaixo da diagonal principal, a 16gica para repeticao segue
que, para toda aquela diagonal se pré-define que todos os valores sejam 1. Posteriormente, coloca-
se as excecdes nas posi¢des em que a linha ¢ for divisivel pelos pontos de malha n. Para a diagonal
acima, a coluna recebe 7 + 1, j& para a diagonal de baixo, a coluna recebe o valor de 7 — 1.

Para a diagonal de beta’s abaixo da regido da diagonal principal da matriz A, a l6gica de
repeticdo segue que todas as entradas da diagonal sdo valores de (5 e as excegdes de zeros sao
colocadas nas posi¢des em que hd divisibilidade entre i e n, nas n’s primeiras entradas e nas
n's ultimas da diagonal e, por fim, nas posi¢des em que a divisdo ha resto igual a 1. Ja para a
diagonal de beta’s acima da regido da diagonal principal da matriz A, a 16gica utilizada engloba
que qualquer posi¢cdo que ndo seja as que sao divisiveis, as n's primeiras e tltimas, as de resto
iguais a 1 e, por fim, nas posi¢cdes em que ¢ — (n — 1) = n serdo nulas. Para o caso contrario,
aloca-se o valor de 3.

Ap6s a construgdo da matriz de coeficientes A, parte-se para a construgdo do vetor responsavel
pelas condi¢des de contorno b.

5.3.3 Implementacao do vetor responsavel pelas condicoes de contorno

Nesta secao, mostra-se como se fez a implementagdo e codificagc@o para a construgdo do vetor
b.

Em suma, o vetor b é um vetor de tamanho n? constituido em grande parte por zeros sendo
que nas posi¢des em que € possivel dividir a posi¢do ¢ do vetor pelo nimero de pontos n, aloca-se
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o valor correspondente da posi¢do na unica condi¢do de contorno ndo nula.

Assim, o vetor responsdvel pelas condi¢des de contorno é implementado em MATLAB da

seguinte forma:

1 %% Vetor coluna b

2 b = zeros(l,n); %alocacao inicial do espaco da memoria

3 for f=l:1l:eta

4 b(f) = 0; %representa as outras 3 condicoes de nao deslizamento nas paredes
5 if mod(f,n) ==

6 b(f) = 0.5*tanh(xi_0) *tanh(xi_0)*sin(theta(f/n))*sin(theta(f/n));

7 %$condicao de contorno na parte superior nao nula

8 end

9 end

10 b=b'; %transposicao do vetor b para alocacao correta na eqg.matricial

Listing 5.3: Cédigo para obtencdo do vetor b.

5.3.4 Obtencao do vetor incognita

Nesta secdo, o objetivo € mostrar a implementagdo e obtencdo do vetor incégnita v respon-
savel por alocar os valores do vetor velocidade pds-processamento da equagdo matricial, ou seja,
tendo em posse a matriz dos coeficientes A e o vetor b, pode-se obter a solu¢do da equacgio
Av =b.

Assim, a implementagdo segue a seguinte implementacdo em MATLAB:

1 %% Solucao da equacao matricial

2 v = A\b; %solucao da equacao matricial Ax=Db

Listing 5.4: Cédigo da obtencdo do vetor incognita.

O processo adotado para solucio da equagdo matricial consiste na inversao da matriz A, o que
no MATLAB pode ser feito utilizando o operador right array division.

E importante ressaltar que este vetor aloca nas n? posicdes os valores obtidos da equagio
matricial. Além disso, € necessdrio um processamento para organiza¢do dos dados numa matriz

representativa do vetor incégnita.

5.3.5 Arranjo do vetor incégnita

Como dito na secdo anterior, hd uma necessidade de arranjar o vetor incognita obtido no
formato de uma matriz para determinagao correta de cada valor em cada posi¢dao na malha a fim de
se atribuir uma caracteristica fisica ao resultado. Assim, se utilizando da l6gica que cada posi¢ao
do vetor se relaciona ao par ordenado (¢, p) da matriz da seguinte forma (¢, p) = v(t +n(p — 1)).
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Portanto, a implementa¢do do arranjo do vetor incégnita na matriz, dita matriz_rv ou matriz
real V, é feita no MATLAB da seguinte maneira:

1 %% Arrumando vetor v em matriz_rv ou Matriz Real V
2 matriz_rv = zeros(n); %Alocacao de moemoria inicial

3 for t=1:1:n

4 for p=1:1:n

5 matriz_rv(t,p) = v(t+t(p-1l)*n); %$logica de posicionamento
6 end

7 end

Listing 5.5: Cédigo para arranjo do vetro incdgnita.

5.3.6 Tratamento dos dados de saida

Nesta etapa, hd a necessidade de organizar os dados de saida a fim de se obter valores exatos
para a velocidade adimensionalizada (u*). Sendo assim, a conversdo utilizada na equagao (3.37)
¢ implementada assim como todo o processo para a criagdo de arquivo texto espacados de acordo
com as seguintes colunas: valores variados entre 0 < & < &, e valores fixos de # variando
cada coluna até o valor de 7, e por fim, valores de u* para cada linha competente em funcao dos
parametros ¢ e 6. Lembrando que pula-se uma linha para diferentes valores de 6.

0.507051825539 2.819378022452 0.002125948989%
0.52113e598471 2.819378022452 0.00148016199%
0.535221371402 2.819378022452 0.000771106822
0.549306144334 2.81%378022452 0.000000000000
0.000000000000 2.899931680237 0.000000000000
0.014084772932 2.899931680237 0.0003457503¢€7
0.02816954586e3 2.899931680237 0.00068249293%
0.042254318755 2.899931680237 0.001009733024
0.05633%091727 2.899931680237 0.001326%652¢8
0.0704238¢4658 2.899931680237 0.001e33671662
0.084508637550 2.899931680237 0.001929319524

Figura 5.2: Exemplo de saida de dados da rotina do MDF do MATLAB

Assim sendo, a implementac@o do tratamento de dados segue a utilizacio da transformacao
de varidvel da equacdo (3.37) e uso da fun¢ao dimwrite para retornar os dados em arquivos .zxt no
formato da Figura 5.2. Assim, a implementagdo a segue a rotina:

1 %% Repeticao para montagem do arquivo

2 xi = (0:(xi_0/(n-1)):xi_0)"'; %$vetor xi

3 G = sech(xi_0)+*sech(xi_0); %$variavel de auxilio para transformacao
4 H = sinh(xi).xsinh(xi); %variavel de auxilio para transformacao

5 for z = 0:n-1
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6 vet_v = matriz_rv(:,z+l); %captando valores da matriz V

7 theta_2 = (zxp_i/(n-1)); % vetor theta

8 vet_thetal = linspace(theta_2,theta_2,n);

9 vet_theta2 = vet_thetal';

10 vet_u = vet_v - (0.5).*H.*sin(vet_theta2) .xsin(vet_theta2) *«G; %mudanca de
variavel

11 matriz = [xi vet_theta2 abs(vet_u)]; %inserir a variavel u associada a cada
ponto

12 dlmwrite ('MDF_poiseuille_ (i) .txt',matriz, '-append’', ...

13 'delimiter', '\t', 'precision', '$.12f', 'roffset',1l); %funcao que cospe os dados

em .txt
14 type ('"MDF_poiseuille_ (i) .txt') %mostra os valores na command window
15 end

Listing 5.6: Cddigo para tratamento da saida de dados.

5.4 DETERMINACAO DA VELOCIDADE MEDIA

A determinacdo da velocidade média de forma numérica envolve a solucao das integrais na
equacdo previamente apresentada em (4.41). Assim, € necessario utilizar métodos numéricos de
integracdo como forma de obter a vazdo e a drea, e assim validar os resultados obtidos pela rotina
numérica do MDFE.

Desta forma, escolhe-se a regra dos trapézios como método numérico de aproximacao para
sua determinacao.

5.4.1 Regra dos trapézios

fix) x)

Py (x)

Xg=a X % e Xpy  X%=b

Figura 5.3: Representag@o Gréfica da Regra dos Trapézios

Fonte: Arenales e Salvador (2017)
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Segundo Arenales e Salvador (2017), a regra dos trapézios € um método enquadrado dentro
das férmulas de quadratura de Newton-Cotes. Este tipo de integragdo numérica compreende a
necessidade de conhecer apenas alguns pontos especificos e a fung@o real integrante f(x) para a
aproximacgdo da integral usando um polinémio de interpolacdo P, (z) e um erro associado dito

/ " H@)de ~ / "By (2) + B (2))da. 5.11)

Desta forma, considera-se uma fungéo dita f(x) definida em xg, x1, ..., z,, T,1 pontos dis-
tintos equidistantes do intervalo [a, b], ou seja, hd um incremento igual entre os pontos no valor
de h. Utilizando o polindmio interpolador de Newton-Gregory para f(z) tem-se

Pula) = D (o) + (o 20) D (0o P
(o) P (s )

com D sendo o operador derivada em relacdo a x.

Para o caso da regra dos trapézios, utiliza-se um polindmio interpolador de Newton-Gregory
para f(z) de grau 1, resultando em

D' f(x)

Py(z) = D°f(x0) + (z — x0) 1141

(5.13)

substituindo o polinémio na equagdo (5.11) e admitindo que o erro para o grau 1 é de F;(x) ~
O(h?) e desprezando-o, tem-se

h
[ t@e ~ Giro) = ) 6.14)
Entretanto, a regra dos trapézios necessdria para a aproximacao € a regra dos trapézios generali-
zada, ou seja, se aplica a regra descrita acima para cada dois pontos consecutivos como demons-
trado na Figura 5.3. Assim, o termo generalizado torna-se

| S

[ p@e ~ Girwo) = f@] + 51 = ) o+ 5 = Fe)] =

= 21 C0) 27 0) + 2 (e2) 4 2f s+ f(2)] 519

Nesse sentido, ao ampliar para o caso bidimensional hd necessidade de declarar um novo
passo dito k para a nova dimensdo adicionada. Assim, para o caso de um regra dos trapézios em
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duas dimensdes, pode-se seguir a mesma ideia apresentada na equagao (5.15), ou seja, se faz
b pd
[ | tewia= [ [ saizay = 7200818 (5.16)
R a Je

Dado a conceitualizag¢do da regra dos trapézios generalizada, ao aplicar para a determinacdo da
vazdo € necessario realizar algumas modificacdes, ou seja, adaptar a coordenada eliptica utilizada
ao longo do trabalho.

Dito isso, as modificacdes adotadas transformam a equacgdo (5.15) em

m  réo
/ / u* (€, 0)|J|dedd ~ T2D(u*, h, k) (5.17)
0 0

onde |J| representa o jacobiano da equagdo (3.30), ja h e k sdo os incrementos nas respectivas
direcdes £ e 0 dados pelas equagdes (5.3) e (5.4). Assim,

1
T2D(u*, h, k) ~ A—Lhk|J\[u*(O, 0) + u* (&, 0) + u*(0, ) + u*(&o, )

n—1 n—1 n—1 n—1
+2) w00 +2) u(m) +2) ut(0,6;) +2) u(é,0;)
i=2 i=2 j=2 j=2

n—1 n—1

+4) 0> wi(&, ;)] (5.18)

i=2 j=2

Com a regra dos trapézios para o problema da determinagdo da vazdo, implementa-se uma
rotina a fim de obter os dados para a validacao do cédigo do MDF no MATLAB.

5.4.2 Implementacao da regra dos trapézios para determinacao da velocidade média

A implementagdo da regra dos trapézios serd feita tanto para a funcdo integrante u* quanto
para o cdlculo da drea como, no exemplo da equacdo (4.41). Assim, a implementacdo de duas
regras do trapézio € necessdria a fim de se obter valores distintos para velocidade média variando-
se a razdo de aspecto (b/a). O intuito geral desta etapa, é conseguir plotar um grafico comparativo
de @* vs b/a e comparé-lo ao grifico 4.8, para valida¢do do c6digo implementado.

5.4.21 Primeira etapa: Fungéo Jacobiano

Para a determinag@o do jacobiano apresentado na equagao (5.17), foi necessario a criacdo de
uma funcdo dita jacobiano para facilitar o cdlculo, principalmente, da equacdo (5.18) e assim,
determinar a partir dos parametros &, 6 e c os valores correspondentes do jacobiano.
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%Calculo da area
%$funcao de calculo do jacobiano, entrada: xi,theta,c
%$saida: valor do jacobiano
function z = jacobiano (xi,theta,c)
z = (c™2)x(((sinh (xi))”"2) + (sin(theta))"2);

end

Listing 5.7: Cédigo para fungdo jacobiano.

5.4.2.2 Segunda etapa: Implementagcédo da regra dos trapézios na determinacao da veloci-
dade média

Como dito anteriormente, a ideia € separar cada somatorio da equacao (5.18), em somas de

loops, de tal forma que se consiga compor a equacdo. Vale ressaltar que nesta etapa se faz tanto o

T2D para ©* quanto para o célculo da area. Por fim, divide-se 72D e T2D_area para a obtencdo

da vazao.

20

21

22

23

24

25

o\

% Processo de Validacao do codigo MDF

%$%Regra dos Trapezios 1 - para a velocidade media
K = sin(theta) .*sin (theta);
P = G.xH.xK; %matriz formada por sin”2(theta) e sinh”2(xi) e sech(xi_0)
matriz_ul= matriz_rv - (1/2).%P; %arrumando a matriz de v's com a transformacao
para ux
c = sech(xi_0)+a_r;
Soma_S1 = 0;
for cont_1 = 2:n-1 %$somatorio S_1
Soma_S1 = Soma_S1 + (2% ((matriz_ul(cont_1, 1) + matriz_ul (cont_1,n))* (jacobiano
(xi(1l),theta(cont_1),c) +
(jacobiano (xi (40), theta(cont_1),c))))); %$funcao jacobiano
end

Soma_S2 = 0;

for cont_2 = 2:n-1 %$somatorio S_2
Soma_S2 = Soma_S2 + (2% ((matriz_ul(l,cont_2) + matriz_ul (n,cont_2))* (jacobiano (

X1 (cont_2),theta(l),c) +

(jJacobiano (xi (cont_2),theta(40),c)))));
end
Soma_S3 = 0;
for cont_1 = 2:n-1

for cont_2 = 2:n-1 %$Somatorio S_3
Soma_S3 = Soma_S3 + (4% (matriz_ul (cont_1,cont_2))*(jacobiano (xi(cont_1),
theta (cont_2),c)));

end
end
T2D = ((1/4) *hxk« ((matriz_ul(l,1)*jacobiano(xi(l),theta(l),c)) + (matriz_ul(l,n)*(
jacobiano (xi (n),theta(l),c)) + (matriz_ul(n,1l)* (jacobiano(xi(l),theta(n),c)) +
(matriz_ul (n,n) * (jacobiano (xi (n),theta(n),c)) +
Soma_S1 + Soma_S2 + Soma_S3))))) ; %soma de T2D da vazao Q
$%Calculo da Area ——- Regra dos trapezios 2%%%%%%%%%%%%%%%%5%5%%5%5%5%5%5%%%%%%%
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26 S1l_a = 0;

27 for cont_1_a=2:n-1

28 Sl_a = Sl_a + 2x (jacobiano(xi(l),theta(cont_1_a),c) + (jacobiano (xi (40),
theta(cont_1_a),c)));

29 end

30 S2_a = 0;

31 for cont_2_a=2:n-1

32 S2_a = S2_a + 2x (jacobiano (xi(cont_2_a),theta(l),c) + (jacobiano (xi(cont_2_a

) ,theta (40),c)));
33 end
34 S3_a = 0;

35 for cont_1_a=2:n-1

36 for cont_2_a=2:n-1

37 S3_a = S3_a + 4x(jacobiano(xi(cont_1_a),theta(cont_2_a),c));
38 end

39 end

40 T2d_area = (1/4*hxkx(0 + (2% (c”2)*sinh(xi_0)*sinh(xi_0)) + 0 +
41 Sl _a + S2_a + S3_a));

2 u_medio = T2D/T2d_area; %da definicao de vazao tira—-se u_medio

Listing 5.8: Cédigo para implementac@o da regra dos trapézios para fungdo u* e para o calculo da area.

5.4.3 Determinacao dos valores de velocidade média maxima para validacao da rotina

Aqui nesta secdo, a necessidade de validacdo do rotina de implementacdo do MDF por mais
de uma via € essencial. Assim, utilizando os dados de valores de u* obtidos através da regra dos
trapézios e realizando um pequeno tratamento nestes dados, € possivel comparar os resultados de
u* obtidos do método com os resultados analiticos de #* demonstrados na secdo 4.2, ao variar
valores distintos da razdo de aspecto (b/a).

Sendo assim, implementa-se na rotina do MATLAB a seguinte codificagdo para a determina-
¢do dos valores maximos de «* utilizando a funcdo max e pegando os valores advindos da regra
dos trapézios no codigo 5.8.

1 %% validacao por velocidade media maxima
2 [

val,idx] = max (matriz_ul(:));%retorna o maior valor e seu index da matriz_ul, ou

seja, maior valor de ux

Listing 5.9: Cédigo para captagdo dos valores maximos de 4* pds-processamento da regra dos trapézios.

5.4.4 Determinacao do fator de atrito de Fanning para validacao da rotina

Nesta etapa, a ideia principal é basicamente implementar a equagdo do atrito de Fanning
como na (4.62) por meio de uma rotina do MATLAB utilizando os valores de velocidade média
processados pos regra do trapézio advindo da secdo 4.3.
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E importante ressaltar o uso da funcio ellipke a qual computa integrais elipticas completas
tanto da primeira quanto da segunda ordem. Ademais, para a validacdo da codificacdo feita na
MDF, € necessério variar a razdo de aspecto a fim de se obter diferentes valores de fRe ; para
plotagem e comparacdo do grafico da Figura 4.11.

1 %% Validacao por meio do fator de atrito de fanning

2 const_A = ((p_i/2)*RA)"(1.5); %constante de auxilio

3 M =1 - RA"2; %variavel da razao de aspecto

4 [D,E] = ellipke(M); %funcao que retorna os valores para as integrais elipticas de
ordem 2

5 const_B = 1 + E; %constante de auxilio

6 f_Re = (const_A/ (const_B=*u_medio)) ; %$calculo da equacao do fator de atrito fRe

Listing 5.10: Cédigo para a validagdo por meio do fator de atrito de Fanning

5.5 VALIDACAO PARA O MDF DO ESCOAMENTO DE POISEUILLE

Como visto nas secdes anteriores, a implementagdo do método das diferengas finitas para a
resolucao do caso de um escoamento de Poiseuille precisa de uma garantia tal que o processo seja
suficientemente satisfatério quando comparado ao processo de resolucdo analitico apresentado
anteriormente. Sendo assim, nesta se¢do se faz a comparacao entre os resultados obtidos pelo via
analitica com a via numérica a fim de discutir-se as possiveis diferencgas entre eles.

Para isso, o método de validagdo acompanha 3 parametros apresentados: velocidade média

*

(u*), velocidade média méaxima (uy,,,) € o fator de atrito de Fanning (fRe ;) 0s quais serdo
comparados entre os resultados analiticos e numéricos. Posteriormente, se discute uma breve

conclusdo a despeito de cada comparacao a fim de enriquecer a validacdo do MDF.

Além disso, escolheu-se para malha de discretizacdo um valor de 100 pontos de malha (n)
como forma de aproximar ainda mais os valores obtidos na computa¢do numérica. Como con-
sequéncia, os tamanhos de malha dados por (5.3) e (5.4) sdo definidos e utilizados.

A determinacdo no pardmetro de validagdo conhecido como velocidade média (u*) foi feita
variando-se a razdo de aspecto (b/a) em intervalos de 0.05 entre 0 e 0.95, lembrando da condicéo
limitrofe do caso em que b/a — 1. Com isso, utilizou-se a equagdo analitica encontrada em (4.51)
e comparou-se com os resultados obtidos com a codificacdo feita na se¢ao 5.4.2 de tal sorte que
se tenha um grafico comparativo de u* por b/a com as duas curvas apresentadas na Figura 5.4.
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solugdo analitica ®
e solucdo numérica °

0.045

0.04
0.035 - a
0.03 |- ° a

a* 0.025 - |
0.02 |- o |

0.015 . |

0.01 . |

0.005

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
b/a

Figura 5.4: Velocidade média em fung¢io da razdo de aspecto b/a em 100 pontos de malha.
De antemao, o parametro de validacdo da velocidade média maxima (u*) segue os mesmos
principios realizados anteriormente ao plotar o grafico do parametro anterior. A diferenca se

contrasta unicamente para os diferentes valores da velocidade média maxima para via analitica e
para via numérica segundo a Figura 5.5.

57



0.1 T

- - - solucdo analitica ,'.
e solucdo numérica Rt
0.08 | .
Red
"'
0.06 - K4 |
— % ;‘
umax ‘,
0.04 |- /" i
R
f.’
/"
002 [ ’.’ .
4"
f’.’
o
e __.-—0'".— | | | !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
b/a

Figura 5.5: Velocidade média mdxima em funcéo da razdo de aspecto b/a em 100 pontos de malha.

Ja o grafico referente a Figura 5.6, mostra a relacdo de validagdo do parametro fator de atrito
de Fanning (f Re, z) entre os valores obtidos através do cdlculo analitico em contraste com o
célculo retirado da implementacdo. Ao variar a razao de aspecto € possivel notar que apesar de
serem valores muito préximos, ha uma pequena diferenca causada pela nimero de pontos do
processo de discretizagcdo o qual hd um erro associado que acarreta esta pequena diferenca.
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Figura 5.6: Fator de atrito de Fanning em funcéo da razio de aspecto b/a em 100 pontos de malha.

Com todas as informacdes sobre a validagdo, € facil dizer que o c6digo implementado reflete
precisamente valores muito proximos a solu¢do analitica. Apesar de pequenas diferengas nos

valores obtidos, o erro absoluto associado € muito pequeno quando comparado ao valor analitico
chegando a 5% para b/a = 0.55.

59



6 SOLUCAO DE UM NOVO PROBLEMA: O
ESCOAMENTO DE COUETTE

Neste capitulo apresenta-se a solugcdo analitica para um
escoamento de Couette através de uma secdo semieliptica
utilizando o método de Fourier. Posteriormente, calcula-
se a velocidade média para cada caso de relacdo da razdo

de aspecto diferente.

6.1 INTRODUGAO AO PROBLEMA

Dada uma secdo semi-eliptica, o processo de solucao é semelhante ao processo desenvolvido
no capitulo 4. Sendo assim, inicialmente, apresenta-se o novo problema e a partir da nova equacao
governante desenvolve-se o processo de solugdo.

Portanto, dado um secdo semieliptica, seu escoamento ao invés de ser uma consequéncia do
gradiente de press@ao como no caso do escoamento de Poiseuille, nesta etapa a motivagao para o
desenvolvimento do escoamento se dd pela impressao de uma for¢a na parede inferior da secdo a
fim de se obter uma velocidade V', assim, a partir da Figura 6.1, modifica-se a fim de obter o novo
problema e a nova formulagao.

Figura 6.1: Ideia do escoamento de Couette

Tendo em mente a imposi¢do da velocidade V', a formulacdo da problemadtica segue a mesma
didética realizada. Assim, primeiramente, se equaciona o problema através da equagdo de Navier-
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Stokes trazida em (3.2). Assim, no principio tem-se
Viw =0 (6.1)
com w = 0 no arco superior da semielipse e w = V na regido inferior ou na base da semielipse,

como mostrado na Figura 6.1.

Utilizando a técnica dos fatores de escala visando a mudanca da coordenada da equacgdo (6.1)
assim como fora feita através da equacao (3.27), é possivel obter a equagcdo governante para tal
situacdo em coordenadas elipticas como

. 1 Pw  Pw\
Viw = c2 (senh2§+sen2 9) 0¢? * 002 | 0 6.2)

Sabendo que a adimensionaliza¢ido da equacdo resulta em

1 Pw 0w
2 _ e
Viw= c? (senh? £ + sen? §) (652 * 062 ) 0 ©.3)

A partir da equagdo (6.3), € possivel perceber que o primeiro termo nao pode ser zero, assim

tem-se uma equacgdo de Laplace como equacao governante do problema
Pw 0w
—— +—=5=0 (6.4)
€2 002

com as condi¢des de contorno

w=0 em &=¢,
w=V em =0,
w=V em 6§=0,

w=V em 60=m.

Primeiramente, para facilitar a manipulacdo e a comparagdo de resultados escolhe-se uma mu-
danca de varidvel de tal forma que:

v=w-—-V (6.5)
portanto, a equagdo (6.4) se torna
v v
— + =5 =0 6.6
e + o0 (6.6)
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com as novas condi¢des de contorno como

v=-V em 52507
v=0 em =0,
v=0 em 6=0,

v=0 em 6=nm.

6.2 RESOLUCAO DA EQUACAO DE LAPLACE PARA O ESCOAMENTO DE
COUETTE

Assumindo o método de Fourier como feito com o caso do escoamento de Poiseuille, separa-
se as varidveis da solu¢do da equacdo de Laplace em (6.4) em:

v(&,0) =T()P(9) (6.7)
em que
v(&o,0) =T(&)P(0) = -V, (6.8)
v(0,8) = T(0)P(8) = T(0) = 0, (6.9)
v(£,0) = T()P(0) = H(0) = 0, (6.10)
v(§ ) =T()P(r) = P(r) =0 (6.11)

Colocando a separacado de varidveis de (6.7) na equagao de Laplace em (6.4), tem-se

) _ _Po)

— (6.12)
T(¢) P(0)
como cada lado da equagao (6.12) € independente de £ e 6, respectivamente, pode-se fazer
') PO
= — =4 (6.13)
T(s) P(0)

com isso, a separacdo de varidveis reduziu o problema a duas equacdes diferenciais ordindrias
para serem resolvidas dadas por

(6.14)

T7(¢) =6
5 (6.15)

P"(6) + 3P (6) =

Novamente, ha necessidade de realizar o estudo do sinal da varidvel § a fim de se encontrar

62



solugdes que ndo sejam iguais a solugdo trivial. Assim, escolhendo § = 0, tem-se
P"(0) =0 (6.16)
resolvendo e aplicando as condi¢des de contorno para f chega-se a

P() = 0. (6.17)

Assim, conclui-se que a atribui¢cdo de 9 = 0 é uma solugio trivial, e portanto, 6 # 0. Ja para um
segunda tentativa, atribui-se que § < 0, € isso significa que § = —\?. Neste sentido, tem-se duas
EDO’s para cada varidvel com o seguinte formato

T+ N*T =0 (6.18)
P" = \°P =0. (6.19)

Ao resolver a equacdo (6.19), tem-se
P(0) = J3senh A + J; cosh \@ (6.20)

aplicando as condi¢des de contorno conclui-se que cosh (A7) = 0 e, s6 pode ser verdade se A = 0
0 que acarreta em 0 = 0, ou seja, solugdo trivial. Com isso, pode-se dizer que, necessariamente,

54—\

Partindo para a avaliagdo em que § > 0, logo, § = A%, Assim as EDO’s para andlise sdo

T — \2T =0 (6.21)
P+ \’P =0. (6.22)

Analisando a equacdo (6.21) e resolvendo, tem-se
T(§) = Ky senh A + K cosh ¢ (6.23)
aplicando as condigdes de contorno a equacdo, obtém-se
T, (&) = K, senhnf (6.24)
assim como, ao analisar a equacdo (6.22) e resolve-la, se tem
P(0) = By sen A0 + By cos \0 (6.25)
aplicando as condi¢gdes de contorno, se obtém

P,(0) = B, sennf (6.26)
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Ao compor o campo de solugdes para a separacdo de varidveis e utilizando o principio da
superposicdo, escrevendo uma combinacdo linear de infinitas solucdes e fazendo Y,, = J, 5,

tem-se
v(&,0) = Z Y,, sen nf senh né. (6.27)
n=1
Entretanto, como ainda hd uma ultima condi¢do de contorno em v(§y,6) = —V, se aplica a

equagao (6.27) na tentativa de encontrar o valor de Y,,. Com isso, tem-se

-V = Z Y,, sen nf senh n& (6.28)

n=1

multiplicando a equagdo (6.28) por sen (mf) tem-se

— V'sen (mf) Z Y,, sen nf senh n& sen mo (6.29)

n=1

integrando de ambos os lados da equacdo (6.29), obtém-se

/ —V senmf df = / ZY sen nd senh né sen mé dé. (6.30)
0

Observando a equacdo (6.30) e resolvendo a integral da esquerda, primeiramente, obtém-se

/ —Vsenmfdfd = -V (Hﬂ> (6.31)
0

m

ja para o lado esquerdo, tem-se

/ Z Y, sennf senh n& sen mf do = Z Y, senhn& / sen nd sen m@ do. (6.32)
— 0

n=1

Utilizando uma relacdo de ortogonalidade especifica para resolver a integral da equagdo (6.32),
tem-se que

4 0 se,m#n
/ sen nf sen mf df =
0 /2 se,m=n

Tendo as relagdes e assumindo o fato que m = n, pode-se construir a relacao a partir das equacdes
(6.32) e (6.2)

1 _
_V <—COS ”m) — Ty senhmé,. (6.33)
m 2
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Isolando o termo do coeficiente Y,,, se obtém a expressao

—2V (1 — cosmm)

Y, =
mm senh mé&g

(6.34)

Se fizer com que m = 2+, ou seja, este termo seja par, assim como foi feito ao longo da
determinacdo do coeficiente para o caso do escoamento de Poiseuille, o termo cosmm = 1 e,
portanto, o o coeficiente Y,,, = 0, obtendo assim, uma solucdo trivial. Desta forma, assumi-se que
m = 2 — 1 e, assim, chega-se a expressdo para o coeficiente

-4V

Yo, 1 = .
2717 1(2y — 1) senh (27 — 1)&

(6.35)

Dito isso, a solug@o geral para o caso da problemdtica de um escoamento de Couette assume a

forma
—4V N sen (27 — 1)@ senh (2 — 1)
v(&,0) = (6.36)
(&,6) T ; (2y — 1)senh (2y — 1)&
ao retornar da mudanca de varidvel em (6.5), a equacdo (6.36) assume
—4V S sen (27 — 1)@ senh (2y — 1)¢
w(€,0) = > +V. (6.37)
T (2 — 1) senh (2y — 1)&
Aplicando a seguinte adimensionaliza¢cdo de varidvel
0

%

€ possivel obter a solu¢do geral adimensionalizada para o problema de um escoamento de Couette
com o seguinte formato

o

. B 4 sen (2y — 1)fsenh (27 — 1)¢
w(&0) =1~ _; (2 — 1) senh (27 — 1)&

(6.39)

™

Possuindo o campo de velocidade do escoamento de Couette, a plotagem de como esse campo
se distribui ao longo da secao semieliptica é essencial para o entendimento do problema. Sendo
assim, usando uma razdo de aspecto (b/a) = 0.5 e analisando o efeito da velocidade imputada
(V) como um valor unitério, é possivel demonstrar o perfil do campo de velocidade tanto em
coordenadas elipticas quanto em coordenadas cartesianas segundo as Figuras 6.2 e 6.3.
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Figura 6.2: Campo de velocidade do escoamento de Couette para b/a = 0.5 no dominio retangular em coordenadas
elipticas.

0.8 |- - 0.8

Figura 6.3: Campo de velocidade do escoamento de Couette para b/a = 0.5 no dominio semi-eliptico em coordena-
das cartesianas.

Plota-se também o campo de velocidade para escoamento de Couette para uma razao de as-
pectode b/a = 0.2 e b/a = 0.95 tanto para o dominio retangular quanto para o dominio eliptico
segundo as Figuras 6.4, 6.5, 6.6 ¢ 6.7.
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25 =

S 1.5 -

0.5 =

Figura 6.4: Campo de velocidade do escoamento de Couette para b/a = 0.2 no dominio retangular em coordenadas
elipticas.

1 1
0.8 — 0.8
0.6 — 0.6

>
0.4 - . 0.4
0.2 |- . 0.2
0 1 1 1 O
-1 —0.5 0 0.5 1
X

Figura 6.5: Campo de velocidade do escoamento de Couette para b/a = 0.2 no dominio eliptico em coordenadas
cartesianas.
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25 =

=15 -

0.5 =

Figura 6.6: Campo de velocidade do escoamento de Couette para b/a = 0.95 no dominio retangular em coordenadas
elipticas.

Figura 6.7: Campo de velocidade do escoamento de Couette para b/a = 0.95 no dominio retangular em coordenadas
elipticas.

E importante atentar para o efeito que o movimento da placa inferior faz ao longo do campo
de velocidades na se¢ao semi-eliptica. Como o escoamento € motivado pela imposicdo da placa
inferior a uma certa velocidade V', ocorre uma certa difusdao dessa quantidade de movimento ao
longo da sec@o originando pontos de velocidade maiores e descentralizados quando comparados
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ao campo de velocidade do escoamento de Poiseuille.

6.3 VELOCIDADE MEDIA E VAZAO DO ESCOAMENTO DE COUETTE

Dado o campo de velocidade u*(, #) do escoamento de Couoette na equagéo (6.39), é possivel
obter a velocidade média sob a sec¢do semieliptica através da integracdo do campo de velocidade
como na equagdo (4.41). Assim como feito no processo de cdlculo e determinagdo da velocidade
média e vazao do escoamento de Poiseuille, a equacao utilizada € logo representada por

_ Q _ JLw(&0)dA  J5° Jy ut(€,0)c? (sen® 6 + senh® €) dfdg
u*
A I3 Jo 2(senh? € + sen? 6) dAdE

(6.40)

Para a determinacdo da drea, a equagdo (4.42) continua a mesma para esta nova determinacao,
assim tem-se que

S
= / / c? (Senh2§ + sen? 9) dod§
0

C7T

=5 senh & cosh &. (6.41)

Ja para a determinacdo do campo de velocidade do escoamento de Couette, a integral dupla no
numerador da equagdo (6.40) se modificard de acordo com a mudanga no campo de velocidade
obtido para Couette de tal sorte que

Q= //u*(g,e) dA

o pm
= / / u*(€,0)c?(sen? 6 4 senh? £) dOd¢ (6.42)
o Jo

sendo que a equacdo (6.42) pode ser divida em duas integrais representadas por

S pm
Q= / / ¢?(sen” § 4 senh? ¢) dAdé —
o Jo

€o sen (2y — 1)@ senh (2y — 1)¢ 2 ) )
/ /0 T Z (2y — 1) senh (27 — 1)& (sen” 6 + senh” £) dOdE. (6.43)

Assim, a equacgdo (6.40), se torna

£o sen (2y — 1)fsenh (2y — 1)¢ ) )
/ / Z (27— Dsenh (27 — )& (sen” ¢ + senh” £) dOd¢

ut = (6.44)

2
- senh &j cosh &
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resolvendo a segunda parcela (), de tal forma que

) sen (2y — 1)fsenh (2y — 1)¢ )
h2
/ /0 ™ Z (2v—1) senh(2fy — 1 c”(sen” 0 4 senh” §) dOd¢

C’/T

- senh &; cosh &

% (Tsen (2y — 1)fsenh (2y —1)€ ,, 2
—Z/ / 2 —Teh @ — TG, ¢”(sen” 6 + senh” &) dd¢

Ar

7 senh &; cosh &

4c*
(27 — 1) senh (2vy — 1)¢

o
/ / sen (27 — 1)@ senh (2y — 1)&(sen? 6 + senh? £) d9d¢

2

- senh &y cosh &
(6.45)
logo
o &
v = HWZJn/%M%—M&MQWJMWM—%MM@M%(MQ
—1J0 0
com N
F(y) = (6.47)

72(2y — 1) senh (27 — 1)&y senh & cosh &,

Ao observar a equacdo (6.46) e comparad-la com a equagao (4.47), € possivel notar que a
solucdo da integral de drea € a mesma para o caso requisitado anteriormente. Assim, a solug¢ao
para a nova integracao se torna

o
/ / sen(2y — 1)#senh(2y — 1)¢ (sen” @ + senh® £) dfd¢
o Jo

2{(27—3 2t_1)sen (27 — 1)&o senh &y cosh &,
cosh(2y — 1)& senh” & L [senh(2y — 1)& senh & cosh & — cosh(2y — 1)& senh® &
e 2y +1

(6.48)

em que
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S
/ / sen(2y — 1)#senh(2y — 1)¢ (sen” @ + senh® ) dfd¢
o Jo

T v+ 1)2(27 3y cosh(2y — 1)y senh”
_ (27 — 3)(274_ (27 + 1) senh(2y — 1)¢ senh &y cosh &y. (6.49)

Portanto, a solu¢do para a velocidade média do caso do escoamento de Couette pode ser expressa

como

L 2
g ‘“F”){(zwnm—a
4

_ o 3@ - D@ 1) senh(2vy — 1)&; senh & cosh {0} (6.50)

cosh(2y — 1)& senh? &

ao resumir a expressdo da parcela que multiplica o fator F'(7y), tem-se

e}

= 10 tanh &
t m y=1 (2y —1)(2y —3)(2y + 1) tanh (27 — 1)&y (6.51)

6.4 IMPLEMENTAGCAO PARA O ESCOAMENTO DE COUETTE

Esta se¢do tem por objetivo a implementacdo do Método das Diferencas Finitas no caso de
um escoamento de Couette. Primariamente, para a aplicacdo do método verifica-se que a equagado
de discretizacdo dada anteriormente para o escoamento de Poiseuille em (5.9) também sera apli-
cada a situacdo de Couette, uma vez que para ambos 0s casos resolve-se a equacdo de Laplace
porém, por motivos diferentes: o escoamento de Poiseuille se utiliza de um artificio matemadtico
para resumir uma equagdo de Poisson e o escoamento de Couette por que nao ha gradientes de
pressdo. Portanto, a equacdo de discretizacdo para Couette € dada por (6.52) e reflete exatamente
as mesmas condi¢des encontradas anteriormente.

(—26 — 2)u;j + Buiiy; + Bui_p V5 Ui, = 0. (6.52)

Sendo assim, as diferengas na implementacio estdo associadas através das diferentes condi-
coes de contorno aplicadas a cada problema. Para o caso particular do escoamento de Couette, as
condicdes de contorno aplicadas tem que refletir a velocidade imputada a placa inferior. Assim,
a partir das equacdes (6.1) € possivel determinar as condi¢des de contorno aplicdveis ao caso
discretizado com o objetivo de aplica-las ao MDF.
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up;=ui =uy =V oup, =0. (6.53)

Com isso e a partir do método do MDF mostrado anteriormente, a resolu¢do de uma equacao
matricial se faz necessdria a fim de se obter os valores do campo de velocidade para este caso.
Entretanto, como feito anteriormente ao se esmiucgar a equagdo Av = b, a matriz dos coeficiente
advinda da equacdo de discretizacdo é a mesma utilizada no escoamento anterior a diferenca serd
o vetor responsavel pelas condi¢des de contorno (b) que assumird a seguinte face:

T -V, sei=kncomk € Z
b(i),. = (6.54)
0, casocontrrio

onde V' € a velocidade imputada a placa inferior.

Assim, a implementacio desta parte segue uma estrutura semelhante ao usada no escoamento
de Poiseuille dada por:

o

1 %% Vetor coluna b

2 b = zeros(l,n);

3 for f=l:1l:eta

4 b(f) = 0;

5 if mod(f,n) ==0
6 b(f) = -V;
7 end

8 end

9 b=b';

Listing 6.1: Cédigo para o vetor responsdvel pelas condi¢cdes de contorno.

Com a resolucdo da equacao matricial se obtém o vetor incégnita v e assim como demonstrado
anteriormente se refaz os passos mostrados nas se¢des anteriores: 5.3.4 a 5.3.6.

6.5 IMPLEMENTAGAO DA VELOCIDADE MEDIA DO ESCOAMENTO DE
COUETTE

Para a determinacao da velocidade média do campo de velocidade do escoamento de Couette
a implementacdo da regra dos trapézios segue 0s mesmos principios e passos apresentados de
54.1a54.3.
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6.6 VALIDACAO PARA MDF DO ESCOAMENTO DE COUETTE

A validagdo para o MDF do escoamento de Couette segue um caminho diferente do realizado
anteriormente no escoamento de Poiseuille. Isso se deve principalmente ao fato que dois para-

*
max

metros de validagdo ndo se aplicam ao caso de Couette. A velocidade méxima (u”,,.) e o fator
de atrito de Fanning (f Re /z) ndo servem para validagdo uma vez que para o caso da velocidade
maxima nao faz sentido ja que os valores maximos se baseiam prioritariamente no valor impu-
tado a placa inferior (V). Ja para o fator de atrito de Fanning, e com a auséncia do gradiente de
pressdo, o balanco de forca tende a zero tornando a determinagdo do fator de atrito mais dificil,
por isso ndo se escolhe a determinacdo do fator de atrito como objeto de validagdo deste estudo.
Entretanto, opta-se por usar a vazdo como figura de validacdo substituindo o papel do fator de

atrito neste sentido.

Assim, em termos de validacdo do método, utiliza-se o a velocidade média (u*) e a vazdo (Q))
para validagdo. Dito isso, faz-se 0 mesmo esquema realizado no escoamento de Poiseuille com
nimero de pontos para malha de n = 100. Ou seja, varia-se a razdo de aspecto (b/a) de tal sorte
que se possa plotar diferentes valores obtidos para a via numérica em contra partida a via analitica
obtendo as Figuras 6.8 € 6.9.

0.50—e= X T T T
Tre | - - - solu¢do analitica
0.49 | ... o numéri -
. e solucdo numérica
- o .
0.48 | “ve. caso assintético semicircular | |
\‘\
0.47 | ‘. l
\~.\
0.46 |- \.\ i
a* 045 . |
‘\
0.44 - ‘o, i
0.43 | . :
.\
0.42 ‘0. i
0.41| .
°
0.4 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
b/a

Figura 6.8: Velocidade média em fungdo da razdo de aspecto b/a com nimero de pontos igual a 100.

Observando o gréfico da Figura 6.8, percebe-se que outra forma de validagc@o presente estd no
caso assintético quando b/a — 1 tem-se u* — 4/m2. O valor para o caso limitrofe foi retirado
a partir do método de separacao de varidveis para o caso de um escoamento de Couette em uma
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semicircunferéncia em coordenadas polares. Assim, o valor dado é

4R%~ 1sm (25 — 1)
(27 - 1)

“(R,0)=1-—

7

(6.55)

Jj=1

com R =r/a.

0.7
0600 L o o o o o o o o o o o o e e e e N
0.6 - |
0.55 |- |
0.5 |
0.45 |- |
0.4 |

Q 0.35| |
0.3 |
0.25 | |
0.2 |- |
0.15 | |

solucdo analitica

0.1 solugdo numérica |

0.05 - - - - caso assintotico semicircular |

0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

b/a

Figura 6.9: Vazdo em fun¢do da razdo de aspecto b/a com niimero de pontos igual a 100.

Assim como no caso da determinacio do caso limitrofe de uma semicircunferéncia, a vazao
também possui a mesma narrativa. Pegando o valor encontrado na equacao (6.55) e multiplicando
pela drea (A = 7/2) encontra-se o valor limitrofe da vazdo, ou seja, para b/a — 1 tem -se que

Q — 2/m.
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7 CONCLUSOES

Neste capitulo apresenta-se um breve resumo do trabalho
a fim de embasar a discussdo sobre os resultados e con-
clusoes que as resolucoes dos escoamentos de Poiseuille e

Couette trazem em suas miiltiplas coincidéncias.

7.1 CONSIDERACOES FINAIS

Inicialmente neste trabalho, pautado pelo artigo feito por Alassar e Abushoshah (2012) so-
bre escoamento de Poiseuille em uma se¢do semieliptica, desenvolveu-se um estudo referente a
solugdo analitica e numérica de dois escoamentos em uma secao semieliptica, escoamento de Poi-
seuille, motivado exclusivamente por um gradiente de pressao, e escoamento de Couette, causado
pelo movimento relativo entre as placas do canal.

Para isso, em um primeiro momento, modelou-se as equagdes de Navier-Stokes a fim de se
obter as solugdes analiticas exatas para o caso de Poiseuille. Ao realizar a solucdo analitica da
equagdo governante de Poisson a solucdo encontrada foi diferente quando comparada a solu-
cdo proposta por Alassar e Abushoshah (2012). Entretanto, ao realizar a validacdo, conclui-se
que se tratavam da mesma solucdo porém com grafias matematicas distintas. Posteriormente,
implementou-se o método das diferencas finitas para a obtencao da solugdo numérica e comparou-
se os valores da velocidade média, velocidade média maxima e fator de atrito de Fanning. Por
fim, comparou-se os resultados analiticos com os resultados numéricos para determinacao e va-
lidacao da rotina implementada. Fisicamente, ao se resumir a equacao de Poisson a elementos
discretos em um dominio retangular foi possivel validar o método das diferencas finitas para um
escoamento de Poiseuille.

Em um segundo momento do trabalho, realizou-se 0 mesmo processo de modelagem das equa-
coes de Navier-Stokes para o escoamento de Couette. Devido a falta do gradiente de pressdo, a
equacdo de Laplace se tornou a equacao governante desse escoamento e sua solugdo analitica foi
obtida. Depois, realizou-se algumas modificacdes na rotina implementada do método das diferen-
cas finitas a fim de resolver a equacdo governante do escoamento de Couette discretamente. Por
ultimo, validou-se os resultados analiticos e numéricos através de dois parametros de compara-
¢do, a velocidade média e a vazdo. E importante citar que tanto no caso do escoamento de Couette
quanto no escoamento de Poiseuille encontrou-se a relacdo assintdtica para o caso semicircular
validando ainda mais o texto proposto.

Para o caso exclusivo do escoamento de Couette, a solucao encontrada é nova na literatura
0 que se tornou na maior contribuicdo do presente trabalho. Ademais, cabe ressaltar que os
resultados aqui obtidos podem ser utilizados para o estudo do escoamento de Couette-Poiseuille
uma vez que este escoamento nada mais € que a superposi¢ao das solucdes apresentadas.
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