PROJETO DE GRADUACAO

IMPLEMENTACAO DE DIFERENTES METODOS ITERATIVOS
PARA A RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES
COM APLICACAO EM MECANICA DOS FLUIDOS

Guilherme Mesquita Corréa




UNIVERSIDADE DE BRASILIA
Faculdade de Tecnologia

PROJETO DE GRADUACAO
IMPLEMENTACAO DE DIFERENTES METODOS ITERATIVOS

PARA A RESOI:U(;AO DE SISTEMAS LINEARES
COM APLICACAO EM MECANICA DOS FLUIDOS

Guilherme Mesquita Corréa

Relatorio submetido ao Departamento de Engenharia
Mecanica como requisito parcial para obtencao

do grau de Bacharel em Engenharia Mecinica

Banca Examinadora

Prof. Adriano P. Rosa, ENM/UnB
Orientador

Prof. Braulio G. Pimenta, ENM/UnB
Examinador

Prof. Taygoara F. de Oliveira, ENM/UnB

FEzxaminador




Dedicatoria

Aos meus tao amados e queridos pais, Auxiliadora Mesquita e Osvaldir Corréa.

Guilherme Mesquita Corréa



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco aos meus pais, a quem devo tudo que sou e que sei, que sempre
me deram condi¢cdes de me dedicar de maneira exclusiva aos estudos, que sempre me
incentivaram e encorajaram a sequir em frente aprendendo cada vez mais, que me deram
condigoes de ter aquilo que eles nao tiveram e nunca me cobraram nada em troca de
tamanha riqueza que me proveram, que € o meu conhecimento. Agradeco também aos
meus irmaos, que sempre estiveram comigo e me ajudaram a descontrair nos momentos
de lazer. Por fim, agradeco ao meu orientador por todo conhecimento que me passou,
sempre de maneira muito diddtica, nas vdrias disciplinas que o tive como professor, com
quem fiz, inclusive, a primeira disciplina da cadeira de Mecdnica dos Fluidos na minha
graduacdo, onde me encantei por essa drea do conhecimento, que € tdo bonita quanto

complexa.

Guilherme Mesquita Corréa



RESUMO

O presente trabalho estuda e compara diversos métodos iterativos de resolucao de sistemas de equa-
¢Oes lineares aplicados na solugdo do problema da cavidade na mecénica dos fluidos. Os métodos
abordados vao desde métodos simples como Jacobi e Gauss-Seidel, até métodos mais avancados
como o Gradiente Conjugado Pré-condicionado e o Multigrid. Os diversos métodos iterativos sao
aplicados para varias malhas com diferentes graus de refinamento e sdo comparados em termos de
numero de iteragbes necessarias para resolver o problema e tempos de execucao dos codigos. As
equacoes governantes do problema da cavidade sdo apresentadas, bem como a transformagao das
mesmas, que sao originalmente equagoes diferenciais parciais, em um sistema de equagoes lineares
através do método de projecdao e do método de diferencas finitas. A implementagdo dos métodos
iterativos é feita através do Python, uma linguagem de programagdo muitas vezes considerada
lenta para esse propoésito. Por ser lenta, uma otimizagao é implementada & linguagem para ace-
lerar a velocidade de execugao dos codigos através da biblioteca Numba. Uma comparagao entre
os tempos de execugao obtidos no Python otimizado sera feita com cédigos equivalentes executa-
dos em Fortran, que é considerada uma linguagem rapida para esse tipo de aplicagdo. De uma
forma geral, o método do Gradiente Conjugado Pré-condicionado se mostrou o mais rapido dentre
todos os métodos testados nesse trabalho, seguido do Multigrid e do Gradiente Conjugado sem
pré-condicionamento. Em relacao a linguagem de programacao utilizada, o Python, conseguiu-
se acelerar consideravelmente seu tempo de execugao dos coddigos com a utilizagao da biblioteca

Numba, tornando-o comparavel com o Fortran, especialmente no sistema operacional Windows.

ABSTRACT

In this work we study and compare several iterative methods for solving linear system of equations
applied to the cavity problem of the fluid mechanics. The methods considered here goes from simple
methods like the Jacobi and Gauss-Seidel method to more advanced methods like Preconditioned
Conjugated Gradient and Multigrid method. The iterative methods are applied to several grids
with diferent levels of refinement and are compared in terms of number of iterations necessary
to solve the problem and execution time of the codes. The governing equations of the cavity
problem are presented, as well as the transformation of the governing equations, which are partial
diferential equations, into a system of linear equations through the projection method and the finite
diferences method. The implementation of the iterative methods is done in Python, a programming
language often considered slow for such purpose. For this reason, a optimization is implemented
to the language in order to accelerate the execution time of the codes using the Numba library. A
comparison will be done between execution times got in optimized Python codes and equivalent

Fortran codes, which is a language considered fast for this kind of application. In a general way, the



Preconditioned Conjugate Gradient was the fastest method compared to the other ones, followed
by Multigrid and Conjugate Gradient without preconditioning. When it comes to the programing
language used, the Python, it was possible to considerably accelerate the execution time of the
codes using the library Numba, making Python comparable to Fortran, specially on operational

system Windows.



SUMARIO

1 INTRODUGAO « .ttt ittt et eat ettt et eateteaeeeeaneeenaeseaatoeeneeneneenns 1
1.1 CONTEXTUALIZAGAO ...ttt ettt et e e e e ettt ettt et ettt e e e eeaas 1
1.2 A RELEVANCIA DA MECANICA DOS FLUIDOS ..ottt 1
1.3 A RELEVANCIA DOS METODOS NUMERICOS .. ...ttt e e, 2
1.4 PYTHON COMO LINGUAGEM DE PROGRAMAGAO CIENTIFICA ........oovvieeeannn. 3
1.5 OBJIETIVOS DO PROJETO ..ttt e e e e e et ettt et 4
1.6 POSSIVEIS APLICACGOES ... tttttttttiiee ettt e et e ettt ettt e e e e e, 4
1.7 APRESENTAGCAO DO MANUSCRITO ... tttttnntitttttttteeeeaaeeeieeeeeenns 5)

2 FUNDAMENTAGAO TEORICA . ..ttt ttttiettteereennaaneeeeseeennanneeessss 6
2.1 INTRODUGAOD ittt ettt ettt ettt et et e e 6
2.2 O PROBLEMA DA CAVIDADE EM MECANICA DOS FLUIDOS .....uuurieeaaaaaean.... 6
2.2.1 EQUACOES GOVERNANTES . ...\ttt et e eee ettt ettt e e e e, 7
2.2.2 CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGAO INICTAL .. otteetiiiiiiieeaaaaaannns 8
2.3 O METODO DE PROJEGAO ..\ttt ettt ettt e e et e e e e e 9
2.3.1  DISCRETIZAGAO DAS EQUAGOES GOVERNANTES ....tttteeiiiiiiiiiiiieeaaaaaannns 11
2.4 SISTEMA DE EQUACOES DO PROBLEMA DA CAVIDADE ......vuvriieeeaenaannnnnn.. 14
2.5 METODOS DE SOLUGCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES ................... 17
2.6 METODOS DIRETOS .ttt tttttet ittt ettt ettt et et e e e et e e e enn, 18
2.6.1  ELIMINAGAO GAUSSTANA ...ttt ettt ettt ettt et e et e e e e e 18
2.6.2  DECOMPOSIGAO LU ... e 19
2.7 METODOS ITERATIVOS ..\ttt ettt e e ettt e e ettt et et e e et e e e 20
2.7.1 CRITERIO DE PARADA ...\ttt ettt e e e e e e e e e e e e e 21
2.7.2 METODO DE JACOBI ..ttt ettt et e et et et et ettt et e e 21
2.7.3  METODO DE GAUSS-SEIDEL. ...ttt tttteee ettt e et iene e iiaeeaeeans 22
2.7.4  METODO DE SOBRE-RELAXAGAO SUCESSIVA (SOR) ..., 23
2.7.5  METODO DO GRADIENTE CONJUGADO ....uuntiieettii et iiee e e 24
2.7.6 METODO DO MULTIGRID ...ttt et et ettt et e et e et et ee et e e eanns 31
2.7.7  CRITERIOS DE CONVERGENCIA ...ttt eee et ettt eean 42

3 RESULTADOS . .« ittt ittt ittt tteeettaeesesaeesosasesonssesonsesssnnesnss 45
3.1 VALIDAGAO . .ttt ettt et et et ettt e e 45
3.2 A IMPORTANCIA DE SE IMPLEMENTAR UMA OTIMIZACAO PARA O PYTHON..... 46

il



3.3 FORTRAN VS PYTHONFNUMBA .ttt e 47

3.4 A INSTABILIDADE DO METODO DE JACOBI ...ttt 48
3.4.1 MODIFICANDO SISTEMA ORIGINAL ...ttt e e e e e e 48
3.4.2 METODO DE JACOBI AMORTECIDO ...ttt ettt e e e e 50
3.4.3 O MOTIVO DA INSTABILIDADE DO METODO DE JACOBI ...iviiiieiiiiiiaiain, 51
3.5 METODOS DE MULTIGRID ...ttt et e et e e e e e 52
3.6 COMPARAGOES ENTRE DIVERSOS METODOS ... .ttttttttteeetiiiiiiiiieeeaaaaaaanns 53
3.6.1 RESULTADOS « . 53
3.6.2 ANALISE FINAL ACERCA DOS RESULTADOS. ...ttt 57
A CONCLUSOES « t vttt ittt ettt tneeneenneeseeneeneenneeneennennenneeneennens 59
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .ottt ettt ettt eea 61
7 N €6 = 1 63
I FORMA ALTERNATIVA DOS METODOS ESTACIONARIOS « v vt vttt et teenennennens 64
N I @0 ) 5 ) {0 Y- 7S 66
I1.1 CODIGO DO METODO GAUSS-SEIDEL . ...ttt et 66
11.2 CODIGO DO METODO JACOBI AMORTECIDO ...ttt 72
11.3 CODIGO DO METODO SO R .. i 79
11.4 CODIGO DO METODO GRADIENTE CONJUGADO ...ttt 86
I11.5 CODIGO DO METODO GCP-SSOR ..o 93

I1.6 CODIGO DO METODO MULTIGRID (MG-GC-2M) ... 101



LISTA DE FIGURAS

2.1
2.2

2.3

2.4
2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10
2.11

3.1

3.2
3.3

3.4

3.5
3.6
3.7

3.8
3.9
3.10

O problema da cavidade ........c..ooiiii i 7
Malha defasada 5x5. Tridngulo: componente u. Quadrado: componente v. Circulo:
0D TS ST 1o T T 12
Malha defasada 3x3. Tridngulo: componente u. Quadrado: componente v. Circulo:
SN cESST: 10 T o T 15
Comparagao entre varios modos de Fourier com diferentes nimeros de onda k. ........ 32

Comportamento do erro em func¢do do ntmero de iteragoes no método de Jacobi
Amortecido com w = 2/3 para varios ntimeros de onda k. ................ 33
Comportamento do erro em funcao do ntmero de iteragoes para o método de Jacobi
Amortecido com w = 2/3 para um chute inicial x(©) = (Xgo) + xéo) + xgg)) [3i 34
Comparagao entre o chute inicial e a aproximacao apos 10 iteragdes no método de
Jacobi Amortecido com w = 2/3 para diferentes modos de Fourier......................... 37
Modo de Fourier com ntmero de onda k=4 representado em uma malha com 12

e 6 pontos, respectivamente. A malha mais grossa tem uma representacdo mais

oscilatoria do mesmo MO0, .. ... 38
Operacao de interpolacao da malha Q2" para malha Q. .................................... 39
Operacao de restricdo da malha Q" para malha Q2. ... 40
Diferentes possibilidades de transitar entre as malhas no método do Multigrid. ........ 41

Comparagao dos resultados desse trabalho com os resultados de Marchi et al. [1]

PATa VALIAAGAO. .« vttt 45
Linhas de corrente para Re=100. ..........cooiiiiii e 46
Comportamento do ntimero de iteragoes para os 100 primeiros passos de tempo para

0s métodos de SOR e Gauss-Seidel........ooiiiiiiiiiii 49
Comportamento do niimero de iteragoes para os 100 primeiros passos de tempo para

0 MELOdO de JACODI. ...t 50
Gréfico para determinar o w 6timo para o método de Jacobi Amortecido para N=100. 51
Comportamento do nimero de iteragoes para os 100 primeiros passos de tempo. ...... 51
Comparagao de diversos métodos Multigrid e Singlegrid em termos de tempo de
execugdo para N = 512, Re = 3000, At = 0,0005, t; =0,05e € =10"C.................. 53
Gréfico para determinar w 6timo para o método de SOR para N = 128.................. 55
Grafico para determinar w 6timo para o método de GCP-SSOR para N = 128......... 56
Comparagao entre os tempos de execucgao dos diversos métodos para N=1024, Re=3000,
tr=0,05,€=1075 € =0,0005. ....ocovrriririiiiiaaaaeatiii 56



3.11 Comparagao entre os tempos de execugao dos diversos métodos para N=1024, Re=3000,

t£=0,05, €=1070 € At=0,0005. ......ouviiiiiiiiiiiiiia e 57
3.12 Comparacao de tempo de execugdo entre os métodos de SOR, GC e GCP-SSOR

para malhas de diversos tamanhos. ... 58



LISTA DE TABELAS

3.1 Resultados para N=25, Re=100, t;=0,1, e=1070 e A t=0,001. ........ooooiiiii 46
3.2 Resultados para N=100, Re=1000, t;=1.0, e=10"" e A t=0,001. .......coeeiiiiiiii, 47
3.3 Resultados para N=128, Re=3000, t;=0,05, e=107% e At=0,0005. .........oeeiiii. 54

vil



LISTA DE SIMBOLOS

Simbolos Gregos

A Variagao entre duas grandezas similares
Tolerancia
Densidade [m? /kg]

Viscosidade dinamica [N.s/ms?|

M

Fator de relaxacao

Dominio da cavidade

RS TR SER SN

Namero de condigao

Simbolos Romanos

P Pressao adimensional

t Tempo adimensional

U Velocidade da tampa da cavidade

L Comprimento adimensional das paredes da cavidade
u Vetor velocidade adimensional

u Componente horizontal da velocidade adimensional
v Componente vertical da velocidade adimensional

N Niamero de intervalos da malha em uma direcao

T Vetor tangente a parede da cavidade

n Vetor normal & parede da cavidade

Grupos Adimensionais

Re Niimero de Reynolds

viii



Siglas

SOR Sobre Relaxagao Sucessiva

GC Gradiente Conjugado

GCP Gradiente Conjugado Pré-condicionado

GCP-D Gradiente Conjugado Pré-condicionado pela matriz Diagonal

GCP-SSOR Gradiente Conjugado Pré-condicionado pela matriz Mgssor
MG-SOR-2M  Multigrid com SOR em esquema com 2 malhas

MG-SOR-3M  Multigrid com SOR em esquema com 3 malhas

MG-GC-2M Multigrid com Gradiente Conjugado em esquema com 2 malhas
MG-GC-3M Multigrid com Gradiente Conjugado em esquema com 3 malhas
FMG-GC Full-Multigrid com Gradiente Conjugado em esquema com 2 malhas
MG-GCP-2M  Multigrid com Gradiente Conjugado em esquema com 3 malhas



Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizagao

Em diversas areas da ciéncia (pra nao dizer quase todas), seja na fisica, na quimica, na biologia,
na economia ou estatistica, surgem sistemas de equagoes lineares a serem resolvidos. As diversas
formas de solugao desses sistemas ja sao conhecidas hd muito tempo, seja de forma direta ou de
forma iterativa. O fato dessas formas de resolugao ja serem conhecidas ha muito tempo nos faz
pensar (de maneira equivocada) que talvez esse seja um topico de estudo ultrapassado [2, 3]. A
necessidade de se estudar a solugao de sistemas de equagdes lineares ainda nos dias atuais surge do
fato de que os sistemas lineares em aplicagOes reais sao muito grandes, com milhares, frequente-
mente milhoes, de equagoes envolvidas, o que torna extremamente demorado de se resolver mesmo
com os computadores mais rapidos existentes na atualidade. Dentro desse contexto, faz-se neces-
sario a utilizacao de formas cada vez mais rapidas de solucao de equacoes lineares, seja por meio
de novos métodos de resolugao ou por otimizacao dos métodos ja conhecidos. Os métodos diretos
de resolugao de sistemas de equacoes lineares, apesar de nos fornecer uma solucao exata, apre-
sentam um custo computacional bastante elevado quando comparado com os métodos iterativos
para sistemas esparsos, fazendo com que seja muito demorado implementar os métodos diretos na

resolucao de sistemas muito grandes.

O presente trabalho tem como objetivo comparar diferentes métodos iterativos conhecidos
atualmente, a saber, o método de Jacobi, método de Gauss-Seidel, método do Gradiente Conjugado
e o método do Multigrid, bem como tentar otimiza-los, dentro da linguagem Python, ao maximo
de forma a reduzir o tempo computacional despendido na aplicacao. Essa comparacao seré feita

através da resolugao do problema da cavidade na mecénica dos fluidos.

1.2 A relevancia da Mecanica dos Fluidos

O estudo de escoamentos de fluidos é uma area de importancia critica em inimeras aplicacoes
de engenharia. Prever o comportamento de um fluido submetido a determinadas condigoes de

escoamento é importante porque nos permite estimar forcas que o fluido exerce sobre uma estrutura



solida (como a forga que o vento exerce sobre um prédio ou que a dgua exerce sobre o casco de
um navio, por exemplo), ou prever zonas de alta ou baixa pressdo, zonas de recirculagao, entre
outras coisas. Ao levantar essas informagoes, é possivel tomar decisoes de projeto mais assertivas
e simultaneamente compreender melhor os fenémenos fisicos envolvidos. Resolver problemas de
escoamentos é tao complexo quanto importante. O estudo desses fenémenos envolve equagoes
diferenciais parciais que, muitas vezes, sequer possuem solucao analitica. Nesses casos, se torna
necessario utilizar os chamados métodos numéricos para obtencao da solugao desses escoamentos.
Os métodos numéricos possuem fundamental importancia no estudo de diversas equacoes com as
quais os engenheiros precisam lidar pois permitem encontrar solugao para equagoes que nao podem
ser resolvidas analiticamente. Nesse contexto, muitos estudos vém sendo desenvolvidos nas tultimas
décadas na area de simulacao de escoamentos através de métodos numéricos, com aplicagoes na
engenharia [4, 5|, na ciéncia e tecnologia de uma forma geral [6], mas também na industria do
entretenimento, como na produc¢ao de animagoes e de jogos eletronicos mais realistas, como os
trabalhos de Kui Wu et al. [7], Jos Stam [8] e Ives [9], por exemplo.

1.3 A relevancia dos métodos numéricos

O estudo de métodos numéricos tem fundamental importéncia no desenvolvimento da ciéncia
e da tecnologia, especialmente na engenharia. Os métodos numéricos permitem que importantes
equacoes fisicas, que descrevem fenémenos vistos na natureza, sejam solucionadas, ainda que nao se
conheg¢a uma solugéo analitica para tais equagoes, como ja foi dito anteriormente. Como exemplos
desses fendmenos, podemos citar a transferéncia de calor, a propagacao de ondas mecéanicas e
eletromagnéticas, o comportamento de fluidos, o crescimento de populagoes de seres vivos em
geral, a contaminacao de uma determinada populacao por uma doenca, além de fendmenos em

areas das ciéncias humanas como na economia [10, 11, 12], por exemplo.

Uma classe especial de equacoes que podem ser solucionadas numericamente sao as chamadas
equacoes diferenciais parciais, ou EDPs, para os mais intimos. Existem diversos métodos numéricos
para resolucao de EDPs. Entre esses métodos se destacam o método das diferencas finitas, o método
de elementos finitos e 0 método dos volumes finitos [13]. Os métodos numeéricos consistem, de
maneira geral, em transformar uma equacao diferencial parcial em vérias equagoes algébricas, que
sao, normalmente, muito mais faceis de resolver do que as equagoes diferenciais. Um inconveniente
dos métodos numeéricos é o fato de que se gera, inevitavelmente, um nimero muito grande de
equagoes algébricas para resolver (as vezes na ordem de milhdes de equagoes), de maneira que
torna o método numérico impossivel de ser feito & mao. Nesse contexto, o avanco da informética,
especialmente dos processadores, tem fundamental importancia para a implementagao dos métodos
numeéricos, uma vez que um computador é capaz de realizar calculos milhoes de vezes mais rapido
do que nés humanos. Através de algoritmos, um computador pode executar uma sequéncia de
comandos imposta pelo programador que leve a solugao numérica de uma EDP em poucos minutos,

as vezes até em milésimos de segundo.

Além dos métodos numeéricos aplicados a resolucao de EDPs, uma classe especial de métodos



numeéricos sado os voltados para resolver sistemas de equacdes lineares. Ao se discretizar a EDP
em varias equagoes algébricas através de uma discretizagao numérica, recaimos sobre um sistema
de equagoes lineares que podem, por sua vez, serem resolvidas de maneira direta ou iterativa. Os
meétodos diretos de resolucao de sistemas de equagoes lineares, apesar de fornecerem a solugao exata
do sistema, sdo bastante custosos do ponto de vista computacional quando aplicados a sistemas
muito grandes. J& os métodos iterativos, apesar de fornecerem uma solugao aproximada, quando
aplicados da maneira correta, sao muito mais rapidos do que os métodos diretos para obter uma

solucao para sistemas muito grandes.

Nesse sentido, o objetivo no presente trabalho é estudar diversos métodos iterativos de resolucao
de sistemas de equacoes lineares do ponto de vista velocidade de resolugao de problemas e também
de tempo de execucao dos codigos em Python de cada método. O estudo de varios métodos
diferentes é importante para que se conheca as vantagens e desvantagens de cada um e, assim, se
possa aplicar de maneira mais consciente e otimizada um método numérico na resolucao de um

problema complexo especifico.

1.4 Python como linguagem de programacao cientifica

A computacdo moderna permite em diversos aspectos a expansao das fronteiras do conheci-
mento humano, em especial através da andlise de grandes conjuntos de dados e na resolucao de
grandes sistemas de equagoes. Isso é possivel porque, diferente dos seres humanos, os computa-
dores tém a capacidade de realizar operacoes matemaéticas de maneira extremamente rapida, na
ordem de milhGes de operagoes em segundos. Para fazer tais operagoes, é necesséria a utilizagao
de uma linguagem de programacao para implementar os algoritmos que detalham o passo a passo
de como as operagoes devem ser feitas. A escolha da linguagem de programacao é fundamental, ja
que as diferentes opgoes de linguagem oferecem diferentes caracteristicas em termos de curva de

aprendizado, de velocidade de execucgao e varias outras particularidades.

Nesse contexto, o Python se destaca por ser uma linguagem com uma curva de aprendizado
bastante acelerada, sendo possivel aprender em pouco tempo, além de ser bastante popular, o que
torna bastante vasto o material disponivel sobre a linguagem, seja na internet ou em livros. Apesar
de ser facil de aprender, o Python possui um problema que o torna quase impeditivo para resolver
problemas com um ntmero exageradamente grande de operacoes, que é o tempo de execugao dos
seus codigos, em especial quando se trata de lagos (ou ciclos) dentro de lagos. Outras linguagens,
como o Fortran, C e C++ sdo opgoes bastante mais rapidas do que o Python, entretanto sao mais
complicadas e com curvas de aprendizado mais lentas. Uma forma de contornar o problema da
lentidao do Python em executar algoritmos com muitas operacoes é a implementacao do Numba,
uma biblioteca de Python desenvolvida com a contribuicao de grandes empresas de tecnologia
como a AMD, Intel, NVidia e vérias outras. O Numba é capaz de aumentar dramaticamente a
velocidade de execugao de codigos no Python, tornando a linguagem comparavel com Fortran, C
e C++ em termos de velocidade de execugao e de maneira muito facil. Quem disse que nao existe

almocgo gratis?!



1.5 Objetivos do projeto

Esse projeto tem como principal objetivo a comparacao entre os diversos métodos iterativos
de resolugdo de sistemas de equacgoes lineares dentro do contexto de mecénica dos fluidos, mais
especificamente no problema da cavidade, que é um problema classico bastante explorado. A
comparacao serd feita em termos de tempo de execucao de cédigos e nimero de iteragdes para

convergéncia. Os métodos iterativos explorados e comparados diretamente serao:

Método de Jacobi;

Método de Gauss-Seidel;

Método de SOR;

Método do Gradiente Conjugado;

Método do Multigrid.

Para a implementacao desses métodos, sera utilizado o Python como linguagem de progra-
macao. Além disso, sera utilizado a biblioteca Numba, dentro do Python, para otimizacao do

codigo.

1.6 Possiveis aplicagoes

Além de criar um material de consulta e de estudo para o problema da cavidade e para os di-
versos métodos numéricos de solugao de sistemas de equagoes lineares, incluindo métodos refinados
como Gradiente Conjugado Pré-condicionado e o Multigrid, os resultados desse trabalho podem
ajudar a expandir a aplicagdo do método das diferencas finitas para dominios com malhas cada
vez mais refinadas. Isso seréd possivel porque o presente trabalho busca maneiras mais rapidas de
resolver sistemas de equacoes lineares, ou pelo menos mais rapidas do que velocidades alcancadas
normalmente com os métodos iterativos mais tradicionais e comumente ensinados em disciplinas
bésicas de métodos numéricos em cursos de graduac¢ao em engenharia, como o método de Jacobi e o
método de Gauss-Seidel por exemplo. Atualmente, é muito dificil, por exemplo, simular uma cavi-
dade tridimensional pelo método das diferencas finitas, ou qualquer outro método de discretizagao
de dominios, para malhas muito refinadas pois o sistema de equagOes lineares gerado nesse tipo
de problema ¢ demasiadamente grande e cresce com N3, o que é um problema enorme em termos
de tempo computacional, mesmo para computadores modernos e com coédigos bem otimizados.
Esse foi um problema encontrado, por exemplo, no Projeto de Graduagao de Abicalil [14]. Além
do estudo de métodos que convirjam mais rapidamente, o presente trabalho se propoe a fazer a
implementagao desses métodos mais eficientes usando o Python como linguagem de programagao,
o que é muito util uma vez que linguagens mais rapidas, como Fortran e C++, por serem mais
dificeis de se aprender, costumam atrasar ou até impedir que novos alunos ataquem o problema

por encontrarem uma barreira na programacao. Usando o Python de forma otimizada, que é



muito mais facil de aprender e estd bem difundido tanto no meio académico quanto na industria,
a programacao se tornaria uma barreira menor e os alunos vao poder focar naquilo que realmente

importa, que é resolver problemas.

1.7 Apresentacao do manuscrito

No capitulo 2 é feita uma discussdo aprofundada sobre o problema da cavidade, sobre como
partir das EDPs governantes e chegar no sistema de equagoes lineares a ser resolvido. Ainda no
capitulo 2, é feita uma revisao sobre os diversos métodos diretos e iterativos de resolucao de sistemas
de equagoes lineares. A implementagao e a comparagao entre esses métodos sao desenvolvidas no
capitulo 3. No capitulo 4 sdo apresentadas as conclusoes finais do trabalho. Os anexos contém os
codigos utilizados para implementar cada um dos métodos iterativos de resolucao de sistemas de

equacoes lineares tratados nesse trabalho.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

2.1 Introducao

O presente capitulo tem como objetivo apresentar o problema da cavidade na mecanica dos
fluidos, descrever as equagbes governantes e apresentar discretizacao dessas equagoes por meio do
método de projecao e da técnica de diferencas finitas, o que nos levard a um sistema de equagoes
lineares. Em seguida, entao, serdao revistos os principais métodos diretos e iterativos de resolugao
de sistemas lineares. Dessa forma, todo o arcabouco tedrico necessario para o problema o qual esse

trabalho se propoe a resolver pode ser encontrado nesse capitulo.

2.2 O problema da cavidade em mecanica dos fluidos

O escoamento a ser resolvido é o de um fluido confinado em uma cavidade quadrada bidimen-
sional com uma velocidade U constante na parede superior da cavidade, como mostra a figura 2.1.
Esse é um problema cléassico da mecanica dos fluidos computacional [15] e é comumente utilizado
para validar metodologias numéricas. O interior da cavidade é o dominio {2 na qual as equagoes
governantes devem ser resolvidas e as paredes da cavidade compoem o bordo 92 do dominio e,
nesse bordo, a velocidade é conhecida para qualquer instante t>0 através das chamadas condigoes

de contorno do problema.
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Figura 2.1: O problema da cavidade

2.2.1 Equacgoes governantes

O escoamento tratado nesse trabalho é admitido como incompressivel e newtoniano. Para essas

condigoes, segundo White [16], as equagdes governantes, na forma adimensional, sdo dadas por

V-u=0 (2.1)
¢ ou 1
2
) _ _ 2.2
. +u-Vu Vp+ eV u, (2.2)
onde
Re = p : (2.3)

é o niimero de Reynolds. A equacgéo 2.1, chamada de equagédo da continuidade, impde a conservagao
de massa ao sistema considerando o escoamento como incompressivel. A equacao 2.2, chamada de
equacao de Navier-Stokes, é uma equacao que impoe o balanco da quantidade de movimento ao
sistema e nada mais ¢ do que a aplicagdo da segunda lei de Newton (F = ma) ao sistema. Na
equagao 2.2, o segundo termo do lado esquerdo da equagao (u- Vu) é um termo de conveccao e é
responsavel pelo transporte de informacao no escoamento através do proprio escoamento, ou seja,
trata-se das particulas de fluido carregando consigo informagao enquanto viajam pelo espago. Ja
o segundo termo do lado direito (ﬁVQu) é um termo de difusao, ou seja, ele é responsével por
difundir informacao pelo escoamento sem ser através do movimento das particulas. Uma forma
de exemplificar a difusao é através do calor, que se propaga em uma estrutura mesmo que cada
particula da estrutura esteja parada. J& na convecgao, o movimento do fluido é quem carrega a
informagao, assim como um rio carrega as folhas das arvores. O termo %—'tl diz respeito a variagao
da velocidade u no tempo e o termo e Vp é o gradiente de pressdao, que quantifica o quanto
a pressao varia ao longo do espago. O parametro Re (equagdo 2.3) nos da informagao sobre o

regime de escoamento do problema. Um escoamento com ntimero de Reynolds alto significa que



o escoamento sofre pouca influéncia da viscosidade do fluido e pode ser tratado como inviscido
quando longe das paredes, ji que perto das mesmas existe a influéncia da camada limite, onde
os efeitos da viscosidade nunca podem ser desprezados. Quando Reynolds tem um valor baixo,
significa que o escoamento é afetado majoritariamente pela viscosidade do fluido e, portanto, o

escoamento nao pode ser tratado como inviscido.

Como o escoamento considerado nesse trabalho é bidimensional, temos que

u = u(z,y,t)éx + v(z,y,t)8y. (2.4)

A pressao é dada por

p :p(Ivyvt)' (25)

Particularizando as equagoes 2.1 e 2.2 para duas dimensoes, podemos reescrevé-las como

ou Ov
422 =0 2.6
Oz + oy (2.6)
‘ ou  du  du 9 Pu P
w0 Ou Op 1 (P O
ot +u8x +U@y Oz + Re <6:E2 + 6y2> ’ 2.7)
ov ov v dp 1 (0% 0%
e et (5 o) 29

As equagoes 2.6, 2.7 e 2.8 entdo sdo as equagoes governantes do problema.

2.2.2 Condicoes de contorno e condigao inicial
As condigOes de contorno para o problema sao

e Condicao de nao deslizamento em todas as paredes: u(z,y,t) - T=0 V(z,y) € 09, onde T

é o vetor tangente & superficie 92 e ) é o dominio do escoamento;

e Condigao de impenetrabilidade em todas as paredes: u(z,y,t) -t = 0 V(z,y) € 99, onde i

é o vetor normal & superficie 92 e Q2 é o dominio do escoamento.

Expressando as condigoes de contorno de maneira detalhada para cada uma das componentes

u e v de velocidade para o caso da cavidade bidimensional, temos

u(0,y,t) =0, 0 <y < 1,t >0, (2.9)
u(l,y,t) =0, 0<y<1,t>0, (2.10)
uw(z,0,t) =0, 0<z<1,t>0, (2.11)



wz,1,t)=1,0<z <1, t>0, (2.12)

v(0,y,t) =0, 0 <y <1,t>0, (2.13)

v(l,y,t) =0, 0<y<1,t>0, (2.14)

v(z,0,t) =0, 0 <z <1,t>0, (2.15)
e

v(z,1,t) =0, 0 <z <1,t>0. (2.16)

J& a condigao inicial é dada por
e Condigao de velocidade inicial nula no interior do dominio: u(z,y,0) =0 V(z,y) € Q.

Ou seja, de maneira individual para cada uma das componentes, temos que

u(z,y,0)=0,0<z <1, 0<y<l1. (2.17)
v(z,y,0)=0,0<z<1, 0<y<]1. (2.18)

2.3 O método de projecao

Na solucao da equagao 2.2, o termo de pressao e de velocidade estao acoplados entre si e isso
dificulta encontrar a solu¢ao da equagao [17]. Para contornar esse problema, vamos apelar para
o método de projecao, que basicamente desacopla os termos de pressao e velocidade da equagao
2.2 [15, 18]. Dessa forma, vamos primeiro calcular uma velocidade intermediaria u*, em seguida
a pressao e o resultados usaremos para calcular a velocidade. Para aplicar o método de projegao,
teremos que fazer uma discretizacao da derivada temporal da equagao 2.2. Discretizando entao a
derivada temporal usando uma aproximacao de primeira ordem de Euler da equacao da equagao

2.2, temos que

uhtt — 2 2 k+1 L ook
—— +u"-Vu' =-V —V*u", 2.19
At + P Re ( )
onde o indice k indica o passo de tempo correspondente. Como o campo de velocidade u é conhecido

no instante inicial t=0, podemos isolar o termo u**! para calculé-lo. O problema é que o termo

k+1

de pressao Vp nao é conhecido a priori e seria necessario encontrar um termo de pressao que

satisfaga simultaneamente as equagoes da continuidade e de Navier-Stokes (Equagoes 2.1 e 2.2).

k+1

Para fazer o desacoplamento de u e pFt1 reescreveremos a equacio 2.19 da seguinte maneira:



k41 k+1 _ ik
u" 4+ AtVpTT —u & A
=-u - — . 2.20
” u” - Vu" + Rev u (2.20)

Agora, definindo uma nova variavel u* como sendo

u* = uft! 4 ArvpF T (2.21)

e substituindo na equacgao 2.20, temos

* k % 5 1

—— =-—u"-Vu" + —
At Re

Agora é possivel isolar u* na equagao 2.22 e determinar o valor dessa varidvel. O préximo passo

¢ determinar o valor de pFt1.

V3P, (2.22)

Para isso, aplica-se o operador divergente em ambos os lados da

equacao 2.21, o que nos leva a equacao

V.u' =V ub! 4 v ArvpRtL (2.23)

Como se trata de escoamento incompressivel, devemos garantir que o termo V - u*+! seja identi-

camente nulo, de acordo com a equagao 2.1. Portanto, podemos escrever

1
At
A equagao 2.24 é o grande foco desse trabalho. Na secao 2.3.1, essa equacao serd discretizada

Vil = —v.u*. (2.24)

através do método das diferengas finitas e serd transformada em um sistema de equagoes lineares
e & exatamente esse sistema o foco do atual trabalho. O sistema de equagoes lineares gerado pela
discretizacao da equacao 2.24 seré resolvido através de diversos métodos iterativos diferentes no
capitulo 3 e, com a solugao do sistema, ou seja, tendo o valor de pressao para cada ponto do

k

dominio, podemos seguir para o préximo passo, que é calcular o termo uf*! através da equacdo

2.21.

Dessa forma, temos que o algoritmo pra calcular a velocidade para cada passo de tempo é da
seguinte forma:

e Calcular u* usando a equacgao 2.22;

e Calcular pF*! usando a equacio 2.24;

e Calcular u**! usando a equacio 2.21.

Todas as equacoOes descritas nesse algoritmo s@o equacoes diferenciais parciais e, para resolve-
las, elas serdo aproximadas por diferencas finitas, o que nos levard a um sistema de equagoes
lineares, como ja foi dito anteriormente. A discretizagdo das equagoes 2.21, 2.22 e 2.24 sera feita

termo a termo na segao 2.3.1. Uma vez que a pressao é desacoplada da velocidade pelo método

de projecao, é necessario definir uma condi¢do de contorno para a pressdo. Sera usada a condig@ao
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de contorno que define um gradiente normal nulo para a pressao nas paredes da cavidade. Dessa

forma, temos que

VPt A =0 VY(z,y) € d0. (2.25)

Portanto, a equagao 2.25, que define uma condigao de parede rigida, serd a condi¢ao de contorno
para a equagao 2.24. A condicao de contorno adotada para a pressao nos prové um erro O(Azx) nos
valores de pressao proximos das paredes, porém nao afeta a pressao no interior da cavidade [17].
Essa condicao de contorno foi escolhida por apresentar uma implementacdo mais simples e por
gerar a mesma matriz de coeficientes do sistema de equagoes, que serd apresentado na segao 2.4,
que condicoes de contorno mais sofisticadas. E importante destacar que maneiras mais sofisticadas
de definir a condi¢cdo de contorno da pressdao nos levam a sistemas parecidos a serem resolvidos
[19, 20].

2.3.1 Discretizacao das equagoes governantes

Para encontrar solugao numérica do problema da cavidade, é necessario discretizar o dominio
Q no qual as equacoes serdo resolvidas. E necessério discretizar ndo somente o dominio espacial
2, mas também o dominio temporal. A discretizagdo do dominio espacial e temporal nos permite
escrever as equagoes 2.21, 2.22 e 2.24 como equagoes algébricas ao invés de equagoes diferenciais
parciais. Essa discretizacao, na verdade, é a ideia principal do método das diferencas finitas para
resolucao de EDPs. Para fazer a discretizacao espacial das equagoes, sera utilizada uma malha
defasada, ou seja, os locais de calculo de pressao, velocidade u e velocidade v nao serao nos mesmos
pontos. Essa estratégia é vantajosa pois produz solu¢des mais acuradas do que os resultados obtidos
em uma malha nao defasada, que gera oscilagoes na solugdo que nao sao fisicas [17]. Seja N o
nimero de divisdoes da malha, figura 2.2 mostra o esquema de discretizacdo do dominio €2 para

N =5.
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A o A o A o A o A o A
1(0,5) (3.9 (5.5)
—_ [}----- — — — — e — - - - - E]
o s o A o A o A o A o A o | Ay
0,4) 24) S4)
G- B B B B B—f--- a|
o s o A o A o A o A o A o
0,3) (5.3)
Gk----- = ¥ = ¥ = * = * g—xK----- &
1 o A o A o A o A o A o A o
0,2) (1,2) (3.2) (5.2)
Gk----- = * = ¥ = * = * g—XK----- &
o s o A o A o A o A o A o
(0.1) (5.1)
Gk----- = ¥ = ¥ = * = * g—xK--- - &
o s o A o A o A o A o A o
(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0 5,0)
L G- ‘ = = = ‘ = = K- - )
A o A o A o A o A o A

Figura 2.2: Malha defasada 5x5.

pressao p.

Triangulo: componente u. Quadrado: componente v. Circulo:

Partindo finalmente para discretizacao das derivadas espaciais do problema, isolando o termo u*

na equagao 2.22, escrevendo cada componente u* e v* individualmente e fazendo aproximagao das

derivadas por diferencas finitas através do truncamento da expansao em série de Taylor, podemos

escrever
k k k k
* _ k? _ k? /L+1’] 2717‘] k‘ /L’]+1 Zm]*l
wig =g - At T oay ) Tl T e, )|
2.26)
k k k k k k (
At | [ Uiy — 2uiy Uiy Uijp1 — 2Ui5 + U5
Re Ax? Ay?
e
k k k k
vh — A . vy — .
x _ .,k k i+1,j i—1,5 k 3,J+1 t,j—1
Vi ;= At (& TN + ;. Ny +
(2.27)
k k k k k k
At | (i, — 205 H ol Vija1 — 20 U
Re Az? Ay?

Agora, abrindo a equacgao 2.24 e fazendo aproximacao das derivadas por diferencas finitas,
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podemos escrevé-la como

k+1 k+1 k41 k+1 k+1 k+1
Pit1j — 2P +Piti; L Pige T 2pi; tPijo
2 2 -
Az ) Ay ) (2.28)
L (Ui Y Vi
At Az Ay ’

Além da propria equagao da pressao, € necessario também discretizar a equagao 2.25, que descreve
as condigoes de contorno do problema para a pressao. O termo fi na equagao 2.25 depende da
parede na qual a equagao é aplicada. Dessa forma, entdo a discretizagao da equacao 2.25 sera
feita para cada uma das paredes da cavidade. Fazendo entao a discretizacdo da equagao 2.25 por

diferencas finitas para a parede de baixo, temos que

k+1 k+1
Piop —Pi—1
—— =0 2.29
5 (2:29)
=iy =p (2.30)

Fazendo agora a discretizagao da equagao 2.25 por diferengas finitas para a parede de cima,

temos que
k+1 k+1
PN —P;N—
LN FLN-L (2.31)
Ay
k+1 k+1
= pi:]i_\[ = pij\f—l’ (2.32)

onde N é o ntimero de divisdes da malha da figura 2.2.

Fazendo agora a discretizagao da equagao 2.25 por diferencas finitas para a parede esquerda,

temos que
k+1 k41
Poj —P-1
A (2.33)
= pit =l (2.34)

Fazendo agora a discretizagao da equagao 2.25 por diferencas finitas para a parede direita,

temos que

k+1 k+1
PNy —Pn_1
TNy PN-Lj (2.35)
Ay
k+1 k+1
= PN, = PN (2.36)
Por tltimo, isolando o termo u**! na equacéo 2.21, escrevendo cada componente u**! e v*+1

individualmente e fazendo a aproximacao das derivadas por diferengas finitas, temos que
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P L

k+1 * pﬁjrl B pfj—ll
A I At T . (2.38)

Para garantir a estabilidade numérica do método das diferencas finitas para o problema da
cavidade, algumas restrigoes devem ser obedecidas ao determinar os valores de At, Ax e Ay. As

condicoes de estabilidade sao dadas por
At < Az (2.39)

1
At < ZR@AZ‘Q. (2.40)

A restrigao 2.39 é a chamada condi¢do de CFL e existe para limitar o passo de tempo a um
valor menor do que aquele em que uma informacao é advectada através de uma célula da malha.
Fisicamente falando, isso significa que o fluido nao pode percorrer uma distancia maior do que o
comprimento de uma célula da malha a cada passo de tempo [21]. A equagao 2.40 é uma restri¢ao
que impoe que o passo de tempo seja menor do que o tempo caracteristico de difusao do problema
[17]. Aqui vale dizer que os critérios para Az estabelecidos nas equagoes de 2.39 a 2.40 sdo
necessarios também para Ay, uma vez que ao longo de todo trabalho temos que Ax = Ay. Todos
os resultados apresentados no capitulo 3 respeitam as condigoes de estabilidade apresentadas nesta

secao.

2.4 Sistema de equacoes do problema da cavidade

Agora serd montado de fato o sistema de equagbes oriundo da equacao 2.28. O sistema sera
montado para N = 3, conforme ilustra a figura 2.3, somente para critérios de ilustragdo, uma vez
que o sistema a ser resolvido de fato tera ordem muito maior que N = 3. Para montar o sistema,
a equagao 2.28 deve ser aplicada a cada um dos pontos internos da malha da figura 2.3 e, nas

paredes, as equagoes 2.30, 2.32, 2.34 e 2.36 deverao ser também aplicadas.
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Figura 2.3: Malha defasada 3x3. Tridngulo: componente u. Quadrado: componente v. Circulo:

pressao p.

Aplicando entéo para o ponto (0,0) e considerando que Az = Ay e passando esse termo para

o lado direito da equacao, temos

Para o ponto (0,0), temos: p1.0 — 2po,0 + po,1 = bo,o (2.41)

Para o ponto (1,0), temos: p2o — 3p1,0 + Po,o + 1,1 = bio (2.42)
Para o ponto (2,0), temos: — 2pa2 o + p1,0 + P21 = b2y (2.43)
Para o ponto (0,1), temos: p11 — 3po,1 + Po,2 + Po,o = bo,1 (2.44)
Para o ponto (1,1), temos: pa1 —4p11 +po1 +pi2+ Pio=0b11 (2.45)
Para o ponto (2,1), temos: — 3p21 +p11+p1o+pi2 = b2 (2.46)
Para o ponto (0,2), temos: p1.2 — 2po,2 + po,1 = bo,2 (2.47)

Para o ponto (1,2), temos: p22 — 3p12 +po2 +p1,1 = b12 (2.48)
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Para o ponto (2,2), temos: — 2p22 + P12 +p21 = bao (2.49)

Escrevendo o sistema em forma matricial Ax = b, temos

-2 1 0 0 0 0 0 0 Py bo.o
1 -3 1 0 0 0 0 Py bio
0O 1 -2 0 0 1 0 0 0 Py ba.0
1 0 0 -3 1 0 1 0 0 Py bo.1
o 1 0 1 -4 1 0 1 0 Pii|=1|b11], (2.50)
o 0 1 0 1 -3 0 0 1 Py, b1
o 0 0 1 0 0 -2 1 0 Py bo.2
0O 0 0 0 1 0 -3 1 P b1
0 0 0 0 0 1 0 1 =2/ \Ppy bs o
onde b; ; ¢ dado como
b = S0 (it vy v v1y). 251)

Como se pode perceber pela equacao 2.50, a matriz A dos coeficientes é uma matriz simétrica e
esparsa, ou seja, a maioria dos termos sdo nulos e isso pode e deve ser usado a nosso favor. De fato,
ao se multiplicar a matriz A por um vetor qualquer, o fato da matriz ser esparsa faz com que o
produto seja previsivel. Para ilustrar isso, vamos observar as equagoes de 2.41 até 2.49. Para cada
ponto (i,j), a pressao no ponto (i,j) é somada & pressao no ponto da direita (i+1,j), da esquerda
(i-1,j), de cima (i,j+1) e de baixo (i,j-1), com cada uma dessas 5 pressoes multiplicadas por um
fator especifico. Podemos, portanto, escrever de forma genérica que o produto cada elemento do

vetor resultante do produto Ap = b pode ser escrito como

TijDit1,j + CijDij + lijPi—1j + Wi jPij+1 + dijPij—1 = bi (2.52)
onde os fatores 7, ¢, lij, uij e d;; dependem de cada posicao (i,j) da malha. Para o caso

simplificado de N = 3, esses fatores serdo da seguinte forma

111
r=[11 1], (2.53)
000
-2 -3 -2
c=1-3 -4 -3]|, (2.54)
—2 -3 -2
00 0
=111 1], (2.55)
111
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—
—_

u=1|11 0], (2.56)
11
(&
01 1
r=10 1 1 (2.57)
01 1

Os fatores r; 5, ¢;j, l;j, u;j e d; j serao chamados daqui pra frente de coeficientes do esténcil
da matriz A. Para exemplificar a aplicacdo do uso dos coeficientes do esténcil para determinar
o resultado de um produto entre a matriz A por um vetor p, vamos considerar o ponto (1,1) da

malha apresentada na figura 2.3. Usando a equagao 2.52 para o ponto (1,1), temos que

r1,1P2,1 + c1,1p1,1 + l1,1po + w112 + diipro = bi1- (2.58)

Das matrizes dos coeficientes do esténcil (equagoes 2.53, 2.54, 2.55, 2.56 e 2.57), temos que

rii=1c,1=-4,1li1 =1 u11 =1,ed1 =1 e, portanto, a equacao 2.58 se torna
p2,1 — 4p11 +po1 +pr2 +pro = b1, (2.59)

que é exatamente igual & equagdo 2.45. Essa estratégia de se utilizar os coeficientes do esténcil
pra determinar o resultado de um produto da matriz A por um vetor é muito util especialmente
para sistemas de dimensao elevada, uma vez que nao é necessario armazenar a matriz A, que
tem dimensdao N2 x N2. As dimensdes da matriz A crescem com N?2, enquanto que as matrizes
dos coeficientes do esténcil crescem com N. Sendo assim, para sistemas de dimensao muito alta,
¢ muito mais vantajoso trabalhar com as 5 matrizes de coeficientes do esténcil, cada uma com
dimensées N x N, do que trabalhar apenas com a matriz A, que tem ordem N? x N2. Além do
fato das matrizes dos coeficientes do esténcil ocuparem menos memoéria do que a matriz A para
sistemas com ordem alta, os algoritmos que usam a abordagem do esténcil sao muito mais rapidos
do que um algoritmo que ignora a esparsidade da matriz A e faz todas as multiplicagoes com os
termos nulos da matriz A. A abordagem através dos coeficientes do esténcil ignora quase que
completamente os termos nulos da matriz A e por isso é muito mais rapida, ja que maior parte da
matriz A é nula para ordens mais altas. Quanto maior for a matriz A para esse caso particular
da cavidade, maior serd a quantidade de termos nulos em comparacao com o tamanho da matriz.
Podemos usufruir dos beneficios da aplicacao dessa abordagem dos coeficientes dos esténcil porque,
em todos os métodos iterativos de resolucao de sistemas de equagoes lineares que serao tratados
nesse trabalho, a matriz A nao precisa estar explicitada, mas somente o produto de A por um

vetor qualquer de dimensoes apropriadas.

2.5 Meétodos de solucao de sistemas de equacoes lineares

A resolugao de sistemas de equages lineares pode ser feita, de maneira geral, de duas formas:

através de métodos diretos, o que nos leva a uma solugao exata, ou através de métodos iterativos,
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o que nos leva a uma solucao nao exata, mas tao préxima quanto se queira da solucao exata, dada
uma tolerancia [22, 23|. Para sistemas grandes, os métodos iterativos, ainda que nao forne¢am uma
solugao exata, sao melhores do que os métodos diretos porque excluem a necessidade de trabalhar
com a matriz do sistema em sua forma completa, tornando-se métodos muito mais rapidos. Dentre
os métodos diretos, temos como destaque a Eliminagao Gaussiana e a Decomposigao LU. Entre os
métodos iterativos mais comuns, temos o método de Jacobi, o método de Gauss-Seidel, o método
do Gradiente Conjugado e o método do Multigrid. Nas se¢Oes subsequentes se faz a revisao de

cada um desses métodos diretos e iterativos.

De uma forma genérica, um sistema de equacgoOes lineares pode ser representado de forma

compacta como

Ax = b, (2.60)

onde A é a matriz dos coeficientes, b é um vetor coluna e x é o vetor de incognitas. A equagao

2.60 pode ser reescrita na sua forma explicita da seguinte maneira:

a1 a2 - GIN 1 b1
a1 a2 - Q2N x2 by

- 7. (2.61)
aNi an2 - GNN TN by

Encontrar a solugao do sistema 2.60 consiste em encontrar os valores das componentes de x
para uma matriz A e um vetor b dados. As se¢oes 2.6 e 2.7 se comprometem a fazer uma revisao
das formas diretas e iterativas, respectivamente, de encontrar o vetor de incognitas x para o caso

em que A é uma matriz quadrada N x N.

2.6 Meétodos diretos

Os métodos diretos de resolugao de sistemas de equagoes lineares nao sao o foco do trabalho
atual, entretanto serao apresentados nas segoes 2.6.1 e 2.6.2 dois métodos diretos bastante populares
simplesmente para exemplificar como sao os métodos diretos. Os métodos diretos apresentados

serao o método da Eliminagao Gaussiana e o método da Decomposigao LU.

2.6.1 Eliminagao Gaussiana

O método da Eliminacao Gaussiana tem como estratégia transformar a matriz A da equagao
2.61 em uma matriz triangular superior através de operagoes elementares entres as linhas da matriz
expandida (A|b) [22]. As operagdes elementares entre linhas da matriz (A|b) nos levam a um novo
sistema que é equivalente ao sistema original, ou seja, ambos possuem a mesma solugao. Uma vez
que a matriz A esteja ja transformada em uma matriz triangular superior, a tltima componente

do vetor x, que é x, pode ser obtida de forma direta. Esse resultado obtido para x é substituido
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na equacao n — 1 do sistema novo sistema e obtém-se entao o valor de xy_1, que sera, por sua vez,
substituido na equagdo n — 2 para se obter o valor de xny_o. Assim se segue até se obter o valor
de todas as incognitas x; do vetor x. As operagoes elementares possiveis entre as linhas da matriz
expandida (A|b) sao:

e Multiplicagao de linha por uma constante;

e Subtracao de um miiltiplo de uma linha por outra;

e Troca entre duas linhas.

2.6.2 Decomposicao LU

O método da Decomposicao LU consiste em reescrever a matriz A da equagao 2.60 como o
produto entre duas matrizes L e U, onde L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz
triangular superior, conforme explica Ruggiero e Lopes [22]. Dessa forma, temos que a equagao

2.60 é reescrita como

(LU)x = b. (2.62)

Se fizermos Ux = y, temos entao que a equagao 2.62 pode ser reescrita como Ly = b. Dessa
forma, a solucao do sistema original 2.60 pode ser encontrada através da solucao dos sistemas

lineares triangulares
Ux=y (2.63)

Ly =b. (2.64)
A vantagem desse método esta no fato de que as equagoes 2.63 e 2.64 sdo facilmente resolvidas
por se tratarem de sistemas cujas matrizes dos coeficientes sao triangulares.

Para se obter as matrizes L ¢ U, deve-se transformar a matriz A em uma matriz triangular
superior, assim como no método da Eliminagdo Gaussiana. Ao fazer essa transformagdo, uma
série de operagoes elementares sao executadas na matriz A. Por exemplo, ao zerar todos os termos
abaixo do termo aj; da matriz A, isso equivale a pré-multiplicar a matriz A por uma matriz M®)

tal que

M®) = | m3 1 , (2.65)

mMnN1 1
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onde todos os espacos vazios sao, na verdade, zeros. Continuando, ao zerar todos os termos abaixo

do termo ags da matriz A, isso equivale a pré-multiplicar a matriz A por uma matriz M2 tal que

M) = mzy 1 . (2.66)

my2 1

O processo continua até que tenhamos transformado a matriz A em uma matriz triangular superior.

Temos entao que, ao terminar a triangularizacao da matriz A, teremos a equagao
AN — MOME)  MEN-D A (2.67)

onde AMN=1) ¢ a matriz triangular superior originada a partir da transformacio de A por operacoes

elementares. Isolando a matriz A na equacao 2.67, temos entao

A = MM M@ (MY AN, (2.68)

Como todas as matrizes M) na equacéo 2.68 sdo matrizes triangulares inferiores, entdo o pro-
duto [MM]=1M@]~1_ [M®N-D]~1 também é uma matriz triangular inferior. Portanto, podemos

escrever que

L =M M@t MEN-Dt (2.69)

U=AN-1 (2.70)

e entao, finalmente, a equacao 2.68 pode ser reescrita como

A=1LU. (2.71)

2.7 Meétodos iterativos

A ideia béasica dos métodos iterativos de resolugao de sistemas de equagOes lineares é, a partir
de uma aproximacao inicial dada para a solucao x do sistema Ax = b, ir refinando cada vez
mais essa aproximagao a cada iteracao até que a solugao aproximada obtida esteja suficientemente

proxima da solugao exata, conforme explica Ascher [23].

Para se obter um algoritmo que nos permita chegar a uma solugao aproximada para o sistema

a partir de uma aproximacao inicial, iremos reescrever o sistema Ax = b num sistema do tipo !

X1 = X + M1y, (2.72)

'Ha outras formas de escrever a equacio 2.72. O anexo I mostra a equivaléncia da forma da equacio 2.72 com

outra forma comumente encontrada em livros texto.

20



onde ry = b — Axy é o residuo. Dessa forma, temos uma funcao de iteracao. Partindo de uma

aproximagao inicial xg, as aproximacoes seguintes sao dadas por

1
X1 = Xg + M 1o,

Xier1 = Xk + M7 'ry,

A forma como o sistema linear Ax = b é transformado em uma fungéo de iteragdo Xxi1 =
x;; + M~'r;, depende da escolha da matriz M, que varia com cada método iterativo utilizado.
Quando um método iterativo pode ser escrito na forma dada pela equacgao 2.72, o método iterativo
¢ chamado de estacionario ou de relaxacao [23]. Os métodos iterativos estacionarios tratados nesse
trabalho serao o Método de Jacobi, o Método de Gauss-Seidel e o Método SOR. Ja os métodos
iterativos nao estacionérios a serem explorados serao o Método do Gradiente Conjugado e o Método
do Multigrid.

2.7.1 Critério de parada

Ao se adotar um método iterativo para solucionar um sistema de equacoes lineares, assumimos
que nao teremos a solucao exata do sistema, mas teremos uma solugao aproximada tao préxima
quanto se queira da solucdo exata para uma dada tolerancia €. Essa tolerancia e define o critério
de parada das iteracoes, ou seja, a solucao aproximada sera iterada até que o erro definido de uma
forma conveniente seja menor que a tolerancia. A forma como esse erro é definido pode variar
a depender de como queremos abordar o problema. O residuo relativo é uma escolha comum de
critério de parada [23]. Dessa forma, para o presente trabalho, esse erro serd tomado como o

residuo relativo, definido pela equacao

e _ il
rky = 1k (2.73)
L]

onde 7%, & o residuo relativo da k-ésima iteracdo, ||rg|| ¢ a norma infinito do residuo oriundo da

k-ésima iteracao e ||b|| é a norma infinito do vetor coluna do sistema. A norma infinito de um
vetor x é definida como

x|l = maz(|a], [z, ..., [2n])- (2.74)

k

Assim, nos métodos, uma solugao aproximada xj serd tomada como solugao final se 7",

< €.

2.7.2 Meétodo de Jacobi

No método de Jacobi, a matriz M do fungao de iteragdo 2.72 é dada por
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M=D=| |- (2.75)

0 0 ... anyn

Substituindo a matriz M na equacao 2.72, temos que essa equacao pode ser escrita na sua forma

de componentes como

N

1

LRI IR i (2.76)
i j=Lii

A equacao 2.76 nao é a forma como foi implementada computacionalmente nesse trabalho. Ao

invés disso, ela entao seréd reescrita na forma

ot = 2% + RF, (2.77)
onde, Rf é dado por
1 N
17 ]:1

Dessa forma, o método de Jacobi consiste em, a partir de uma aproximacao inicial xg, obter
as aproximacgoes seguintes Xi, Xa, ...,Xxk até que errogp < €. O método de Jacobi, como seré visto,

¢ o mais lento entre todos os métodos iterativos, porém é o mais facil de ser paralelizado.

2.7.3 Meétodo de Gauss-Seidel

No método de Gauss-Seidel, a matriz M é escolhida de tal maneira que

aip 0 0
a1 a9 0

M=E=| o . (2.79)
a1 an2 ... AGaNN

Escrevendo x¥t1) na forma de componentes, temos que

1 i—1 N
ml(.kH) =— b — Zaingkﬂ) - Z aing-k) ) (2.80)
Qi j=1 j=i+1

A equagao 2.80 nao é a forma como foi implementada computacionalmente nesse trabalho.

Para implementar o método de Gauss-Seidel, a equacao2.80 foi reescrita na forma

af = aF + RE, (2.81)
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onde Rf ¢ dado por

o
e B SR ol 28

A vantagem do método de Gauss-Seidel sobre o método de Jacobi esta no fato de que no calculo
E+1 k+1

i i—s )

calculados de x; nessa mesma iteracao nos calculos das componentes seguintes. Isso faz com que o

de x; ™", usa-se ja os valores de z com 0 < s < i. Ou seja, na k-ésima iteragao, ja se usa valores
processo iterativo convirja muito mais rapidamente do que quando comparado com o método de

Jacobi.

2.7.4 Método de Sobre-Relaxagao Sucessiva (SOR)

E possivel modificar o método de Gauss-Seidel através da implementacdo de um fator w ao
método e obter um ganho considerével de velocidade de convergéncia do método. De fato, o
método de Jacobi também é passivel de ser modificado da mesma maneira, porém os ganhos em
termos de velocidade de convergéncia nao sao tao expressivos quanto aqueles observados no método
de Gauss-Seidel [23]. Para o método de SOR, a matriz M ¢ dada por

1—
M=-—"D+E. (2.83)
w

O pardmetro w é chamado de fator de relaxagdo e, para o método de Gauss-Seidel, ele é

implementado na funcao de iteragao como

w
xf“ =(1- w):cf + - b; — Zaijxfﬂ — Z aijfb“? . (2.84)

w j<i §>1

A equacgdo 2.84 nao é a forma como foi implementada computacionalmente nesse trabalho.

Para implementar o método de SOR, convém reescrever a equacao 2.84 na forma

af = aF + wRE, (2.85)
onde R¥ ¢ dado por
1 i—1 N
Rk = o b; — Z al-jx?H — Z aijzvé? . (2.86)
it j=1 =i

Portanto, a equagao 2.85 é que serda implementada numericamente para o método de SOR.

Nesse momento, vale ressaltar que, para matrizes oriundas da discretizacao do operador lapla-
ciano, que é o caso desse trabalho, existe uma equagdo que descreve o w 6timo em func¢do do raio

espectral p da matriz de iteragdo do método de Jacobi [23|. Essa equagao é dada por
2 (2.87)
w=—. )
1+ /1 —p?

O raio espectral p e a matriz do método de Jacobi sdo definidos na segao 2.7.7, no Teorema 05.
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2.7.5 Meétodo do Gradiente Conjugado

O método do Gradiente Conjugado é o primeiro método iterativo nao estacionario a ser apresen-
tado. O elegante método do Gradiente Conjugado consiste em transformar o problema de encontrar
a solugao do sistema de equagoes lineares em um problema de encontrar o ponto de minimo de
uma fungao, ou seja, torna-se um problema de otimizagao [23]. Para fazer essa transformagao,

consideremos a seguinte func¢ao

(x) = %XTAX —bTx. (2.88)

Para encontrarmos um ponto de critico da fungao ¢(x), devemos calcular o gradiente de ¢(x) e

igualar a zero. Assumindo que A seja simétrica, isso nos leva a equacgao

Vo(x) =Ax—-b =0. (2.89)

Se observamos atentamente a equagao 2.89, percebemos que é igual a equacgao 2.60. Se a matriz
A for definida positiva, entdo garantimos que a segunda derivada de 2.88 é positiva, portanto a
funcao tem concavidade positiva e possui um ponto de minimo, o que garante que a solucao x do

sistema original é um ponto de minimo da fungao 2.88.

A funcao de iteracao utilizada no método do gradiente conjugado é dada por

Xk+1 = Xk + Q) Pk- (2.90)

Antes de entrar especificamente no método do Gradiente Conjugado, serd brevemente apre-
sentado o método da Descida mais Ingreme, que precede o Método do Gradiente Conjugado em

termos de construgao de raciocinio.

A funcéo de iteracdo do método da Descida mais Ingreme é dada por

Xk4+1 = Xg + o, (2.91)

onde ry é o residuo dado por rp = b — Axy, e estamos interessados em obter o escalar ay tal que
a fungao ¢(xy + ary) seja minimizada em relagdo a «. Substituindo a equagao 2.91 na equagao

2.88, derivando em relacao a « e isolando, obtemos que

(rp,ry)
<I'k, AI‘k> ’

onde o operador (-,-) é o produto escalar. Com a equagao 2.92 e 2.91, temos entdo condigoes de

ap = (2.92)

criar um laco de iteracdo. Esse laco é o chamado Método da Descida Mais Ingrime.

O método do Gradiente Conjugado consiste em, ao invés de usar py igual a rg, usa-se pp dado

pela equagao

O,
Phkt+1 = Thy1 + ﬁlpk (2.93)
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onde 6 = (rg, 7). Além disso, o termo «y, é calculado como sendo

O

o = ———.
(P Sk)

(2.94)

O algoritmo para o Método do Gradiente Conjugado é fornecido a seguir.

Algoritmo: Método do Gradiente Conjugado Dado um chute inicial xg e uma tolerancia

€, estabeleca inicialmente rg = b — Axg, dg = rg - rg, k=0 e pg = rg.

Enquanto erro>e, faga:

* s, = Ap,
_ O
® ¥ = prsk

® Xpt1 = Xj + QPk-
® I'iy1 =T — QY.
® Opy1 = Tpy1 Thil

Okt1
® Pkl =Thi1 + =5 Pk

o k—kt1

Na maioria dos casos quando a matriz A é grande, é vantajoso usar o método do Gradiente
Conjugado com o que chamamos de pré-condicionamento [24]. O processo consiste em multiplicar

o sistema Ax = b pelo inverso de uma matriz condicionadora P, nos levando a

P lAx =P 'b. (2.95)

Como resultado dessa operacgao, teremos um novo sistema que estard mais bem condicionado, ou
seja, um sistema em que a matriz associada tem um nimero de condi¢ao x menor. Sendo um novo
sistema mais bem condicionado, entao a solucao aproximada desse novo sistema tendera a convergir
de maneira mais rapida para a solugdo do que o sistema original. O grau de condicionamento de

uma matriz A é calculado através da expressao [23]

r(A) =l A7 | A, (2.96)

onde a norma induzida da matriz || A || pode ser livremente escolhida. Dessa forma, para que seja

vantajoso fazer o pré-condicionamento com uma matriz P, é necesséario que k(P7'A) < k(A).

A escolha da matriz condicionadora 6tima para cada caso é um topico de estudo e existem
op¢oes bastante sofisticadas, mas algumas matrizes sdo escolhas comuns, como por exemplo a
matriz D = diag(A). Assim como a matriz diagonal D é uma escolha comum de matriz pré-

condicionadora, a matriz Mggsor, definida como
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1

—_— —w -1 —w .
LAQ—WﬂD L)D'(D — wU), (2.97)

Mssor =

também uma escolha comum de pré-condicionamento [24].

Na equagao 2.97, a matriz L é uma matriz triangular inferior formada pelas componentes abaixo
da diagonal da matriz A e a matriz U é uma matriz triangular superior formada pelos elementos

acima da diagonal da matriz A de tal maneira que A =D — L — U.

O algoritmo para o Método do Gradiente Conjugado Pré-condicionado por uma matriz P é

fornecido a seguir.

Algoritmo: Método do Gradiente Conjugado Pré-condicionado Dado um chute inicial
Xo e uma tolerancia tol, estabeleca inicialmente ro = b — Axg, hg = P~ 'rg, 6o = rg - hg, k=0 e

po = hy.

Enquanto erro>tol, faca:

® s, = Apy
_ _ Ok
® Y%= prsk

® Xpt1 = Xj + OkPk-
® I'ty1 =Yg — XSk.

e hyy1 =P lryyy

® Opy1 =Tpy1-hpy

9k
® Pi1 = hypi + 5P

o k—=k+1
E necessério dar uma atencio especial para o termo hy; = P~!r;; no algoritmo do Gradiente
Conjugado Pré-condicionado. Apesar de parecer, ndo é necessério calcular a inversa de P para se

obter, hy 1. Para mostrar isso, sera utilizada a matriz Mggsor, definida pela equagao 2.97. Seja

a matriz A dada pela equagao 2.50, fatora-se a matriz A como

A=D-L-T, (2.98)
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onde, para o caso em que N = 3,

(2.99)

(2.100)
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Entao temos que o termo Dfl(D — wU) da matriz Mggor ¢ triangular superior e dado por

(2.102)
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o termo (D — wL) é triangular inferior, dado por

2 0 0 0 0 0 0 0 O
w -3 0 0 0 0 0 0 0
0 w -2 0 0 0 0 0 0
w 0 0 -3 0 0 0 0 0
M-wL)=|0 w 0 w -4 0 0 0 0 (2.103)
0 0 w 0 w -3 0 0 0
0 0 0 w 0 0 -2 0 0
0 0 0 0 w w -3 0
0 0 0 0 0 w 0 w -2

Com essas configuragoes triangulares das matrizes D™1(D — wL) e (D — wL), torna-se conve-

niente reescrever a matriz Mgsor da forma

Mssor = WY, (2.104)
onde .
W=——_(D-wL 2.1
w(2—w)( wl) (2.105)
€
Y =D (D -wU). (2.106)

Agora, voltando para a equagdo hy,; = P7'ry; do algoritmo do Gradiente Conjugado Pré-

condicionado, pode-se reescrever a expressao como
Phk+1 =TEt1. (2107)

Nesse momento, vale ressaltar que a equagao 2.107 nada mais é do que um sistema de equagoes
lineares do tipo Ax = b, com P sendo a matriz dos coeficientes, hy; sendo o vetor incoégnita e
ry11 0 vetor resposta. Dessa forma, para calcular hy 1, é necessario apenas resolver o sistema da
equagao 2.107 e, com a configuragao triangular das matrizes W e Y, sera visto agora como isso

serd simples. Substituindo P por Mggor na equagao 2.107, temos que

Mssorhi+1 = ri11. (2.108)

Substituindo a equagao 2.104 na equagao 2.108, tem-se que

Wth+1 =Ti41. (2109)

Reescrevendo o produto Yhy,1 como sendo z, entao a equagao 2.109 se torna
Wz =rpyy, (2.110)

onde
Yhy i =z (2.111)
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Dessa forma, tem-se agora dois sistemas a se resolver, o sistema da equagao 2.110 e o sistema da
equagao 2.111. Assim, para encontrar a solucao do sistema 2.109, primeiro e encontra-se a solugao
do sistema 2.110 para determinar o valor de z e entao substituir a solucao para z na equagao 2.111
e determinar, finalmente, o hy,1. Essa fatoracao que faz dividir o sistema da equagao 2.108 em
dois sistemas de equacoes é vantajosa porque tanto a matriz W quanto a Y sao triangulares e isso
torna as solugoes dos sistemas atribuidos a essas matrizes muito mais faceis de serem obtidas do
que obter a solugao do sistema original dado pela equagao 2.108. Para demonstrar isso, considere

o sistema da equacao 2.110 aberta

Wz =1y
-2 0 0 O 0 o0 0 o0 o0 20,0 70,0
w -3 0 0 0 0 0 0 21,0 1,0
0 w -2 0 0 0 0 o0 o0 29,0 72,0
w 0 0 -3 0 0 0 0 o0 20,1 70,1
sal 0 w 0 w -4 0 0 0 O zia | =1|ri1 | (2.112)
0 0 w 0 w -3 0 0 0 221 r21
0O 0 0 w O 0 -2 0 0 20,2 70,2
0O 0 0 0 w 0 -3 0 212 1,2
0 0 0 0 0O w 0 w =2 292 72,2
onde a = m

Como a matriz W é triangular inferior, o primeiro termo do vetor z pode ser calculado pron-

tamente e é dado por

7"0,0/05
—9

O segundo termo do vetor z pode ser calculado em seguida, uma vez que ji temos o valor do

20,0 =

primeiro termo, e é dado por

r1,0/ — w200
-3 ’

Os termos seguintes do vetor z entdo sdo dados por

z1,0 =

7“270/06 — wzl,o

22,0 = ) )

. 7“0,1/& — (,UZO,()

20,1 = _3 ;
7“171/Ck —Wz2p,1 —W=21,0
21,1 = ) .

De uma forma geral, observa-se que os termos z; ; podem ser calculados pela férmula de recorréncia

r o — wls 21 C— wds iz 1
zi,j _ z:]/ 2,7~1—1,7 1,7 %1,] 7 (2113>
Ci,j
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onde os termos [; j, d; j e ¢; j sao os coeficientes do esténcil, definidos pelas equagoes 2.55, 2.57 e
2.54, respectivamente. Vale a pena observar que o calculo de cada z; ; envolve o termo 2z que esta
a esquerda do ponto (i,j) na malha (figura 2.3), representado pelo termo z;_1 ; e abaixo do ponto
(i,j), representado pelo termo z; j_1, quando os mesmos existem. O coeficiente do esténcil /; ; vale
1 quando o ponto a esquerda de (i,j) existe e vale 0 quando nao existe o ponto a esquerda do ponto
(1,j). O mesmo raciocinio vale para o coeficiente d; j, ou seja, quando existe o ponto abaixo de (i,j),
entdo d;; = 1, se ndo existir ponto abaixo de (i,j), entdao d;; = 0. Uma vez calculado o vetor z

através da equagao 2.113, substitui-se o resultado na equagao 2.111 para se calcular o hy .

Abrindo entdo a equagao 2.111, temos que

Yhy 1 =2
1 % 0 %2 0 0 0 0 0 h0,0 20,0
0 1 %3 0 %3 0 0 0 0 hl,O 21,0
oo 1 0 0 =5 0 0 O ha,0 29,0
00 0 1 = 0 2 0 0]/[ho 201
=10 0 0 0 1 2% 0 < 0||mi|=|z1]" (2.114)
oo 0 0 0O 1 0 0 = ha.1 22,1
00 0 0 0 0 1 =2 0]][h~o 20,2
o0 0 0 O 0 0 1 = hio 21,2
o 0 0o o0 o 0 0 o0 1 ha o 292

De forma analoga ao que foi feito anteriormente, porém agora comecando do tltimo termo do
vetor incognita, temos que, pelo fato da matriz Y ser triangular superior, o dltimo termo do vetor

hy 1 pode ser calculado prontamente e é dado por

h2o = z22.
Os termos acima entao sao dados por
w
hi2 = z12 — —haya,
-3
w
ho2 = 20,2 — *_2h1,2,

w
ho1 = 221 — ——<hopo,
-3
w w
hi1=2z1,1— *_4/12,1 - *_4/11,2-

De uma forma geral, pode-se calcular o termo h; ; pela formula de recorréncia

w w
hij = zij — —rijhiv1j — —uijhij, (2.115)
Cij Ci j
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onde os termos 75 ;, u;; e ¢;j sao os coeficientes do esténcil definidos nas equacoes 2.53, 2.56 e
2.54, respectivamente. De forma parecida com o que aconteceu no calculo do vetor z, vale a pena
observar que o calculo de cada h;; envolve o termo h que esta a direita do ponto (i,j) na malha
(figura 2.3), representado pelo termo hjt1; e acima do ponto (i,j), representado pelo termo h; j1,
quando os mesmos existem. O coeficiente do esténcil 7; ; vale 1 quando o ponto a direita de (i,j)
existe e vale 0 quando nao existe o ponto a direita do ponto (i,j). O mesmo raciocinio vale para o
coeficiente u; ;, ou seja, quando existe o ponto acima de (i,j), entdo u; j = 1, se nao existir ponto
acima de (i,j), entdo u;; = 0. Portanto, através da equagao 2.115, é possivel se calcular hy;
utilizando apenas os coeficientes do esténcil, sem ter que calcular a inversa da matriz Mgsor, 0

que seria muito mais demorado, certamente.

2.7.6 Meétodo do Multigrid

O sofisticado método do Multigrid se constr6éi em cima de dois principios basicos, conforme

explicam Wienands e Joppich [25]:

e Principio da suavizagao: métodos iterativos simples, como o método de Jacobi e o mé-
todo de Gauss-Seidel possuem uma acentuada propriedade de suavizar as oscilagoes de alta

frequéncia dos erros;

e Principio da correcao de malha grosseira: Um termo de erro suavizado pode ser bem
representado em uma malha mais grosseira, onde as operacdes sao muito menos custosas

computacionalmente do que em uma malha mais refinada.

Sendo assim, o método do Multigrid, como o préprio nome sugere, consiste em resolver o
problema de encontrar a solugao do sistema Ax = b usando mais de uma malha. Na malha
mais refinada, onde as operagoes sdo mais custosas, um determinado nimero 17 de iteragoes é
executado de forma a suavizar o erro, eliminando as componentes de alta frequéncia e gerando
a solucao aproximada xj. Depois disso, calcula-se o residuo oriundo dessas iteragoes através da
equagao ry = b — Axy e o transfere para uma malha mais grosseira, onde as operagoes s40 menos
custosas do que na malha mais fina. Na malha mais grossa, usando o residuo que foi transferido

da malha mais fina, calcula-se o erro e, dado pela equagao

Aek =Tk. (2116)

Uma vez calculado o erro através da equagao 2.116, projeta-se o erro de volta para a malha mais

fina através de uma interpolacgao e calcula-se a nova solugao para x usando a equacao

Xzovo = X + €. (2.117)
Por fim, efetua-se novamente um namero vy de iteragoes na malha mais fina.

Todo esse processo pode ser repetido recursivamente e, para o calculo do erro na equagao 2.116,

o processo pode ser replicado para uma malha ainda mais grosseira, conforme explica Ascher [23].
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No Multigrid existe um niimero grande de variaveis a serem estudadas: o ntimero de malhas a se
utilizar, o procedimento de suavizagao em cada malha, o namero de iteragoes em cada suavizagao,

a forma a se definir as malhas mais grossas e vérios outros detalhes [26].

Agora que as linhas gerais do método do Multigrid j& estao expostas, serd explicado em mais
detalhes cada etapa desse método. A comegar por uma melhor descri¢ao dos que seriam as compo-
nentes de alta e baixa frequéncia do erro. Para explorar esse assunto, considere o seguinte sistema

de equagoes lineares com n=64 subintervalos e n-1=63 pontos internos:

2 -1 0 -+ 0 T 0
-1 2 -1 - 0 T 0

0 = (2.118)
0 0 -1 2 —1||ze 0

O motivo para utilizar o sistema da equagao 2.118 esta no fato de que a solugao do sistema é
conhecida (x = 0) e, portanto, é possivel calcular o erro para uma dada aproximacao x(™M) que é
simplesmente —x(™). Utilizando uma aproximagao inicial da forma

(0) ik .

z; zsen<n>,0<z<n,1<k<nl, (2.119)
onde o indice i indica a componente do vetor x e o escalar k é chamado de niimero de onda ou
frequéncia e indica o nimero de metades de ondas de seno que constituem o vetor x no dominio
do problema. A forma da equagdo 2.119 é chamada de modo de Fourier. Aqui, sera utilizada a
notacao Xy para denotar o vetor x com ntmero de onda k. Nesse ponto é importante salientar
que, quanto maior o valor de k, mais ondas completas tera o vetor xy dentro do dominio, enquanto

que, quanto menor for o valor de k, mais suave serd o comportamento do vetor xy. A figura 2.4

exemplifica o que foi dito.

1.0 1

0.5 A

0.0

—0.5 A

—1.0 1

0
Figura 2.4: Comparagao entre varios modos de Fourier com diferentes nimeros de onda k.
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Considere 3 chutes iniciais dados em modos de Fourier xl((o) dados por X(IO), xgo) e ng), ou seja,

com numeros de onda de 1, 3 e 6, respectivamente. A figura 2.5 mostra o comportamento erro em

fungao das iteragoes para cada valor de k para o método de Jacobi amortecido com w = 2/3.

1.00 ~

0.75 A

0.50 A

Erro absoluto

0.25 A

0-00 T T T T T T
0 20 40 60 80 100

lteracbes

Figura 2.5: Comportamento do erro em funcdo do ntimero de iteragoes no método de Jacobi

Amortecido com w = 2/3 para varios nimeros de onda k.

Vale notar como o método citado (Jacobi Amortecido) é efetivo em diminuir rapidamente o
erro para valores maiores de k, enquanto é pouco ttil para diminuir os erros associados a baixas
frequéncias. A figura 2.5 reforga o que vem sendo dito: os métodos de relaxagao, ou estacionarios,

sao muito efetivos em eliminar rapidamente as componentes de alta frequéncia do erro.

Na préatica, o erro é constituido de varias componentes com variadas frequéncias, desde mais
baixas até mais altas. Utilizando agora um chute inicial um pouco mais realista, constituido de 3

modos (ou frequéncias) dado por

xEO) = ! [sen (MT) + sen <6m> + sen <32m)] . (2.120)
3 n n n

A figura 2.6 mostra o comportamento do erro em fungao do ntimero de iteragoes para o chute

inicial dado pela equagao 2.120. Perceba como o erro decai rapidamente nas primeiras iteragoes,
mas desacelera rapidamente apoés isso. O decaimento rapido nas primeiras iteragoes é devido a
eliminagao das componentes de alta frequéncia do erro. Uma vez que essas componentes sao

praticamente zeradas, resta somente as componentes de baixa frequéncia.

33



1.00

0.75 A

0.50 A

Erro absoluto

0.25 A

0-00 T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Ilteracdes

Figura 2.6: Comportamento do erro em fun¢ao do ntmero de iteragf)es para o método de Jacobi

Amortecido com w = 2/3 para um chute inicial x(*) = (x| 0 x6 ) + xgg))/S

Como sera explicado na secao 2.7.7, a velocidade de convergéncia de um dado método estéa
relacionado com o raio espectral da matriz do método, e o raio espectral, por sua vez, é dado como
o maior autovalor em moédulo da matriz do método. Sendo assim, agora estamos interessados em
encontrar os autovalores da matriz do método de Jacobi Amortecido. Recuperando que a matriz

de iteragdo do método de Jacobi Amortecido é dada por T,, = (1 — w)I + wTy, temos que

o |, (2.121)

onde vé-se que o ultimo termo da equagao 2.121 é exatamente a matriz A da equagao 2.118.
Portanto, nesse caso, calcular os autovalores da matriz T,, recai em um problema de calcular os

autovalores da matriz A da seguinte forma

ANTy)=1— %A(A). (2.122)

Os autovalores da matriz A sao dados por

k
Ae(A) = dsen? (;) J1<k<n—1. (2.123)
n
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J& os autovetores da matriz A sao dados por

ik
wkﬂ-—sen(m),1<k<n—1,0<i<n, (2.124)
n

onde wy,; se refere a i-ésima componente do k-ésimo autovetor associado a matriz A.

Portanto, substituindo a equagao 2.123 na equacao 2.122, temos que os autovalores da matriz

T,, sao dados por

Me(Ty) = 1 — 2wsen? <§”> ,1<k<n—1. (2.125)
n

Os autovetores da matriz T, s@o os mesmos da matriz A, dados pela equagao 2.124. Uma vez
que os autovetores de uma matriz sao linearmente independentes entre si, eles formam uma base
de um espaco vetorial. Dessa forma, ¢ possivel escrever o erro e(®) como uma combinacio linear

dos autovetores da matriz A, dado como

N-1
CLWE. (2.126)

k=1
De fato, é possivel demonstrar que o erro do método em cada passo é proporcional & uma
norma da matriz Ty, conforme é demonstrado por Ascher [23]. Sendo assim, o erro depois de m

iteracoes é dado por

el™ = 1me), (2.127)

Substituindo a equagao 2.126 na equacgao 2.127, temos que

N-1
e™ =" T wp. (2.128)
k=1
Uma vez que as matrizes A e T, possuem os mesmos autovetores, a equagao 2.128 pode ser

reescrita como

N-1
A (T )w (2.129)
k=1

O que essa manipulagdo nos tras de interessante é o fato de que a equagao 2.129 nos mostra

2

que, depois de m iteragoes, o k-ésimo modo do vetor erro é reduzido por um fator de A\J*(T,,).
Aqui é importante salientar que, para que método convirja, todos os autovalores associados a
matriz T do método sao menores do que 1 em modulo, conforme estipula o Teorema 05 da segao
2.7.7. Dessa maneira, todas as componentes do erro sao diminuidos a cada iteracao, porém as
componentes associadas aos menores autovalores sdo mais rapidamente reduzidas. A figura 2.7
compara a aproximagao apoés 10 iteragdes com o chute inicial para diferentes chutes iniciais com

diferentes modos individualmente, bem como para um chute inicial sendo uma composicao de
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modos. Na figura 2.7 é importante notar que, para o modo X3, a aproximagao apds 10 iteragoes
é praticamente igual ao chute inicial, com uma redugao minima. Ja no caso do chute inicial dado
pelo modo x16, a aproximagao apo6s 10 iteragoes é notoriamente menor do que o chute inicial.
Novamente fica claro aqui o quanto o erro diminui rapidamente para modos de alta frequéncia. O
caso mais interessante estd no chute inicial composto de dois modos, um de baixa frequéncia x3
e um de frequéncia mais alta x;15. Perceba como apds 10 iteracdes o modo de alta frequéncia foi
consideravelmente reduzido enquanto que o modo de baixa frequéncia praticamente se manteve
inalterado. Essa reducao do modo de alta frequéncia mantendo praticamente inalterado o modo
de baixa frequéncia deu um aspecto mais suavizado a solu¢ao e é a isso que se deve a propriedade

de suavizagao dos métodos de relaxacao.

Uma vez demonstrada a capacidade dos métodos de relaxacao de eliminar as componentes de
alta frequéncia do erro, vem a pergunta: como entao lidar com as componentes de baixa frequén-
cia? Nesse contexto que o Multigrid entra em cena. De fato, componentes de baixa frequéncia
do erro passam a ser componentes de alta frequéncia quando transferidas para malhas mais gros-
seiras. Portanto, utilizar malhas de diferentes graus de refinamento é uma forma de driblar a
capacidade pobre de lidar com as componentes de baixa frequéncia dos métodos de relaxacao,
enquanto aproveita o melhor que esses métodos tém a oferecer: a excelente capacidade de eliminar

as componentes de alta frequéncia do erro.

Para demonstrar o que foi dito anteriormente sobre componentes de baixa frequéncia do erro
serem representadas como componentes de alta frequéncia em malhas mais grosseiras, considere
o vetor wy, com frequéncia k, avaliado em uma malha Q" unidimensional com n=12 pontos,

espagamento h entre os pontos, dado por

wf; = sen (”"”T) . (2.130)

n

Considere agora o mesmo vetor, com frequéncia k, avaliado numa malha unidimensional Q2" mas
agora com n=~6, ou seja, uma malha mais grosseira, com apenas metade dos pontos da malha

original e espacamento 2h entre os pontos. Nessa nova malha 92", o vetor w%h ¢ dado como

wi = sen <:f7;> = sen (1(25)”> . (2.131)

A figura 2.8 mostra, para niimero de onda k=4, como o mesmo modo se apresenta mais oscilatério
na malha mais grosseira. Repare como, na malha mais grosseira, o modo tem dois comprimentos
de onda, ou ciclos, completos em apenas 6 pontos, enquanto que na malha mais fina o mesmo
modo leva 6 pontos pra completar apenas um ciclo. Dessa forma, fica evidente que, ao passar
um vetor de uma malha fina para uma malha grossa, o vetor se torna mais oscilatério, o que é
6timo para os métodos de relaxacao, que sao mais eficazes em eliminar modos oscilatérios do erro.
Sendo assim, a estratégia do método do Multigrid consiste em, depois de algumas iteragoes em
uma determinada malha usando um método de relaxacao, os modos mais oscilatérios do erro ja
foram eliminados e os modos mais suaves sao as Unicas componentes restantes do erro, entao, nesse

momento, troca-se para uma malha mais grosseira, onde os modos se tornam mais oscilatorios e
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1.0 1
0.5 A
0.0 A
_05 u
—— Chute inicial
104 Aproximacao apds 10 iteracdes
0 10 20 30 40 50 60
(a) Chute inicial dado por modo de Fourier x3.
1.0 1
0.5 A
0.0 A
_05 -
—— Chute inicial
104 Aproximacao apds 10 iteracoes
0 10 20 30 40 50 60
(b) Chute inicial dado por modo de Fourier x16.
1.0 1
0.5 A
0.0 A
_05 -4
—— Chute inicial
10 —— Aproximagao apos 10 iteragdes

0 10 20 30 40 50 60
(c) Chute inicial dado por composi¢do de modos Fourier (x3 + x16)/2.

Figura 2.7: Comparagao entre o chute inicial e a aproximagdo apds 10 iteragdbes no método de

Jacobi Amortecido com w = 2/3 para diferentes modos de Fourier.
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serdo facilmente eliminados pelos métodos de relaxagao. A explicacdo feita nesse paragrafo resume

o raciocinio basico por tras do método do Multigrid.

Figura 2.8: Modo de Fourier com ntimero de onda k=4 representado em uma malha com 12 e 6
pontos, respectivamente. A malha mais grossa tem uma representacao mais oscilatéria do mesmo

modo.

Recapitulando entao o método do Multigrid, temos os seguintes passos:

e Realizar iteraces no sistema Ax = b na malha Q" para obter uma aproximacao x";

e Calcular o residuo, dado por r = b — Ax”";
e Transferir o residuo da malha Q" para a malha Q2"

e Realizar iteracdes no sistema Ae = r na malha Q%" para obter uma aproximacao para o erro
2h.

)

e
e Transferir o erro da malha Q%" para a malha Q";

e Corrigir a aproximacio obtida na malha Q" com a estimativa para erro obtida na malha Q2"
h

através da equacio x"—x" 4 e

Uma vez demonstrado o potencial de melhora dos métodos de relaxacao com a transicao entre
malhas com diferentes niveis de refinamento, vem a pergunta: como fazer essa transicao entre as
malhas? Essa é uma questao fundamental do método do Multigrid e sera discutida em detalhes
agora. Nesse trabalho, serd considerado apenas o caso em que cada malha tem intervalos entre
os pontos duas vezes maiores que a malha imediatamente mais fina. Segundo Briggs [27], essa é
uma pratica comumente adotada porque, em geral, nao ha vantagens em usar outros padroes de
malhas mais grossas. As duas operacoes usadas para fazer a transicdo entre as malhas serdo a
interpolagao e a restrigcao. Quando um vetor é passado de uma malha mais grossa para uma
mais fina, é utilizando a interpolagao. Em contrapartida, quando um vetor é transferido de uma

malha mais fina para uma malha mais grossa, se trata da restricao.
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h sera transferido da malha mais fina

Vamos primeiramente considerar o caso em que o vetor x
Q" para a malha mais grossa Q2" através da interpolacdo. Nesse trabalho, sera utilizada a forma
mais simples e direta de interpolacao, a interpolagao linear. Em termos de notagao, o operador
interpolagao sera denotado como Iizlh- O operador interpolagédo leva vetores de uma malha grossa
para uma malha fina através da regra

=1, x%" (2.132)

2 2h
9275 + 3a2h) g T 3%] 1+ 201

Toj 95 = 16 (2.133)
xgi,2j+1 _ 92" bt 3x2h 1 +1?;ﬂc”+1 + xfﬁLjH (2.134)
4125 = i ¥ 8085 +1z%+1 IRERE! (2.135)

$}2Li+1,2j+1 = 9%2? i 3x”+1 +1?éxz+1 it le’jH (2.136)

Nesse ponto, é importante salientar que o processo de interpolacao serd bom sempre que o
vetor a ser interpolado for suave, ou seja, com apenas componentes de baixa frequéncia. A figura

2.9 ilustra como a interpolagao é feita na malha defasada.

ij+ i+1,j+1

22T o1 2)41

O af 1o

L)

° ° i+1,
2i,2j Ri+1,2j
O O O
-t
2h

Figura 2.9: Operacao de interpolacao da malha Q2" para malha Q".

Partindo agora para a operagao responsével por levar um vetor de uma malha mais fina para
uma malha mais grossa, estamos falando do operador restricao, denotado por I%Lh. Assim como na

interpolacao, a restri¢ao feita de maneira linear também apresenta bons resultados [28].

Nesse trabalho, a restrigao sera feita através da regra

x2h = 12hxh (2.137)
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ou

h h h h
on _ T2ir1,2j41 T 22541 T L2595 + Toiq195 2.138

A figura 2.10 ilustra como a restrigdo é feita na malha defasada.

| /

ngh

2h

Figura 2.10: Operacao de restricdo da malha Q" para malha Q2.

Agora que ja temos uma forma bem definida de transferir vetores entre as diversas malhas,
podemos retornar ao método do Multigrid. Para tornar mais facil a descricao dos algoritimos,
algumas mudangas na notacao serao necessarias. A partir daqui, na equagao do residuo (Ae =r),
o termo do lado direito da equacéao sera chamado apenas de b ao invés de r. Além disso, o termo e
serd chamado de x, por se tratar apenas de um vetor solucao. Essas mudancas facilitam a descricao
dos algoritimos do Multigrid, mas é necessério se ter sempre em mente o significado de cada termo.

Veremos primeiramente o chamado esquema V-Ciclo, definido pelo algoritimo a seguir.

Esquema V-Ciclo
x"  Vh(xh bh).

1. Realizar v, iteracoes no sistema A"x" = b” com chute inicial x";

2. Se Q" for a malha mais grossa, ir para o passo 4

Caso contrario:

e Calcular b?" = I,thrh;
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e Fazer x2h + 0;
o Executar x2" < V2h(x2h b2h).

3. Fazer a correcio x" « x" + Ighx%;

4. Realizar v iteracoes no sistema Alx" = b".

De uma forma qualitativa, o esquema V-Ciclo realiza vy iteracdes na malha Q" e entdo desce
para uma malha menos refinada 92", onde realiza novamente v iteracoes e desce para uma malha
menos refinada Q* e assim sucessivamente até atingir a malha mais grossa para sé entdo voltar
a subir para malhas mais finas realizando v» iteragdes em cada malha mais grossa antes de subir
para a mais fina. Isso nos leva ao esquema mostrado na figura 2.11 (a). O esquema mostrado
na figura 2.11 (a) justifica o nome V-Ciclo. Alternativamente, pode-se implementar o Multigrid

fazendo descidas e subidas entre as malhas de formas diversas.

h
2h h
4h 2h
8h 4h
(a) V-Ciclo em esquema com 4 malhas. (b) W-Ciclo em esquema com 3 malhas
h
2h
4h
8h

(c) W-Ciclo em esquema com 4 malhas.

Figura 2.11: Diferentes possibilidades de transitar entre as malhas no método do Multigrid.

O V-Ciclo é, na verdade, apenas um tnico tipo de ciclo de toda uma familia de ciclos que o
multigrid pode oferecer. A forma mais geral possivel é o chamado u-Ciclo e é definida como se

segue:

Esquema pu-Ciclo
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x" « Mph(x" bh).

1. Realizar v; iteracoes no sistema A"x" = b" com chute inicial x*;

2. Se Q" for a malha mais grossa, ir para o passo 4

Caso contréario:

e Calcular b%" = I,%hrh;
e Fazer x?! + 0;
e Executar x2" < Mu?"(x?" b?") 1 vezes.

3. Fazer a correcdo x" « x" + Ighx%;

4. Realizar vy iteracdes no sistema A"x" = b".

De fato, o V-Ciclo nada mais é do que um p-Ciclo com p=1. Quando p = 2, temos o chamado
W-Ciclo. Segundo Saad [29], os esquemas = 1 e u = 2 s@o os mais usados na pratica e raramente

1 = 3 é utilizado.

Um outro esquema de Multigrid é o chamado Full-Multigrid. Nesse esquema, a ideia central é
usar malhas mais grosseiras para gerar uma chute inicial para uma malha mais refinada. Uma vez
que os métodos estacionérios sao fortemente dependentes de bons chutes iniciais [27], o esquema

de Full Multigrid é uma estratégia interessante. O algoritmo do Full-Multigrid é dado como

Full Multigrid em V
x" < FMG"(b").

1. Se Q" for a malha mais grossa, determine x < 0 e v para o passo 2;

Caso contréario:

e Calcular b?" Izhbh;

e Fazer x?" «+ FMG(f?").
2. Fazer x/ Ighx%

3. Fazer x"" « V(x" b") g vezes.

2.7.7 Critérios de Convergéncia

E possivel saber a priori se um determinado método iterativo ird convergir antes mesmo de
aplicar o método de maneira propriamente dita [30]. Para cada um dos métodos, existem algumas
condigOes suficientes pra garantir a convergéncia, mas em geral ndo s&o necessarios, ou seja, se o
critério se aplica, entdao o método converge, mas se ele nao se aplica, o método pode convergir ou

nao. A seguir serao apresentados alguns critérios suficientes de convergéncia para os varios métodos
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iterativos e, ao final, serd apresentado um critério necessario e suficiente que vale para todos os
métodos ditos estacionérios, que sdo os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR. Os critérios
suficientes sdo apresentados antes pois em geral é muito mais facil de verificar tais critérios. O
dltimo critério, que é geral, suficiente e necessério, é muito mais complicado de ser testado por
necessitar do calculo de auto-valores da matriz de iteracao T de cada método, que sera definida a

seguir.

2.7.7.1 Critério Das Linhas

O critério das linhas é um critério que, se atendido, garante a convergéncia para o método de
Jacobi e Gauss-Seidel [22]. O teorema 01 estabelece o Critério das Linhas para convergéncia dos

métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.

Teorema 01: Seja o sistema de equacoes lineares Ax = b de ordem n, entdo os métodos de

Jacobi e Gauss-Seidel convergem se

N

laiil >3 lai;|, com j #i Vi=1,....n (2.139)
j=1

O que a equagao 2.139 nos diz é que, caso o modulo do elemento da diagonal de cada linha da
matriz A seja maior do que a soma do médulo de todos os outros termos da mesma linha, entao

o método de Jacobi e de Gauss-Seidel convergem.

Vale ressaltar que o critério das linhas para os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel é um critério

suficiente mas nao necessario para a convergéncia dos métodos citados.

2.7.7.2 Critério de Sassenfeld
O critério de Sassenfeld, caso atendido, garante a convergéncia do método de Gauss-Seidel [22].
O teorema 02 estabelece o Critério de Sassenfeld.

Teorema 02: Seja o sistema de equagoes lineares dado por Ax = b, entdao o método de Gauss-

Seidel converge se

1 i—1 N .
Bi = o] D laglBi+ Y aiyl | <1Vi=1,...n. (2.140)
o\ j=1 j=i+1

Novamente, vale ressaltar que o critério de Sassenfeld é um critério suficiente mas nao necessario

para convergéncia do método de Gauss-Seidel.

2.7.7.3 Critério de Ostrowski-Reich

O critério de Ostrowski-Reich estabelece uma condic¢ao suficiente mas nao necesséria para a

convergéncia do método de SOR [31]. O teorema 03 estabelece o Critério de Ostrowski-Reich.
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Teorema 03: Seja o sistema de equagoes lineares dado por Ax = b, entdo o método de SOR
converge V w € [1,2] se a matriz A for estritamente diagonal dominante, isto &, se a equagao 2.139

é satisfeita.

2.7.7.4 Critério de convergéncia para o método do Gradiente Conjugado

O método do gradiente conjugado tem sua convergéncia garantida quando a matriz A é si-
métrica e definida positiva [23]. O teorema 04 estabelece esse critério, que é suficiente, mas nao

necessario. Para convergéncia do método do Gradiente Conjugado.

Teorema 04: Seja o sistema de equagdes lineares dado por Ax = b, entao se a matriz A ¢é

definida positiva, isto é, se

xTAx > 0Vx #0, (2.141)

entdao o método do Gradiente Conjugado converge.

2.7.7.5 Condigao suficiente e necessaria para convergéncia de métodos iterativos es-

tacionarios

Todos os critérios de convergéncia mencionados nos paréigrafos anteriores sao condi¢oes su-
ficientes mas nao necessarias para a convergéncia dos diversos métodos. Sendo assim, existe a
possibilidade de que um método convirja para um determinado sistema do tipo Ax = b mesmo
que as condigoes citadas nao sejam satisfeitas. Para resolver isso, o critério estabelecido no teo-
rema b5 estipula uma condigdo necessaria e suficiente para a convergéncia do método estacionario

iterativo, seja ele qual for [23].

Teorema 05: Seja o sistema de equagoes lineares dado por Ax = b, definindo a matriz de

iteragao do método iterativo como sendo

T=I-M1A, (2.142)

entao o método converge se, e somente se

p(T) <1, (2.143)

onde o p(T) é o raio espectral da matriz T, definido como

p(B) = max{|\;|;onde \; sdo os auto-valores associados a matriz T.} (2.144)

A matriz M na equagao 2.142 depende do método iterativo e é tinica para cada método. Na

secao especifica de cada método, a matriz M é definida.
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Capitulo 3

Resultados

3.1 Validagao

Para validar os resultados desse trabalho, os resultados obtidos para o campo de velocidade
para Re=100, At=0,001, N=155 e em regime permanente (t;=7,639) serdo comparados com o0s
resultados de Marchi et al. [1]. Para se chegar no regime permanente, a solugao foi evoluida no
tempo até que a diferenca relativa de velocidade entre dois passos de tempo consecutivos em um
ponto no centro na malha fosse menor que 1076, A figura 3.1 compara os resultados do presente
trabalho com os resultados obtidos por Marchi et al. [1]. Conforme observa-se, os resultados sao

bastante coerentes.

1.0 0.35
—— Trabalho atual
0.9 X Marchi et al. (2009)
0.8
0.20 4
0.7
(]
2 0.6
kel >
: 3
E 05 § 0.05 4
> o
E g
2 0.4
<
0-31 -0.10 1
0.2
0.11 —— Trabalho atual
X Marchi et al. (2009) -0.25 X
0.0 " " " r r r r r r r r r
-0.250 0.062 0.375 0.688 1.000 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Velocidade u Largura x da cavidade
(a) Velocidade u medida em x=0,5. (b) Velocidade v medida em y=0,5.

Figura 3.1: Comparagao dos resultados desse trabalho com os resultados de Marchi et al. [1] para

validagao.

A figura 3.2 mostra as linhas de corrente na cavidade em regime permanente.
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Figura 3.2: Linhas de corrente para Re=100.

3.2 A importancia de se implementar uma otimizacao para o Python

Como jé foi discutido no capitulo 1, o Python de maneira pura é uma linguagem extremamente
lenta quando comparada com outras linguagens como Fortran e C++. Para contornar esse pro-
blema e tornar a linguagem mais rapida e sem perder a sua facilidade de implementacao, o presente
trabalho faz a utilizacao da biblioteca Numba. Para se ter uma noc¢ao do quanto o Numba é capaz
de acelerar o Python, a tabela 3.1 compara os resultados de tempo de execugao de alguns métodos
para uma malha de 25 x 25 para os métodos de SOR, Gauss-Seidel e Jacobi Amortecido! com o
Numba e sem o Numba. Todos os resultados apresentados nesse trabalho, incluindo os mostrados
na tabela 3.1, com excegao dos resultados apresentados para Linux na tabela 3.2, foram extraidos
de uma méaquina equipada com processador portatil AMD Ryzen™ 5 3500U com placa de video
integrada Radeon™ Vega 8, com 8 GB de memoria RAM em Dual Channel operando a 2400 MHz.

Tabela 3.1: Resultados para N=25, Re=100, t;=0,1, e=10"% e A t=0,001.

Tempo de execugao [s]
Método Omega | Com Numba | Sem Numba
SOR 1,85 2,4172 26,8388
Gauss-Seidel 1 2,5262 130,802
Jacobi Amortecido 0,95 2,6994 229,078

Pela tabela 3.1, vé-se que, para o método de Jacobi Amortecido, houve uma reducao de 98,82%

10 método de Jacobi Amortecido é explicado na secio 3.4.2.
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no tempo de execugao! Essa é s6 uma demonstracao do poder absurdo de acelerar codigos que o
Numba possui. Depois que foram implementados com o Numba, os métodos passaram a ter velo-
cidade de execucao parecidas, de aproximadamente 2,5 s, conforme se vé na tabela 3.1. Isso ocorre
porque, o Numba primeiro compila as func¢ées para s6 depois rodar o c6digo e essa compilagao leva
algum tempo, entao o tempo de aproximadamente 2,5 s que observamos para o tempo de execugao
com Numba para os diversos métodos na tabela 3.1 é praticamente somente o tempo que o Numba
leva para compilar a fungdo. Para c6digos com N maiores, a diferenga entre o tempo de execugao
para os diferentes métodos aplicados com Numba tende a aumentar, ja que os 2 segundos que a
biblioteca leva para compilar as func¢oes comega a perder importancia relativa. A implementagao
do Numba no cédigo é feita de maneira extremamente simples, porém alguns cuidados sao neces-
sarios para que tudo funcione. Para implementar a aceleragdo do coédigo pelo Numba, é necessario
escrever as partes do codigo que demandam mais tempo para serem executadas dentro de uma
funcao. Uma vez que a parte mais custosa do co6digo esté escrita dentro de uma fungao, basta usar
o decorador @nyjit imediatamente antes da declaracdo da fungdo para a magica acontecer. Alguns
cuidados devem ser tomados como sempre usar variaveis do mesmo tipo em um vetor dentro da
funcao, sempre declarar o tipo das variaveis antes de usé-las e também declarar matrizes somente
fora das funcoes e usa-las como argumento de entrada para funcao. Daqui em diante, nesse tra-
balho, todos os cédigos serao executados com o Numba e, portanto, os tempos de execucgao vistos

daqui em diante serao sempre para cédigos com a biblioteca implementada.

3.3 FORTRAN vs Python+Numba

Uma vez demonstrada a capacidade de acelerar os cédigos em Python que a biblioteca Numba
possui, o préoximo passo natural é comparar entdao a velocidade de execucao dos codigos obtidos
em Python+Numba com outras linguagens de programacao consideradas mais rapidas para esse
tipo de propésito. Nesse trabalho, a linguagem que serd comparada em termos de tempo de
execucao serd o FORTRAN, uma vez que essa é uma opgao comumente utilizada no meio académico
de simulacao de comportamentos de fluidos através de métodos numéricos. Para a comparagao,
foram construidos dois coédigos equivalentes, um em FORTRAN e outro em Phython+Numba para
resolver o problema da cavidade no método de SOR usando um método de projecao de primeira
ordem, com tempo final £ = 1,0, Re = 1000 e At = 0,001. Os resultados obtidos estdo expostos
na tabela 3.2, que mostra os tempos obtidos tanto em sistema operacional Windows quanto Linux.
No caso do Windows, o Python+Numba se mostrou ligeiramente mais rapido do que o FORTRAN.
Os resultados exibidos na tabela 3.2 para Windows e Linux foram obtidos em diferentes méaquinas,

com diferentes configuracoes e, portanto, ndo podem ser comparados diretamente.

Tabela 3.2: Resultados para N=100, Re=1000, ¢;=1.0, e=10"" e A t=0,001.

Tempo de execugao [s]
Linguagem Windows Linux
Python+Numba 22,38 15,98
FORTRAN 23,44 13,17
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A situacdo, entretanto, se inverte no caso do Linux, onde o FORTRAN leva a vantagem e é
aproximadamente 18% mais rapido do que a dupla Python+Numba. Mesmo sendo mais lento que
o FORTRAN no Linux, o cédigo executado em Python se aproxima bastante do seu concorrente
gragas a otimizagao feita na linguagem com o Numba. Aqui é importante ressaltar que os resultados
apresentados na tabela 3.2 para o FORTRAN foram utilizando a opgao Ofast de compilagao,
que torna a execucdo do codigo mais rapida. Apesar disso, os resultados ainda sdo passiveis de

otimizagao, em especial para o FORTRAN.

3.4 A instabilidade do método de Jacobi

Para o sistema da forma original como foi concebido na secao 2.4, o método de Jacobi nao foi
capaz de apresentar estabilidade suficiente para fazer a solucao aproximada convergir e ficar dentro
da tolerancia do erro. O erro diminui até chegar a um valor minimo e entdo para de diminuir,
quando deveria tender a 0. Apesar de nao convergir para abaixo da tolerancia definida, o método
de Jacobi apresentou uma solugao que nao divergiu. Isso é bastante curioso e ocorre pelo fato do
método de Jacobi apresentar oscilagoes no residuo. De fato, depois de um determinado nimero
de iteragoes, o residuo a cada iteragao oscila com amplitude sempre igual e em torno do zero, e,
por causa disso, a resposta nao converge, mas também nao diverge, uma vez que o residuo de cada
passo subtrai da solugao exatamente o que o residuo do passo anterior adicionou. Uma vez que
o erro é definido como o médulo do maior termo do vetor diferenca entre duas iteragoes, entao
ele fica sempre igual depois de um certo ntimero de iteragoes. Para contornar esse problema de
instabilidade do método de Jacobi, duas opgoes sao possiveis: podemos modificar o sistema original
de tal maneira que tenhamos um sistema que convirja para a solugdo exata dentro da tolerancia
definida, ou podemos aplicar um fator de sub relaxacao ou de amortecimento w ao método de
Jacobi original, obtendo o método de Jacobi Amortecido. A secdo 3.4.1 e a se¢do 3.4.2 descrevem
e implementam cada uma dessas duas abordagens possiveis para implementagdo do método de

Jacobi.

3.4.1 Modificando sistema original

Para a primeira opgao, uma forma de modificar o sistema original é definindo o valor da pressao
em um ponto do sistema e calculando para o resto dos pontos. Isso é possivel porque, para o nosso
problema, o valor da pressao, de fato, nao é o mais importante, e sim o gradiente de pressao dentro
da cavidade, ou seja, mais importante do que o valor da pressdo em cada ponto é a forma como
a pressao varia dentro do dominio. Sendo assim, podemos definir um valor de pressao arbitrario
para um ponto e todos os outros pontos devem ser calculados de maneira a satisfazer a equagao
2.24. Sendo assim, definindo que a pressao no ponto (0,0) seja igual a zero, a matriz do sistema,

para N=3, passa a ser dada por
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1 0 0
1 -3 1
0o 1 =2
1 0 O
0 1 O
0 0 1
0 0 O
0 0 O
0 0 O

S = O =

0

_ o = O O

0 0 0
0 0 0
0 0 O
1 0 0
0 1 0
0 0 1
-2 1 0

-3 1
0o 1 =2

bo,o
b1,0
ba,0
bo,1

=1bi1], (3.1)

ba.1
bo,2
b1,2

bo 2

com bpp = 0. Essa simples modificacao é capaz de agora fazer o sistema convergir para dentro

da tolerancia adotada. Apesar disso, a convergéncia ainda apresenta instabilidades na forma de

oscilacao do residuo a cada iteracao. Em geral, os métodos tendem a diminuir o namero de iteragoes

necessarias a cada passo de tempo uma vez que, para cada passo, o chute inicial para resposta

do sistema é o resultado do proprio sistema para o passo de tempo anterior. A figura 3.3 mostra

essa tendéncia da reducao do niimero de iteragoes em funcao do passo de tempo para o método de

SOR e Gauss-Seidel. Apesar disso, para o método de Jacobi aplicado para o sistema modificado

da equacao 3.1, o residuo apresenta oscilagoes fortes ao longo das iteragoes e isso faz com que o

nimero de iteragdes necessarias para convergéncia em cada passo de tempo tende a oscilar bastante

também. A figura 3.4 mostra o ntimero de iteragoes para os 100 primeiros passos de tempo para

o método de Jacobi.
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4000 A

NuUmero de iteracdes

2000 A
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40 50 60
Passo de tempo

70

—— Gauss-Seidel
SOR
90 100

80

Figura 3.3: Comportamento do ntmero de iteragoes para os 100 primeiros passos de tempo para
os métodos de SOR e Gauss-Seidel.
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Figura 3.4: Comportamento do nimero de iteragoes para os 100 primeiros passos de tempo para

o método de Jacobi.

Apesar da modificacdo do sistema original permitir a convergéncia do sistema, essas oscilagoes
do residuo tornam o método bastante demorado. Uma forma de contornar esse problema é resol-
vendo o sistema original com o método de Jacobi Amortecido. A descrigdo e implementagao desse

método sao feitas na secao seguinte.

3.4.2 Meétodo de Jacobi Amortecido

Uma forma de diminuir a oscilagao do residuo para o método de Jacobi para o sistema original,
sem a modificagao explicada na se¢ao 3.4.1, é multiplicar o termo R na equagao 2.77 por um fator
de sub relaxagdo ou de amortecimento w, parecido com o que ¢ feito no método de SOR (equagao
2.85), nos levando ao método de Jacobi Amortecido, conforme explica Ascher [23]. A diferenca é
que, no método de Jacobi Amortecido, o fator w é tal que 0 < w < 1, por isso é chamado de fator
de sub relaxagao, enquanto que, no método de SOR, w é tal que 1 < w < 2, por isso se chama fator
de sobre relaxagdo. A aplicagdo desse fator w no método de Jacobi Amortecido é capaz de reduzir
drasticamente as oscilagoes do residuo e permitir que o sistema convirja mesmo para o sistema
original. Assim como ocorre no método de SOR, o fator w nao é conhecido a priori para o método
de Jacobi Amortecido. Dessa forma, deve-se fazer um estudo do impacto desse fator no nimero
de iteragOes necessarias para fazer o sistema convergir de maneira a se determinar o w 6timo que
minimiza o nimero de iteragées. A figura 3.5 mostra a curva de iteragbes em fungdo de w para
o primeiro passo de tempo para N=100. Pela figura 3.5, é possivel determinar que o w 6timo é
w=10,999 e em w = 1 existe uma descontinuidade no grafico, onde se tem, na verdade, o método
de Jacobi original, sem amortecimento e para o sistema sem modificagdo, que nao converge, € o

numero de iteragoes tende ao infinito.
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Figura 3.5: Grafico para determinar o w 6timo para o método de Jacobi Amortecido para N=100.

A figura 3.6 mostra o resultado da aplicagdo do fator w no método. Pela comparacao da

figura 3.6 com a figura 3.4, vé-se que aplicagdo do fator w nao somente reduz a oscilagdao, como

também reduz dramaticamente o ntimero de iteragoes para convergéncia necessario em cada passo

de tempo, tornando o método muito mais rapido. Na secao 3.6, a tabela 3.3 compara diversos

métodos, inclusive o método de Jacobi e Jacobi Amortecido, onde vé-se que, enquanto o método

de Jacobi levou 1 h e 16 min e 2,55 milhdes de iteracoes para chegar no tempo final t; = 0,1, o

método de Jacobi Amortecido levou 58,13 s e 317 mil iteragoes!

NUmero de iteracdes

Figura 3.6:

—— Jacobi Amortecido
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15000 A
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10000 A
7500 A
5000 -

2500 A

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Comportamento do nimero de iteragées para os 100 primeiros passos de tempo.

3.4.3 O motivo da instabilidade do método de Jacobi

Para o método de Jacobi aplicado ao sistema original, calculando o raio espectral p(T) da

matriz de iteracdo do método, vé-se que p(T) = 1. Pelo teorema 05, o método converge se

p(T) < 1. De fato, é possivel demonstrar que o erro do método em cada passo é proporcional a
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uma norma da matriz T, definida na se¢ao 2.7.7, conforme é demonstrado por Ascher [23]. O raio
espectral da matriz é um limitante inferior para qualquer norma de uma matriz. Ou seja, o raio
espectral é igual & menor norma possivel de uma matriz. Dessa forma, se o erro a cada passo é
multiplicado por um fator maior que 1, entdo o erro cresce a cada passo e o método diverge. Mas
se o erro é multiplicado por fator menor que 1, entao o erro a cada iteracao diminui e o método
converge. E se o erro for multiplicado por um fator igual a 17 Isso mesmo, nesse caso, observamos
exatamente o mesmo comportamento que vemos no residuo do método de Jacobi aplicado para o

sistema original, o erro nao converge e nem diverge, mas tende a estabilizar em um valor.

Uma vez esclarecidas as particularidades da convergéncia do método de Jacobi, partiremos

agora para a comparagao entre os varios métodos.

3.5 Meétodos de Multigrid

O método do Multigrid oferece muita liberdade para quem o implementa. Existem intimeras
variaveis e decisoes a serem tomadas na hora de codifici-lo, como o método que sera aplicado junto
com o Multigrid, o niimero de iteragoes em cada malha, o esquema em V ou W, entre outras deci-
soes. Dessa maneira, essa se¢ao se dedica a fazer uma comparacao geral de varias implementagoes
diferentes do Multigrid com os respectivos métodos singlegrids associados. A figura 3.7 compara os
tempos de execucao obtido para os métodos de SOR, Gradiente Conjugado (GC), Gradiente Con-
jugado Precondicionado (GCP) e métodos de Multigrid associados. Foi implementado o Multigrid
com o SOR em um esquema em V com 2 malhas (MG-SOR-2M) e 3 malhas (MG-SOR-3M). Nesses
casos, os valores de v e v, foram de 3. Comparando o tempo obtido com os métodos Multigrid com
o SOR e o0 método SOR em si, vé-se que nao houve melhora real. Uma vez que os métodos mais
6bvios a serem aplicados com o Multigrid, que sao os métodos estacionarios, nao apresentaram
melhoras em relagao aos métodos originais, testou-se também o Multigrid em conjunto com o mé-
todo do Gradiente Conjugado. Ainda na figura 3.7 podemos comparar o método de Multigrid com
o Gradiente Conjugado em esquema em V para 2 malhas (MG-GC-2M) e 3 malhas (MG-GC-3M).
Testou-se também o método de Full-Multigrid com o Gradiente Conjugado em um esquema de 2
malhas (FMG-GC). Percebe-se que o método MG-GC-2M foi o tnico que apresentou uma ligeira
melhora em relagdo ao método original. Por fim, testou-se também o Multigrid com o Gradiente
Conjugado Precondicionado com um esquema em V com 2 malhas (MG-GCP-2M). Assim como
no caso do SOR, o GCP néo apresentou melhoras quando implementado com o Multigrid. Como o
método MG-GC-2M foi o tinico método Multigrid que apresentou melhoras em relagao ao método

original, os resultados apresentados nas segoes seguintes conterao apenas esse método de Multigrid.
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Figura 3.7: Comparagdo de diversos métodos Multigrid e Singlegrid em termos de tempo de
execucao para N = 512, Re = 3000, At = 0,0005, t; = 0,05 e € = 1076.

3.6 Comparagoes entre diversos métodos

Para se estudar a diferencas entre os diferentes métodos, serao feitas analises em sistemas com
diferentes ntimeros de discretizagdo N para se avaliar como cada método se comporta em relagao
aos outros em fungéo do tamanho do sistema de equacgoes lineares a ser resolvido. A sec¢ao 3.6.1
discute em detalhes os resultados para N = 128 e N = 512, enquanto que a se¢ao 3.6.2 mostra e
discute os resultados para N = 128, N =256, N =512 e N = 1024.

3.6.1 Resultados

A tabela 3.3 compara o numero total de iteracdes, o numero de iteracdes somente no primeiro
passo de tempo e o tempo de execucio total de varios métodos para Re = 3000, N = 128, e=1075,
ty = 0,05e At = 0,0005. Nessa tabela, o método GCP-SSOR ¢é o método do Gradiente Conjugado
Pré-Condicionado pela matriz Mgsor, definida pela equacio 2.97. E importante salientar que os
tempos de execugao exibidos na tabela 3.3 nao incluem o tempo de compilagao da fungao pelo
Numba e que esses tempos apresentam variagoes de alguns segundos a cada vez que se executa os
c6digos. Dessa forma, os dados mostrados na tabela 3.3 mostram o menor tempo de compilagao

obtido para cada método apds executar cada cddigo algumas vezes.
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Tabela 3.3: Resultados para N=128, Re=3000, t;=0,05, e=10"% e At=0,0005.

. N? total N©Q de iteragbes no | Tempo de
Método

de iteragoes | 12 passo de tempo | execugao [s|
Jacobi Amortecido 2590748 63357 434,91
Gauss-Seidel 1268964 31711 242,49
SOR 38971 535 10,77
GC 30315 385 7,21
GCP-SSOR 4885 77 7,45
MG-GC-2M 30329 386 20,67

Um resultado interessante que pode ser retirado da tabela 3.3 é que o método GCP-SSOR
foi feliz na escolha da matriz condicionadora P, uma vez que se verifica que ha melhora signi-
ficativa no namero de iteragoes para se resolver o problema no método GCP-SSOR em relagao
ao método GC original, seja no primeiro passo ou no total de iteragoes. De fato, a estratégia
de pré-condicionamento do método do Gradiente Conjugado s6 faz sentido se for aplicado uma
matriz pré-condicionadora que diminua o nimero de condi¢do da matriz do sistema, conforme foi
explicado na secdo 2.7.5, ou seja, somente se k(P~1A) < k(A). Para o nosso caso especifico, ndo
é possivel calcular o niimero de condi¢ao x da matriz A pois essa matriz possui determinante nulo
e, portanto, ndo pode ser invertida. Dessa forma, o nimero de condigdo x(A) nao esté definido.
Pelo fato do determinante da matriz do sistema ser nulo, isso implica que o sistema ou nao possui
solucdo ou possui infinitas solucdes. E sabido que o sistema possui solucdo, portanto trata-se de
um caso com infinitas solugoes. Isso ocorre porque, ao resolver o sistema, estamos procurando uma
solugao para o gradiente de pressao e nao para o valor da pressao em si em cada ponto. Dessa
forma, existem infinitos de valores de pressao possiveis para um dado ponto do sistema de forma
a satisfazer o gradiente de pressao correto. Uma forma de contornar esse problema é arbitrando
um valor de pressao para um ponto da malha, como foi feito na segao 2.76, o que nos leva a um

sistema de equagoes diferente, mas com solugao tnica.

Pela tabela 3.3, é possivel perceber que o ganho de um método em relagao a outro em ntimero
de iteragOes para convergéncia nao se replica necessariamente no tempo de execucgao dos codigos.
Para exemplificar isso, compara-se o nimero total de iteragoes para o método de GC e GCP-SSOR
vistos na tabela 3.3. O método de GC teve 30315 iteragbes para resolver o problema enquanto
que o método GCP-SSOR precisou executar apenas 4885 iteracoes, ou seja, o método de GC
executou quase 6,2x mais iteragdes do que o método GCP-SSOR, porém quando compara-se os
tempos de execugao, os métodos tiveram praticamente o mesmo tempo de execugao. Isso ocorre
porque, a cada iteracao, os diferentes métodos exigem que diferentes operagoes sejam feitas e alguns
métodos precisam executar mais operagoes a cada iteragdo. Dessa forma, métodos que convergem
com menos iteragoes costumam exigir mais operagoes por iteracao do que outros métodos, tornando
cada iteracao mais lenta e isso explica porque métodos que convergem com menos iteragoes nao
necessariamente sao mais rapidos do que métodos que precisam de mais iteragdes para convergir.
J4 o método do Multigrid se mostra muito mais lento do que o GC, mesmo tendo um ntimero

de iteracbes compativel com esse método. Isso ocorre porque, para o rodar o Multigrid, muitas
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funcoes sao necessérias e esse tempo de chamar todas as fungoes se torna muito significativo para
sistemas pequenos. Para malhas maiores, esse custo relativo comeca a desaparecer e entao o método

MG-GC-2M se torna mais réapido do que o GC, conforme seré visto na figura 3.12.

Nos resultados da tabela 3.3, para o método de SOR, foi utilizado o w 6timo para N = 128. Para
determinar o w 6timo, foi feito um estudo do nimero de iteracoes necessarias para convergéncia em
funcdo do w para N = 128 para o primeiro passo de tempo do método SOR. A figura 3.8 mostra

os resultados obtidos, que determina w=1,97 como o w 6timo.

30000 A

25000 A

20000 A

15000 4

NUmero de iterages

10000 +

5000 -

le ljl 1t2 1j3 1j4 1j5 116 lj7 1j8 1j9 2j0
Figura 3.8: Gréfico para determinar w 6timo para o método de SOR para N = 128.

Conforme foi visto na se¢ao 2.7, para matrizes oriundas da discretizacao do operador laplaciano,
que é o caso desse trabalho, existe uma equacao que descreve o w 6timo em fungao do raio espectral

p da matriz de iteragdo do método de Jacobi dada por

2
w=———. (3.2)
14+ 4/1—p?
Porém, nesse trabalho, ndo é possivel aplicar tal equacao pois, conforme foi visto na secao 3.4, o
raio espectral p da matriz de iteragdo do método de Jacobi é 1, o que nos leva a um valor de w = 2,
o que esté fora dos valores aplicaveis de w, que vai de 1 a 2 nao inclusos 1 e 2. Portanto, o estudo

feito na figura 3.8 se torna necessario.

Assim como foi feito para o método de SOR, o método de GCP-SSOR. também foi executado
utilizando-se um valor 6timo de w, que, por sua vez, foi determinado também fazendo uma anélise
do niimero de iteragoes necessario para convergéncia no primeiro passo de tempo do método de
GCP-SSOR para varios valores de w. A figura 3.9 mostra os resultados obtidos e determina
w = 1,85 como 6timo. Para o método de Jacobi Amortecido, o valor de w 6timo foi determinado

pela figura 3.5, na secgao 3.4.2.
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Figura 3.9: Gréfico para determinar w 6timo para o método de GCP-SSOR para N = 128.

A figura 3.10 compara os erros em fungao de cada iteragdo para os métodos de SOR, GC, MG-
GC-2M e GCP-SSOR para N = 1024, onde fica evidente o quanto o método GCP é melhor que
os demais em reduzir rapidamente o residuo relativo em poucas iteragoes. A figura 3.11 compara
os tempos de execugao desses métodos também para N = 1024. Mais uma vez fica claro em como
o método SOR fica bem atras dos métodos de Gradiente Conjugado, enquanto que o Multigrid
MG-GC-2M fica proximo do GC.

100 —— SOR
— GC
—— GCP-SSOR
1071 - MG-GC-2M
S 10725
)
O
I
o 10—3 4
=}
B
(%]
i}
< 1074 4
10—5 4
10—6 4
0 2000 4000
Iteracdo

Figura 3.10: Comparacao entre os tempos de execucao dos diversos métodos para N=1024,
Re=3000, ty = 0,05, € = 1075 e = 0, 0005.
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Figura 3.11: Comparacao entre os tempos de execucao dos diversos métodos para N=1024,
Re=3000, t;=0,05, e=107% e At=0,0005.

Estudos foram feitos para malhas mais refinadas, com N = 256, N = 512 e N = 1024 e os

resultados em termos de tempo de execugao sao mostrados na segao 3.6.2.

3.6.2 Analise final acerca dos resultados

Os tempos de execucao dos codigos de diferentes métodos para diferentes tamanhos de sistema
podem ser vistos na figura 3.12, onde os métodos de Jacobi, Jacobi Amortecido e Gauss-Seidel
foram omitidos por apresentarem tempos de convergéncia muito maiores que os demais métodos.
Para sistemas pequenos, o método de SOR se mostra uma boa opgao visto que é de simples
implementagao e o tempo de execugao é comparavel ao de métodos mais refinados, como o GC.
Para sistemas grandes, o método de SOR possui um agravante: o calculo do fator w 6timo. De fato,
nesse trabalho, para se calcular o w de qualquer método que tenha esse fator, é necessario rodar o
c6digo para o primeiro passo de tempo do problema para varios valores de w. O problema é que o
primeiro passo de tempo de qualquer método é normalmente o mais demorado de se calcular, uma
vez que o chute inicial para o campo de pressao é a pressao nula em todos os pontos e, nos passos
seguintes, o chute inicial é o proprio campo de pressao obtido no passo de tempo anterior, que estéa
mais proximo da solugdo exata do que um campo todo nulo. Outro agravante esta no fato do quéo
sensivel o método de SOR ¢é ao fator w. Conforme pode ser visto na figura 3.8, o nimero de iteragoes
necessarias para valores mais baixos de w no método SOR é extremamente alto, fazendo com que
se torne bastante demorado calcular essas iteragoes para cada um dos valores de w investigados
no método de SOR. Para o método de GCP-SSOR, o niimero de iteragdes nao varia de forma téao
dramatica em fungdo do fator w, fazendo com que seja muito mais rapido calcular o w 6timo do
método do GCP-SSOR do que do método SOR. Na execugao desse trabalho, o célculo do w 6timo
levou varias horas para o método do SOR para as malhas mais refinadas, enquanto que o método

do GCP-SSOR levou apenas alguns minutos até para as malhas mais refinadas. A figura 3.12
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compara os tempos de execucao para os métodos mais rapidos tratados até aqui e evidencia o que
ja vem sendo discutido: o método de SOR fica bem atrés dos demais métodos, o GC fica no meio
termo e o método de MG-GC-2M se sai ligeiramente melhor que o GC, enquanto que o GCP-SSOR
se destaca dos demais métodos, sendo um mais rapido na execucgao de seus coédigos. Em relacdo ao
Multigrid, constata-se, pelos resultados, que o método, da maneira como foi implementada neste
trabalho, nao é vantajoso pois apresenta uma complexidade de implementacao muito maior que o
GC, por exemplo, e nao melhora muito os resultados obtidos. Mesmo no melhor dos cenarios, que
foi 0 caso do MG-GC-2M, o método é somente um pouco mais rapido que o método original do
GC, o que nao justifica a complexidade adicional de se implementar o Multigrid, uma vez que o

GCP-SSOR ¢é muito mais rapido e simples de implementar.

3500 -
—— SOR
— 3000 A
0 GC
€ 2% —— Multigrid GC
¢ 20007 —— GCP-SSOR
g 1500 A |
S 1000 1
£ ,
0 1 <

128x128 256x256 512x512 1024x1024
Tamanho do sistema

Figura 3.12: Comparagao de tempo de execucao entre os métodos de SOR, GC e GCP-SSOR para

malhas de diversos tamanhos.
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Capitulo 4

Conclusoes

Dentro do campo da mecénica dos fluidos, frequentemente é necessério resolver sistemas de
equacoes lineares com dimensoes demasiadamente grandes, o que é um problema porque o tempo
de execugao dos algoritmos que executam os métodos tende a crescer muito. Nesse contexto, o pre-
sente trabalho estudou diversos métodos iterativos de solugao de equagoes lineares que nao somente
convirjam com menos iteracoes, mas também sejam mais rapidos de serem executados computacio-
nalmente através do Python, que é uma linguagem de programacao relativamente facil de aprender
e bastante difundida na industria e na academia, mas é considerada lenta quando comparada com
outras linguagens mais comumente utilizadas para esse proposito. Através da implementacao da
biblioteca Numba no Python, foi possivel, de maneira facil, acelerar significativamente o tempo
de execucao dos codigos, tornando a linguagem comparavel a linguagens mais rapidas disponiveis
para resolver esse tipo de problema, como o Fortran e C+-+, com a vantagem de ser muito mais
facil de aprender e implementar. Vimos que, para o caso do FORTRAN executado no Windows,

o Python com o Numba se mostrou equiparavel, o que foi uma grata surpresa.

Em relacao aos métodos iterativos, os resultados encontrados nesse trabalho até aqui mos-
tram que, para malhas nao muito refinadas, os métodos, apesar de apresentarem uma diferenca
consideravel no ntimero de iteragoes para convergéncia, nao sao muito diferentes no tempo de exe-
cugao, com excecao do método de Jacobi para o sistema modificado, que se mostrou muito pior
do que todos os outros métodos em todos os aspectos. Sendo assim, para sistemas relativamente
pequenos, nao faz muita diferenca o uso de qualquer um dos métodos, com excecao do método de
Jacobi para o sistema modificado. Esse cenario tende a mudar para malhas mais refinadas, onde
o método do GCP-SSOR se destaca e apresenta convergéncia com um tempo menor de execugao
do que todos os demais métodos. Em malhas mais grosseiras, o método de SOR apresenta um
tempo de execugao parecido com o tempo de execucao do método GC, apesar de precisar de mais
iteragoes para convergéncia. Dessa forma, para malhas mais grossas, conclui-se que é preferivel
implementar o método de SOR ao método do Gradiente Conjugado por apresentar um tempo
de execucdo comparével e ser mais facil de implementar. Isso nao é valido, porém, para malhas
muito mais refinadas, onde o calculo do fator w do método SOR se mostra muito custoso de ser
calculado, além do método em si ser mais lento que o GC. O método de GCP-SSOR é o método

mais rapido estudado nesse trabalho, ficando na frente até do Multigrid. Outra vantagem conta
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para o método GCP-SSOR: para malhas mais refinadas e o célculo do fator w para esse método se
mostrou bastante réapido de ser feito mesmo para malhas muito mais refinadas. Para o Multigrid,
nas formas como foi implementado nesse trabalho, conclui-se que nao ha qualquer vantagem em
usar o método para resolver o problema da cavidade. Isso porque o Multigrid apresentou uma
maior complexidade de implementacao e, mesmo no melhor dos casos, nao melhorou muito o mé-
todo original ao qual foi aplicado, que foi o Gradiente Conjugado para esquema em V em duas
malhas. Dessa forma, o método do GCP-SSOR é muito mais simples de implementar e apresenta
resultados muitos melhores do que aqueles apresentados pelo MG-GC-M2 em termos de tempo de

computacao.

O autor desse trabalho reconhece que é necessario testar novas formas de implementar o Mul-
tigrid, em diferentes esquemas e em mais niveis de malha, de forma a se extrair o maximo de
performance desse método, que sabidamente tem muito potencial, o que certamente teria sido
feito nesse trabalho se houvesse mais tempo habil para tal. De qualquer forma, o estudo detalhado
dos diversos métodos e a implementacao dos mesmos feitos ao longo desse Projeto de Graduagao
certamente servird de degrau para que novos estudos sejam feitos partindo de onde esse trabalho

parou.

Trabalhos futuros

Esse trabalho e todos os resultados aqui apresentados apenas comegam a explorar os estudos
acerca dos assuntos tratados. Muitos estudos ainda sdo necessarios pra melhor compreender formas
mais rapidas e menos custosas computacionalmente de se resolver sistemas de equacgoes lineares.

Como principais sugestoes de estudos futos, podem ser citados

e Uso de GPUs para execugao dos codigos;
e Paralelizagdo dos codigos;

e Implementagao de diferentes esquemas Multigrid, com mais niveis de malhas e para sistemas

maiores que 1024 x1024;

e Testar métodos do subespago de Krylov, como o método do Residuo Minimo Generalizado

(GMRES), e o método do Residuo Minimo (MINRES);
e Testar o método Gradiente Biconjugado Estabilizado (BCGSTA);
e Avaliacao do consumo de memoria de cada método;

e Comparacao entre o Python+Numba com diferentes linguagens além do FORTRAN.
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I. FORMA ALTERNATIVA DOS METODOS
ESTACIONARIOS

A equacao 2.72 é uma forma possivel de se escrever a funcao de iteragdo dos métodos esta-
cionarios, mas nao a unica. Uma outra forma muito comum de ser vista em livros texto é dada
por

xi1+1 = Nxi + ¢, (L.1)

onde a matriz N e o vetor ¢ dependem do método estacionario a ser utilizado.

A seguir, serd demonstrada a dedugao da matriz N; para o método de Jacobi, bem como da
matriz Ngg para o método de Gauss-Seidel. Para o método de Jacobi, partindo da equagao do
sistema Ax = b e decompondo a matriz A na soma (L +D + U), onde L é a matriz triangular

inferior de A, D é a matriz diagonal de A e U é a matriz triangular superior de A, temos que

Ax=Db (L.2)
(L+D+U)x=b (1.3)
Dx=—-(L+U)x+b (I.4)
x=-DYL+U)x+D'b (1.5)

Nesse momento, vale notar que a equagao 1.5 ainda é exata e muito parecida com a forma [.1. O

método de Jacobi entao propoe, na equagao 1.5, que

N, =-D YL+ U) (1.6)

c;=D"'b. (1.7)
Substituindo entao as equagoes 1.6 e 1.7 na equacao 1.1, temos
Xp+1 = —D YL + U)x;, + D 'b. (1.8)

A equagdo 1.8 define o método de Jacobi.

Agora, para o método de Gauss-Seidel, partindo novamente da equacao do sistema Ax = b e

fazendo a mesma decomposicao (L + D + U) para a matriz A, temos que

Ax=Db (1.9)
(L+D+U)x=b (1.10)
(L+D)x=-Ux+b (1.11)

x=—(L+D)'Ux+ (L+D)'b (1.12)
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Novamente, a equagao .12 é exata e muito parecida com a forma [.1. O método de Gauss-Seidel

entao propoe, na equacao 1.12, que

Ngs = —(L+D)"'U (I1.13)

cgs = (L+ D) 'b. (1.14)
Substituindo entao as equagoes 1.13 e [.14 na equagao 1.1, temos
Xpp1 = —(L+ D) 'Ux; + (L+ D) !b. (I.15)
A equagao 1.15 define o método de Gauss-Seidel.
Agora, recapitulando a equacao 2.72 abaixo, temos
Xpp1 = X + M 1r. (1.16)

O objetivo agora é mostrar a equivaléncia da equagao 1.16 com a equagao 1.1 para os métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel. Comegando com o método de Jacobi, conforme é mostrado na segao 2.7.2,

temos que M ; = D. Substituindo entao M ; = D na equagao 1.16, temos

Xpr1 = X + D7 'y, (I.17)

Xpi1 = Xp + D71 (b — Axy) (1.18)

Xpp1 =X, + D7 b — (L + D + U)xy] (1.19)
Xpp1 =X, + D 'b—D (L + U)x;, — D 'Dx; (1.20)
Xpp1 =X, + D7 'b — D YL 4+ U)xy, — x5, (I.21)
Xpr1 = Db — D YL + U)x, (1.22)

A equagao [.22 é exatamente igual a equacgao 1.8, o que prova a equivaléncia das equagoes 1.1 e

[.16 para o método de Jacobi.

Agora, partindo para o método de Gauss-Seidel, conforme é mostrado na secdo 2.7.2, temos

que Mgg = E = L + D. Substituindo entao Mgg = E na equagao 1.16, temos

Xpi1 = X, + E 7y (1.23)

xpi1 =xx + (L+D)"H(b — Axy) (L.24)

Xpy1 =%, + (L+D) ' b — (L+D+ U)xy (1.25)

Xp1 =%p + (L+D)'b— (L+ D)"Y (L+ D+ U)x, (1.26)

xp+1 =%, + (L+D)'b— (L+D) (L +D)x; — (L+D) 'Ux, (1.27)
Xpr1 =X, + (L+ D)™ 'b —x;, — (L + D) 'Ux (1.28)

Xpr1 = (L+D)"'b— (L+ D) 'Ux; (1.29)

A equagao 1.29 é exatamente igual a equagao .15, o que prova a equivaléncia das equacgoes 1.1

e .16 para o método de Gauss-Seidel.
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II. CODIGOS

II.1 Cobdigo do método Gauss-Seidel

import numpy as np
import timeit

from numba import njit

#DEFINIGAO DAS PRINCIPAIS VARIAVEIS DO PROBLEMA

N=128 #indtce do ultimo ponto nma discretizagdo

L=1.0 #largura da cavidade

H=L #altura da cavidade

Re=3000 #nimero de Reynolds

tempo_final=0.05 #tempo final da simulacdo

U_topo=1.0 #velocidade da parede superior da cavidade

dx=L/N

dy=dx

dt=0.0005

u_star=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #compontente horizontal de wel. estrela
v_star=np.zeros([N+2,N+1] ,float) #componente vertical de vel. estrela
p=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #pressdo

u=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #componente horizontal de velocidade
v=np.zeros([N+2,N+1] ,float) #componente vertical de wvelocidade
b=np.zeros([N,N],float) #vetor resposta do sistema Az=b
itera_por_passo_graph=np.zeros(100) #vetor gerado para criar graficos
erro_graph=np.zeros([0],float) #vetor gerado para criar grdficos
Res=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #vetor residuo

#DEFINIGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGAO INICIAL DO PROBLEMA

for i in range(1,N):
uli,N]=2.0%U_topo-ul[i,N-1]

u_star=np. copy (u)

#VERIFICANDO CUNDI§§ES DE ESTABILIDADE DAS DIFERENGAS FINITAS
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if dt>=(dx) or dt>=(dy):
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 1 NAQ ATENDIDA')
exit ()
if dx>=(1/(Re**(1/2.0))) or dy>=(1/(Rex*(1/2.0))):
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 2 NAQ ATENDIDA')
exit()
if dt>=(1/4.0%Re*dx**2) or dt>=(1/4.0*Re*xdy**2)
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 3 NAO ATENDIDA')
exit()
#CALCULO DOS COEFICIENTES DO ESTENCIL DO PROBLEMA DA CAVIDADE BIDIMENSIONAL

r_e=np.zeros([N, N],float)
c_e=np.zeros ([N, N],float)
1_e=np.zeros([N, N],float)
u_e=np.zeros ([N, N],float)
d_e=np.zeros([N, NJ],float)

for i in range(O,N-1):
for j in range(O,N):
r_eli,jl=1

for i in range(O,N):

for j in range(O,N):

if i==0:
c_eli,jl=-3
elif i==N-1:
c_eli,jl=-3
elif j==0:
c_eli,jl=-3
elif j==N-1:
c_el[i,j]=-3
else:
c_eli,jl=-4
c_el0,0]=-2

c_e[N-1,0]=-2
c_el[0,N-1]=-2
c_e[N-1,N-1]=-2

for i in range(1,N):

for j in range(O,N):
1 eli,jl=1
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for i in range(0,N):
for j in range(O,N-1):
u_eli,jl=1

for i in range(0,N):
for j in range(1,N):
d_eli,jl=1

HERBHRABHRRBHRRBRBRRRRRHRR GRS

start = timeit.time.time()
tempo=0.0
passo_de_tempo=0

iteracao_total=0

HERRHAHAARRAAAAARRRRRRRRAAAAAS
#DEFININDO FUNGOES

Onjit
def calcula_pressao_gs(p, u_star, v_star,b, N, dx, dy, dt, tol,erro_graph,Res):
erro=100
iteracao_pressao=0
omega=1
if passo_de_tempo==0:
def calcula_delta(R):
delta=0
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
delta=delta+R[i,jl1*R[i,j]
return delta
while erro>tol:
R_max=0.0
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
# 1f 1 == N//2 and j == N/2:

# # pli,j]=-0.00868782
# plt,7]=1

# # pli,7]=-0.194239

# else:

a_ii=c_eli,j]

R=(1.0/a_ii)*(b[i,jl-(r_eli, jl*pli+1l,jl+c_eli,jl*pli,jl+1l_eli,jl*pli-1,j]+
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u_eli,jl*pli,j+11+d_eldi,jl*pli,j-11))

pli,jl=pli,j]l+omega*R
# plN//2,N//2]=-0.00868782
if np.abs(R)>R_max:

R_max=np.abs(R)

for i in range(N):
for j in range(N):
Res[i,jl=bl[i,jl-(r_eli,jl*pli+1,jl+c_eli,jl*pli,jl+1l_el[i,jl*pli-1,j]1+
u_eli,jl*pli,j+11+d_eli,jl*pli,j-11)

delta=calcula_delta(Res)
soma=0
for i in range(N):
for j in range(N):
soma=soma+b[i,jl*b[i,j]
b_delta=soma
erro=np.sqrt(delta/b_delta)

# erro=R_mazx

iteracao_pressao=iteracao_pressao+l

#GERANDO 0S VETORES PARA 0S GRAFICOS DE ERRO X N° DE ITERACOES
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.append(erro_graph,erro)

#ATUALIZANDO CONTORNO DA PRESSAO

for i in range(N):
pl-1,i]1=p[0,i]
pIN,il=p[N-1,i]
pli,-11=pl[i,0]
pli,N]=p[i,N-1]

pl-1,-11=p[0,0]

pl-1,N]=p[0,N-1]

pN,-1]=p[N-1,0]

p[N,N]=p[N-1,N-1]

return p, iteracao_pressao, erro_graph
Onjit
def calcula_u_star(N,u,v,u_star):

for i in range(1,N):

for j in range(O,N):
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C1=0.25%(v[i-1,j]+v[i,jl+v[i,j+11+v[i-1,j+1])
al=uli,jl*(uli+1,jl-uli-1,31)/(2*dx)+Clx(uli, j+1]-uli, j-11)/(2*dy)
a2=(uli+1,j]-2%uli,jl+uli-1,31)/(dx*dx)+(uli,j+11-2%uli,jl+uli,j-11)/(dy*dy)
R=dt*(-al1+(1.0/Re)*a2)
u_star[i,jl=uli,jl+R

#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR

for i in range(1,N):

u_star[i,-1]=-u_star[i,0]

for i in range(1,N):

u_star[i,N]=2+U_topo-u_star[i,N-1]

return u_star
OGnjit
def calcula_v_star(N,u,v,v_star):
for i in range(0,N):
for j in range(1,N):
€2=0.25%(uli, jl+uli+1,jl+uli+1,j-1]1+uli,j-11)
al=C2x(v[i+1,jl-v[i-1,j1)/(2xdx)+v[i,jl*(v[i,j+1]-v[i,j-11)/(2xdy)
a2=(v[i+1,jl-2xv[i,jl+v[i-1,3j1)/(dx*dx)+(v[i,j+1]-2*v[i,jl+v[i,j-1]1)/(dy*dy)
R=dt*(-al+(1.0/Re)*a2)
v_star[i,jl=v[i,jl+R
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR
for j in range(1,N):
v_star[-1,j]=-v_star[0,j]

for j in range(1,N):
v_star ([N, jl=-v_star[N-1,j]

return v_star

Onjit
def calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
uli,jl=u_star([i,jl-dt*(p[i,jl-pli-1,j1)/(dx)
v[i,jl=v_star([i,jl-dt*(pli,jl-pli,j-11)/(dy)
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES
for i in range(1,N):
uli,-1]=-uli,0]
for i in range(1,N):
uli,N]=2*U_topo-ul[i,N-1]
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for j in range(1,N):
v[-1,j1=-v[0,]]

for j in range(1,N):
vIN,jl=-vIN-1,j]

return u,v

Onjit
def calcula_b(N,dt,dx,u_star,v_star,b):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
bli,jl=(dx/dt)*(u_star[i+l,jl-u_star[i, jl+v_star([i,j+1]-v_star[i,jl)

return b
BRBRBURBRBURBRBURBRBRRBRBRRBR AR

#ENTRANDO NO LOOP PRINCIPAL

while tempo<tempo_final:

calcula_u_star(N,u,v,u_star)

calcula_v_star(N,u,v,v_star)
RERRBRRBRARRERBRARRARBRRRR A
#CALCULANDO 0 VETOR B

b=calcula_b(N, dt, dx, u_star, v_star,b)

#CALCULANDO A PRESSAO0 METODO DE SOR
tol=10%*(-6)
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.zeros([0],float)

Vas linhas abaizo, a varidvel funcao_calcula Tecebe os valores de pressao,
1teracdes feitas nmaquele passo de tempo e os walores de erro para cada
1teragdo no primeiro passo de tempo para gerar grdficos posteriormente.

nas linhas abaizo, cada valor da varidvel funcao_calcula é passada para uma

HOR R R W

varidvel adequada, como a pressdo é passada para a varidvel p, por exemplo.

funcao_calcula=calcula_pressao_gs(p, u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt, tol,erro_graph,Res)
p=funcao_calculal0]
iteracao_pressao=funcao_calculal[1]

iteracao_total=iteracao_total+iteracao_pressao
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if passo_de_tempo==0:
erro_graph=funcao_calculal[?2]

iteracao_primeiro_tempo=iteracao_pressao
#CALCULANDO A NOVA VELOCIDADE

u_e_v=calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N)
u=u_e_v[0]

v=u_e_v[1]

tempo=tempo+dt
itera_por_passo_graph[passo_de_tempo]=iteracao_pressao
passo_de_tempo=passo_de_tempo+1

print('No passo de tempo ',passo_de_tempo, 'foram realizadas ',

iteracao_pressao, 'iteracoes na pressao')

finish = timeit.time.time()
tempo_execucao=finish-start

print ('Tempo de execugdo:',finish-start)

print ('Numero total de iteracoes: ',iteracao_total)
# exit()

#SALVANDO INFORMAGOES EM FORMATO TXT
info=np.array([Re,N,tol, dt,tempo_final,tempo_execucao,iteracao_primeiro_tempo,
iteracao_totall)

np.savetxt('info_gc.txt', info,fmt='71.6f' , header=
'Re,N,tol,passo_de_tempo,tempo_final,tempo_execucao,'
'iteracao_primeiro_tempo,iteracao_total')

np.savetxt('erro_graph_gc.txt',erro_graph, fmt='71.7f")

np.savetxt ('campo_pressao_gc.txt', p, fmt='%1.7f")

np.savetxt('campo_u_gc.txt', u, fmt='%1.7f")

np.savetxt('campo_v_gc.txt', v, fmt='71.7f")

np.savetxt('itera_por_passo_graph_gc.txt', itera_por_passo_graph,fmt="'71.1f")

II.2 Coédigo do método Jacobi Amortecido

import numpy as np
import timeit

from numba import njit

#DEFINIQZU DAS PRINCIPAIS VARIAVEIS DO PROBLEMA
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N=128 #indice do ultimo ponto na discretizacdo

L=1.0 #largura da cavidade

H=L #altura da cavidade

Re=3000 #nimero de Reynolds

tempo_final=0.05 #tempo final da simulacdo

U_topo=1.0 #veloctdade da parede supertor da cavidade

dx=L/N

dy=dx

dt=0.0005

u_star=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #compontente horizontal de wel. estrela
v_star=np.zeros ([N+2,N+1] ,float) #componente vertical de vel. estrela
p=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #pressdo

p_new=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #vetor pressdo auziliar

u=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #componente horizontal de velocidade
v=np.zeros([N+2,N+1] ,float) #componente vertical de wvelocidade
b=np.zeros([N,N],float) #vetor resposta do sistema Az=b
itera_por_passo_graph=np.zeros(100) #vetor gerado para criar graficos
erro_graph=np.zeros([0] ,float) #vetor gerado para criar grdficos
Res=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #vetor residuo

#DEFINIGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGAO INICIAL DO PROBLEMA

for i in range(1,N):
uli,N]=2*U_topo-ul[i,N-1]

u_star=np. copy (u)
#VERIFICANDO CUNDI§ﬁES DE ESTABILIDADE DAS DIFERENGAS FINITAS

if dt>=(dx) or dt>=(dy):
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 1 NAQ ATENDIDA')
exit ()
if dx>=(1/(Re**(1/2.0))) or dy>=(1/(Rex*(1/2.0))):
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 2 NAQ ATENDIDA')
exit()
if dt>=(1/4.0%Re*dx**2) or dt>=(1/4.0%Rexdy**2)
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 3 NAO ATENDIDA')
exit()
#CALCULO DOS COEFICIENTES DO ESTENCIL DO PROBLEMA DA CAVIDADE BIDIMENSIONAL
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r_e=np.zeros([N, NJ],float)
c_e=np.zeros ([N, N],float)
1_e=np.zeros([N, N],float)
u_e=np.zeros ([N, N],float)
d_e=np.zeros([N, NJ],float)

for i in range(O0,N-1):
for j in range(O,N):
r_eli,jl=1

for i in range(0,N):

for j in range(O,N):

if i==0:
c_eli,jl=-3
elif i==N-1:
c_eli,j]=-3
elif j==0:
c_eli,jl=-3
elif j==N-1:
c_eli,j]=-3
else:
c_eli,jl=-4
c_el[0,0]=-2

c_e[N-1,0]=-2
c_el[0,N-1]=-2
c_e[N-1,N-1]=-2

for i in range(1,N):
for j in range(O,N):
1 eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(O,N-1):
u_eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(1,N):

d_eli,jl=1

HERBHRABHRRBRRRARARRRHRHBHA RS
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start = timeit.time.time()
tempo=0.0
passo_de_tempo=0

iteracao_total=0

HERRBHERRRARRRBRBRRRRAAS
#DEFININDO FUNGOES

Onjit
def calcula_pressao_jacobi_sr(p, u_star, v_star,b, N, dx, dy, dt, tol,
erro_graph,p_new,Res):
erro=100
iteracao_pressao=0
omega_jacobi=0.9999
if passo_de_tempo==0:
def calcula_delta(R):
delta=0
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
delta=delta+R[i,jl1*R[i,j]

return delta

while erro>tol:
R_max=0.0
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
a_ii=c_eli,jl
R=(1.0/a_ii)*(b[i,jl-(r_eli,jl*pli+1,jl+c_eli,jl*pli,jl+
1_eli,jl*pli-1,jl+u_eli,jl*pli,j+11+
d_eli,jl*pli,j-11))
p_new([i,jl=pli,jl+omega_jacobi*R
if np.abs(R)>R_max:
R_max=np.abs(R)
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
pli,jl=p_newl[i, j]
for i in range(N):
for j in range(N):
Res[i,jl=bli,jl-(r_eli,jl*pli+l,jl+c_eli,jl*pli,jl+1_eli,jl*pli-1,j]1+
u_eli,jl*pli,j+11+d_eli,jl*pli,j-11)

delta=calcula_delta(Res)
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soma=0
for i in range(N):

for j in range(N):

soma=soma+b[i,jl*bl[i,j]

b_delta=soma
erro=np.sqrt(delta/b_delta)
# erro=R_max
# print(erro)

iteracao_pressao=iteracao_pressao+l

#GERANDO 0S VETORES PARA 0S GRAFICOS DE ERRO X N° DE ITERACOES
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.append(erro_graph,erro)

#ATUALIZANDO CONTORNO DA PRESSAO

for i in range(N):
pl-1,i]1=p[0,i]
pN,i]=p[N-1,i]
pli,-11=p[i,0]
pli,N]=p[i,N-1]

pl-1,-11=p[0,0]
pl-1,N]=p[0,N-1]
pN,-1]=p[N-1,0]
p[N,N]=p[N-1,N-1]
return p,iteracao_pressao,erro_graph
enjit
def calcula_u_star(N,u,v,u_star):
for i in range(1,N):
for j in range(O,N):
C1=0.25%(v[i-1,j]+v[i,jl+v[i,j+11+v[i-1,j+1])
al=uli,jl*(uli+1,jl-uli-1,31)/(2*dx)+Clx(uli,j+1]-uli,j-11)/(2*dy)
a2=(uli+1,jl-2*uli,jl+uli-1,j1)/(dx*dx)+(uli, j+1]-2*uli, jl+uli,j-11)/(dy*dy)
R=dt*(-a1+(1.0/Re)*a2)
u_star[i,jl=uli,jl+R
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR
for i in range(1,N):

u_star[i,-1]=-u_star[i,0]

for i in range(1,N):

u_star[i,N]=2*U_topo-u_star[i,N-1]
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return u_star
Onjit
def calcula_v_star(N,u,v,v_star):
for i in range(0,N):
for j in range(1,N):
€2=0.25%(uli, jl+uli+1,jl+uli+1,j-1]1+uldi,j-11)
al=C2*(v[i+1,j]-v[i-1,j1)/(2xdx)+v[i, jI*(v[i,j+1]-v[i,j-11)/(2*dy)
a2=(v[i+1,jl-2xv[i,jl+v[i-1,3j1)/(dx*dx)+(v[i,j+1]-2*v[i,jl+v[i,j-1])/(dy*dy)
R=dt*(-al1+(1.0/Re)*a2)
v_star[i,jl=v[i,jl+R
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR
for j in range(1,N):
v_star[-1,jl=-v_star[O0, j]

for j in range(1,N):
v_star [N, jl=-v_star[N-1,j]

return v_star

enjit
def calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
uli,jl=u_star[i,jl-dt*(pl[i,jl-pli-1,3j]1)/(dx)
v[i,jl=v_star([i,jl-dt*(pli,jl-pli,j-11)/(dy)
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES
for i in range(1,N):
uli,-1]=-uli,0]
for i in range(1,N):
uli,N]1=2*U_topo-ul[i,N-1]

for j in range(1,N):
v[-1,j]=-v[0,]]
for j in range(1,N):
v[N,jl=-v[N-1,]]

return u,v

Onjit
def calcula_b(N,dt,dx,u_star,v_star,b):
for i in range(0,N):
for j in range(O,N):
bli,jl=(dx/dt)*(u_star[i+l,jl-u_star[i, jl+v_star([i,j+1]-v_star[i,j])

7



return b
HURBRARARARRBR AR AR AR RR ARG H

#ENTRANDO NO LOOP PRINCIPAL

while tempo<tempo_final:

calcula_u_star(N,u,v,u_star)

calcula_v_star(N,u,v,v_star)

RERBHRABHRRBHRRBRARRRRRHRH RS

#CALCULANDO 0 VETOR B

b=calcula_b(N, dt, dx, u_star, v_star,b)

#CALCULANDO A PRESSAO0 METODO DE GAUSS-SEIDEL
tol=10%*(-6)
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.zeros([0] ,float)

funcao_calcula=calcula_pressao_jacobi_sr(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt,
tol,erro_graph,p_new,Res)
p=funcao_calculal0]
iteracao_pressao=funcao_calculal[1]
iteracao_total=iteracao_total+iteracao_pressao
if passo_de_tempo==0:
erro_graph=funcao_calculal[?2]

iteracao_primeiro_tempo=iteracao_pressao
#CALCULANDO A NOVA VELOCIDADE
u_e_v=calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N)
u=u_e_v[0]
v=u_e_v[1]
tempo=tempo+dt
itera_por_passo_graph[passo_de_tempo]=iteracao_pressao

passo_de_tempo=passo_de_tempo+1

print('No passo de tempo ',passo_de_tempo,'foram realizadas ',

iteracao_pressao, 'iteracoes na pressao')
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finish = timeit.time.time()
tempo_execucao=finish-start
print ('Tempo de execugdo:',finish-start)

print ('Numero total de iteracoes: ',iteracao_total)

#SALVANDO INFORMAGOES EM FORMATO TXT
info=np.array([Re,N,tol,dt,tempo_final,tempo_execucao,iteracao_primeiro_tempo,
iteracao_totall)

np.savetxt('info_jacobi_sr.txt', info,fmt='7,1.6f' , header=
'Re,N,tol,passo_de_tempo,tempo_final,tempo_execucao, '
'iteracao_primeiro_tempo,iteracao_total')

np.savetxt('erro_graph_jacobi_sr.txt',erro_graph, fmt='71.7f")

np.savetxt (' campo_pressao_jacobi_sr.txt', p, fmt='/1.7f")

np.savetxt('campo_u_jacobi_sr.txt', u, fmt='%1.7f")

np.savetxt('campo_v_jacobi_srl.txt', v, fmt='71.7f")

np.savetxt('itera_por_passo_graph_sr.txt', itera_por_passo_graph,fmt='71.1f")

I1.3 Coébdigo do método SOR

import numpy as np
import timeit

from numba import njit

#DEFINIGAO DAS PRINCIPAIS VARIAVEIS DO PROBLEMA

N=128 #indice do ultimo ponto na discretizacgdo

L=1.0 #largura da cavidade

H=L #altura da cavidade

Re=3000 #numero de Reynolds

tempo_final=0.05 #tempo final da simulacdo

U_topo=1.0 #veloctdade da parede superior da cavidade

dx=L/N

dy=dx

dt=0.0005

u_star=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #compontente horizontal de wel. estrela
v_star=np.zeros ([N+2,N+1] ,float) #componente vertical de wvel. estrela
p=np.zeros([N+2,N+2] ,float) #pressdo

u=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #componente horizontal de velocidade
v=np.zeros ([N+2,N+1],float) #componente vertical de wvelocidade
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b=np.zeros([N,N],float) #vetor resposta do sistema Az=b

itera_por_passo_graph=np.zeros(100) #vetor gerado para criar graficos
erro_graph=np.zeros([0],float) #vetor gerado para criar grdficos
Res=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #vetor residuo

#DEFINIGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGAD INICIAL DO PROBLEMA

for i in range(1,N):
uli,N]=2.0*U_topo-ul[i,N-1]

u_star=np. copy (u)
#VERIFICANDO CONDIGOES DE ESTABILIDADE DAS DIFERENGAS FINITAS

if dt>=(dx) or dt>=(dy):
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 1 NAO ATENDIDA')
exit ()
if dx>=(1/(Re**(1/2.0))) or dy>=(1/(Re**(1/2.0))):
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 2 NAO ATENDIDA')
exit ()
if dt>=(1/4.0%Rexdx**2) or dt>=(1/4.0*Re*xdy**2)
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 3 NAQ ATENDIDA')
exit ()
#CALCULO DOS COEFICIENTES DO ESTENCIL DO PROBLEMA DA CAVIDADE BIDIMENSIONAL

r_e=np.zeros([N, NJ],float)
c_e=np.zeros ([N, N],float)
1_e=np.zeros([N, N],float)
u_e=np.zeros ([N, N],float)
d_e=np.zeros ([N, NJ],float)

for i in range(O0,N-1):
for j in range(O,N):
r_eli,jl=1

for i in range(0,N):

for j in range(O,N):

if i==0:
c_eli,jl=-3
elif i==N-1:
c_eli,jl=-3
elif j==0:
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c_el[i,j]=-3

elif j==N-1:
c_eli,jl=-3
else:
c_eli,jl=-4
c_el[0,0]=-2

c_e[N-1,0]=-2
c_el[0O,N-1]=-2
c_e[N-1,N-1]=-2

for i in range(1,N):
for j in range(O,N):
1 eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(O,N-1):
u_eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(1,N):
d_eli,jl=1

RERBHRABHARGHARBRARRRRRHRR RS

start = timeit.time.time()
tempo=0.0
passo_de_tempo=0

iteracao_total=0

BEBBBBBRRARAAARARRRRRBBBBRIIS
#DEFININDO FUNGOES

Onjit
def calcula_pressao_sor(p, u_star, v_star,b, N, dx, dy, dt, tol,erro_graph,Res):
erro=100
iteracao_pressao=0
omega=1.97
if passo_de_tempo==0:
def calcula_delta(R):
delta=0
for i in range(N+2):

for j in range(N+2):
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delta=delta+R[i,jl*R[1,]]
return delta
while erro>tol:
R_max=0.0
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
# 1f v == N//2 and j == N/2:

# # pli,7]=-0.00868782
# pli,5]=1

# # pli,g]=-0.194239

# else:

a_ii=c_eli,j]
R=(1.0/a_ii)*(b[i,jl-(r_eli,jl*pli+1,jl+c_eli,jl*pli,jl+1_eli,jl*pli-1,jl1+
u_eli,jl*pli,j+11+d_eli,jl*pli,j-11))
pli,jl=pli,j]l+omega*R
# plN//2,N//2]=-0.00868782
if np.abs(R)>R_max:
R_max=np.abs (R)
for i in range(N):
for j in range(N):
Res[i,jl=bli,jl-(r_eli,jl*pli+1,jl+c_eli,jl*pli,jl+1l_eli,jl*pli-1,jl+
u_eli,jl*pli,j+1l+d_eli,jl*pli,j-11)

delta=calcula_delta(Res)
soma=0
for i in range(N):
for j in range(N):
soma=soma+b[i,jl*b[i, j]
b_delta=soma
erro=np.sqrt(delta/b_delta)

# erro=R_max
iteracao_pressao=iteracao_pressao+l
#GERANDO 0S VETORES PARA 0S GRAFICOS DE ERRO X N° DE ITERACOES
if passo_de_tempo==0:
erro_graph=np.append(erro_graph,erro)

#ATUALIZANDO CONTORNO DA PRESSAO

for i in range(N):
pl-1,i]1=p[0,i]
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p[N)1]=p[N_1>1]
pli,-1]=pli,0]
pli,N]=p[i,N-1]

pl-1,-11=p[0,0]
pl-1,N]=p[0,N-1]
pIN,-1]=p[N-1,0]
p[N,N]=p[N-1,N-1]
return p, iteracao_pressao, erro_graph
Onjit
def calcula_u_star(N,u,v,u_star):
for i in range(1,N):
for j in range(O,N):
C1=0.25*%(v[i-1,jl+v[i,jl+v[i,j+1]+v[i-1,j+1])
al=uli,jl*(uli+1,jl-uli-1,31)/(2xdx)+Cl*x(uli, j+1]-uli, j-11)/(2xdy)
a2=(uli+1,jl-2*uli,jl+uli-1,j1)/(dx*dx)+(uli, j+1]-2*uli, jl+uli,j-11)/(dy*dy)
R=dt*(-al+(1.0/Re)*a2)
u_star[i,jl=uli,jl+R
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR
for i in range(1,N):

u_star[i,-1]=-u_star[i,0]

for i in range(1,N):

u_star[i,N]=2*U_topo-u_star[i,N-1]

return u_star
Onjit
def calcula_v_star(N,u,v,v_star):
for i in range(O,N):
for j in range(1,N):
€2=0.25%(uli,jl+uli+1,jl+uli+1,j-11+uli,j-11)
al=C2*(v[i+1,j]-v[i-1,31)/(2xdx)+v[i,jI*(v[i,j+1]-v[i,j-11)/(2*dy)
a2=(v[i+1,jl-2xv[i,jl+v[i-1,3j1)/(dx*dx)+(v[i,j+1]-2*v[i,jl+v[i,j-1]1)/(dy*dy)
R=dt*(-al+(1.0/Re)*a2)
v_star[i,jl=v[i,jl+R
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR
for j in range(1,N):
v_star[-1,jl=-v_star[O0, j]

for j in range(1,N):

v_star[N, jl=-v_star[N-1,j]

return v_star
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enjit
def calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
uli,jl=u_star([i,jl-dt*(p[i,jl-pli-1,31)/(dx)
v[i,jl=v_star([i,jl-dt*(pli,jl-pli,j-11)/(dy)
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES
for i in range(1,N):
uli,-1]=-uli,0]
for i in range(1,N):
uli,N]=2+U_topo-ul[i,N-1]

for j in range(1,N):
v[-1,j1=-v[0,]]

for j in range(1,N):
vIN,jl=-v[N-1,j]

return u,v
enjit
def calcula_b(N,dt,dx,u_star,v_star,b):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
bli,jl=(dx/dt)*(u_star[i+1,j]l-u_star([i,jl+v_star[i,j+1]-v_star[i,jl)
return b

RERGHRABHARBRBRRRRRRRARRRRGHRRGHH

#ENTRANDO NO LOOP PRINCIPAL

while tempo<tempo_final:

calcula_u_star(N,u,v,u_star)

calcula_v_star(N,u,v,v_star)
RERRRERBRARRERBERRRARRRRRRRAH
#CALCULANDO 0 VETOR B

b=calcula_b(N, dt, dx, u_star, v_star,b)

#CALCULANDO A PRESSAO METODO DE SOR
tol=10%*(-6)
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if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.zeros([0],float)

Nas linhas abaizo, a varidvel funcao_calcula recebe os wvalores de pressao,
1teracbdes feitas naquele passo de tempo e os wvalores de erro para cada
1teragdo no primeiro passo de tempo para gerar grdficos posteriormente.

nas linhas abaizo, cada valor da varidvel funcao_calcula é passada para uma

HOR OB O™

varidvel adequada, como a pressdo é passada para a varidvel p, por exemplo.

funcao_calcula=calcula_pressao_sor(p, u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt, tol,erro_graph,Res
p=funcao_calculal0]
iteracao_pressao=funcao_calculal[1]
iteracao_total=iteracao_total+iteracao_pressao
if passo_de_tempo==0:
erro_graph=funcao_calculal[?2]

iteracao_primeiro_tempo=iteracao_pressao
#CALCULANDO A NOVA VELOCIDADE

u_e_v=calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N)

u=u_e_v[0]

v=u_e_v[1]

tempo=tempo+dt
itera_por_passo_graph[passo_de_tempo]=iteracao_pressao
passo_de_tempo=passo_de_tempo+1

print('No passo de tempo ',passo_de_tempo, 'foram realizadas ',

iteracao_pressao, 'iteracoes na pressao')

finish = timeit.time.time()
tempo_execucao=finish-start

print('Tempo de execugdo:',finish-start)

print ('Numero total de iteracoes: ',iteracao_total)
# exit()

#SALVANDO INFORMAGOES EM FORMATO TXT
info=np.array([Re,N,tol, dt,tempo_final,tempo_execucao,iteracao_primeiro_tempo,
iteracao_total])
np.savetxt('info_sor.txt', info,fmt='71.6f' , header=
'Re,N,tol,passo_de_tempo,tempo_final,tempo_execucao,'
'iteracao_primeiro_tempo,iteracao_total')

np.savetxt('erro_graph_sor.txt',erro_graph, fmt='%1.7f")
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np.savetxt ('campo_pressao_sor.txt', p, fmt='%1.7f")
np.savetxt('campo_u_sor.txt', u, fmt='%1.7f")
np.savetxt('campo_v_sor.txt', v, fmt='%1.7f")

np.savetxt('itera_por_passo_graph_sor.txt', itera_por_passo_graph,fmt="'71.1f")

II.4 Cobdigo do método Gradiente Conjugado

import numpy as np
import timeit

from numba import njit

#DEFINIGAO DAS PRINCIPAIS VARIAVEIS DO PROBLEMA

N=1024 #indice do ultimo ponto na discretizagdo

L=1.0 #largura da cavidade

H=L #altura da cavidade

Re=3000 #niumero de Reynolds

tempo_final=0.05 #tempo final da simulacgdo

U_topo=1.0 #veloctdade da parede superior da cavidade

dx=L/N

dy=dx

dt=0.0005

u_star=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #compontente horizontal de wel. estrela
v_star=np.zeros ([N+2,N+1] ,float) #componente vertical de wvel. estrela
p=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #pressdo

u=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #componente horizontal de velocidade
v=np.zeros ([N+2,N+1] ,float) #componente vertical de welocidade
b=np.zeros([N,N],float) #vetor resposta do sistema Az=b
itera_por_passo_graph=np.zeros(100) #vetor gerado para criar graficos
erro_graph=np.zeros([0] ,float) #vetor gerado para criar grdficos
R=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #vetor residuo

#DEFINIGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGAO INICIAL DO PROBLEMA

for i in range(1,N):
uli,N]=2*%U_topo-ul[i,N-1]

u_star=np. copy (u)
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#VERIFICANDO CONDIGOES DE ESTABILIDADE DAS DIFERENGAS FINITAS

if dt>=(dx) or dt>=(dy):
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 1 NAO ATENDIDA')
exit ()
if dx>=(1/(Re**(1/2.0))) or dy>=(1/(Rex*(1/2.0))):
print (' CONDIGAO DE ESTABILIDADE 2 NAO ATENDIDA')
exit ()
if dt>=(1/4.0%Rexdx**2) or dt>=(1/4.0*Re*dy**2)
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 3 NAQ ATENDIDA')
exit ()
#CALCULO DOS COEFICIENTES DO ESTENCIL DO PROBLEMA DA CAVIDADE BIDIMENSIONAL

r_e=np.zeros([N, NJ],float)
c_e=np.zeros([N, N],float)
1_e=np.zeros([N, N],float)
u_e=np.zeros ([N, N],float)
d_e=np.zeros([N, NJ],float)

for i in range(O0,N-1):
for j in range(O,N):
r_eli,jl=1

for i in range(0,N):

for j in range(O,N):

if i==0:
c_eli,jl=-3
elif i==N-1:
c_eli,jl=-3
elif j==0:
c_eli,jl=-3
elif j==N-1:
c_eli,jl=-3
else:
c_eli,jl=-4
c_el[0,0]=-2

c_e[N-1,0]=-2
c_e[0,N-1]=-2
c_e[N-1,N-1]=-2

for i in range(1,N):

for j in range(0,N):
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1_eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(O,N-1):
u_eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(1,N):
d_eli,jl=1

RERBHRABHRRGHARBRARRRRRRRA R A

start = timeit.time.time()
tempo=0.0
passo_de_tempo=0

iteracao_total=0

RERBHRABHRRBRRRBRARRRRRHRR GRS

tol=10%*(-6)

d=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #matriz gerada para armazenar varidveis do GC
s=np.zeros ([N+2,N++2]) #matriz gerada para armazenar varidvets do GC
Onjit

def calcula_pressao_gc(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt, tol,erro_graph,R,d,

passo_de_tempo,s):

if passo_de_tempo==0:
print('As funcdes necessarias para rodar o algoritmo do GC foram definidas aqui')
def calcula_R(R,alpha,s,N):
for i in range(N):
for j in range(N):
R[i,jl=R[i,j]l-alpha*s[i,]j]

return R

def calcula_s(s,r_e,c_e,l_e,u_e,d_e,d):
for i in range(N):
for j in range(N):
sli,jl=(r_eli,jl*dli+1,jl+c_el[i,jl*dli,jl+1_eli,jI*d[i-1,j]1+
u_eli,jl*d[i,j+1]+d_eli,jl*d[i,j-1]1)
return s
def calcula_delta(R):
delta=0
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for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
delta=delta+R[i,jl1*R[i, ]
return delta
def calcula_alpha(delta,d,s):
soma=0
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
soma=soma+d[i,jl*s[i,j]
alpha=delta/soma
return alpha
def calcula_p(p,alpha,d):
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
pli,jl=pli, jl+alpha*d[i,j]

return p

def calcula_d(delta_new,delta,d):
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
dli,j1=R[1i,jl+delta_new/delta*d[i,j]
return d
erro=100
k=0
iteracao_pressao=0
for i in range(N):
for j in range(N):
R[i,jl1=bli,jl-(r_eli,jl*pli+1,jl+c_eli,jl*pli,jl+1_eli,jl*pli-1,jl+
u_eli,jl*pli,j+11+d_eli,jl*pli,j-11)
d=np.copy (R)
# soma=0
# for i in range(N):
# for 7 in range(N):
# soma=soma+b[%, j]*b[%, 5]
# b_delta=soma
delta=calcula_delta(R)
soma=0
for i in range(N):
for j in range(N):
soma=soma+b[i,jl*b[i, j]

b_delta=soma
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while delta>((tol**2)+*b_delta):
s=calcula_s(s,r_e,c_e,l_e,u_e,d_e,d)
delta=calcula_delta(R)
alpha=calcula_alpha(delta,d,s)
p=calcula_p(p,alpha,d)
R=calcula_R(R,alpha,s,N)
delta_new=calcula_delta(R)
d=calcula_d(delta_new,delta,d)

k=k+1
erro=np.sqrt(delta/b_delta)
# erro=np.sqrt(delta_new/b_delta)
iteracao_pressao=iteracao_pressao+l
soma=0
for i in range(N):

for j in range(N):

soma=soma+b[i,jl*b[i, j]

b_delta=soma

#GERANDO 0S VETORES PARA 0S GRAFICOS DE ERRO X N° DE ITERACOES
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.append (erro_graph,erro)

#ATUALIZANDO CONTORNO DA PRESSAO

for i in range(N):
pl-1,i]1=p[0,i]
plN,il=p[N-1,i]
pli,-11=pli,0]
pli,N]=p[i,N-1]

pl-1,-11=p[0,0]
pl-1,N]=p[0,N-1]
plN,-1]1=p[N-1,0]
p[N,N]=p[N-1,N-1]

return p,iteracao_pressao,erro_graph

Onjit
def calcula_u_star(N,u,v,u_star):
for i in range(1,N):

for j in range(O,N):

90



C1=0.25%(v[i-1,j]+v[i,jl+v[i,j+11+v[i-1,j+1])
al=uli,jl*(uli+1,jl-uli-1,31)/(2*dx)+Clx(uli, j+1]-uli, j-11)/(2*dy)
a2=(uli+1,j]-2%uli,jl+uli-1,31)/(dx*dx)+(uli,j+11-2%uli,jl+uli,j-11)/(dy*dy)
R=dt*(-al1+(1.0/Re)*a2)
u_star[i,jl=uli,jl+R

#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR

for i in range(1,N):

u_star[i,-1]=-u_star[i,0]

for i in range(1,N):

u_star[i,N]=2+U_topo-u_star[i,N-1]

return u_star
OGnjit
def calcula_v_star(N,u,v,v_star):
for i in range(0,N):
for j in range(1,N):
€2=0.25%(uli, jl+uli+1,jl+uli+1,j-1]1+uli,j-11)
al=C2x(v[i+1,jl-v[i-1,3j1)/(2xdx)+v[i,jl*(v[i,j+1]-v[i,j-11)/(2xdy)
a2=(v[i+1,jl-2xv[i,jl+v[i-1,3j1)/(dx*dx)+(v[i,j+1]-2*v[i,jl+v[i,j-1]1)/(dy*dy)
R=dt*(-al+(1.0/Re)*a2)
v_star[i,jl=v[i,jl+R

#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR
for j in range(1,N):
v_star[-1,jl=-v_star[O0, j]

for j in range(1,N):
v_star[N, jl=-v_star[N-1,j]
return v_star
Onjit
def calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
uli,jl=u_star([i,jl-dt*(p[i,jl-pli-1,j1)/(dx)
v[i,jl=v_starl[i,jl-dtx(p[i,jl-pli,j-11)/(dy)
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES
for i in range(1,N):
uli,-1]=-uli,0]
for i in range(1,N):
uli,N]=2*U_topo-ul[i,N-1]
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for j in range(1,N):
v[-1,j1=-vI[0,j]
for j in range(1,N):
v[N,jl=-v[N-1,j]
return u,v
enjit
def calcula_b(N,dt,dx,u_star,v_star,b):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
bli,jl=(dx/dt)*(u_star[i+l,jl-u_star[i,jl+v_star([i,j+1]-v_star[i,j])
return b
RERBHRRBHRRARARARARRRRAHRARH

#ENTRANDO NO LOOP PRINCIPAL

while tempo<tempo_final:

calcula_u_star(N,u,v,u_star)

calcula_v_star(N,u,v,v_star)

HARRBARBRBRRARARRBRRRRAARBRRRH

b=calcula_b(N, dt, dx, u_star, v_star,b)

#CALCULANDO A PRESSAO METODO DO GRADIENTE CONJUGADO
tol=10%*(-6)
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.zeros([0],float)

Nas linhas abaizo, a varidvel funcao_calcula Tecebe os wvalores de pressao,
1teracdes feitas nmaquele passo de tempo e os walores de erro para cada
iteracdo no primeiro passo de tempo para gerar grdficos posteriormente.

nas linhas abaizo, cada valor da varidvel funcao_calcula é passada para uma

HOR R R ®

varidvel adequada, como a pressdo é passada para a varidvel p, por exemplo.

funcao_calcula=calcula_pressao_gc(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt, tol,
erro_graph,R,d,passo_de_tempo,s)
p=funcao_calculal0]
iteracao_pressao=funcao_calculal[1]
iteracao_total=iteracao_total+iteracao_pressao
if passo_de_tempo==0:
erro_graph=funcao_calculal[?2]

iteracao_primeiro_tempo=iteracao_pressao
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#CALCULANDO A NOVA VELOCIDADE

u_e_v=calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N)
u=u_e_v[0]

v=u_e_v[1]

tempo=tempo+dt
itera_por_passo_graph[passo_de_tempo]=iteracao_pressao
passo_de_tempo=passo_de_tempo+1
print('No passo de tempo ',passo_de_tempo, 'foram realizadas ',
iteracao_pressao, 'iteracoes na pressao')

finish = timeit.time.time()

tempo_execucao=finish-start

print('Tempo de execugdo:',finish-start)

print ('Numero total de iteracoes: ',iteracao_total)

#SALVANDO INFORMAGOES EM FORMATO TXT
info=np.array([Re,N,tol,dt,tempo_final,tempo_execucao,iteracao_primeiro_tempo,
iteracao_totall)

np.savetxt('info_gradiente_conjugado.txt', info,fmt='71.6f' , header=
'Re,N,tol,passo_de_tempo,tempo_final,tempo_execucao, '
'iteracao_primeiro_tempo,iteracao_total')

np.savetxt('erro_graph_gradiente_conjugado.txt',erro_graph, fmt='%1.7f")

np.savetxt (' campo_pressao_gradiente_conjugado.txt', p, fmt='%1.7f")

np.savetxt('campo_u_gradiente_conjugado.txt', u, fmt='%1.7f")

np.savetxt ('campo_v_gradiente_conjugado.txt', v, fmt='J1.7f")

np.savetxt('itera_por_passo_graph_gradiente_conjugado.txt', itera_por_passo_graph,fmt='/1.1f")

II1.5 Coédigo do Método GCP-SSOR

import numpy as np
import timeit

from numba import njit

#DEFINIGAD DAS PRINCIPAIS VARIAVEIS DO PROBLEMA

N=1024 #indice do ultimo ponto na discretizagdo
L=1.0 #largura da cavidade

H=L #altura da cavidade

Re=3000 #numero de Reynolds
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tempo_final=0.05 #tempo final da simulacdo

U_topo=1.0 #velocidade da parede superior da cavidade

dx=L/N

dy=dx

dt=0.0005

u_star=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #compontente horizontal de wel. estrela
v_star=np.zeros ([N+2,N+1] ,float) #componente vertical de vel. estrela
p=np.zeros([N+2,N+2] ,float) #pressado

u=np.zeros ([N+1,N+2] ,float) #componente horizontal de velocidade
v=np.zeros([N+2,N+1],float) #componente vertical de wvelocidade
b=np.zeros([N,N],float) #vetor resposta do sistema Az=b
itera_por_passo_graph=np.zeros(100) #vetor gerado para criar grdaficos
erro_graph=np.zeros([0],float) #vetor gerado para criar grdficos
R=np.zeros([N+2,N+2] ,float) #vetor residuo

#DEFINIGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGAO INICIAL DO PROBLEMA

for i in range(1,N):
uli,N]=2*U_topo-ul[i,N-1]

u_star=np. copy (u)
#VERIFICANDO CONDIGOES DE ESTABILIDADE DAS DIFERENGAS FINITAS

if dt>=(dx) or dt>=(dy):
print('CONDIQKO DE ESTABILIDADE 1 NAO ATENDIDA')
exit ()
if dx>=(1/(Re**(1/2.0))) or dy>=(1/(Re**(1/2.0))):
print('CONDIQKO DE ESTABILIDADE 2 NAO ATENDIDA')
exit ()
if dt>=(1/4.0%Rexdx**2) or dt>=(1/4.0*Re*xdy**2)
print ('CONDIGAQ DE ESTABILIDADE 3 NAQ ATENDIDA')
exit ()
#CALCULO DOS COEFICIENTES DO ESTENCIL DO PROBLEMA DA CAVIDADE BIDIMENSIONAL

r_e=np.zeros ([N, NJ],float)
c_e=np.zeros([N, N],float)
1_e=np.zeros([N, N],float)
u_e=np.zeros ([N, N],float)
d_e=np.zeros ([N, NJ],float)
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for i in range(O,N-1):
for j in range(O,N):
r_eli,jl=1

for i in range(0,N):

for j in range(O,N):

if 1==0:
c_eli,j]=-3
elif i==N-1:
c_eli,jl=-3
elif j==0:
c_el[i,j]=-3
elif j==N-1:
c_eli,jl=-3
else:
c_eli,jl=-4
c_el[0,0]=-2

c_e[N-1,0]=-2
c_el[0O,N-1]=-2
c_e[N-1,N-1]=-2

for i in range(1,N):
for j in range(O,N):
1 eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(O,N-1):
u_eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(1,N):
d_eli,jl=1

HARBRBHAAARRRIHAAARRRIHAAARRIS
start = timeit.time.time()
tempo=0.0

passo_de_tempo=0

iteracao_total=0

RERBHRABHRRBHARBRARRRARHRAH
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tol=10%*(-6)

d=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #matriz gerada para armazenar varidueis do GCP
y=np.zeros ([N+2,N+2] ,float) #matriz gerada para armazenar varidueis do GCP
h=np.zeros([N+2,N+2] ,float) #matriz gerada para armazenar varidveis do GCP
s=np.zeros ([N+2,N++2]) #matriz gerada para armazenar varidveis do GCP
enjit

def calcula_pressao_gcpc_ssor(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt, tol,erro_graph,

R,d, y, h,passo_de_tempo,s):

if passo_de_tempo==0:
print('As funcdes necessarias para rodar o algoritmo do GCP foram definidas aqui')
# Onjit
def calcula_h(y,h,omega_ssor,N):
for i in range(N):
for j in range(N):
coef=(1/(omega_ssor*(2-omega_ssor)))
y[i,j1=(R[i,j]/coef-omega_ssor*l_el[i,jl*y[i-1,j]-omega_ssor*d_eli,jl*yl[i, ]
for i in range(N-1,-1,-1):
for j in range(N-1,-1,-1):
h(i,jl=y[i,j]-omega_ssor/(c_eli,jl)*(r_eli,jl*h[i+1,jl+u_eli,jl*h[i,j+1])
return h
def calcula_R(R,alpha,s):
for i in range(N):
for j in range(N):
R[i,jl=R[i,j]l-alpha*s[i,]j]
return R
def calcula_s(s,r_e,c_e,l_e,u_e,d_e,d):
for i in range(N):
for j in range(N):
s[i,jl=(r_eli,jl*dl[i+1,jl+c_eli,jI*d[i,jl+1_el[i,jl*d[i-1,j]1+
u_eli,jl*dli,j+1]1+d_eli,jl*d[i,j-11)
return s
def calcula_delta(R,h):
delta=0
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
delta=delta+R[i,jl*h[i,]j]
return delta
def calcula_alpha(delta,d,s):
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soma=0
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
soma=soma+d[i,j]l*s[i,j]
alpha=delta/soma
return alpha
def calcula_p(p,alpha,d):
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
pli,jl=pli,jl+alpha*d[i, j]
return p
def calcula_d(h,delta_new,delta,d):
for i in range(N+2):
for j in range(N+2):
d[i,jl=h[i,jl+delta_new/delta*d[i,j]

return d

erro=100
k=0

iteracao_pressao=0

for i in range(N):
for j in range(N):
R[i,jl1=bli,jl-(r_el[i,jl*pli+1,jl+c_eli,jl*pli,jl+1_eli,jl*pli-1,jl+
u_eli,jl*pli,j+11+d_eli,jl*pli,j-11)
R_dot_R-np.sum(R*R)
soma=0
for i in range(N):
for j in range(N):
soma=soma+b[i,jl1*b[i,j]
b_delta=soma
omega_ssor=1.95
h=calcula_h(y,h,omega_ssor,N)
d=np. copy (h)

while erro>tol:

s=calcula_s(s,r_e,c_e,l_e,u_e,d_e,d)
delta=calcula_delta(R,h)
alpha=calcula_alpha(delta,d,s)
p=calcula_p(p,alpha,d)
R=calcula_R(R,alpha,s)

97



h=calcula_h(y,h,omega_ssor,N)

delta_new=calcula_delta(R,h)

d=calcula_d(h,delta_new,delta,d)

k=k+1

# erro=np.maz(np.abs (alpha*d))

R_dot_R-np.sum(R*R)

soma=0

for i in range(N):

for j in range(N):

soma=soma+b[i,jl1*b[i,j]

b_delta=soma

erro=np.sqrt(np.abs(R_dot_R/b_delta))

iteracao_pressao=iteracao_pressao+l

#GERANDO 0S VETORES PARA 0S GRAFICOS DE ERRO X N° DE ITERACOES
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.append(erro_graph,erro)

#ATUALIZANDO CONTORNO DA PRESSAO

for i in range(N):
pl-1,i]1=p[0,i]
pN,i]l=p[N-1,i]
pli,-11=p[i,0]
pli,N]=p[i,N-1]

pl-1,-11=p[0,0]
pl-1,N]=p[0,N-1]
pN,-1]=p[N-1,0]
p[N,N]=p[N-1,N-1]
return p,iteracao_pressao,erro_graph
njit
def calcula_u_star(N,u,v,u_star):
for i in range(1,N):
for j in range(O,N):
C1=0.25%(v[i-1,j]+v[i,jl+v[i,j+1]+v[i-1,j+1])
al=uli,jl*(uli+1,jl-uli-1,31)/(2*dx)+Clx(uli,j+1]-uli,j-11)/(2*dy)
a2=(uli+1,jl-2*uli,jl+uli-1,j1)/(dx*dx)+(uli, j+1]-2*uli, jl+uli,j-11)/(dy*dy)
R=dt*(-al1+(1.0/Re)*a2)
u_star[i,jl=uli,jl+R
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR

for i in range(1,N):
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u_star[i,-1]=-u_star[i,0]

for i in range(1,N):
u_star[i,N]=2*U_topo-u_star[i,N-1]

return u_star
Onjit
def calcula_v_star(N,u,v,v_star):
for i in range(O,N):
for j in range(1,N):
€2=0.25%(uli, jl+uli+1,jl+uli+1,j-1]1+uldi,j-11)
al=C2*(v[i+1,j]-v[i-1,j1)/(2xdx)+v[i,jI*(v[i,j+1]-v[i,j-11)/(2*dy)
a2=(v[i+1,jl-2xv[i,jl+v[i-1,3j1)/(dx*dx)+(v[i,j+1]-2*v[i,jl+v[i,j-1]1)/(dy*dy)
R=dt*(-al+(1.0/Re)*a2)
v_star[i,jl=v[i,jl1+R
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR
for j in range(1,N):
v_star[-1,jl=-v_star[O0, j]

for j in range(1,N):
v_star[N, jl=-v_star[N-1,j]

return v_star

enjit
def calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
uli,jl=u_star[i,jl-dt*(pl[i,jl-pli-1,3j]1)/(dx)
v[i,jl=v_star([i,jl-dt*(p[i,jl-pli,j-11)/(dy)
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES
for i in range(1,N):
uli,-1]=-uli,0]
for i in range(1,N):
uli,N]1=2*U_topo-ul[i,N-1]

for j in range(1,N):
v[-1,j]1=-v[0,]j]
for j in range(1,N):
v[N,jl=-v[N-1,]j]

return u,v

enjit
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def calcula_b(N,dt,dx,u_star,v_star,b):

for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
b[i,jl=(dx/dt)*(u_star[i+l,j]l-u_star[i,jl+v_star[i,j+1]-v_star[i,j])

return b

RERGHRAGHRRGHRRBRARRRAR RS

#ENTRANDO NO LOOP PRINCIPAL

while tempo<tempo_final:

HOR R R W

calcula_u_star(N,u,v,u_star)

calcula_v_star(N,u,v,v_star)

RERBHRABHRRGHRRBRARRRRRRRA R A

#CALCULANDO 0 VETOR B
b=calcula_b(N, dt, dx, u_star, v_star,b)

#CALCULANDO A PRESSA0 METODO DO GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO
tol=10%x*(-6)
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.zeros([0] ,float)

Nas linhas abaizo, a varidvel funcao_calcula Tecebe os wvalores de pressao,
1teracbdes feitas nmaquele passo de tempo e os walores de erro para cada
iteracdo no primeiro passo de tempo para gerar grdficos posteriormente.

nas linhas abaizo, cada valor da varidvel funcao_calcula é passada para uma

varidvel adequada, como a pressdo é passada para a varidvel p, por exemplo.

funcao_calcula=calcula_pressao_gcpc_ssor(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt,tol,
erro_graph,R,d, vy, h,passo_de_tempo,s)
p=funcao_calculal0]
iteracao_pressao=funcao_calculal[1]
iteracao_total=iteracao_total+iteracao_pressao
if passo_de_tempo==0:
erro_graph=funcao_calculal[?2]

iteracao_primeiro_tempo=iteracao_pressao

#CALCULANDO A NOVA VELOCIDADE

u_e_v=calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N)
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u=u_e_v[0]

v=u_e_v[1]

tempo=tempo+dt
itera_por_passo_graph[passo_de_tempo]=iteracao_pressao
passo_de_tempo=passo_de_tempo+1
print('No passo de tempo ',passo_de_tempo, 'foram realizadas ',
iteracao_pressao, 'iteracoes na pressao')

finish = timeit.time.time()

tempo_execucao=finish-start

print ('Tempo de execugdo:',finish-start)

print ('Numero total de iteracoes: ',iteracao_total)

#SALVANDO INFORMAGOES EM FORMATO TXT
info=np.array([Re,N,tol,dt,tempo_final,tempo_execucao,iteracao_primeiro_tempo,
iteracao_totall)
np.savetxt('info_gradiente_conjugado_precondicionado_ssor.txt', info,fmt='’1.6f' ,
header='Re,N,tol,passo_de_tempo,tempo_final,tempo_execucao, '
'iteracao_primeiro_tempo,iteracao_total')
np.savetxt ('erro_graph_gradiente_conjugado_precondicionado_ssor.txt',erro_graph, fmt=')1.7f")
np.savetxt (' campo_pressao_gradiente_conjugado_precondicionado_ssor.txt', p, fmt='71.7f")
np.savetxt (' campo_u_gradiente_conjugado_precondicionado_ssor.txt', u, fmt='%1.7f"')
np.savetxt ('campo_v_gradiente_conjugado_precondicionado_ssor.txt', v, fmt='}1.7f')
np.savetxt('itera_por_passo_graph_gradiente_conjugado_precondicionado_ssor.txt',

itera_por_passo_graph,fmt="'71.1f")

I1.6 Codigo do método Multigrid (MG-GC-2M)

import numpy as np
import timeit

from numba import njit

#DEFINI§ZU DAS PRINCIPAIS VARIAVEIS DO PROBLEMA

N=128 #indice do ultimo ponto na discretizagdo
L=1.0 #largura da cavidade

H=L #altura da cavidade

Re=3000 #numero de Reynolds

tempo_final=0.05 #tempo final da simulacdo

U_topo=1.0 #velocidade da parede superior da cavidade
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dx=L/N
dy=dx
dt=0.0005

u_star=np.zeros ([N+1,N+2] ,float)
v_star=np.zeros ([N+2,N+1] ,float)
p=np.zeros([N+2,N+2],float)
p_new=np.zeros ([N+2,N+2] ,float)
p_aux=np.zeros ([N+2,N+2] ,float)
u=np.zeros ([N+1,N+2] ,float)
v=np.zeros([N+2,N+1],float)
b=np.zeros([N,N],float)
itera_por_passo_graph=np.zeros(100)
erro_graph=np.zeros([0],float)
Res=np.zeros([N,N],float)
R=np.zeros([N+2,N+2] ,float)
Res_2h=np.zeros([N//2+1,N//2+1] ,float)

R_2h=np.zeros([(N+2)//2+1,(N+2)//2+1] ,float)

#compontente horizontal de vel. estrela
#componente vertical de wel. estrela
#pressao

#vetor pressdo auziliar 1

#vetor pressdo auziliar 2

#componente horizontal de wvelocidade
#componente vertical de wveloctidade
#vetor resposta do sistema Ax=b

#vetor gerado para criar graficos

#vetor gerado para criar grdaficos

#vetor restiduo

#vetor residuo

Res_aux=np.zeros([(N)//2+1,(N)//2+1] ,float)

e=np.zeros([(N)+2, (N)+2] ,float)
e_aux=np.zeros([(N), (N)], float)

e_new=np.zeros([(N)//2+1,(N)//2+1] ,float)

e_2h=np.zeros([(N)//2+2,(N)//2+2] ,float)

#DEFINIGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGAO INICIAL DO PROBLEMA

for i in range(1,N):
uli,N]=2*U_topo-ul[i,N-1]

u_star=np. copy (u)

#VERIFICANDO CUNDIQﬁES DE ESTABILIDADE DAS DIFERENGAS FINITAS

if dt>=(dx) or dt>=(dy):

print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 1 NAQ ATENDIDA')

exit ()

if dx>=(1/(Re**(1/2.0))) or dy>=(1/(Rex*(1/2.0))):
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 2 NAQ ATENDIDA')

exit()

if dt>=(1/4.0%Rexdx**2) or dt>=(1/4.0*Re*xdy**2)
print ('CONDIGAO DE ESTABILIDADE 3 NAO ATENDIDA')

exit()

#CALCULO DOS COEFICIENTES DO ESTENCIL OMEGA_h DO PROBLEMA DA CAVIDADE BIDIMENSIONAL
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r_e=np.zeros([N, NJ],float)
c_e=np.zeros ([N, N],float)
1_e=np.zeros([N, N],float)
u_e=np.zeros ([N, N],float)
d_e=np.zeros([N, NJ],float)

for i in range(O0,N-1):
for j in range(O,N):
r_eli,jl=1

for i in range(0,N):

for j in range(O,N):

if i==0:
c_eli,jl=-3
elif i==N-1:
c_eli,j]=-3
elif j==0:
c_eli,jl=-3
elif j==N-1:
c_eli,j]=-3
else:
c_eli,jl=-4
c_el[0,0]=-2

c_e[N-1,0]=-2
c_el[0,N-1]=-2
c_e[N-1,N-1]=-2

for i in range(1,N):
for j in range(O,N):
1 eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(O,N-1):
u_eli,jl=1

for i in range(O,N):
for j in range(1,N):

d_eli,jl=1

#CALCULO DOS COEFICIENTES DO ESTENCIL OMEGA_2h DO PROBLEMA DA CAVIDADE BIDIMENSIONAL
r_e_2h=np.zeros([N//2, N//2],float)
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c_e_2h=np.zeros([N//2, N//2],float)
1_e_2h=np.zeros([N//2, N//2],float)
u_e_2h=np.zeros([N//2, N//2],float)
d_e_2h=np.zeros([N//2, N//2],float)

for i in range(0,N//2-1):
for j in range(0,N//2):
r_e_2h[i,jl=1

for i in range(0,N//2):
for j in range(O0,N//2):
if 1==0:
c_e_2h[i,jl=-3
elif i==N//2-1:
c_e_2h[i,jl=-3
elif j==0:
c_e_2h[i,jl=-3
elif j==N//2-1:
c_e_2h[i,jl=-3
else:
c_e_2h[i,jl=-4
c_e_2h[0,0]=-2
c_e_2h[N//2-1,0]=-2
c_e_2h[0,N//2-1]=-2
c_e_2h[N//2-1,N//2-1]=-2

for i in range(1,N//2):
for j in range(O,N//2):
1_e_2h[i,jl=1

for i in range(0,N//2):
for j in range(0,N//2-1):
u_e_2h[i,jl=1

for i in range(0,N//2):

for j in range(1,N//2):
d_e_2h[i,jl=1

HERBHRABHRRBRRRARARRRHRHBHAHRS

104



HERBHRABHRRBRRRBRARRRRAHBHH RS

start = timeit.time.time()
tempo=0.0
passo_de_tempo=0

iteracao_total=0
HERBHRARRARRBAAHRRAHRRHH
tol=10%*(-6)

d=np.zeros ([N+2,N+2] ,float)
y=np.zeros ([N+2,N+2] ,float)

h=np.zeros ([N+2,N+2] ,float)
s=np.zeros ([N+2,N++2])

d_2h=np.zeros([(N+2)//2+1,(N+2)//2+1] ,float)
y_2h=np.zeros ([(N+2)//2+1, (N+2)//2+1] ,float)
h_2h=np.zeros([(N+2)//2+1,(N+2)//2+1] ,float)
s_2h=np.zeros([(N+2)//2+1, (N+2)//2+1] ,float)

#DEFININDO FUNGOES

Onjit
def calcula_u_star(N,u,v,u_star):
for i in range(1,N):

for j in range(O,N):

#matriz
#matriz
#matriz

#matriz

gerada para armazenar
gerada para armazenar
gerada para armazenar

gerada para armazenar

vartavets do GCP
vartavetrs do GCP
varidvets do GCP

vartavets do GCP

#matriz gerada para armazenar varitdvetls a

#matriz gerada para armazenar varidveis a

#matriz gerada para armazenar varidvets a

#matriz

C1=0.25% (v[i-1,31+v[i,jl+v[i,j+11+vli-1,j+1])
a1=u[i,j]*(u[i+1,j]—u[i—l,j])/(2*dx)+C1*(u[i,j+1]—u[i,j—l])/(2*dy)
a2=(uli+1,jl-2*uli,jl+uli-1,31)/(dx*dx)+(uli,j+1]1-2*uli, jl+uli, j-11)/(dy*dy)

R=dt*(-al+(1.0/Re)*a2)

u_star[i,jl=uli,jl+R

#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR

for i in range(1,N):

u_star[i,-1]=-u_star[i,0]

for i in range(1,N):

u_star[i,N]=2*U_topo-u_star[i,N-1]
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return u_star
Onjit
def calcula_v_star(N,u,v,v_star):
for i in range(0,N):
for j in range(1,N):
€2=0.25%(uli, jl+uli+1,jl+uli+1,j-1]1+uli,j-11)
al=C2x(v[i+1,jl-v[i-1,j1)/(2xdx)+v[i,jl*(v[i,j+1]-v[i,j-11)/(2xdy)
a2=(v[i+1,jl-2xv[i,jl+v[i-1,j1)/(dx*dx)+(v[i,j+1]-2*v[i,jl+v[i,j-1]1)/(dy*dy)
R=dt*(-al+(1.0/Re)*a2)
v_star[i,jl=v[i,jI+R
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES STAR
for j in range(1,N):
v_star[-1,j]=-v_star[0,j]

for j in range(1,N):
v_star [N, jl=-v_star[N-1,j]

return v_star

Onjit
def calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N):
for i in range(O,N):
for j in range(O,N):
uli,jl=u_star[i,jl-dt*(p[i,jl-pli-1,31)/(dx)
v[i,jl=v_star([i,jl-dt*(pli,jl-pli,j-11)/(dy)
#ATUALIZANDO CONTORNO DAS VELOCIDADES
for i in range(1,N):
uli,-1]=-uli,0]
for i in range(1,N):
uli,N]=2*%U_topo-ul[i,N-1]

for j in range(1,N):
v[-1,j1=-v[0,]]
for j in range(1,N):
vIN,jl=-v[N-1,j]

return u,v

Onjit
def calcula_b(N,dt,dx,u_star,v_star,b):
for i in range(O,N):
for j in range(0,N):
bli,jl=(dx/dt)*(u_star[i+l,jl-u_star[i,jl+v_star([i,j+1]-v_star[i,j])

return b
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Onjit
def calcula_pressao_multigrid_2h(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt,tol,
erro_graph,p_new,iteracao_total,
e,e_aux,e_new,Res,Res_aux,p_aux,h,s,R,d,y,Res_2h,e_2h,
h_2h,s_2h,R_2h,d_2h,y_2h,passo_de_tempo) :
if passo_de_tempo==0:
print ("Fungdes definidas aqui")
def restricao(Res,Res_2h,Res_aux,N):
for i in range(0,(N)//2):
for j in range(0,(N)//2):
Res_aux[i,j]=(Res[2*1i,2+j]+Res[2*i+1,2*j]+Res[2*1i,2%j+1]+Res[2*i+1,2xj+1])
for i in range(0,(N)//2):
for j in range(0,(N)//2):
Res_2h[i,jl=Res_aux[i,j]
return Res_2h
def interpolacao(e,e_2h,e_aux,N):
for i in range(0,(N)//2):
for j in range(0, (N)//2):
e_aux[2*i,2*j]=(9*e_2h[i,jl+3*e_2h[i-1,j]l+3*e_2h[i,j-1]+e_2h[i-1,j-1])/16
e_aux [2*i,2%j+1]=(9*e_2h[i,jl+3*e_2h[i-1,j]1+3*e_2h[i,j+1]+e_2h[i-1,j+1])/1
e_aux[2*i+1,2%j]=(9%e_2h[i,jl+3*e_2h[i,j-1]1+3*e_2h[i+1,jl+e_2h[i+1,j-1]1)/1
e_aux[2%i+1,2%j+11=(9%e_2h[i,jl+3*e_2h[i,j+1]1+3*e_2h[i+1,jl+e_2h[i+1,j+1])
for i in range(0,(N)):
for j in range(0,(N)):
eli,jl=e_aux[i, j]

return e

def calcula_equacao_do_residuo(e_2h, u_star, v_star,Res_2h, N, dx, dy, dt, tol,

erro_graph,e_new,R_2h,h_2h,s_2h,d_2h,y_2h,R,h,s,d,y,e):
if passo_de_tempo==0:

def calcula_R(R,alpha,s,N):
for i in range(N):
for j in range(N):
R[i,jl=RI[i,jl-alphax*s[i,j]
return R
# enjit
def calcula_s(s,r_e,c_e,l_e,u_e,d_e,d,N):

for i in range(N):
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for j in range(N):
sli,jl=(r_eli,jl*d[i+1,jl+c_el[i,jl*d[i,jl+1_el[i,jl*d[i-1,j]+
u_eli,jl*d[i,j+1]1+d_el[i,jl*d[i,j-1
return s
# Onjit
def calcula_delta(R,N):
delta=0
for i in range(N):
for j in range(N):
delta=delta+R[i,jI*R[i,]]
return delta
# Onjit
def calcula_alpha(delta,d,s,N):
soma=0
for i in range(N):
for j in range(N):
soma=soma+d[i,jl*s[i,j]
alpha=delta/soma
return alpha
# Onjit
def calcula_p(p,alpha,d,N):
for i in range(N):
for j in range(N):
pli,jl=pli,jl+alpha*d[i,j]
return p
# Onjit
def calcula_d(R,delta_new,delta,d,N):
for i in range(N):
for j in range(N):
d[i,jl=R[i,jl+delta_new/deltax*d[i,j]
return d
erro=100
k=0
iteracao_pressao=0
ni_1=3
cont=1
#zerando chute inicial
for i in range(N//2+2):
for j in range(N//2+2):
e_2h[i,j]=0
for i in range(N//2):
for j in range(N//2):
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R[i,j]l=Res_2h[i,j]-(r_e_2h[i,jl*e_2n[i+1,jl+c_e_2h[i,jl*e_2h[i,jl+1_e_2h[i
u_e_2h[i,jl*e_2h[i,j+1]+d_e_2h[i,jl*e_2h[i,j-1

d=np.copy(R)

while cont<=ni_1:

# while erro>(tol):
s=calcula_s(s,r_e_2h,c_e_2h,1_e_2h,u_e_2h,d_e_2h,d,N//2)
delta=calcula_delta(R,N//2)
alpha=calcula_alpha(delta,d,s,N//2)
e_2h=calcula_p(e_2h,alpha,d,N//2)
R=calcula_R(R,alpha,s,N//2)
delta_new=calcula_delta(R,N//2)
d=calcula_d(R,delta_new,delta,d,N//2)
k=k+1
erro=np.max (np.abs(alpha*d))
iteracao_pressao=iteracao_pressao+l
# GERANDO 0S VETORES PARA 0S GRAFICOS DE ERRO X N2 DE ITERACOES
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.append(erro_graph,erro)

cont=cont+1

for i in range(N//2):
e_2h[-1,il=e_2h[0,1i]
e_2h[N//2,i]=e_2h[N//2-1,i]
e_2h[i,-1]=e_2h[i,0]
e_2h[i,N//2]=e_2h[i,N//2-1]

e_2h[-1,-1]=e_2h[0,0]
e_2h[-1,N//2]=e_2h[0,N//2-1]
e_2h[N//2,-1]=e_2h[N//2-1,0]
e_2h[N//2,N//2]=e_2h[N//2-1,N//2-1]

return e_2h,iteracao_pressao,erro_graph,erro

def calcula_pressao_gc(p, u_star, v_star,b, N, dx, dy, dt, tol,

erro_graph,p_new,sentido,R,h,s,Res,d,y):

if passo_de_tempo==0:
def calcula_R(R,alpha,s,N):
for i in range(N):

for j in range(N):
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R[i,jl=R[i,j]l-alphax*s[i,j]
return R
# Onjit
def calcula_s(s,r_e,c_e,l_e,u_e,d_e,d,N):
for i in range(N):
for j in range(N):
sli,jl=(r_eli,jl*dli+1,jl+c_eli,jl*d[i,jl+1_el[i,jl*d[i-1,j]+
u_eli,jl*d[i,j+1]1+d_el[i,jl*d[i,j-1
return s
# onjit
def calcula_delta(R,N):
delta=0
for i in range(N):
for j in range(N):
delta=delta+R[i,jI*R[i,]]
return delta
# Onjit
def calcula_alpha(delta,d,s,N):
soma=0
for i in range(N):
for j in range(N):
soma=soma+d[i,jl*s[i,j]
alpha=delta/soma
return alpha
# enjit
def calcula_p(p,alpha,d,N):
for i in range(N):
for j in range(N):
pli,jl=pli,jl+alphax*dl[i,j]
return p
# Onjit
def calcula_d(R,delta_new,delta,d,N):
for i in range(N):
for j in range(N):
d[i,jl=R[i,jl+delta_new/delta*d[i,j]

return d

b_delta=0
for i in range(N):
for j in range(N):
b_delta=b_delta+b[i,jl+*b[i,j]
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erro=100
k=0
iteracao_pressao=0
ni_1=5
cont=0
for i in range(N):
for j in range(N):
R[i,j1=bli,jl-(r_eli,jl*pli+1,jl+c_eli,jl*pli,jl+1l_eli,jl*pli-1,j]+
u_eli,jl*pli,j+11+d_eli,jl*pli,j-11)

d=np.copy (R)

if sentido==0:
while cont<=ni_1:

s=calcula_s(s,r_e,c_e,l_e,u_e,d_e,d,N)
delta=calcula_delta(R,N)
alpha=calcula_alpha(delta,d,s,N)
p=calcula_p(p,alpha,d,N)
R=calcula_R(R,alpha,s,N)
delta_new=calcula_delta(R,N)
d=calcula_d(R,delta_new,delta,d,N)
k=k+1
erro=np.max (np.abs (alpha*d))

iteracao_pressao=iteracao_pressao+l

#GERANDO 0S VETORES PARA 0S GRAFICOS DE ERRO X N° DE ITERACOES
if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.append(erro_graph,erro)

# print(erro_graph)

cont=cont+1

elif sentido ==

delta=calcula_delta(R,N)

soma=0

for i in range(N):
for j in range(N):

soma=soma+b[i,jl*bl[i, j]

b_delta=soma

while erro>tol:
s=calcula_s(s,r_e,c_e,l_e,u_e,d_e,d,N)
delta=calcula_delta(R,N)
alpha=calcula_alpha(delta,d,s,N)
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p=calcula_p(p,alpha,d,N)
R=calcula_R(R,alpha,s,N)
delta_new=calcula_delta(R,N)
d=calcula_d(R,delta_new,delta,d,N)
k=k+1

erro=np.sqrt(delta/b_delta)

iteracao_pressao=iteracao_pressao+l

#GERANDO 0S VETORES PARA 0S GRAFICOS DE ERRO X N° DE ITERACOES
if passo_de_tempo==0:
erro_graph=np.append(erro_graph,erro)

cont=cont+1

# Res=np.copy(R)
for i in range(N):
for j in range(N):
Res[i,jl=bli,jl-(r_eli,jl*pli+l,jl+c_eli,jl*pli,jl+1l_el[i,jl*pli-1,j]1+
u_eli,jl*pli,j+1l+d_eli,jl*pli,j-11)

return p,iteracao_pressao,erro_graph,erro,Res

erro=100
ciclos=0
sentido=0
funcao_calcula=calcula_pressao_gc(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt,
tol,erro_graph,p_new,sentido,R,h,s,Res,d,y)
p=funcao_calculal0]
iteracao_pressao=funcao_calculal[1]
# print(iteracao_pressao)
erro=funcao_calculal[3]
if passo_de_tempo==0:
erro_graph=funcao_calculal[?2]

Res=funcao_calcula[4]

Res_2h=restricao(Res,Res_2h,Res_aux,N)

funcao_calcula=calcula_equacao_do_residuo(e_2h,u_star, v_star, Res_2h, N, dx, dy, dt,
tol,erro_graph,e_new,R_2h,h_2h,s_2h,d_2h,y_2h,

R,h,s,d,y,e)

e_2h=funcao_calculal[0]
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if passo_de_tempo==0:

erro_graph=np.append(erro_graph, funcao_calculal[2])
iteracao_pressao=funcao_calcula[l]+iteracao_pressao
sentido=1

e=interpolacao(e,e_2h,e_aux,N)

for i in range(0,N):
for j in range(0,N):
p_aux[i,jl=pli,jl+eli,j]
pli,jl=p_aux[i,j]

funcao_calcula=calcula_pressao_gc(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt,
tol,erro_graph,p_new,sentido,R,h,s,Res,d,y)
p=funcao_calculal0]
iteracao_pressao=funcao_calcula[l]+iteracao_pressao
if passo_de_tempo==0:
erro_graph=np.append(erro_graph,funcao_calculal[2])
erro=funcao_calculal[3]
iteracao_total=iteracao_total+iteracao_pressao
ciclos=ciclos+1
#ATUALIZANDO CONTORNO DA PRESSAO

for i in range(N):
pl-1,i]1=p[0,i]
pIN,il=p[N-1,i]
pli,-11=pli,0]
pli,N]=p[i,N-1]

pl-1,-11=p[0,0]

pl-1,N]=p[0,N-1]

pN,-1]=p[N-1,0]

p[N,N]=p[N-1,N-1]

return p,iteracao_pressao,erro_graph,erro,ciclos,iteracao_total
#ENTRANDO NO LOOP PRINCIPAL

while tempo<tempo_final:

calcula_u_star(N,u,v,u_star)

calcula_v_star(N,u,v,v_star)
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#CALCULANDO 0 VETOR B

b=calcula_b(N, dt, dx, u_star, v_star,b)

#CALCULANDO A PRESSAD METODO DE GAUSS-SEIDEL

tol=10%*(-6)

if passo_de_tempo==0:
erro_graph=np.zeros([0],float)

funcao_calcula_p=calcula_pressao_multigrid_2h(p,u_star, v_star, b, N, dx, dy, dt,tol,
erro_graph,p_new,iteracao_total,
e,e_aux,e_new,Res,Res_aux,p_aux,h,s,R,d,y,Res_2h,e_2h,
h_2h,s_2h,R_2h,d_2h,y_2h,passo_de_tempo)

p=funcao_calcula_p[0]

iteracao_pressao=funcao_calcula_p[1]

erro=funcao_calcula_p[3]

ciclos=funcao_calcula_p[4]

iteracao_total=funcao_calcula_p[5]

if passo_de_tempo==0:

erro_graph=funcao_calcula_p[2]

iteracao_primeiro_tempo=iteracao_pressao*ciclos

#CALCULANDO A NOVA VELOCIDADE

u_e_v=calcula_u_e_v(u,v,u_star,v_star, p,dt,dx,dy,N)
u=u_e_v[0]

v=u_e_v[1]

tempo=tempo+dt
itera_por_passo_graph[passo_de_tempo]=iteracao_pressao

passo_de_tempo=passo_de_tempo+1

print('No passo de tempo ',passo_de_tempo, 'foram realizadas ',
ciclos*iteracao_pressao, 'iteracoes na pressao')
finish = timeit.time.time()
tempo_execucao=finish-start
print('Tempo de execugdo:',finish-start)

print ('Numero total de iteracoes: ',iteracao_total)
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#SALVANDO INFORMAGOES EM FORMATO TXT
info=np.array([Re,N,tol,dt,tempo_final,tempo_execucao,iteracao_primeiro_tempo,
iteracao_totall)

np.savetxt('info_multigrid_GC.txt', info,fmt='),1.6f' , header=
'Re,N,tol,passo_de_tempo,tempo_final,tempo_execucao,'
'iteracao_primeiro_tempo,iteracao_total')

np.savetxt('erro_graph_multigrid_GC.txt',erro_graph, fmt='%1.7f')

np.savetxt (' campo_pressao_multigrid_GC.txt', p, fmt='}1.7f")

np.savetxt('campo_u_multigrid_GC.txt', u, fmt='%1.7f"')

np.savetxt('campo_v_multigrid_GC.txt', v, fmt='%1.7f")

np.savetxt('itera_por_passo_multigrid_GC.txt', itera_por_passo_graph,fmt='71.1f")
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