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Resumo

O objetivo deste trabalho é desenvolver um estudo que relacione a teoria de vinculos
com a quantizacao de teorias de calibre. O método desenvolvido por Faddeev-Popov para
calcular integrais de caminho resulta numa Lagrangiana que permite diversas andlises
que envolvam vinculos, simetrias de calibre e a simetria BRST. O surgimento da sime-
tria BRST foi explorado de forma aprofundada em seus aspectos mateméaticos e suas
implicacdes nos sistemas fisicos. Foram mostradas as aplicagoes da teoria de vinculos e
quantizacao de campos de calibre, com énfase nos resultados obtidos quando considera-se

aspectos algébricos das simetrias de calibre.

Palavras-chaves: Teoria de Vinculos. Quantizagao. Teorias de Calibre. Teoria Quantica

de Campos.
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Introducao

A Teoria Quéantica de Campos é, atualmente, uma das melhores ferramentas para
o estudo de fendémenos fundamentais no universo. A teoria é considerada uma das mais
bem sucedidas devido a previsao do modelo padrao de particulas. O estudo de campos
e suas propriedades existe desde a mecanica classica, mas ganhou maior relevancia apés
serem usados, por Dirac, para a construgao de uma teoria quantica relativistica. A célebre
equagao de Dirac foi capaz de prever a existéncia de antimatéria (DIRAC, 1928) e, desde
entao, a teoria de campos é desenvolvida com objetivo de esclarecer cada vez mais o

funcionamento das particulas elementares da natureza.

Neste contexto, muito se desenvolveu acerca da teoria de elétrons e suas interagoes,
que ocorrem por meio do campo eletromagnético. Essa formulagao é conhecida como
Quantum Electrodynamics (QED) e possui uma das medigoes cientificas mais acuradas ja
realizada, a constante de estrutura fina da matéria (LAMB; RETHERFORD, 1951). A
forma como o campo eletromagnético é tratado nesse formalismo ganhou, entretanto, um
papel diferente do usual, pois notou-se que ele surge como uma consequéncia da descri¢ao
matematica. Esse tipo de abordagem dé ao campo eletromagnético uma interpretagao de
campo de calibre, que é resultado das simetrias locais de um sistema fisico. Agora, sabendo
que as teorias fisicas permitem diversos tipos de simetrias, o conceito matemaéatico de grupo
se torna fundamental, pois, explorando o fato de que particulas devem respeitar diversos
tipos de simetrias, deu-se origem a novas formulagoes, como por exemplo, a Quantum
Chromodynamics (QCD). O desenvolvimento dessas novas formulagdes levou ao estudo
aprofundado de teorias de calibre, incluindo diversas formas de aplicar quantizagao nessas

teorias.

Em contraponto com as diversas descobertas tedricas associadas as particulas ele-
mentares, um tipo de experimento se tornou a principal forma de detectar as previsoes
feitas pela teoria de campos. Os experimentos de espalhamento, realizados em grandes
aceleradores de particulas, se tornaram uma peca principal até mesmo para a formula-
¢do tedrica e parametrizacdo da teoria. As integrais de caminho podem ser utilizadas
para calcular amplitudes de probabilidades associadas aos fendmenos de espalhamento;
entretanto, a falta de trivialidade nesses calculos levam a complicagoes nos métodos de
quantizagao. Particularmente, os campos de calibre nao podiam ser utilizados em métodos
tradicionais de quantizacao por causa de contagens multiplas do mesmo estado fisico. Um
método que se destaca devido ao sucesso em calcular integrais de caminho ¢ o método
de Faddeev-Popov, que aplica fixagao de calibre para permitir avanco nos calculos. Foi
descoberto por Becchi, Rouet, Stora e, separadamente, por Tyutin que o método desen-

volvido por Faddeev-Popov possui uma simetria residual associada a liberdade de calibre.
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Essa simetria ficou conhecida como BRST e é amplamente estudada.

A fim de estudar processos de quantizagao, Dirac desenvolveu uma metodologia
para se analisar vinculos na mecanica classica. Essa metodologia ganhou mais relevancia
quando notou-se que sistemas vinculados possuem também simetrias de calibre. Entao,
existe uma forte relacao entre vinculos e os campos de calibre que sao estudados para
descrever as particulas elementares. Por fim, o objetivo deste trabalho é desenvolver um

estudo que relacione a teoria de vinculos com a quantizacao de teorias de calibre.
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Metodologia

Este trabalho ¢ dividido em 5 grandes partes:

o Teoria Classica

» Relatividade e Simetrias

o Teoria Quantica

« Algebra das Simetrias de Calibre

o Aplicacoes

O objetivo da primeira parte é desenvolver o formalismo de vinculos na mecanica
classica, pois eles possuem uma forte relacdo com a teoria de campos. E nesta etapa do
desenvolvimento que o conceito de transformagao de calibre é introduzido pela primeira

vez e é apresentado como uma consequéncia da existéncia de vinculos no sistema.

A segunda parte consiste em apresentar os campos, que sao objetos centrais neste
trabalho. Nessa parte, é apresentada a extensdao do formalismo classico para a teoria
de campos, reescrevendo o formalismo Lagrangiano e hamiltoniano. O fato de que as
teorias fisicas devem respeitar a relatividade especial é trazido ao longo dos capitulos, de
forma que seja construida uma base para o desenvolvimento de teorias covariantes. Além
disso, sao introduzidos os conceitos de simetrias globais e locais na teoria de campos. Ao
impor que a agao deve ser invariante por simetrias locais, surge o conceito de campo de
calibre. O estudo matematico de grupos passa a ser parte essencial da teoria, contribuindo

vastamente para o formalismo.

A terceira parte introduz os postulados da mecanica quantica e quais sdo os re-
quisitos necessarios para a construcdo de uma teoria quantica relativistica. Com esses
conceitos, desenvolve-se a teoria de bdsons e férmions, pois esta impacta diretamente os
processos de quantizacao descritos. A quantizagao é abordada por meio do formalismo
canonico, fazendo uma conexao direta com o formalismo de vinculos desenvolvido na pri-
meira parte, e por meio da integral de caminho. E por meio da integral de caminho que
¢ pontuado um problema na quantizacao de campos de calibre, devido a existéncia de
multiplos estados a serem considerados. A solucao do problema é obtida com o método de
Faddeev-Popov. Entretanto, a solugao que utiliza o método de Faddeev-Popov da origem
a uma nova simetria na Lagrangiana do sistema. Para que a abordagem da nova simetria
seja feita de forma clara, é necessario desenvolver um formalismo matemaético de algebras

graduadas que é feito na parte seguinte.
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A quarta parte é a principal neste trabalho. Ela contem dois capitulos voltados
a explicacao e desenvolvimento da simetria BRST. O primeiro capitulo é exclusivamente
matematico, ndo contendo nenhuma mencao aos fenémenos fisicos. O segundo capitulo
é a explicacdo e demonstracio da simetria BRST. E mostrado nessa parte como todo o
conteudo associado a simetrias de calibre ganha uma nova forma. Nesta forma, a quanti-
zacao de sistemas com campos de calibre se torna direta, estabelecendo uma relacao de

equivaléncia entre todos os estados quanticos que representam o mesmo estado fisico.

A quinta, e ultima, parte consiste em aplicagoes do formalismo geral desenvolvido
ao longo do texto. Tanto a teoria de vinculos quanto a quantizacao de teorias de calibre

sao exploradas nessa parte, concluindo com alguns resultados oriundos deste trabalho.
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Notacoes

Neste trabalho, sera utilizado o sistema de unidades naturais:

h=c=1.

No contexto de relatividade especial a métrica utilizada sera:

1 0 0 0
o -1 0 o0

910 0 -1
0 0 0 -1

Sera utilizado o somatorio implicito sempre que houver indices repetidos, com ex-
cecao de algumas defini¢oes, onde o simbolo aparece explicitamente para enfatizar

a soma.

Provas dos teoremas serao sinalizadas no texto pelo simbolo [, quando iniciadas, e

pelo simbolo B, quando finalizadas.






Parte |

Teoria Classica
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1 Formalismos da mecanica classica

A teoria classica é composta pelos principios basicos que ditam as leis da dina-
mica. Estes principios sao descritos, de maneira completa e equivalente, pelos formalismos

Lagrangiano e Hamiltoniano.

1.1 Formalismo Lagrangiano
A agao S é definida pela seguinte integral:

to
S= [ Lat, (1.1)

t1

onde L ¢ uma funcao, chamada “Lagrangiana”, que depende do tempo ¢, coordenadas

generalizadas ¢(t) e suas derivadas ¢(t):
L = L(qn, Gn,t), n=1,2..N. (1.2)

O Principio da Minima Acao consiste na varia¢ao funcional da acao, tal que 65 = 0. Este

principio variacional implica na equagao de Euler-Lagrange:

gE 29 . (1.3)

1.2 Formalismo Hamiltoniano

A Hamiltoniana é a fun¢ao definida pela transformada de Legendre da Lagrangiana

com relagao as velocidades ¢,,:
H(qnsPn) = Y Pnbn — L(gn; dn) , (1.4)

onde ¢, aparece apenas como funcao das novas variaveis p, chamadas "momentos", que

sao obtidas por meio da inversao da seguinte equacao:

oL
= —— . 1.5
P = a0 (1.5)
As equagbes de movimento sao obtidas a partir das equagoes de Hamilton:
OH
i = — | 1.6
I = 5 (1.6)
oOH
(1.7)

P o0
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O “espago de fase” é o espacgo definido pelas variaveis ¢, e p,. A evolucao temporal de
uma fungao F(q,p) definida neste espago pode ser escrita em termos dos parénteses de

Poisson:
F={FH}, (1.8)

onde

OF 0G OF 0G
{6} = Zn: 3Gy Opn  Opn 9,

para fungoes F' e GG definidas no espaco de fase.

(1.9)

No contexto da teoria classica, sera utilizado o somatério implicito sempre que

houver indices repetidos.
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2 Vinculos

2.1 Equacoes de Movimento

“Vinculos” é um dos temas centrais neste trabalho e a sua definicdo tem origem
no seguinte questionamento: Existem casos onde a transformada de Legendre da Lagran-
giana nao é bem definida? A resposta é “sim”. Isto ocorre quando nao é possivel inverter
os momentos (dado pela equagao (1.5)) e escrever as velocidades ¢, como fungoes dos
momentos, isto é, ¢, = ¢n(p,). O estudo deste caso, entdo, inicia-se com a anélise de
consisténcia das equagoes de movimento. A equacao de Euler-Lagrange (1.3) pode ser

reescrita na forma:

O*L oL . O*L

fy————— = —— — (o ————— . 2.1
fn aQn8Qn’ GQn fn aQnaQn’ ( )

Nesta forma, é possivel ver que as aceleragoes ¢, s6 podem ser unicamente determinadas
2 2

———— for inversivel. Isto significa que o determinante det(———) # 0 é
060Gy , . 0G0y
condi¢do para que seja possivel definir os momentos. Caso o determinante seja nulo, os

se a matriz

momentos (1.5) ndo serdo independentes entre si e ocasionard o surgimento de fungoes do

tipo:
¢m(q,p) =0, (2.2)

onde ¢, é alguma relacao entre coordenadas e momentos e m = 1,2, ... M. Estas fun¢oes

sao chamadas de vinculos.

Definicao 1 Vinculos sao fungoes de coordenadas e momentos cujo valor numérico é

nulo.

Os vinculos que surgem naturalmente da definigdo de momento (1.5) sdo chamados de
“vinculos primarios”. Como consequéncia direta da definicao de vinculos, o conjunto de

equagoes ¢, define uma variedade no espago de fase (superficie de vinculos).
2

Se o rank da matriz for N — M’, significa que ha M’ equagoes indepen-

0Gn Gy
dentes entre os vinculos. Dadoqﬁquﬁ conjunto especifico de coordenadas e suas respectivas
velocidades, é possivel determinar unicamente um conjunto de momentos e coordenadas.
Entretanto, o contrario nao é satisfeito. A relagdo (1.5) define um mapa do espaco de
fase, que possui dimensao 2N, para uma variedade de dimensao 2N — M. Este fato esta
contido matematicamente na teoria por meio do determinante nulo. Ou seja, nao é pos-
sivel recuperar a informacao completa do espaco de fase a partir de uma transformacao

que parta da superficie de vinculos. Para que essa transformacgao possa ser recuperada de
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maneira tnica, é necessario introduzir novos parametros que atuardao como multiplicado-
res de Lagrange. Para iniciar esta abordagem, é necessario estudar as func¢oes de vinculos
(2.2). Considere a seguinte variagao:

_ O

Opm,
Som(q,p) = 9 ?

Opn

dqn +

0P - (2.3)

Localmente, os gradientes d¢; sdo linearmente independentes na regiao definida pela vari-
edade dos vinculos. A fim de aprofundar neste conceito, analisa-se a fun¢ao Hamiltoniana.
Por definicao, a Hamiltoniana é uma funcao que depende das posic¢oes ¢, e dos momentos

pn- Tomando a variagdo da Hamiltoniana, obtém-se:

oOH oH
H=_— — 0P, - 24
P 900 o, 24

Por outro lado, é possivel tomar a variagdo a partir da equacao (1.4):

0H = 0ppdn + pndqg, — 6L (2.5a)
oL oL
H = 0pag in = |5 =04 2.
§ SPnGn + Pnddn [ 90, 5qy + 9. 5qn] (2.5b)
SH = dpuin — 225 (2.5¢)
— _ . .0C
ann 8(]” Qn

Igualando as equagoes (2.4) e (2.5), obtém-se:

OH 0L 0H 0L
—+— |0 — +—=—|dp, = 0. 2.
(2 3o+ (G + ) =0 20

Aqui, é importante salientar que a variagao na Hamiltoniana depende apenas de variagoes
nas coordenadas e momentos, como mostrado na equagao (2.5). Isto evidencia a depen-
déncia funcional da Hamiltoniana H = H(q, p). Entretanto, no caso onde ha vinculos no
sistema, as variagoes dp, e d¢, nao sao independentes, pois existe alguma relacdao entre
momentos e coordenadas determinada pela equagdo (2.2) que os impedem de variar li-
vremente. Isto faz com que a Hamiltoniana sé seja bem definida na variedade definida
pelos vinculos primérios. Entretanto, pode-se estender a funcao Hamiltoniana para todo o

espago adicionando fungoes arbitrarias que se anulam na superficie definida pelos vinculos.

H — H + f(q,p)Pm (2.7)

Teorema 2.1 Se uma fungio no espago de fase F'= F(q,p) se anula na superficie defi-

nida pelos vinculos ¢, = 0, entao F pode ser escrita como uma combinagdo dos vinculos

F = foudm. (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992)

Este teorema justifica uma mudanga do tipo (2.7), que é desejada para definir a Hamil-
toniana em todo o espacgo de fase futuramente. O seguinte teorema, todavia, ird garantir

imediatamente a consisténcia das equac¢oes de movimento neste formalismo.
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Teorema 2.2 Se F,0q, + G,0p, = 0 para variacoes arbitrarias dq, e dp, na superficie
dos vinculos ¢, entao: (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992)

_ . Ofm

Py = (2.8)
_ . O

G = Up o, (2.9)

Por meio do teorema (2.2) e a equagao (2.6) é possivel obter as novas equacoes de movi-

mento, analogas as equagoes de Hamilton:

OH Obm
iy = —— + U, 2.1
"= opn T O (2.10)
0OH Obm
Iy = ——— — U, ) 2.11
b Ign ! gy ( )
Entao é possivel reescrever a evolugao temporal de uma grandeza F'(q, p):
. OF oF
F=—qg,+—=—pn 2.12
9.t 5, P (2.12)
. OF 0OH 0P, oF , OH OPm,
F= m — — Up, 2.13
aqn(ﬁpn T G, )+ 0pn( dan " Oan ) (2.13)
F={F H} +un{F, ¢n}. (2.14)

Para manter a consisténcia nas equagoes de movimento, é necessario impor a con-

di¢do de que os vinculos nao variem no tempo:

{d)maH} +um’{¢m7¢m’} =0. (215)
A condigdo pode ocasionar o surgimento de novos vinculos
®y(q,p) = 0. (2.16)

Vinculos que surgem em decorréncia da condigdo (2.15) sdo chamados de “vinculos se-

cundarios” e devem ser novamente submetidos a mesma condi¢ao de invariancia:

(B, HY + up{®, )} = 0. (2.17)

Neste ponto, torna-se necessario introduzir uma nova notagao que contempla vin-
culos primérios e secundérios. Além disso, o sinal de igualdade fraca (=) serd utilizado
para identificar essas fungoes. Portanto, o conjunto completo de vinculos sera escrito

CcOomao:
di(q,p) = 0. (2.18)
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E importante ressaltar que a igualdade fraca nio representa uma quantidade que é iden-
ticamente nula, mas sim uma funcao efetiva no espaco de fase. O indice j contempla o
conjunto dos indices m (2.2) e k (2.16).

Dado o conjunto completo dos vinculos ¢;, sao validas as seguintes equagoes:

{0j, H} + umn{d;, om} = 0, (2.19)
cuja solucao geral é:
U ~ Uy + 0oV (2.20)

onde U,, é uma solucao particular do sistema de equagoes (2.19) e v,V,,, é uma combinagao
de solugoes linearmente independentes composta por coeficientes arbitrarios v, e solugoes

Vum, tal que
rUaV;Lm{qu? ¢m} ~0. (221)

Com esta solugao, define-se uma nova Hamiltoniana que inclui os vinculos no formalismo:
Hr = H + upndm = H+ (Up + 0 V) O - (2.22)

A Hamiltoniana Total (Hy) fornece as mesmas equagoes de movimentos que as equagoes
(2.10) e (2.11). Desta forma, recuperamos uma forma conveniente de escrever as equagoes

de movimento:
F~{F H}. (2.23)

2.2 Funcdes de Primeira e Segunda Classe

Dentro da teoria de vinculos, ha uma classificacao de fungdes que desempenha
um papel fundamental na teoria. Esta classificacao sera aplicada aos vinculos e contera
informacoes sobre o sistema fisico analisado. A nova classificacao é feita pela definicao de

fungoes de primeira e segunda classe:

Definicao 2 Uma fungdo é dita “de primeira classe” quando o parénteses de Poisson
entre a fungdo e todos os vinculos for fracamente nulo. Uma funcao € dita “de sequnda

classe” quando ao menos um dos parénteses de Poisson nao for fracamente nulo.

{F.6,} ~0. (2.24)

Como consequéncia direta da defini¢ao, a soma de duas fungoes de primeira classe resulta

em outra de primeira classe:

{F+Ga¢j}:{F7¢j}+{Ga¢j}%O. (2'25)



2.2. Fungoes de Primeira e Segunda Classe 27

Teorema 2.3 O parénteses de Poisson entre duas funcoes de primeira classe resulta em

outra funcgdo de primeira classe:

O

Considere duas fungoes de primeira classe F' e G.

{F, G}, 05} ={F AG,¢;}} —{G,{F, ¢,}} (2.26a)
={F, 95505} —{G, fiy 95} (2.26b)
={F, 955 Y05 + gig{F, 05} —A{G, fiy} by — fis1G, b5} (2.26¢)

Todos os termos na equacao (2.26) sao fracamente iguais a zero e portanto:

{{F,G} ¢} = 0. (2.27)

Considere as seguintes novas fungoes:

H' = H + Upom (2.28)

(ba = am¢m . (229)

H4 um interesse particular nessas defini¢oes: as fung¢oes H' e ¢, sao de primeira classe.
Desta forma a Hamiltoniana Total pode ser escrita como a soma de fungoes de primeira

classe:

Hr = H' + 0,0, . (2.30)

Por consequéncia, a Hamiltoniana total Hy também é de primeira classe.

A verificacao de que H' é de primeira classe segue diretamente da defini¢do:

{H',¢;} = {H,¢;} + {Unom, 05} (2.31a)
={H,¢;} + Un{dm, ¢} (2.31b)
~0. (2.31¢)

De forma semelhante, verifica-se para ¢,:

{¢a> ¢j} = {Uavam¢ma ¢]} (232&)
= Uavam{¢ja ¢m} (232b)
~0. (2.32¢)
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2.3 Transformacoes de Calibre

O fato de existir coeficientes arbitrarios (v,) na Hamiltoniana Total e ela ser usada
para determinar as equagoes de movimento implica que o formalismo matematico possui
mais parametros do que o necessario para se descrever um estado fisico. Isto significa
o eventual surgimento de fungoes distintas que representam o mesmo estado fisico. A
transformacao que relaciona estas fungoes é chamada de “Transformagao de Calibre”. O
“calibre”, entao, sera algum parametro presente no formalismo que possui liberdade para

ser alterado, de forma que os estados fisicos permanecam inalterados.

Definicao 3 (Calibre) Pardimetro no formalismo onde hd a liberdade de escolha sem a

alteracao do estado fisico.

Definigao 4 (Transformagao de Calibre) Transformagio que relaciona fungoes que

representam o mesmo estado fisico.

Nos seguintes passos, sera explicitado que a existéncia dessas transformagcoes sao
consequéncias da teoria de vinculos. Observando a evolucao temporal de uma funcao F,
tem-se:

F(t+0t) = F(t) + Fot + ... (2.33)
F(t + 6t) = F(t) + {F, Hy }6t + ... (2.34)

onde o ultimo termo pode ser aberto como
[F, Hy} = {F,H + 0,60} = {F, '} + {F, vada} (2.35)

Dada a arbitrariedade do conjunto {v, }, a expansao das solugoes linearmente independen-
tes poderia ser feita considerando um outro conjunto de coeficientes {v, }. Entao, podemos

obter a mesma expressao, mas com coeficientes diferentes.

F(t+6t) ~ F(t) + {F, H'Y + {F,va¢00}6t (2.36a)
F(t+0t) m F(t) + {F, H'} + {F, 6atpa}0t . (2.36b)

Neste caso, as fungdes representam o mesmo estado fisico, embora seus valores numéricos

sejam diferentes. A diferenca (variacdo) entre as fungoes é, portanto:
OF = (vg — 0a)0t {F, ¢a} . (2.37)

Isto significa que, por meio do resultado obtido (2.37), pode-se realizar transformagoes do
tipo
F— F+0F (2.38)

e a nova fungao representara o mesmo estado fisico que a antiga.
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Teorema 2.4 O parénteses de Poisson entre dois vinculos de primeira classe gera uma

transformacdao de calibre.
O
Renomeando a variagao dos coeficientes arbitrarios por:
£a = (Vg — Uy)0t, (2.39)
é possivel definir um operador J. que atua numa funcao F' da seguinte forma:
0 F = e, {F, ¢a}. (2.40)

Ao realizar 4 transformagoes do tipo (2.40), obtém-se, individualmente, transformagoes

de calibre. Para cada uma delas, define-se uma nova funcao resultante:

Fy=F+6.F (2.41a)
Fy=F +6,F (2.41b)
Fy=Fy+0_.F, (2.41c)
Fy=F3+06_,F. (2.41d)

O motivo pelo qual as 4 transformacoes sdo necessarias é para que se obtenha um parén-
teses de Poisson entre dois vinculos. Ou seja, é necessario uma transformacgao para obter
o primeiro vinculo e outra de sinal trocado para cancelar termos na expansao. O mesmo
é feito para obter um segundo vinculo, totalizando 4 transformagoes. O objetivo, agora,
¢é determinar a transformagao F' — Fj. Ou seja, partindo de F', qual é a variacao total o7

que leva até F,? Esta variacao total dt respeita a relagao:
Fy=F+pF (2.42)

Utilizando o conjunto de equagoes (2.41), é possivel escrever a transformacao (2.42) apenas

com variagoes que atuam em F' :

Fy=F+0_,F (2.43a)
Fy=F+0_.Fo+ 0_,(Fy+0_.F3) (2.43Db)
Fy=Fi 4+ 6,Fy 4+ 0_.(Fy + 6, F1) + 06—, (F1 + 6, Fy + 0_(F1 + 6, 1)) (2.43c¢)
Fy=F+06.F +6,(F+0.F)+6_(F+6.F +6,(F+03.F)+ (2.43d)

+0_y(F 4+ 0.F +6,(F+6.F)) +0_o(F + 6. F +6,(F+6.F)))

Nota-se que a equagao (2.43) estd no formato desejado, pois é possivel comparar com a
equacgao (2.42). Do lado esquerdo, tem-se Fy e do lado direito apenas termos com F. O

operador definido em (2.40) é linear, pelo fato de que o préprio parénteses de Poisson é
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linear. Entao, pode-se escrever a variacao o F dando destaque aos termos que possuem
variacao em primeira e segunda ordem:
opF =6 F+0_.F+6_,F+6_,F+
+ 6,0 F + 0_.0.F + 0_.0,F (2.44)
+ 00+ 00 F 4 0_p0_.F + ...

As variagoes em primeira ordem se cancelam e os termos que contém operadores com

indice € e n podem ser expandidos de acordo com a equagao (2.40) :

5TF = nbsa({{F> ¢a}a ¢b} - {{F7 gbb}a gba}) + . (245)

Aplicando a identidade de Jacobi no segundo termo e a propriedade antissimétrica do

parénteses de Poisson, obtém-se:

OF = nbga{{(bba (ba}? F} ) (246)

onde os termos de ordem superior podem simplesmente ser condensados na notacao 0 F'.

Teorema 2.5 O parénteses de Poisson entre um vinculo de primeira classe e a Hamil-

toniana Total Hy gera uma transformagdo de calibre.

O

O intuito é construir duas fungdes, Fi e Fy, que sejam transformacgoes de calibre de
uma determinada funcao F. No primeiro caso, aplica-se a evolu¢ao temporal na funcao F'1
e depois realiza a transformacao de calibre. No segundo caso, realiza-se a transformacao

de calibre e, em seguida, aplica-se a evolucao temporal. Comecando pela funcao Fj :

Fy=F +6F. (2.47)

Ao seguir os passos descritos, tem-se :
Fi(t+6t) = Fy(t) + Fyot (2.48a)
Fi(t+dt)=F(t)+dF + i(F +0F)dt (2.48Db)
Fi(t+0t) = F(t) + 0F + Fét + Z(éF)(St. (2.48¢)

Agora, de forma semelhante, define-se a fungao F2 :

Fy = F(t) + 0F(t) (2.49)
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e a continuagao segue os passos mencionados:

Fy(t +6t) = F(t 4 0t) + §(F(t + 6t)) (2.50a)
Fy(t +6t) = F(t) + Fét + §(F(t) + Fot) (2.50b)
Fyt + 6t) = F(t) + Fot + 0F + 5F6t . (2.50¢)

Como ambas as fungoes sao transformacoes de calibre da funcao F, é possivel calcular

uma variacao total dr entre elas:

o que fornece o seguinte resultado:

5 F = ot [i(éF) _ 5(‘2];)] . (2.52)
Explicitando as evolugdes temporais por meio da Hamiltoniana total (2.23):
orF = 8t [{5}1 Hy) — 6{F, HT}] (2.53)
50F = ot [{EG{F, 60} Hr) — col (FLH7), %}] (253)
51F — ot [{{F, 60}, Hr} — {{F, Hy), qsa}] | (253)

Por fim, ao aplicar a identidade de Jacobi no segundo termo e a propriedade antissimétrica

do parénteses de Poisson, obtém-se:

5TF = 5t5a{{HT7¢a}7F} (254)

Corolario 2.5.1 O parénteses de Poisson entre um vinculo de primeira classe e a Ha-

miltoniana de primeira classe H' gera uma transformacao de calibre.

U

A demonstracao segue os mesmos passos do teorema, mas, ao chegar na equagao

(2.53), é possivel expandir a Hamiltoniana Total de acordo com a equagao (2.30):

5TF = 5t5a {{F7 ¢a}7 H' + Ub¢b} - {{F, H' + Ub¢b}7 ¢a} . (255)

Entretanto, todos os termos que contém ¢, se anulam, pois podem ser escritos da seguinte

forma, pela propriedade de Jacobi:

{F dat du} — {E o}, da} = {{dr, @a}, F'} (2.56)
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onde {¢p, ¢s} = 0 ( Teorema 2.3 ). Portanto, obtém-se um resultado analogo com a

Hamiltoniana de primeira classe:

orF = ote {{H', ¢}, F} . (2.57)

Os teoremas 2.3 e 2.5 sao de grande relevancia para uma compreensao mais abran-
gente da teoria classica. Uma fungao F'(q,p) que define um estado fisico pode ser subme-
tida a uma transformacao F' — F + 0F tal que a func¢ao transformada ainda descreve o
mesmo estado fisico. A transformagdo na funcao corresponde também a uma mudanca
nos conjuntos ¢, e p, , significando a existéncia de outros respectivos pares de conjuntos
que descrevem o estado fisico. Os vinculos de primeira classe ganham, entdao, um papel
importante, pois podem ser usados como geradores dessas transformagoes, como mostrado

nos teoremas.

2.4 Mudanca no Principio Variacional

Desde a introducgao neste formalismo, nao houve mencao em como ele afetaria o
principio variacional. E conveniente definir uma agao cujo principio variacional ja leve em
consideracao o formalismo de vinculos e, neste caso, é facil verificar que a seguinte acao

proporciona as equagoes de movimento adequadas:

to
Sp = / [pnq'n —H — | di (2.58)
t1

Ao calcular a variagdo §Sr = 0, obtém-se as equagoes de movimento da forma (2.10) e
(2.11).

E importante ressaltar que a transformada de Legendre é involutiva, ou seja, ela
retorna a mesma fun¢do quando aplicada duas vezes. Sendo assim, nao ha motivos, até
entdo, para dizer qual formalismo (Lagrangiano ou Hamiltoniano) é “mais fundamental”.
Afinal, pode-se deduzir ambos de seus respectivos processos variacionais e definir a trans-
formada de Legendre que os relaciona. A intencao nesta etapa do formalismo é, portanto,
tornar as defini¢oes iniciais de vinculos primarios e secundarios menos relevantes. Observe
que estas defini¢oes dependem exclusivamente do formalismo Lagrangiano, pois sao con-
sequéncia direta da transformada de Legendre e momentos. O principio variacional (2.58)
é correto do ponto de vista de consisténcia das equac¢oes de movimento. Entretanto, ele
considera apenas os vinculos primarios ¢,, em sua defini¢do. Partindo de um formalismo
puramente Hamiltoniano, fica clara a necessidade de definir um principio variacional que
leve em consideragao todos os vinculos (nao sé primadrios), isto é, o conjunto ¢,. Este

principio sera apresentado a seguir:

to
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Para manter a notacao consistente, sera utilizado v para vinculos de primeira classe e
X para vinculos de segunda classe. Os conjuntos de vinculos v, e x; formam o conjunto
completo de vinculos ¢;. O principio (2.59) é equivalente a definir uma Hamiltoniana
Estendida (Hg) que adiciona todos os vinculos de primeira classe, sem a distingdo entre
primarios e secundérios:

Hg = H + uyv, . (2.60)

A Hamiltoniana Estendida contribui de forma inédita a teoria, adicionando todos
os vinculos de primeira classe de forma explicita. Como estes vinculos sao considerados
geradores de transformacoes de calibre, a Hamiltoniana Estendida inclui todos os gerado-
res ao formalismo. A evolucao temporal se mantém da mesma forma ao realizar o cdlculo
com a Hamiltoniana estendida:

F~{F Hg}. (2.61)

2.5 Parénteses de Dirac

A classificacao de vinculos entre primeira e segunda classe, como mencionado an-
teriormente, se mostrou efetiva pelos significados fisicos que elas apresentam. Vinculos de
primeira classe tém um papel fundamental nas transformacgoes de calibre, enquanto que
os vinculos de segunda classe se apresentarao como uma restrigdo especifica no sistema.
Vinculos de segunda classe nao contribuem para a dindmica do sistema. Estes mostram,
entretanto, que o sistema possui menos graus de liberdade do que inicialmente foram con-
cebidos, ou seja, existem conjuntos de coordenadas e momentos que podem ser retirados
da andlise do sistema fisico sem que haja qualquer alteracao na dindmica. Para evidenciar
este fato, sobre os vinculos de segunda classe, pode-se analisar o caso mais simples onde
¢ ~ p1 ~ 0. Neste caso, o parénteses de Poisson {q;,p1} = 1 indica que ¢; e p; sdo
vinculos de segunda classe. Analisando o espaco de fase composto por N coordenadas e
N momentos, ¢ facil perceber que este vinculo apenas exclui um dos possiveis graus de
liberdade que o sistema pode atuar. A dinamica do sistema, entao, esta restrita as outras
N — 1 coordenadas e N — 1 momentos. No caso de uma particula que pode mover-se
em 3 dimensoes z, y e z, estabelecer que y ~ p, ~ 0 ¢ o mesmo que fixd-la no plano
xy. Portanto, toda a andlise fisica estd contida nas coordenadas x e y. O estudo mais
profundo de vinculos de segunda classe levara a mais uma generalizacao da teoria de vin-
culos, o parénteses de Dirac. O parénteses de Dirac ird generalizar o exemplo dado para

um conjunto qualquer de vinculos de segunda classe.
Dado o conjunto completo de vinculos ¢;, se estabelece a seguinte matriz:
Cij =A{0j, 05}, (2.62)

tal que Cj; =~ 0 sempre que ha vinculos de primeira classe na operagao. Pode-se verificar

o teorema a seguir.
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Teorema 2.6 Se o determinante da matriz C;jr for 0, existe pelo menos um vinculo de
primeira classe no conjunto ¢;. (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992)

Considerando o teorema, pode-se reorganizar a matriz de vinculos em submatrizes,
utilizando o determinante como critério de organizacao. A tnica submatriz onde o deter-
minante nao se anula é, pelo teorema, composta exclusivamente por vinculos de segunda

classe. A matriz tem a seguinte forma:

Cy — <{%,w} {%,xbf}) | (2.63)

{xo: 7}t Do xw}
Todos os seguintes termos: {Va, Yo'} 5 {Va> Xo'} 5 {Xp, Yo} contém vinculos de primeira

classe e, portanto, se anulam. Restando apenas o termo {xs, x» } , & matriz se torna:

Cijr = (0 0 ) . (2.64)
0 {xz xv}

A submatriz de vinculos de segunda classe {xs, x» } sera identificada pelo indice b, isto é,
Cypy . Novamente, pelo teorema 2.6, a matriz Cyy possui determinante nao nulo e, portanto,
possui uma inversa tal que:

Choy Cpr = Oy - (2.65)

A partir da inversa da matriz Cyy é definido o parénteses de Dirac para duas fungoes F
e G definidas no espago de fase (DIRAC, 2001):

{F,G}p = {F,G} — {F,xs}Cop {xv, G} - (2.66)
A definicao implica na seguinte propriedade:
{x;F}p=0. (2.67)

O parénteses de Dirac entre vinculos de segunda classe e uma funcao F é fortemente
igual a zero para qualquer F. Quando este caso ocorre durante a andlise de um sistema,
nao ¢é necessario o calculo do parénteses, pois ele pode ser avaliado previamente como
zero (diferentemente dos vinculos no parénteses de Poisson). O parénteses de Dirac para

vinculos de primeira classe é fracamente igual ao parénteses de Poisson:

{F,vip ~{F,7}. (2.68)

Para todo F, a evolucao temporal nao é modificada pelo parénteses de Dirac:
F~{F Hp}~{F Hg}p. (2.69)
Por fim, o parénteses de Dirac obedece as mesmas propriedades do parénteses de Poisson:
{F.G}p=—{G, F}p (2.70)
{F,GK}p ={F,G}pK + G{F,K}p (2.71)
{F,G}p,K}p+{{K,F}p,G}p+{{G,K}p,F}p=0 (2.72)
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2.6 Fixacao de Calibre

A fixacdo de calibre consiste em realizar uma escolha sobre o parametro livre
determinado pelo formalismo. Como consequéncia da teoria de vinculos, observou-se que
h& mais de um conjunto de coordenadas e momentos que satisfazem um determinado
estado fisico. A fixacao do calibre vai tornar esta relagao tnica, ou seja, dado um estado
fisico, existe um tunico conjunto de coordenadas e momentos que o satisfaz e vice-versa.
Como as transformagoes de calibre sdo obtidas por meio de equagoes do tipo (2.37), tem-
se um numero especifico de parametros que podem ser fixados, que nao pode ser maior

do que o nimero de vinculos de primeira classe 7,.
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3 Campos

Este capitulo tem a func¢ao de introduzir um dos principais objetos matematicos
para o estudo contemporaneo da fisica, os campos. A exigéncia de que teorias fisicas de-
vem obedecer a relatividade especial ja é o primeiro indicio que os campos sao necessarios.
A mecénica cldssica é inteiramente baseada na abordagem de que, dadas as condigoes ini-
ciais, é possivel deduzir a evolugao temporal de um sistema. A partir do momento em que
espago e tempo sao tratados como variaveis independentes na relatividade especial, nao
hé& mais como construir func¢oes temporais que ditem o comportamento das coordenadas
de um sistema. A solugao para este problema é introduzir novos objetos que sao fungoes

do tempo e espaco.

3.1 Lagrangiana e Hamiltoniana para Campos

O formalismo classico pode ser estendido para as quantidades fisicas conhecidas
como “campos” . Os campos sao fungoes definidas no espago-tempo (PESKIN, 2018) que
serao usadas para construir a Lagrangiana do sistema. Ao invés de coordenadas discretas,
a Lagrangiana serd funcdo de campos que dependem de varidveis continuas. Partindo
da acao classica, que é uma integral no tempo da Lagrangiana, é possivel redefinir a

Lagrangiana como a seguinte integral:
L= /d%ﬁ, (3.1)

onde L é conhecida como a “densidade de Lagrangiana” e é uma funcao dos campos ¢,

e suas derivadas 0,¢,, onde ¢ = p(Z,1):
L = L(Pa; Oupa) - (3.2)
A agao pode ser escrita da seguinte maneira, incluindo a integral no tempo:
S = /d4x c. (3.3)

O principio variacional .5 = 0 implica na equacao de Euler-Lagrange para campos:

oL oL
7~ o) .

A Hamiltoniana, é definida de forma analoga a transformada de Legendre:

H = /d%lz&jm% . 4 (3.5)
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onde m é o momento associado ao campo ¢, dado por:

oL
0pa

(3.6)

g —

A quantidade entre colchetes na equagao (3.5) é denominada por “densidade de Hamilto-
niana”:

H = Zwa@l — L. (3.7)

Pelo fato de que a agao é determinada em funcao das quantidades £ ou H, estas também
podem eventualmente ser chamadas de “Lagrangiana” e “Hamiltoniana” do sistema. O

parénteses de Poisson de duas fungbes F' e G é:

{FxG}::/}Fxlﬁﬁ‘acf__8F’8G

0p, 0ty  Om, 0p,

(3.8)

(NASTASE, 2019)

3.2 Generalizacao do Formalismo Hamiltoniano para Campos

A Hamiltoniana introduzida na se¢ao anterior possui uma forte relacdo com si-
metrias do espaco-tempo. Sendo a Lagrangiana uma funcao de campos e suas derivadas

L = L(¢y,0,¢.), considere a aplicagdo de uma derivada:

oL = o — O+ = ( ) 0, (0u) (3.9a)
L
( “%) T 040 (3.90)

( a,, 0). (3.9¢)
Incluir a Lagrangiana dentro do termo em parénteses resultara em:

oL
ACTEN

Esta quantidade entre parénteses ¢ conhecida como o tensor de momento-energia e surge

dup = 4L) = 0. (3.10)

do fato que a Lagrangiana nao depende explicitamente de um ponto x no espago tempo:

oL
TH= = 9,0 — L. 3.11
v 8(au(;0a) 2 ( )

A componente temporal deste tensor é uma grandeza conservada no tempo e di-se o nome

de “energia”, o que justifica a definicio de Hamiltoniana feita na secdo anterior, pois:

H=T" =mps — L. (3.12)
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Apesar de frequentemente estarem associados, os conceitos de Hamiltoniana e energia nao
sao os mesmos. Esta definicio de Hamiltoniana possui o peso historico de corresponder a
energia de um sistema, entretanto ela ndo possui a mesma funcdo que uma Hamiltoniana
na mecanica classica de determinar as equagoes de movimento. Todavia, este andlogo ao
formalismo hamiltoniano existe na teoria de campos e foi formalizado por De Donder-

Weyl. Define-se a Hamiltoniana generalizada pela seguinte transformada de Legendre:

HD.W‘ - Zptf auQOa - £7 (313>
onde P! é dado por:
oL
Pl'= —— 3.14
0(Oupa) o1

e O, aparece na equacao (3.13) apenas como funcao de P*. O principio variacional é

dado em termos da acao:
S = /d4x [ P o — ). (3.15)
Impondo a condi¢ao da minima agao
05 =0, (3.16)

chega-se ao analogo as equacoes de Hamilton para campos:

oH

0upa = oPF (3.17)
OH
" _
0Pl =~ (3.18)

(KANATCHIKOV, 1999)
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4 Simetrias

4.1 Definicao

Uma transformagao é dita “simétrica” quando realiza uma mudanga que nao altera
o resultado de possiveis experimentos. As transformacoes simétricas respeitam os axiomas
da definigdo matemética de grupos (apéndice B.2). Isso significa que se hd uma simetria
no sistema, existe um grupo associado. Este fato traz uma gama de possibilidades para
a abordagem de teorias fisicas, pois estas podem sempre ser estudadas por meio de suas

simetrias.

A teoria de campos é, em geral, estudada por duas categorias de simetrias: globais
e locais. A nomenclatura refere-se a dependéncia de pontos no espago-tempo que a trans-
formacao possa ter, onde, neste caso, ela é chamada de local (caso contrario, ela é global).
O caso das transformacoes de calibre naturalmente se encaixara nas simetrias locais, onde

elas ganharao um papel mais fundamental, dando origem aos campos de calibre.

4.2 Simetria na Relatividade Especial

Uma transformacgao de Lorentz A é definida como as transformagoes que mantém

a métrica invariante pela seguinte relagao:
AgAh=yg. (4.1)

A transformacao de Poincaré é definida pela composi¢ao de uma transformacao de Lorentz
(A) e uma translagao (a):

" = A" 4+ a". (4.2)
Esta transformacao possui um papel importante nas teorias fisicas pois correspondem as
simetrias exigidas pela relatividade especial. O resultado, ao se aplicar a transformacao

de Poincaré duas vezes em um vetor, ¢ dado por:
=N +d =NAx+a)+d =NAx+Na+d. (4.3)

Uma representacao do grupo de Poincaré deve, portanto, obedecer a lei de composicao
associado a equagao (4.3). (WEINBERG, 2005)

4.3 Simetrias Globais

Teorema 4.1 (Teorema de Noether) Para cada transformagio continua nos campos,

que deize a acdo invariante, existe uma quantidade correspondente que € conservada no
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tempo.

(BOGOLJUBOV; SIRKOV, 1984) Se existe uma transformagcao do tipo
¢(x) = ¢ (z) = ¢(x) + 6o (x), (4.4)
tal que as Lagrangianas resultam nas mesmas equagoes de movimento:
L — [, (4.5)
entao, as Lagrangianas podem ser relacionadas por meio da seguinte equagao:
L6/ (), 0,9 (@) = L(6(2), (1)) + D ¥ (4.6)

Esta invaridncia nas equagoes de movimento é uma forma de descrever uma simetria

global no sistema. Agora, pode-se analisar o que acontece com a ac¢ao na presenca destas

simetrias:
58 = / d'z 3L . (4.7)
A variacdo em L pode ser expandida em suas dependéncias:
oL oL
0oL = 0P + o(0 4.8a
8¢V ¢ a(aﬂ¢y) ( N¢) ( )
oL oL oL
=—00+ 0| =00 | —0,| == |00 4.8b
5650+ 0 G) ~ i) )

Pela equagao de Euler-Lagrange, o primeiro e ultimo termo sao iguais e se cancelam,

resultando em:

oL
5L =0, ( 56,9 5¢> . (4.9)

Desde que haja uma simetria no sistema, pode-se relacionar a variacao na Lagrangiana

com a equagao (4.6):

0L = 0, F" (4.10)
e, portanto:
oL
—_— =0,F" 4.11
oL
0 5¢—F“>—O. 4.12
e 1
A quantidade entre parénteses é chamada de corrente e é representada por J:
oL
JH = op — F* | 4.13
90,0 1)

8" =0. (4.14)
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Separando o termo temporal dos termos espaciais na equagao (4.14) é possivel obter uma

quantidade conservada no tempo. Integrando no espaco, o resultado é:
00" = — 0,J° (4.15)
/fx%ﬂ:—/d%@ﬂ. (4.16)

O lado direito da equacao é zero devido ao fato que os campos se anulam no infinito,

resultando em:

80/d3x 7O =0. (4.17)

Esta quantidade, que é constante no tempo, é chamada de “carga” e é representada da

seguinte maneira:
Q= /de 7 (4.18)
(BOGOLIUBOV; SHIRKOV; CHOMET, 1959) (ROTHE, 2021)

4.4 Simetrias Locais

Considere um campo que se transforma de acordo com a seguinte lei:

Pa(®) = Ua(x) 5 () - (4.19)

O fato da Lagrangiana ser uma fungdo de campos e suas derivadas, torna problemético
lidar com transformagoes deste tipo, pois elas possuem dependéncia do espago-tempo.
Entao deseja-se construir uma derivada que se transforma de acordo com a mesma lei que

0 campo, para que a agao seja invariante por esse tipo de transformacgao:

(Dyo(x))' = U(z)Dug(z) - (4.20)

A derivada chamada “covariante” pode ser escrita da seguinte forma:
Dy =0, —igAu(x), (4.21)

onde A, (z) é um novo campo, chamado “campo de calibre” e g uma constante. Com a
derivada covariante, hd uma nova forma de escrever uma Lagrangiana de tal forma que
)

ela seja invariante pela acao de uma transformacao local.

Analisando as consequéncias da equagao (4.20), pode-se obter a forma do campo

A,, transformado em termos da transformacao U(x):

(D) = (O — ig Ay, (2))(U(x) () - (4.22)

Al (z) é o campo de calibre transformado que, até entdao, nao se sabe qual é a forma.
Segue:
(D) = (0,U (z)(x) + U(2)0u0(x) — ig A, (z)(U(x)¢(x)) (4.23)
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(Do) = U(2)[U (2)0,U(x)p(x) + D,p(x) — U_l(x)igAL(x)U(.rW(x)] . (4.24)

Como a intencao é de que a derivada covariante se transforme igual ao campo, pode-se
impor essa condi¢ao a fim de determinar a forma do campo de calibre transformado.

Comparando a tltima equacao com a equagao (4.20) tem-se:
Dy(x) = U (2)0,U(x)$(x) + 0u(x) + U~ (2)ig Ay, (x)U (z)(x) . (4.25)
Os termos com derivadas nos campos ¢ se cancelam, resultando em:
—igAu(x)(x) = U (@)D, (0)$(x) + U (2)ig A, (1)U (2)p(x) . (4.26)
Por fim, isolando o campo Aj,, tem-se:
Al(z) = U(x) AU H(z) — éauU(x)U_l(x) (4.27)
ou, na forma equivalente:
A(z) = U(2) AU (z) + ;U(x)GMU_l(x) (4.98)

(FRADKIN, 2021)

4.5 Campos de Calibre

Os campos de calibre, agora, desempenham um papel muito mais fundamental na
teoria geral, pois surgem do fato de que a acdo deve ser invariante por simetrias locais.
Estes campos possuem dindmica propria e, naturalmente, ¢ de grande interesse estudar
as diferentes implicagoes resultantes do fato de que campos podem ser escritos como
representacoes de um determinado grupo. Para iniciar esta abordagem, ¢é 1til comecar
por um campo de matéria ¢;(z) cuja transformagao infinitesimal deixa a agdo invariante

e ¢ dada por:
Ohi(x) = i€ () (ta)" bm(2) (4.29)

onde €*(x) é um pardmetro infinitesimal que depende do espago-tempo e ¢, é um conjunto
de matrizes constantes e independentes. Assumindo que esta simetria da agao esteja asso-

ciada a um grupo de Lie, as matrizes devem obedecer a relagdo de comutacao do grupo:
[ty to) = 1C5 e, (4.30)

onde C5, ¢ um conjunto de constantes reais conhecidas como “constantes de estrutura”
do grupo. A anti-simetria do comutador implica que essas constantes sao também anti-

simétricas, isto é C', = —CF,. O conjunto de matrizes satisfaz a identidade de Jacobi:

([t to], te] + [[tes tal, to] + [ty te], ta] = 0 (4.31)
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e implicam que as constantes devem satisfazer a seguinte relagao:

CLCs +ClCs +CLOS, =0. (4.32)

a

Qualquer conjunto de constantes C¢, que satisfaca essa relagao definem um conjunto de

matrizes:
(ta)e = —iC?

ca’

(4.33)

que irao satisfazer a algebra do grupo. Neste contexto, o indice A é usado apenas para
referir-se a representagao adjunta do grupo. Ao exigir que a Lagrangiana seja invariante
pela transformagao (4.29), é necessario alterar os termos com derivadas de campos, assim

como foi feito na se¢ao anterior. Derivando a equagao (4.29), o resultado é:

Ou(0i(x)) = 1(0ue” (x)) (ta)" bm (2) + i€*(2) (£a)]" (Outhm () (4.34)

Para que as derivadas dos campos se transformem da mesma maneira que os campos, é
necessario introduzir um campo AZ(x) para cancelar o segundo termo na equagao (4.34).

Se este novo campo se transformar de acordo com
5AZ =0, + ie“(tf)lc’AZ =0, + Cfae“Aﬁ , (4.35)
entao a derivada covariante sera dada por:
(D) = Bty — 1A, () (8) i () - (4.36)

A transformacao da derivada covariante, como consequéncia, sera:
O( Dyt ()) = ie® () (ta)i" (Dph(z) ) m - (4.37)

A dindmica dos campos Aj também deve ser levada em consideragao. Isto significa
que a Lagrangiana envolvera derivadas dos campos de calibre, todavia a forma como eles

se transformam j& é conhecida e dado pela equagao (4.35). Entao, considere o tensor:
c c c c pa Ab
F., = 0,4, —0,A;, + CL, AT A (4.38)
que pode ser obtido por meio do comutador entre as derivadas covariantes:
([Du, D))" = —i(te)iFgthm (4.39)
Esse tensor se transforma, como desejado, da mesma forma que os campos:

- a A c a c
OF,, = ie"(x)(t])Fy, = e*(x)CoFr, . (4.40)

ctopv ca” pv

Por fim, uma Lagrangiana que s6 possui dinamica associada aos campos de calibre

¢ normalmente chamada de “Yang—Mills” e possui a seguinte forma:

1 v a
~FM RS (4.41)

LY.M. :_4 a

(WEINBERG, 1995)
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5 Quantizacao

5.1 Postulados

Essa secao tem o objetivo de estabelecer os postulados da mecéanica quantica que

serao necessarios para a construcao da Teoria Quantica de Campos.

Estados fisicos sao representados por vetores no espaco de Hilbert. Para qualquer

par de vetores, associa-se um nimero complexo dado por:

(6l) = (l6)" . (5.1)

Dado o seguinte vetor |a):
ja) = k1b) (5.2)

onde k é um ntmero complexo (k € C), valem as seguintes relagoes:
(cla) = (c[k|b) =k (c|b) , (5.3)

{ale) = (b K™ [c) = k™ {blc) - (5.4)

A norma é dada por (¢|¢) e, como consequéncia da defini¢ao (5.1), deve ser maior que

zero. A relagao (¥[i) = 0 é satisfeita apenas para o vetor nulo |[¢)) = 0

Observaveis sao representados por operadores que mapeiam os vetores no proprio

espaco de Hilbert. Um operador adjunto L' é aquele que obedece a relacio:

(oI LY |w) = (| L o) . (5.5)
Os operadores chamados “hermitianos” obedecem a relagao:

L'=1. (5.6)

Dado um observével associado ao operador A,
Al2,) = ald,) (5.7)

e um estado fisico [¢)) onde o sistema se encontra , a probabilidade de obter o valor a em

uma determinada medicao ¢ dada por

Pla) = | (1]@q) |*. (5.8)

(WEINBERG, 2005)(TETA et al., 2018)
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5.2 Operadores Unitarios como Representaces de Simetrias

Os operadores unitarios possuem grande importancia na teoria quantica devido a
interpretacao de probabilidade associada aos estados fisicos. Uma transformacao simétrica
nao deve alterar nenhuma caracteristica fisica do sistema, ou, em outras palavras, nao deve
alterar as probabilidades medidas. Para isso, considere um estado |¢) que é resultado de

uma transformagao simétrica de outro estado [¢'):

) = U ) . (5.9)

Ambos os vetores devem representar a mesma probabilidade:
(V) = (W'Y) (5.10)
(W) = (| UTT |v) . (5.11)

Portanto, a condicao que deve ser satisfeita é a que o operador deve ser unitario:

Ut =1. (5.12)
E importante ressaltar que este resultado é apenas uma mencao ao teorema formalizado
por Wigner , que afirma que as transformagoes simétricas devem ser representac¢oes uni-

tarias no espago de Hilbert.

Teorema 5.1 (Teorema de Wigner) Toda transformacao simétrica pode ser represen-
tada no espaco de Hilbert de estados fisicos por um operador linear e unitario ou anti-linear
e anti-unitario (WIGNER, 1939).

(WEINBERG, 2005)

5.3 Quantizacdo Canonica

Na mecanica quantica, os estados de um sistema fisico sdo descritos por vetores no
espaco de Hilbert. As grandezas fisicas (observaveis) sao descritas por meio de operadores

hermitianos que atuam nos estados.

O procedimento conhecido como “quantizacao canonica” baseia-se em estabelecer
uma analogia entre as grandezas definidas na mecanica classica e seus correspondentes na
mecanica quantica. O parénteses de Poisson entre duas grandezas classicas é associado ao

comutador de seus respectivos operadores:
1 ~ 4
{F,G} — —h[F, Gl . (5.13)
i

Este procedimento foi estabelecido por Dirac (DIRAC, 2001). A constante de Planck (k)

estard explicita para enfatizar o assunto de quantizacao.
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5.4 Quantizacao de Sistemas Vinculados

Na mecanica classica, os vinculos sao fungoes das coordenadas q e dos momentos
p. E natural que, ao transitar para a mecinica quantica, os vinculos se tornem relacoes
entre os operadores de posicao e momento. Entretanto, como lidar com o fato de que os
vinculos possuem sempre o valor numérico igual a zero? Podemos impor que esta relacao
especifica entre os operadores de posigoes e momentos (vinculo), ao ser aplicada em um

estado, resulta em um valor nulo :
bl =0. (5.14)

Esta relagao entra em contradicao com um dos procedimentos que foi estabelecido ante-
riormente. O processo de quantizacao foi construido por meio da relagao (5.13), mas note

que, se houver vinculos de segunda classe no sistema, como por exemplo:

Q) =pilv) =0, (5.15)

o operador resultante do comutador entre eles também vai fornecer o resultado nulo ao

ser aplicado no estado:
[¢1, ] [) =0 (5.16)

e, portanto, esta equacao nao estd de acordo com a quantizacao de posi¢coes e momentos:
[G1, 1] = ih. (5.17)

A solugao para o problema de quantizacao é realizar um mapeamento diferente da meca-
nica classica para a mecanica quantica, que utiliza o parénteses de Dirac (equagao 2.66),

ao invés do parénteses de Poisson. Isto é:

(F,G}p — zlh[F a (5.18)

O parénteses de Dirac, como foi desenvolvido na teoria de vinculos, permite utilizar a
igualdade forte para os vinculos de segunda classe. Por consequéncia, a quantizacao destes

vinculos vai resultar em operadores nulos:
x=0 (5.19)
e, portanto, o comutador nao envolve mais nenhuma contradigao:

(%, F]lv) = 0. (5.20)

De forma geral, pode-se calcular o comutador entre dois operadores de vinculos

¢;. Como o comutador também resulta no valor nulo ao ser aplicado em um estado, o

resultado do comutador deve ser um outro vinculo:

[&ja&j’] = ij/aﬁ/a (521)
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Os vinculos resultantes serao combinagoes de vinculos de primeira classe (9,), dado que

os vinculos de segunda classe podem ser todos igualados fortemente a zero.

O parénteses de Poisson entre duas fungoes de primeira classe resulta em outra
funcdo de primeira classe. Pela propriedade (2.68) dos parénteses de Dirac pode-se fazer
a seguinte quantizacao:

1. A
{’77 He} ~ {77 He}D — %[77 He] : (522)
Como o resultado de {7, Hc}p é de primeira classe, obtém-se exatamente o andlogo quan-
tico:

A

[fA}/aa He] - daa"A)/a’ . (523)

Ou seja, a evolugao temporal dos vinculos vy resulta em uma combinagao de vinculos, pre-
servando as mesmas propriedades classicas. (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992)(NAS-
TASE, 2019)

5.5 Mecanica Quantica Relativistica

Para construir uma teoria quantica, coerente com a relatividade especial, é neces-
sario que as simetrias proporcionadas pelas transformacgoes de Poincaré sejam respeitadas
no espaco de Hilbert. Para isso, deve-se construir operadores que sejam representacoes do

grupo de Poincaré no espaco de Hilbert:
U(Aya). (5.24)

baseado neste resultado, os operadores, que sao representagoes do grupo, devem respeitar

a seguinte lei de composicao:
UN,dUA, a) =UNANNa+d). (5.25)

As transformagoes onde a = 0 correspondem naturalmente a uma representagao do grupo
de Lorentz, que é um subgrupo. O elemento identidade, portanto, é composto por uma
transformacao A# = 6% e a = 0. Considere uma transformagao de Poincaré perto o

suficiente da identidade:

A = 68 4t (5.26)
at = e, (5.27)

onde w e € sao infinitesimais. Para uma transformacao de Poincaré infinitesimal, perto da

identidade, no espago de Hilbert, tem-se:

1
Ul+w,e)=1+ §z'wpaJp" — i€, P’ . (5.28)
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Para que este operador seja unitario, como é exigido pelo teorema de Wigner, os operado-
res JP? e PP devem ser hermitianos. Além disso, eles respeitam as seguintes propriedades:
U(A,a)J*"U A, a) =AJA](J" —a"P" + a”P") (5.29)
U(A,a)P'U (A, a) =AFP”. (5.30)

v

Como consequéncia dessas relacoes, é possivel obter a algebra de Lie do grupo de Poincaré:

i[J, JPO] =gP T — ghe T — ORI - g7 o (5.31)
i[P*, J*7) =g"" P7 — g P* (5.32)
[P*, P¥] =0. (5.33)

Os operadores P* e J* sao naturalmente associados as grandezas de momento e momento

angular, respectivamente. Os autoestados associados aos operadores P* sdao dados por:
P! |p) = p"|u) - (5.34)

Neste caso, é natural associar o estado de vacuo da teoria ao Unico estado cuja energia e

0 momento sao zero:

P*10) = 0. (5.35)

Mais informacgao sobre os estados associados a uma particula é encontrada no apéndice
A.l.

(WEINBERG, 2005) (SREDNICKI, 2007)
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6 Bodsons e Férmions

6.1 Bdsons

Considere operadores () e P, hermitianos, que obedecem as seguintes relagoes de

comutacao:
[Qu, B)] = 16, (6.1)
[Qu, Qo) =0, (6.2)
[P, P]=0. (6.3)

O fato de que todos os operadores (), comutam faz com que seja sempre possivel encontrar

autoestados em comum:
Qala) = aala) - (6.4)

Os autovetores sao escolhidos de forma que sejam ortogonais:
(la) = I19(6 — 4) = (¢’ — 0) (6.5)

e, assim, podem formar a relagdo de completeza:

t= [ T da. laal - (6:6)

O mesmo pode ser feito para os autovetores dos operadores P,, resultando nas seguintes
equagoes:
Palp) = pa |p) (6.7)

'lp) = Hépa Pa) =0 —p), (6.8)

1= [ Tldvlp)ol (69)

(WEINBERG, 2005)

6.2 Férmions
Considere operadores @) e P que obedecem as seguintes relagoes de anti-comutagao:
[Qa; b]+ = Z.5ab (610)

[Qa, @]+ =0 (6.11)
[P, By =0 (6.12)
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onde o anti-comutador entre duas grandezas F e G é dado por:
[F,G], = FG+GF . (6.13)

As relagoes (6.11) e (6.12) fazem com que os operadores Q? e P? se anulem para qualquer
indice a:

Q*=0 (6.14)

a

P2 = (6.15)

a

Baseado nisso, ¢ possivel construir alguma nocao de base completa, isto é, uma base
que contemple todos os autoestados dos diferentes operadores. Isso é feito construindo
um estado |0) que é resultado de todos os operadores () atuando sobre um estado |1))

arbitrario:

10) = T] Qa l¥) (6.16)

Dessa forma, qualquer operador (), atuando nesse novo estado criado resulta em 0:
Q.|0)=0. (6.17)

O mesmo pode ser feito para os operadores P,:

o = @] 7. (6.18)
(0] P, =0 (6.19)

Essas escolhas permitem que os novos estados sejam normalizados:
0|0y =1 (6.20)

E possivel, entao, definir as bases completas pelos seguintes vetores:

la,b,...) = P,B,...|0) (6.21)
(a,b, .| = (0] ...(=iQy) (—iQ,) (6.22)

e, por meio da relagdo (6.10), verifica-se que esta base, de fato, obedece a relacao de
ortonormalidade:
<a', b'...|a, b, > = (5(10/51,1,/ (623)

Neste ponto, resta definir algum estado |¢) tal que a seguinte relagao é satisfeita:

Qula) = dala) - (6.24)

Entretanto, as variaveis g, nao podem ser niimeros reais como no caso descrito pela teoria

de bosons. O que garante que estas variaveis sejam nimeros reais na teoria de bdsons é
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fato dos operadores () e P serem hermitianos. Para férmions, basta comparar as equacoes

(6.21) e (6.22) e ja nota-se que o adjunto do operador P é dado por:
Pl = —iQ,. (6.25)
Ao atuar o comutador (6.11) no vetor |g), o resultado a seguir é obtido:

Qs + @qa = 0, (6.26)

o que nao pode ser obtido para nimeros reais, como ja esperado. Porém, este problema
¢é contornado pela introducao de variaveis que anti-comutam, conhecidas como “variaveis
de Grassmann” (apéndice B.3). Com estas varidveis ¢ possivel definir um vetor |g) que
obedeca a equagao (6.24):

) = 7 2o o) (6.27)

e, de forma similar:

(p| = (0] e=#2PeQe (6.28)
(WEINBERG, 2005)

6.3 Integral de Caminho

Para analisar o comportamento de uma particula na mecanica quantica, é de inte-
resse conhecer a probabilidade de uma particula ser encontrada em um estado final |1)y),
dado um determinado estado inicial |¢;). Esta probabilidade esta associada a quantidade
(¢ ¢]1;). No caso de uma particula percorrendo uma determinada trajetéria, é necessario
estabelecer algumas quantidades que representem este fend6meno na mecéanica quantica,
dado que o conceito de “trajetéria” nao é definido neste contexto. No caso, a particula
pode estar associada a alguma posicao ¢ e tempo ¢, mas estes respeitam o principio de

incerteza de Heisenberg.

Primeiramente, a amplitude de probabilidade K(gy,ty;¢i,t;) pode ser calculada
tal que a probabilidade é dada por:

P =K (qs tr; 0 b)), (6.29)
onde K(qr,tf;q,t;) segue a definicao usual:
K(qp ty;aiti) = (ap. tylai, ti) - (6.30)
E possivel definir um estado que dependa das posicoes e do tempo por meio da equacdo:
q.t) = e |q) (6.31)
tal que uma funcado de onda pode ser calculada por:

¥(g,t) = (g, t|) . (6.32)
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A motivagao para definir um estado da maneira (6.31) é que nao haja distingao
entre posigoes e tempo, a fim de calcular a amplitude de probabilidade (g¢, tf|g;, t;). Con-
siderando um pequeno segmento discretizado entre (g;,t;) e (¢r,ts), obtém-se a seguinte
equagao:

(@1, tj1las. t5) = (@il e” it 41-49) ;) - (6.33)

E possivel, agora, renomear a variacao no tempo como 7 = t;;; — t; e realizar uma

expansao da exponencial em torno desta variavel:
(Q+1: L], ) = (@il 1 —iHT + ... |g)) (6.34)

(i1 tilgis ty) = (@la) = (@l iHT |g) + - (6.35)
Inserindo a relacao de completeza, na base dos momentos, no primeiro termo e aplicando

uma transformada de Fourier (definida no apéndice B.1.):

(gj+1lq;) /dpe (@741-45) (6.36)

e portanto:

(g1, timlg, ts) = /dp MU0 —ir (g0 | H |gj) - (6.37)
O operador Hamiltoniana é funcao dos operadores momento e posi¢do, no geral, mas
considera-se, por simplicidade, o caso onde H= 5—; + V(q):

A

(aj+1] H |a5) = (1l 5~ - —lay) + + (a1 | V(@) lay) - (6.38)

O termo com o operador momento pode ser reescrito aplicando a relagdo de completeza:

P2 P2
(1l o lag) = [ dp'dp {azale’) 0] - 1) (olas) (6.39)

enquanto que o termo potencial se torna:

(@541 V(@) la5) = V(@) {gj41l5) (6.40)

onde V' (g¢;) é uma funcao que pode levar ¢; e gj41 como argumentos. Entao, a atuagao do

operador Hamiltoniana resulta em
(g1 H |g;) = / dp P99 H (g, p). (6.41)
Inserindo este resultado de volta na equagao (6.37), tem-se:
(@jr1:tjslas: ty) = / dp P~ (1 —iTH(q,p)), (6.42)

onde o termo obtido dentro da integral corresponde a expansao exponencial (6.34) reali-

zada anteriormente e, portanto:

(gj+1,tj1laj tj) = /dp ¢l =ay) = H@)], (6.43)
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Esta amplitude de probabilidade corresponde apenas a um pequeno segmento de traje-
toria possivel. A grandeza que corresponde (gsts|q;t;) deve generalizar a equagao (6.43)
para o caso continuo. Para que isso ocorra, é necessario que haja multiplos momentos
p; associados a cada segmento de posi¢ao g; e tempo t;. Como consequéncia, havera
uma multiplicacao de cada exponencial do tipo (6.43), resultando numa integracdo no
expoente. Além disso, hd uma integracao de multiplos ¢, que corresponde a segmentos

completos. Toda essa informagao esta contida na equagao a seguir:

(ar.tslaists) = [ DaPpexp{i [ dt lpi— Hp, )]}, (6.4

onde Dq e Dp correspondem a ([[}_; dg;) e (II}—, dp;), respectivamente. O termo em
colchetes na exponencial corresponde a agdo e portanto a equacgao pode ser escrita na

forma:
(ar. trlai ti) = [ DaDpeSinrt. (6.45)
No formalismo Lagrangiano, a integral de caminho possui a forma:

(ar,trlai, ti) = N/Dq etlod (6.46)

onde N é uma constante e a ac¢do é, neste caso, um funcional de ¢ e ¢, pois trata-se da
Lagrangiana integrada em ¢. (RYDER, 1996)

6.4 Propriedade dos Operadores na Integral de Caminho

A amplitude de probabilidade (gf,s|q;,t;) pode ser escrita com a insercao de

infinitas relagoes de completeza que conectam o estado inicial ao estado final:

(qr,trlai, ti) = /Dq (qr, trlan, tn) (Gn, tal - @i, ti) - (6.47)

Ao inserir um operador, o resultado se torna

<qf7 tf| Q(tnl) |Qi7 tz> = /Dq <Qf’ tf|qn7 tn> <Qn7 tn| <qn1’ tn1| Q(tnl) |qn1+1a tn1+1> |qi7 t1> :
(6.48)
O termo com operador, destacado no meio da integral, pode ser escrito simplesmente

como o autovalor do operador multiplicando o resto dos termos:

<Qn1a tm | Q(tm) |Q7z1+17 tn1+1> = Q(tm) <QR1’ tm |qn1+17 tn1+1> : (649>

Ou seja, o escalar pode ser colocado a esquerda das relagoes de identidades e a integral de
trajetéria continua a mesma. Apos realizar o mesmo desenvolvimento da se¢do anterior

obtém-se:

(gp, 7] Q1) |qis ti) = /DQDPQ(tl) exp{i/dt [pg — H(p, Q)]}, (6.50)
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Naturalmente, é possivel incluir um segundo operador Q(tm) a direita do operador Q(tnl).
Entretanto, é necessario que t,, seja obrigatoriamente menor que t,,, pois as relacoes de
completeza na equagao (6.47) devem ser inseridas de tal forma que a trajetéria formada
seja continua. Ou seja, nao seria possivel incluir a base do operador Q(tm) e, consequente-
mente, nao haveria o autovalor isolado no lado direito da equagao, assim como em (6.49).
Para que os operadores cumpram sempre essa condicao, introduz-se um operador de or-
denacao temporal. Este tem o papel de organizar os operadores na integral de caminho
da seguinte forma:
A(t1)B(ta) t1 < tg

T[A(t)B(ts)] = Aty bt (6.51)

Com o uso deste operador, é possivel escrever:

(ar, 5 TIQ()Q(E)] laist) = [ DaDpalti)a(t) exp{i [at [pq—H(p,q>]}. (6.52)

Por fim, generalizando o resultado para n operadores, a integral de caminho se torna:
(ar. | TIQ(t)-..Qtn)] lgis ts) = /Dquq(tl)...q(tn) ¢iSla:) (6.53)

(a5, t5] TIQ(t1)--Q(tn)] lgi i) = N/DC] g(t)...q(t,) €177 (6.54)
(RYDER, 1996)

6.5 Funcional Gerador e Fenomenologia

Os experimentos de espalhamento sao a principal forma de descobrir a existéncia
de novas particulas e como funciona a interacao entre elas (SCHWARTZ, 2014). Estes
experimentos se baseiam em determinar os elementos da chamada “matriz de espalha-
mento”. Esta matriz é responsavel por relacionar estados inicias com estados finais e é

representada por (f| S |i). Estes elementos de matriz sdo proporcionais ao seguinte termo:

(QT[¢(x1)(w2)...0(xn)] [2) (6.55)

onde |Q2) é o estado de vicuo da teoria, T' é o operador de ordenagdo temporal e ¢(x)
sdo campos. O termo (6.55) pode ser obtido por meio da propriedade dos operadores nas
integrais de caminho, mostrada na se¢ao 6.4. Um funcional gerador Z[.J] é um método

utilizado para calcular as transi¢oes de vacuo para vacuo. Ele é definido da seguinte forma:
Z1J) = / D S10Oudlti [ d'e(@)é(@) (6.56)

onde J é uma funcao no espago-tempo e geralmente constitui um termo incluido na propria
Lagrangiana:

Z[J] = / D el J d'al+I@e@) (6.57)
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Dessa forma, a integral de caminho é facilmente recuperada avaliando o funcional em
J=0:

- / Do eiS . (6.58)
Agora, utilizando a propriedade das derivadas funcionais, pode-se obter o mesmo resultado

dos operadores calculados dentro da integral de caminho. Considere a derivada:

Z
3 J /,D(b i [ dizlL+d(z (:v)] /d4xJ ( ) (659)
éU
Aplicando a propriedade
dJ(z) 4
=0z —vy), 6.60
570 =0 ) (6.60)
o termo com J(x) dentro da integral se torna:
SO [ d J@)oa) = o(y) (6.61)
0J(y) ’ '
e, portanto:
Z 1
8 /D¢ 7,fd £+J ]¢( ) (662)
Avaliando J = 0, recupera-se novamente a integral de caminho original:
L 0Z(J) / g
—1 = [ Dope”o(y). (6.63)
9J(Y) | ;=
Para associar com os estados de vacuo, basta escrever o funcional na forma:
—i 0Z(J) I Dpeo(y) .
—_— =——-"2"=(Q|0(y) ) . 6.64

Este resultado pode ser generalizado, adicionando quantas fontes J(x) forem necessarias

para cada campo e repetindo o processo descrito. O resultado obtido é:

(—i)" oZ(J)
Z[0] 0J(x1)...0J(xy,)

= (Q T[p(21)...0(zn)] |2 . (6.65)

J=0

6.6 Integral de Caminho para Campos de Calibre

A integral de caminho pode ser construida para o caso de campos de calibre.
A simetria de calibre desses campos podem estar associadas a um grupo abeliano ou
nao abeliano. Entretanto, devido a essas simetrias, a integral de caminho nao pode ser
realizada normalmente, pois ela é feita integrando sobre todas as configuragoes possiveis do
campo A*(zx). As transformagoes de calibre relacionam campos que representam o mesmo
estado fisico, entao algo deve ser feito para evitar a contagem miiltipla de mesmos estados.
O método desenvolvido por Faddeev-Popov consiste em adicionar uma delta na integral

de caminho para eliminar as possiveis redundancias existentes quando consideramos um
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campo de calibre. Esta abordagem comeca pela escolha de calibre, que sera representada

pelo seguinte termo:

GY(A) = * (6.66)

A integral de caminho (FRADKIN, 2021) para um campo de calibre nao abeliano A, é
dada por:
Z[J] = / DAS(GIA]) A p [l (6.67)

onde Arp é um determinante:

AFP = Det[Mab’xy] s (668)
oG
Mapy = 5 Di2()o(x — ). (6.69)
iz

Este determinante pode ser escrito em termos de campos fermionicos b, e ¢, independen-

tes, devido a propriedade das varidveis de Grassmann apresentada a seguir:
Det[Mayn,] = @ / DiDe el | (6.70)
onde o é uma constante que nao possui relevancia para o formalismo e I é dado por:

[= / 'z dYy (ba(2)ey(y) Map.ny) (6.71)

Observe que quando M,y ., for inserido na equacao (6.71), a delta §(x — y) ird eliminar
uma das integrais resultando em uma integral de caminho para campos b e ¢ com uma

Lagrangiana dada por:

oG
A
Os campos b e ¢ sao chamados de “fantasmas” no formalismo. A delta §(G[A]) na equagao
(6.67) é dada por:

‘Cgh = _ba(

)Dcy . (6.72)

5(G(A)) = e'J dwrmG G (6.73)

onde o termo dentro da integral possui grande importancia no formalismo, pois corres-
ponde justamente a fixacao de calibre. A escolha de calibre é feita definindo que tipo de
fungdo Gla| estara presente na Lagrangiana e, por isso, ele é escrito como uma das partes
da Lagrangiana:

Lyt = YaG G (6.74)

A matriz 7, estd sendo utilizada apenas para generalizar a fixacdo de calibre, embora

este termo costume ser quadratico.

Com base nas defini¢oes dadas, nota-se que a introdugao dos termos 6(G[A]) e Ap.p,
resultam na simples adi¢ao de novas quantidades £, f e L, na acao classica. Portanto, a
Lagrangiana dos campos de calibre, que pode ser utilizada em integral de caminho, tem

a forma:
Lrp=Lyy+Lyys+ Ly, (6.75)
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onde Ly, é a Lagrangiana de Yang-Mills desenvolvida na secao 4.5. A acao classica se
torna, por fim:

0G*
GA;

1
S = /d%[ — FLE + GG = b

1
1 E )Dy) (6.76)

(NASTASE, 2019)

6.7 Analise

A préxima parte deste trabalho é dedicada & uma simetria associada a agao (6.76).
Para que esta simetria seja devidamente introduzida, o proximo capitulo é inteiramente

composto pelo formalismo matematico que sera aplicado.
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7 Algebras Graduadas

7.1 Algebra Associativa

Uma algebra associativa sobre o corpo dos niimeros complexos é um conjunto A

que obedece as seguintes propriedades:

e A é um espago vetorial em C

« Para cada par de elementos (x, y), existe um produto zy pertencente a A que satisfaz

bilinearidade.
(214 22)y = 21y + T2y (7.1)
r(y1 + y2) = TY1 + TY> (7.2)
a(zy) = (ax)y = z(ay) ,a€C (7.3)

o O produto satisfaz associatividade.
(zy)z = x(yz) (7.4)

A algebra é chamada de “supercomutativa” quando A é uma soma direta de dois outros
espacos:

A=Ay ® A, (7.5)

de tal forma que o produto é dado por:
xy = (—1)“vyx, (7.6)

onde ¢; = 0 quando i pertence a Ay e ¢; = 1 quando i pertence a A;. O simbolo €(x) (ou

€;) ¢ usado para definir a paridade de um determinado elemento x da &lgebra.

7.2 Algebra de Lie Graduada
Seja V' um espago vetorial composto pela soma direta :
V=WaeW. (7.7)

O conjunto de transformacdes lineares que levam V' em V' é uma algebra associativa e é
representada por End(V'). Uma transformagado M possui uma paridade definida quando,

para qualquer elemento x € V', a seguinte relagao for satisfeita:
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e(Mzx)=e(M) +e(x). (7.8)

Um elemento arbitrario do conjunto End(V') pode ser decomposto, de forma inequivoca,

em transformacoes pares e impares:
End(V) = Endy(V) @ End; (V). (7.9)

Dado uma transformacao M; e um elemento y da algebra, tal que y = Msx, pode-se

encontrar qual é a relagao de paridade para o produto M M:

e(Myy) =e(My) + (y) (7.10a)
=e(M) + (M) (7.10Db)
=e(My) + (M) + e(x) (7.10¢)
e, portanto:
e(MyMsy) = (M) + e(Ms). (7.11)

Dado duas transformacoes lineares M; e Ms, o comutador graduado é definido como:
[My, M) = My My — (—1)MM2 Moy M . (7.12)
Este comutador generalizado satisfaz a seguinte propriedade:
[My, Ma] = (—=1)7=M2 [My, My] . (7.13)
e, consequentemente, satisfazem uma forma generalizada da identidade de Jacobi:

[[My, My), M) + (=1)Ms(ntand[[My M), M) + (—1) M) [Ny, My], M) = 0.
(7.14)
O espago vetorial V' em conjunto com a estrutura de comutadores (7.12) e definem uma
algebra de Lie graduada. O fato de qualquer algebra supercomutativa ser um espago ve-
torial da forma (7.7) faz com que o conjunto End(A) forme uma algebra de Lie graduada.
Neste conjunto, uma transformacao de especial interesse é a “derivagao”. Derivagoes sao

definidas pelas transformacoes que obedecem a regra de Leibnitz generalizada:
D(xy) = Dy + (—1)?%(Dx)y . (7.15)

O conjunto das derivagdes de A é representado por Der(A) e caracteriza uma subédlgebra

de Lie do conjunto das transformagoes End(A).

7.3  Graduacao

Uma algebra graduada é definida pela seguinte equacao:

A=oA,, (7.16)



7.4. Classe de Equivaléncia 71

onde n pode ser um niimero inteiro ou um nimero natural. No caso onde n pertence aos
numeros naturais, a algebra é denominada “N-graduada” e é denominada “Z-graduada”
no caso onde n pertence aos inteiros. O caso das dlgebras supercomutativas é apenas um

caso particular das graduagoes e é também conhecido como uma “Zs-graduacao”.

A multiplicagdo em uma algebra graduada respeita a propriedade:
AnAm C Apim - (7.17)
Se um elemento x pertence a A,, é dito que x possui grau n:

deg(x) =n < x € A,. (7.18)

A graduacao de A determina também a graduacao no espaco de transformagoes
End(A) e, consequentemente, no espago de derivagoes Der(A). O grau de uma transfor-

magcao linear M é determinado pela seguinte equacao:

deg(Mx) = deg(M) + deg(x) (7.19)

e satisfaz as propriedades:
deg(MyMsy) = deg(My) + deg(Ms) , (7.20)
deg([My, Ms)) = deg(My) + deg(Ms) . (7.21)

7.4 Classe de Equivaléncia

Dado dois conjuntos X e Y, uma Relacao R é um subconjunto do produto carte-

siano X x Y. A Relacgao é escrita como:

aRb ;a€ X,beyY. (7.22)

Uma equivaléncia ~ é uma Relacao que satisfaz 3 propriedades:

an~a (7.23a)
a~b << br~a (7.23b)
a~b , b~ec = a~c. (7.23c)

Estas propriedades sao ditas reflexivas, simétricas e transitivas, respectivamente. Uma

classe de equivaléncia [a] é um conjunto com todo = € X que satisfaz x ~ a

Teorema 7.1 Se [a|N[b] # 0 , entdo [a] = [b].
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O

Primeiramente, uma classe de equivaléncia nao pode ser vazia, devido a proprie-
dade reflexiva a ~ a. Se [a] N [b] # 0 e as classes [a] e [b] ndo sdo vazias, entao existe pelo

menos um elemento na intersegao [a] N [b] que satisfaz:

c~a (7.24a)
c~b, (7.24b)

mas pela propriedade da transitividade, tem-se:
a~b. (7.25)

Suponha um elemento arbitrario a’ que pertence a [a]. A transitividade, novamente, im-
plica em:
a~b , a~d = b~d (7.26)

Como esta relagao vale para qualquer elemento arbitrario @', entdo [a] C [b]. Pelo mesmo

argumento, um elemento arbitrario b’ também satisfaz:
vV ~a (7.27)

e, entdo, [b] C [a].
Portanto, as classes de equivaléncias satisfazem [a] = [b] ou [a] N [b] =0

O teorema apresentado mostra que um determinado conjunto X sempre sera par-

ticionado em classes de equivaléncia disjuntas.
Definicao 5 Um espago quociente € o conjunto de todas as classes de equivaléncia.

(NAKAHARA, 2018)

7.5 ldeal

Definicao 6 Sendo B um subespaco vetorial de A, B é chamado um ideal quando o

produto de um elemento em B por um elemento em A estd contido em B, isto é, BA C B.

E possivel definir um espago quociente A/B com base na seguinte relagao de
equivaléncia:

T1—Ty=yEB ;x,10€A. (7.28)

Primeiramente, é necessério verificar que esta relagao é uma equivaléncia, ou seja, satisfaz

as propriedades (7.23). Todas as propriedades sao verificadas pelo fato de que B é um
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espago vetorial por definicdo. Ou seja, o elemento nulo deve pertencer a B , o que satisfaz
a primeira propriedade:

r—x=0€B. (7.29)

Existe multiplica¢ao por um nimero (em C no caso das dlgebras abordadas neste capitulo),

satisfazendo a segunda propriedade:
T —Ty=yYEB = xy—x;=(—1)y € B. (7.30)

Por fim, a soma de dois elementos do espacgo vetorial deve também pertencer a este espaco,

satisfazendo a ultima propriedade:

T — 1Ty =1y €B (7.31a)
Lo — X3z = Y2 € B (731b)
=1 —r3=y +1y €B. (7.31c)

O espago quociente A/B = {[a], [b], ...} estabelece um produto bem definido do
tipo:
[a] % [b] = [c] € A/B. (7.32)

Neste caso, “bem definido” significa que quaisquer elementos das classes de equivaléncia
la] e [b] satisfazem o produto (7.32). Para verificar a existéncia deste produto, pode-se

estabelecer :
[a] * [b] = [ab] = [¢] (7.33)

e, em seguida, verificar a condi¢do de que um elemento o’ € [a] e um elemento &' € [b]
possuem um produto a'b’ que pertence ao espaco quociente, assim como ab. Considere
tais a’ e b':

/

de€la — d~a = d—-a=y €B, (7.34)
Ve < btV~b = UV —-b=y,€B. (7.35)
Agora, calcula-se o produto a’l':

a't/ =(y1 + a)(y2 + b) (7.36a)
=11Y2 + y1b+ ays +ab. (7.36b)

Os trés primeiros termos sao elementos de B, pela definicao de Ideal. Ou seja, estes sao
dados em termos de um produto de ao menos um elemento de B e, portanto, pode-se
fazer a renomeacao y3 = y1y2 + y10 + ays. Sendo y3 um elemento de B, torna-se claro que

o produto a'b’ satisfaz a relacao de equivaléncia:

a't —ab=ysz € B. (7.37)
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7.6 Diferencial

Um diferencial D é uma derivagao impar e nilpotente de ordem 2, isto é:

21
2

D*=-[D,D] =0. (7.38a)
e(D)=1. (7.38b)

Considerando a existéncia desta operagao em uma algebra graduada de ordem N, nota-se

que o grau de D pode ser tomado como:
deg(D) = +1, (7.39)

pois em ambos os casos (1 ou —1), a relacdo (7.38) é satisfeita. Pode-se calcular Um

elemento = desta algebra, que pertence a A,
deg(Dz) = deg(D) + deg(x) =n+1. (7.40)
Isto significa que D(A,,) C A,+1, dependendo da paridade de D.

Definicao 7 Um complexo diferencial é um espaco vetorial graduado V = &,V, que

possui um operador nilpotente linear de grau +1.

Definicao 8 Uma dlgebra graduada diferencial é uma dlgebra graduada que possui um
diferencial D

Dada as defini¢oes, um complexo diferencial, onde o produto é definido, junto com uma

derivacao D estabelece uma éalgebra graduada diferencial.

Dado um diferencial D, o niicleo de D, representado por Ker(D), é o conjunto de

todos os elementos cuja aplicacao do operador D resulta em 0:
Dx =0 < x € Ker(D). (7.41)

Dado um diferencial D, a imagem de D, representada por I'm(D), corresponde ao subes-

paco resultante da aplicacao de D:

Dy=xz <= xz€Im(D). (7.42)
Teorema 7.2 O subespago Ker(D) é uma subdlgebra da dlgebra graduada A

O

E necessério mostrar que um elemento w composto pelo produto w = z1z per-
manece no subespaco Ker(D), para 1 € Ker(D) e xo € Ker(D). Pela defini¢do de

Derivagao, tem-se:
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D(zy29) = xD(y) + (—1)P“2(Dx)y =0 (7.43)
Ou seja, D(w) = 0.
|

Teorema 7.3 A imagem Im(D) é um ideal do nicleo Ker(D)

g

E necessario provar que existe algum elemento w tal que zy29 = D(w) , para

x1 € Ker(D) e xo € Im(D). Utilizando a defini¢ao de derivacao, tem-se:
x119 = 21(Dy) = x1(Dy) + (Dx1)y = D(x1y) (7.44)

Portanto, existe w = z1y

7.7 Homologias e Cohomologias

O fato da a imagem I'm(D) ser um ideal do nicleo Ker(D), como mostrado no te-
orema 7.3, torna possivel a formacao da algebra quociente, utilizando a mesma construgao

da segao 7.5:

Ker(D)

TmiD) (7.45)

Esta élgebra é chamada de Cohomologia quando deg(D) = 1 e serd representada
por H*(D). Quando deg(D) = —1 a algebra é chamada de Homologia e sera representada
por H,(D). A élgebra quociente é composta pelas classes de equivaléncia que, por sua vez,
sao compostas pelos elementos da algebra. Portanto a homologia ou cohomologia recebe
a graduagao da algebra:

H*(D) = ®,H"(D) (7.46a)
H.(D) =®,H,(D) (7.46D)

7.8 Cohomologia para a Algebra de Lie dos Operadores

Definigao 9 Uma derivacio A € dita “D-fechada” quando a sequinte equacao € satisfeita:

[A, D] =0. (7.47)
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Definicdo 10 Uma derivacio A é dita “D-exata” quando existe outra derivacio A que
satisfaz:

A=A, D]. (7.48)

Teorema 7.4 O conjunto de derivacoes fechadas é uma sub-dlgebra de Lie do conjunto

de derivagoes Der(A).

O

E necessario verificar que o comutador entre duas derivagoes D-fechadas (A; e
Ay) resultam em outra derivagdo D-fechada. Primeiramente, o comutador entre duas

derivagoes resulta em outra derivagao, isto é:
A1, Ag] = As. (7.49)
Agora, analisa-se o comutador entre esta derivacao e D:
[As, D] = [[A1,As], DI (7.50)
Pela identidade de Jacobi, tem-se:
[A1, 2], D) = —(=1)Pat2)[[D, Ay, Ag] — (—1) 1227 P)[Ay D], Ay]. (7.51)
Por fim, os comutadores [D, A1] e [Ay, D] sdo iguais a zero, por definigdo, resultando em:

[Ag, D] - HAD AQ], D} == O . (752)
[ |
Teorema 7.5 As derivacoes D-exatas sio também D-fechadas

O
Considere o comutador entre uma derivacao A, que é D-fechada, e D:

=[A,D]D — (—1)***? D[A, D], (7.53b)

onde g, = ([A, D]). E possivel escrever a paridade do comutador (g,) como funcao da

paridade de A, pois a paridade de D ¢ igual a 1, por defini¢ao:

e([A, D]) = (A) + (D) = e(A) + 1 (7.54)

Ao utilizar a propriedade nilpotente do diferencial D, restardo apenas termos DAD

na equagao:
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[A, D] =[A, DD — (=1)**'D[A, D] ( )
— (=1)*ADAD — (-1)*a*'DAD (7.55b)

— (=1)*ADAD + (-1)*ADAD ( )

=0 ( )

e,portanto, A também é D-fechado.
[ |

Teorema 7.6 Seja o comutador a lei de composicao, o conjunto das derivacoes D-exatas
formam um ideal da dlgebra de Lie das derivagoes D-fechadas.

O

Seja A1 uma derivacao D-fechada e Ay uma derivagao D-exata. A derivacao resul-

tante do comutador entre elas é dada por:
Ay, Ag] = As. (7.56)

E necessario provar se existe alguma derivacao As tal que o comutador com D seja igual
a Ag:

[As, D] = As. (7.57)
Calculando o valor de Aj, tem-se:
Az =[Ag, A4] (7.58a)
=[[As, D], A] (7.58b)
— (1) 1At DA Ag], D] — (—1) 2 PHAD[[D, A], Ay (7.58¢)
— (=) AT [A L Ay), D] (7.58d)

Portanto, existe Ay = —(—1)1a2TP)[A| A,] tal que a equacdo (7.57) é satis-

feita.
[ |

O teorema garante a construcao de uma algebra de Lie quociente das classes de
equivaléncia, pois sempre pode ser feito o mesmo desenvolvimento utilizando o Ideal. Esta

dlgebra quociente é representada por H.(D) ou H*(D).

7.9 Diferencial Modulo

Definigao 11 Seja 6 um diferencial e d uma derivagdo impar, d é chamado de “diferencial

modulo 07 quando as sequintes condicoes forem satisfeitas:
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d, 8] = ds +6d =0, (7.59)
&= —[5,A] = —(6A + AS) (7.60)

onde A € uma derivacao.

Teorema 7.7 A existéncia de um maodulo diferencial induz uma derivacdo na homologia

H.(6).

O

A relagao de equivaléncia para a construgao da Homologia H.(d) é dada por:
a ~a <= d—a=dyeIm(). (7.61)

Introduz-se uma derivacao d que atua sobre as classes de equivaléncia, de forma que o

resultado é uma derivacao nos elementos da classe:
d[a] = [da] (7.62)
Ao atuar sobre a relacao de equivaléncia, tem-se:
da' — da = d(dy) (7.63)
da' — da = —6(dy) € Im(9) . (7.64)

Como este ultimo termo satisfaz a relacdo de equivaléncia, d induziu a derivagao d nas

classes de equivaléncia.

[ |
Corolario 7.7.1 A derivacio d, induzida na homologia H.(0), € um diferencial.

O

Um elemento b é equivalente 0 quando satisfaz a relagao:
b~0 < b—0=0y € Im(0). (7.65)

Ou seja, um elemento pertence a classe de equivaléncia [0] quando este for um elemento

da imagem de ¢:

b=0y. (7.66)

Ao aplicar d? na equacdo, tem-se:
&b = — [5, Alsy (7.672)
= — 0A(dy) + Ad(dy) (7.67b)

= — 5(Ady). (7.67¢)
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Ao denominar ¢ = —§(Ady), torna-se evidente que d?b = dc. Se o elemento d?b pode ser
escrito como um elemento da imagem de ¢, entdo ele pertence a classe de equivaléncia [0]
e, portanto:
d*[b] = 0. (7.68)
|

Sendo d um diferencial que atua nas classes de equivaléncia, é possivel construir
uma cohomologia de d em H,(8), que é representada por H*(d|H,(5)). Esta cohomologia

depende, entdo, da imagem e o nicleo de d no conjunto das classes de equivaléncia:
[a] = d[b], (7.69)

d[a] = [0]. (7.70)

7.10 Resolucao

Definicdo 12 Uma dlgebra graduada diferencial (A , 6) forma uma resolug¢io quando

satisfazem a sequinte condigdo:

0, k#0 (7.71a)
Ho(0) =A, (7.71b)

onde A € uma dlgebra graduada.

A definicao de resolucao permite escrever uma algebra graduada A como a homo-
logia de uma outra &lgebra mais geral A, pois a homologia é a soma direta de todos os
elementos Hy:

H.(6) = ®rH(0) = Ho(0) . (7.72)

O grau da algebra A é chamado de “grau de resolucdo” e é representado por r.

7.11 Expansao do Diferencial

E possivel construir um diferencial s, de forma que ele pode ser expandido em
termos que possuem diferentes graus na algebra graduada. Neste contexto, a defini¢ao de

diferencial modulo 9, feita na secao 7.9, se torna ttil.

Suponha que um diferencial s seja expandido e que os primeiros termos nessa

expansao sejam 0 e d respectivamente:

s=0+d+..., (7.73)
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onde deg(d) = deg(d) + 1 e os préximos termos possuem grau maior que d. Para que
s seja um diferencial, algumas condigdes devem ser satisfeitas neste caso. Calculando

explicitamente, tem-se:

s$=0+d+dd+ds+ .. . (7.74)
Portanto, é necessario que 0 seja um diferencial e que d seja um diferencial médulo 9.

A existéncia de s, apresentado na equacao (7.73), pode ser garantida em um caso
especifico por meio do proximo teorema. Antes de enuncia-lo, é importante ressaltar que
ele considera todas as informagoes abordadas neste capitulo, entao sera ttil lista-las com

o objetivo de sintetizar toda a construcao feita até agora.

Teorema 7.8 Seja:

A uma dlgebra associativa

§ um diferencial em A

e Hy(6) a homologia da resolugio (A, 6)

d um diferencial modulo &

e H*(d|H,(8)) a cohomologia da homologia

e () o grau de um elemento x na dlgebra A

deg(zx) o grau de um elemento x na cohomologia

Se Hi(d) = 0 para todos k # 0, entao existe s tal que as sequintes propriedades sao

satisfeitas:

s=0+d+ s+ 59+ ... (7.75a)
s =0 (7.75b)
r(sg) =k (7.75¢)
gh(s) =1 (7.75d)

onde gh(x) = deg(z) — r(x)

Corolario 7.8.1 Qualquer diferencial s, que relaciona d e § por meio das equagoes (7.75),

satisfaz:

H*(s) = H*(d|H,(9)). (7.76)

(HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992)
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8 BRST

8.1 Introducao

Os campos de calibre, como visto na secao 4.5, surgiram na teoria como consequén-
cia de que a agao deve ser invariante por uma simetria local. Estes campos possuem uma
dindmica prépria e a Lagrangiana que fornece as equagoes de movimento associadas so-

mente aos campos de calibre é:

Ly = FIYFY, . (8.1)

O método desenvolvido por Faddeev-Popov (descrito na se¢ao 6.6) mostra que os campos
de calibre podem ser utilizados no formalismo de integral de trajetoria desde que sejam

adicionados os termos de fixacdo de calibre e o termo com fantasmas:
Lrp=~Lyym+Lys+ Ly (8.2)

ou, mais explicitamente, a Lagrangiana se torna:

oG
0A¢

"

1 1
Lrp=——FF"+ §7abGaGb — b (

1 E T )Dcy . (8.3)
Foi descoberto por Becchi, Rouet, Stora e Tyutin, que existe um conjunto de transfor-
macoes, que atua sobre cada dos campos, que mantém a Lagrangiana invariante. Esta
simetria ficou conhecida como “BRST”. Antes de mencionar a forma dessas transforma-
¢oes, sera util realizar uma pequena mudancga na Lagrangiana de Faddeev-Popov para
que as transformagoes BRST se tornem mais evidentes. A mudanga consiste em alterar o

termo de fixagdo de calibre por:
1 a 7b a
,Cg.f. = _§'Yabd d’ — daG s (84)

onde d, sdo novos campos (conhecidos como Nakanishi-Lantroup). Eles nao afetam a
fisica desenvolvida pelo método de Faddeev-Popov pelo fato de que o termo de fixagao de
calibre possui uma liberdade na forma como ¢ escrito. Portanto a agdo que serd tratada
durante este capitulo é a seguinte:

1 o0G*

1
. 4 - ra v - a b a cb
S = /d x| - TF P = SAud'd = doG ba(—aAz)DM o] - (8.5)

(NASTASE, 2019) (FRADKIN, 2021)
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8.2 Transformacoes BRST

Considere o seguinte conjunto de transformagoes:

op A}, =0(D,c)" (8.6)
dpc® = — H;Cg’ccbcc (8.7)
Sibe = — 6d, (8.8)
dpd, =0 (8.9)

onde # é um pardmetro infinitesimal constante e fermionico. Essas transformacoes, cha-

madas BRST, possuem 3 propriedades notaveis para o estudo de teorias de calibre:

o A transformacao BRST é nilpotente
e A agdo pode ser escrita em termos da transformacao BRST.

o A agao é invariante pela transformacao BRST

Para verificar cada uma dessas propriedades, define-se a quantidade s como

Ipp = 0(sp), (8.10)

onde ¢ é um campo arbitrario, bosonico ou fermidnico. Verificar que a transformacgao

BRST ¢ nilpotente significa obter a propriedade:
dp(sp) =0 <= s(sp)=0. (8.11)
Comecando pelo campo A, aplica-se a transformacao duas vezes:

(SB(SA“) :5B(DHCQ) (812&)
:@LéBca + CabcéBAbucc + CabcAb,u(SBCc (812b)

1 1 1
=0 (5 Cabc (au Cb)cc + 5 Cabc (au Ce ) Cp — C’abc CcdeAdu CeCp — 5 Oabc OcdeAbu Cdce)

(8.12¢)
=0. (8.12d)
Para o campo ¢, o resultado de aplicar a transformacao duas vezes é:
1
5B(sca) = §CabcéB(Cch) (813&)
1
:anbcccde( — CqCeCp + cbcdce) (813b)

—0. (8.13¢)
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Para o campo b,, sera:
0p(sby) = 6(—d,) =0. (8.14)

Por fim, para o campo d,, a transformacao nilpotente é trivialmente satisfeita:

(SB(Sda) = 53(0) =0. (815)

A ag@o, como mencionado anteriormente, pode ser escrita em termos da trans-
formagao BRST. Para verificar a propriedade, define-se uma quantidade chamada de

“Férmion de Fixacao de Calibre”, que é dada por:
a 1 ab
= b, (G* + 37 dy) . (8.16)

Este quantidade é fermionica devido a presenca do campo b,. Ao calcular a transformagcao

BRST sobre esse férmion, tem-se o seguinte resultado:

1
(SB\I/ :5BbaGa + ba(SBGa + §7ab<5Bbadb + baéBdb) (817&)
— — 0d,G" — 0b, G 96" b ey — 057" dad (8.17b)

onde 65G? foi calculado da seguinte maneira:

oGt
65G" ——aA oBA;, (8.18a)
aGb
=2 Aa@(D )" (8.18b)

Nota-se que o lado direito da equagao (8.17b) corresponde exatamente aos termos de
fixagao de calibre e fantasmas na acao (8.5). Portanto a Lagrangiana da teoria pode ser
reescrita como:

L=Lyy+sV. (8.19)

Este é um resultado fundamental para a teoria, pois toda a liberdade associada a escolha

de calibre foi condensada neste 1ltimo termo com a introdugao do Férmion de Fixacao de

Calibre.

A 1ltima propriedade a ser verificada é que a agdo é invariante por BRST. Apli-

cando a transformagao em L, tem-se:
ol = 5B(£YM) + 53(5@) . (820)

O dltimo termo é zero devido a propriedade nilpotente da transformacgao. O primeiro
termo ¢é constituido apenas de campos de calibre A, e suas derivadas. Entretanto, a defi-
ni¢ao da transformacao BRST para o campo A,, corresponde exatamente a transformacao

de calibre, mas com um parametro 6. Como foi mostrado na secao de campos de calibre
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(4.5), a Lagrangiana Ly, é, por construcao invariante por transformagoes de calibre e,

por consequéncia, invariante por BRST. Portanto, tem-se:
oL =0. (8.21)

(NASTASE, 2019) (WEINBERG, 1995)

8.3 Quantizacao BRST
Considere a integral de caminho utilizando a agao desenvolvida na teoria BRST:

(fli) = [ Dpe’, (8.22)

onde a integral em ¢ representa todos os campos (bosonicos e fermionicos). Essa integral
de caminho esta associada a uma medida fisica de probabilidade entre os estados inicial
e final, por isso nao pode depender de nenhuma escolha de calibre. Como foi visto no
formalismo BRST, agora toda a informagao de fungoes invariantes por simetrias de calibre
estd contida em W. Por isso, variacoes funcionais em ¥ nao devem afetar a medicao de
estados fisicos. As consequéncias dessa afirmagao serao analisadas a seguir. Considere uma

variacao oW que ird resultar na seguinte variacao da integral de caminho:

5 (f]i) :/DgoeisiéS:/D@eiSié(s\If). (8.23)

Pela propriedade da integral de caminho, é possivel escrever a tltima equagao como:

/ Dy eiSid(s¥) = (f|8(sW) |3) | (8.24)

onde sV é agora um operador no formalismo hamiltoniano. O gerador da simetria BRST

no espaco de Hilbert sera um operador fermionico () que satisfaz:

5390 - Z[QQB7 90] = ’LQ[QB, SO]:F 3 (825)

onde [@p, @]+ serd o comutador para ¢ bosonico e o anti-comutador para ¢ fermiénico.

Ou seja, a transformacao sera sempre dada por meio desse operador ()g:

(@B, ¢lx = isp. (8.26)

Retornando & equagao (8.24), surgird um anti-comutador pois a grandeza ¥ é fermidnica:

(f16(s®) [i) = =i (f|@B,09]4 |4) . (8.27)

Como essa quantidade deve ser igual a zero, devido aos estados fisicos serem invariantes
pelas simetrias de calibre, entdo necessariamente o operador (Jp deve resultar em zero
quando atuado no estado (f| e no estado |i). Portanto, chega-se a conclusao que todos os

estados fisicos |¢)) devem satisfazer:

Qp ) =0. (8.28)



8.8. Quantiza¢io BRST 85

O fato da transformacao BRST ser nilpotente faz com que o operador (Jp também deva

s(sp) = Qs [Qp, ¢l+)E = [QF. ¢]- (8.29)

que sera igual a zero apenas quando:

Q*=0. (8.30)

A equagdo (8.28) mostra, em outras palavras, que os estados fisicos sao @)p-

fechados. Entao, os estados fisicos que diferem por um termo ()p-exato sao equivalentes:

W) =)+ Qs Ix) ~ V), (8.31)

pois naturalmente resultam em zero quando atuados pelo operador () p:

Qs V) =Qs|¥) + Q% 1x) (8.32a)
=0 (8.32b)

Os elementos de matrizes também respeitam a equivaléncia:

<

onde ’@Z> é um estado fisico. Isso implica que (¢/| Hp ’@E> deve ser igual a (9| Hp )@Z)> para

a Hamiltoniana do sistema, dada por Hp:

|6) = ($) + (x| Qs |d) = (v[&) | (8.33)

(W' Hp [00) = (&] Hp [¢0) + (x| HpQ [0) (8.34a)
= (¢ Hp |¢) + (x| (1Q. Hp) + HpQ) ) (8.34b)
= |HB ‘1/1> (x| [QB:HB ‘¢> (x| HpQ ‘@Z)> ) (8.34c¢)

O dltimo termo possui () atuando em um estado fisico, resultando em zero, e o primeiro
termo ¢ o resultado que deve ser obtido. Pela condi¢do imposta, o operador Q)p deve,

entao, obedecer a seguinte propriedade:
(Qp, Hp]=0. (8.35)

Por fim, esta propriedade também estd relacionada ao teorema de Noether, pois ()p
é, na verdade, a carga conservada que existe devido a simetria BRST. As cargas sao
os geradores de uma determinada transformacao na teoria quantica, mas a busca pelo
gerador da transformacao BRST foi exatamente o ponto de partida para a introducao
do operador (Qg. A conservacao dessa carga no tempo é manifestada na teoria quantica

justamente pela comutacao com o operador da Hamiltoniana.

(WEINBERG, 1995) (NASTASE, 2019)
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9 Analise da Quantizacao BRST

O ponto principal da formulacdo BRST estd no fato que é possivel substituir
as simetrias de calibre por uma simetria fermionica rigida num espaco estendido que
contém os fantasmas (FUSTER; HENNEAUX; MAAS, 2005). Isso ocorre de tal forma
que é sempre possivel recuperar a simetria de calibre original por meio da cohomologia
H*(s), pois s é uma derivacio nilpotente no formalismo. Ou seja, a dlgebra onde existem
os campos ¢ estendida para uma algebra mais geral onde existe um operador s, de tal
forma que a cohomologia estabelecida por esse operador ira resultar nas antigas fungoes

invariantes por calibre.

A importancia desse formalismo também esta no fato que qualquer teoria invari-
ante por calibre permite essa construcao com uma derivagao nilpotente, tal que a coho-
mologia resulta na algebra original. A quantizacao pelo formalismo BRST mostra que a
fisica estd toda contida na cohomologia do operador Q:

_ Ker(@Qp)
Qchohomologia - m (91)

Portanto, o espago de Hilbert dos estados fisicos e a dlgebra dos operadores (apéndice

A.2) serao sempre estabelecidos por essa cohomologia. (NASTASE, 2019)
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10 Aplicacoes no Campo Eletromagnético

10.1 Vinculos e Invariancia por Calibre

O campo eletromagnético no vacuo (auséncia de fontes) tem a acao da seguinte

forma:

1
S = —Z/d% Fl, (10.1)

onde F),, € o tensor eletromagnético :
F, =0,A, —0,A,. (10.2)

Da defini¢ao dada, nota-se que o tensor F),, possui a propriedade antissimétrica, isto ¢é :
F.=-F,.
A agdo (10.1) e o tensor (10.2) j& permitem observar que o campo eletromagnético

possui uma invariancia por escolha de calibre. Considere a seguinte variacao:
0A, =0, (10.3)

onde A é uma funcdo arbitraria. A invariancia pode ser verificada pela direta aplicacao

na definicao:

0F,, = 0,04, — 0,04, = 8,0,A — 0,0,A = 0. (10.4)

Chega-se a conclusao de que a agao do campo eletromagnético se mantém inalterada por

transformacoes do tipo :

A, — A+ 0.\ (10.5)
Dado a Lagrangiana:
1 174
L= _ZFWFH , (10.6)

é desejado transitar para o formalismo Hamiltoniano a fim de obter-se uma analise mais

completa, a comecar pelo calculo dos momentos:

oL
Mo 10.7
p aA'uqO ? ( )
onde A, , = 0,A,. Este calculo fica mais evidente ao escrever a Lagrangiana da seguinte
forma: . .

que implica na equacao para o momento a seguir:

P=—F% (10.9)
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Agora, voltando para o formalismo de vinculos desenvolvido, ja é possivel notar

que existe um vinculo entre os momentos p*:
P’ ~0. (10.10)

Seguindo com o calculo da Hamiltoniana, obtém-se:

H— /d% lpﬂAu,o - L] (10.11)

1 o1 .

Pelo fato da existéncia de vinculos no sistema, deve-se impor a condi¢ao de que os vinculos

sao preservados no tempo:

(0", H} + uo{p’,p°} = 0. (10.13)
Ao impor a condicao, obtém-se o resultado:
" HYy =1, (10.14)
e, portanto, tem-se o surgimento dos seguintes vinculos secundérios:

p,~0. (10.15)

)

Neste caso, todos os vinculos sao de primeira classe:
("0} = {0} ~ 0. (10.16)

E possivel, entao, simplesmente adicionar estes vinculos a Hamiltoniana H para formar a

Hamiltoniana Estendida Hpg:

I | |
Hgp = /d3x [4]%]’” + ipzpi - Aoplﬂ-] +/d3a: uy (7)p° —l—/d%uz(x)p“’i. (10.17)

(NASTASE, 2019) (SCHWARTZ, 2014) (DAS, 2020)

10.2 Quantizacao do Campo Eletromagnético

A quantizagdo do campo eletromagnético envolve dificuldades associadas a pre-
servacao da covaridncia (RYDER, 1996). A escolha de calibre, entretanto, tem o papel
fundamental na definicdo do campo. Na quantizacao por meio do calibre de Lorenz, opta-

se por manter a covariancia ao estabelecer os comutadores da mecanica quantica.
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10.3 Quantizacao no Calibre de Lorenz

As equagdes de movimento para o campo eletromagnético no vadcuo possuem a

seguinte forma:

9" =0 (10.18a)
0 (0" A — 9" A") =0 (10.18b)
OAY — 0”0, A" = 0. (10.18¢)

A fixagado no calibre de Lorenz consiste em realizar a transformacao
A, — A+ 0.\, (10.19)
de modo que o calibre A satisfaca a seguinte relacao:
OA = —-0,A". (10.20)
Como consequéncia desta escolha de calibre, tem-se:
oA"Y =0. (10.21)

E possivel definir uma Lagrangiana de modo que, ao calcular a equacao de Euler-Lagrange,

o calibre de Lorenz ja esteja fixado. Esta Lagrangiana tem a seguinte forma:

1 1
L= —1Fu " - 5(aMA“)2 (10.22)

e as equagoes de movimento se tornam:
0A, =0. (10.23)

E importante salientar que, ao calcular o momento baseado na Lagrangiana (10.22),

obtém-se exatamente a relagao (10.21):
p’=—-0,A"=0. (10.24)

A quantizagao dos campos é realizada de forma covariante para preservar as transforma-

coes de Lorenz:

[A;u Av] - [p;upu] =0. (1026)

Nota-se que hd um vinculo no sistema dado pela equagao (10.24), portanto a quantizagao

resultard em:

P [) = 0, A" [¢h) = 0. (10.27)

Esta relagao vai garantir que nao haja valores esperados negativos para a energia dos
campos (fato que foi verificado por Gupta e Bleuler), mas neste contexto foi naturalmente
trazida pela teoria de vinculos. (NASTASE, 2019) (ITZYKSON; ZUBER, 2006)
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10.4 Resultado Obtido pela Generalizacao do Formalismo Hamil-

toniano

O formalismo de De Donder-Weyl, como mencionado na se¢ao 3.2, permite a cons-
trucdo de uma Hamiltoniana generalizada e como obter as equagoes de movimento a
partir dela. Entretanto, o campo eletromagnético possui vinculos, fazendo com que as
equacoes de Hamilton generalizadas nao possam ser utilizadas normalmente. Esta secao

tem a funcgao de propor uma solugdo para esse problema utilizando a teoria de vinculos.

O momento generalizado é dado por:

Plu/ - a(gi) — —F'uy . (1028)
w4y

Dado que o tensor F'* ¢é antissimétrico, a relacao também vale para o momento P* =

— P, Essa relacao define, portanto, um vinculo:
oM =P 4+ P"M = 0. (10.29)

Realizando a transformada de Legendre, utilizando o vinculo, chega-se a seguinte Hamil-

toniana generalizada:

1
Hpw = —ZPWPW' (10.30)

Adicionando o vinculo a Hamiltoniana por meio de um multiplicador de Lagrange u,
chega-se a seguinte Hamiltoniana total:
1

Hr = _ZPWPW + w M. (10.31)

As equagoes de Hamilton generalizadas (De Donder-Weyl) irao produzir:
0,A, = — ;PW + U + Uy (10.32)
0,P" =0. (10.33)
Derivando a primeira equacao, o resultado é:
0,P" = —0,0"'A” + 0, (v +u"™") =0. (10.34)

Como o vinculo estabelece que P* é antissimétrico, é possivel trocar os indices do mo-

mento, desde que a equacao tenha sinal trocado:
0,P" = 0,0" A" — 0,(u" +u"") = 0. (10.35)
Por fim, somando as equagoes (10.34) e (10.35), o resultado sera:
DAY — 9"9,AF =0, (10.36)

que sao as equacoes de movimento do campo eletromagnético no vacuo.
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Conclusao

Este trabalho foi desenvolvido com a intencao de estudar aspectos fundamentais
da teoria de campos, sendo estes baseados na teoria de vinculos e suas as consequéncias
para a quantizacao de teorias de calibre. O surgimento da simetria BRST foi explorado de
forma aprofundada em seus aspectos matematicos e suas devidas implicagoes nos sistemas

fisicos.

O método desenvolvido por Faaddeev-Popov para calcular integrais de caminho
resultou numa Lagrangeana que permite diversas andlises que envolvam vinculos, simetrias
de calibre e a propria simetria BRST. Entretanto, com a introducao do formalismo BRST
¢é possivel tratar a agdo como um objeto que nao depende de fixacao de calibre. Este
resultado é, por si so, extremamente relevante do ponto de vista de generalidade da
teoria. A liberdade associada a escolha de calibre é trocada por uma grandeza fermionica
e rigida, que permite quantizar a teoria sem ambiguidade. Estados fisicos relacionados por
uma simetria de calibre sao construidos como equivalentes, sendo isso uma consequéncia

natural da teoria.

Por fim, foi mostrado que novos resultados sao obtidos quando considera-se aspec-
tos algébricos das simetrias de calibre. A teoria de vinculos pode ser aplicada em campos
de calibre e, até mesmo, fornecem esclarecimento acerca da natureza do sistema. Os cam-
pos de calibre, por outro lado, sao essenciais para o modelo padrao atual e, portanto, o

estudo de simetrias como BRST ganham maior relevancia.
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APENDICE A - Mecinica Quantica

A.1 Estados de uma Particula

Os estados de uma particula sdo aqueles que se transformam sobre operacoes
unitarias do grupo de Poincaré (SCHWARTZ, 2014). O operador P*, associado a momento
e energia, ¢ de grande importancia para o estudo da teoria de campos, pois ele compoe
uma parte fundamental do grupo de Poincaré e, portanto, esta associado a propriedades
intrinsecas das particulas. Seja |p,o) um autovetor em comum para os operadores PH

tem-se a seguinte relacao:
Ptp,o) =p"|p,o), (A.1)

onde o representa outros graus de liberdade.

Uma translacao é dada por:
U(1,a)lp,0) = ¢ |p, o) = " |p, o) (A2)

e uma transformagao de Lorentz pode ser estudada por meio de operadores U(A) atuando

nos estados de momento:
PrU(A) |p, o) = (UNUH(A) PPU(A) |p, o) - (A.3)
O lado direito da equagao pode ser reescrito utilizando a equagao (5.30):
U NN P'UN) = UNYHPPUHATY) = (AL) 1PV, (A.4)
onde foi utilizado a propriedade geral de uma representacgao:
U NN =UNT (A.5)
e das transformagcoes de Lorentz:

(AL = AL (A.6)

v

Chega-se, portanto, ao seguinte resultado:
PHU(A) |p,0) = M PP p o) = Np [p, o) (A.7)

O estado U(A) |p, o) é, entdo autovetor do operador P*, com autovalor A#pf. Mais pre-
cisamente, para qualquer valor de o essa relagao é satisfeita, fazendo com que U(A) |p, o)

deva ser escrito como

UA)|p.0) = 3 Coro [Ap. ") (A8)

(e

onde C,/, é um coeficiente de combinacao linear.
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A.2 Formalismo BRST na Quantizacao Canonica

A quantizagao canonica é feita escrevendo a agao estendida no formalismo hamil-

toniano, como foi desenvolvida no formalismo de vinculos:
S = [ d'a[mupa+ piby — Hp + uata) (A.9)

onde 6, é o conjunto dos campos fantasmas e p, seus respectivos momentos. O conjunto

de vinculos de primeira classe, quando quantizados, resultara na algebra:

[/YW /Yb] = f;,b’yc (AlO)

e os campos fermidnicos satisfazem as relagoes de anticomutacao:

[0, o)+ = 067 . (A.11)

(WEINBERG, 1995) (NASTASE, 2019)
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APENDICE B - Definicdes Mateméticas

B.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier de uma funcao f : R® — C é definida como:

F(k) = (2;)”/2/059: ) (B.1)

fx) = <27r1>"/2 [ iy, (B.2)

(TETA et al., 2018)

B.2 Grupos

Definicao 13 Um conjunto forma um grupo quando hd uma lei de composicao que associa
um par de elementos a outro dentro do conjunto, tal que as sequintes condicoes sejam

satisfeitas:

e A lei de composicao € associativa.
o Fxiste um elemento identidade.

e Todo elemento possui inverso.

(TUNG, 1985)

Definicao 14 Uma representacdo de um grupo de Lie de dimensdo finita é um homo-

morfismo de um grupo de Lie em um espaco vetorial complexo.

(SEPANSKI, 2007)

B.3 Algebra de Grassmann

A uma algebra de Grassmann geral é definida por n geradores GG,, que obedecem

as propriedades:

e (i, é um espaco vetorial sobre o corpo dos niimeros complexos

» Existe um produto que satisfaz bilinearidade e associatividade.
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e G, contém o elemento inverso para o produto

« G, ¢é gerado por n elementos ¢4 tal que:

AP + €8¢t =0 (B.3)
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