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Resumo

Neste trabalho abordaremos os temas necessarios para a construcao da Teoria Quantica
de Campos, mais precisamente na Cromodinamica Quéntica, cujos problemas nao podem
ser tratados por métodos nao perturbativos. E sera através das equacgoes de Makeenko-
Migdal conseguiremos tratar os problemas. Também serd abordado o problema em aberto

que pode ser estudado através da Teoria Quantica de Lagos.

Palavras-chave: integrais de caminho. quantizacao. teoria quantica de campos. campo
eletromagnético. cromodinamica quantica. laco de wilson. equagoes de makeenko-migdal.

modelo principal quiral






Abstract

In this academic work we will cover the necessary topics to formulate the Quantum Field
Theory, more precisely the Quantum Chromodynamecs, whose problems cannot be solved
by perturbative methods. And the Makeenko-Migdal’s equation are the way to solve this
problems. We will talk, too, about one unsolved problem, that can be studied with the

Quantum Loop Theory.

Key-words: path integrals. quantization. quantum field theory, electromagnetic field,

quantum chromodynamic, wilson loop, makeenko-migdal equations, principal quiral model.
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Introducao

No final do século XIX as principais teorias da fisica classica, Mecanica, Eletro-
magnetismo e Termodinamica, ja estavam bem desenvolvidas. Porém, ainda existiam pro-
blemas em aberto como, por exemplo, o problema do corpo negro, ou o efeito fotoelétrico.
Desta forma novas areas da fisica foram descobertas, as principais foram a Mecanica Quan-
tica e a Teoria da Relatividade. E quanto mais elas foram desenvolvidas, mais os fisicos
do século XX tentavam unifica-las. Surgindo assim a Teoria Quantica de Campos, a qual
¢é a generalizacao da Mecanica Quantica para sistemas relativisticos. E a partir da TQC
o modelo das quatro forcas fundamentais foi consolidado, sendo elas: Forca Eletromagné-
tica, Forca Gravitacional, Forca Nuclear Fraca e Forca Nuclear Forte. A Cromodinamica
Quantica, a qual o trabalho sera focado, é uma das areas da TQC, nela a for¢a dominante

é a forca nuclear forte.

A CDQ é uma teoria que faz parte do contexto da TQC, o seu nome vem grego
khréma, que significa cor, e dynamis, que significa forga. As particulas nas quais essa
teoria se aplica sao os chamados quarks, os quais sao particulas subatomicas, comumente
encontras nos nucleos atomicos. Existem seis quarks que sao os chamados, up, down,
strange, charm, top e bottom e seus respectivos antiquarks, que possuem propriedades

opostas aos quarks.

Na natureza os quarks nunca sao achados sozinhos, eles sao sempre achados em
trios, chamados de bdrions, por exemplo, os protons sao barions formados por dois quarks
up e um quark down. E existem também os mésons formados por um quark e um anti-

quark, por exemplo, o méson pi, formado por um quark up e um antiquark down.

A cor que aparece no nome da teoria é uma analogia as cargas elétricas, porém
para a forca nuclear forte. Uma diferenca para as cargas elétricas sao apenas carga positiva
e carga negativa, mas existem trés cores azul, vermelho e verde e as "anticores", antiazul

ou amarelo, antivermelho ou ciano e antiverde ou magenta.

A principal dificuldade no estudo da CDQ é que a forga forte tem grande influéncia
até mesmo em resultados de primeira ordem, fazendo com que o sistema nao possa mais
ser tratado com a teoria perturbativa como no capitulo. Assim, torna-se necessario o
desenvolvimento de outras técnicas para a resolu¢ao dos problemas. Dentro da CDQ uma
das formas de resolver os problemas é através da equagao de laco Makeenko-Migdal, na
qual tratamos o propagador como a soma de lacos fechados, e assim é possivel resolver o

problema exatamente.

Com o avango da TQC, também surgiam outras teorias, pretendendo quantizar a

gravidade. Uma das teorias que surgiu para este fim, foi a Teoria de Cordas. Entretanto, o



22 Introducao

método para sair da TQC e chegar na Teoria de Cordas e vice-versa, de forma generalizada,
ainda nao foi descoberto. Uma resposta para esse método, pode surgir, justamente, da
investigacao dos lagos, por existir uma enorme semelhanca entre a Teoria Quantica de
Lacos e o Modelo Principal Quiral, onde a Teoria de Cordas pode ser entendida como
uma generalizacao dessa. E o primeiro passo para essa investigacao é analisar os detalhes
das equagoes por meio de métodos computacionais, entao tentar formular uma resposta

analitica do problema.



Parte |

Introducao a Teoria Quantica de Campos
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1 Simetrias e Leis de Conservacao

Uma simetria é um tipo de transformacao muito comum na matematica, cuja

definicao é a seguinte:

Definigao 1 (Simetria). Dado um operador T': A — B, que age em um conjunto C' C A,
tal que T'[C] = X, com X € B. Dizemos que, T possui uma simetria C’ se e somente se,

existe um mapa a que leva C' em (', tal que T[C'] = X.

Este tipo de transformagao é de extrema importancia no estudo da fisica, seja na
imposicao de restrigdes sobre a teoria, seja na facilitacdo de contas. As simetrias podem
ser classificadas de diversas formas como do tipo espago-tempo e internas, como discretas

e continuas, globais e locais.

Caso uma simetria ocorra em uma Lagrangiana, chamamos essa simetria especifica
de simetria de calibre. A teoria que rege esse tipo simetrias é chamada de teoria de calibre.
Devido a formulagao das teorias modernas, com base no principio da minima ac¢ao, todas

as vezes que tratarmos de simetria ela necessariamente serd uma simetria de calibre.

1.1 Simetria Continua e Teorema de Noether

A primeira simetria a ser estudada serdao as simetrias do tipo continuas, ou seja,

as simetrias que respeitam a definicao de continuidade.

Teorema 1 (Teorema de Noether). O teorema de Noether diz que para cada simetria

continua na Lagrangiana existe uma grandeza conservada.

Demonstragio. Para provar comecamos com uma Lagrangiana qualquer £ (¢, 0,¢), entao
modificamos o campo ¢ — ¢’ = ¢+0¢. A Lagrangiana para ¢’ deve ser igual a Lagrangiana
para ¢ mais uma fungao 9,J", sendo J* um vetor qualquer, que servird apenas para o

ajuste da simetria. Temos, portanto:
Lo+ 06¢,0,(¢+069)] = LI[p,0,0] + 9pJ"

o
= L[p,0,0] + ¢5¢+68£¢ (0¢) + O(2) = L9, 0,0 + 0, J"
"
o

L oL
= 5¢5¢+68H¢ L, (00) + O(2) = 0,J",

entao desconsiderando os termos de segunda ordem e utilizando a equacao de Euler-

oL oL
o= (i) .

Lagrange para campos, sendo:
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chegamos ao seguinte resultado:

5L 5L
0, (5%) 56+ 5550n (66) = 0,."

— aﬂ< 0L 5¢> = 0,J"

00,0
oL
I Sh— T —
N au<6aﬂ¢5¢ J) 0
oL
O o — _m

onde j* é a chamada densidade de corrente, definida para cada grandeza a partir de d¢
e J' e a equagdo (1.2) é chamada de equacdo da continuidade. E integrando em todo
o espaco e em um tempo At, depois utilizando o teorema de Green generalizado para o

espaco quadridimensional, temos:

8,,i" d* :f L dSH =0
/Q”j T B ’

e considerando que nao existem correntes no infinito, os termos espaciais de j nao vao
contribuir para a integral, logo sobra apenas a parte temporal avaliada nos extremos ¢ e
t 4+ At:

/ Jo(t 4+ At)dS° —/ Go()dS® =0
19) o0
— / ) dr = / POt + Az
v v
= Q) = Q(t + At).
Portanto, a grandeza (), chamada carga de Noether, foi conservada no tempo. Logo chega-

se a conclusao do teorema, que toda simetria continua implica em uma corrente que gera

uma grandeza conservada, tal que:
Q= [ fds
1%

para qualquer tempo ¢ e para todo o espaco V. O]

1.2 Simetrias Internas

As simetrias internas sdo um tipo de simetria que surge na teoria de campos, que
diferente da simetria de espaco-tempo, modifica apenas o campo preservando as coorde-
nadas. Ou seja, é uma simetria que gera uma rotagao no campo, sem nenhuma translagao.

Sendo assim podemos escrever a transformagao da seguinte forma:

¢(x) = o(z) 1 ¢ =eg(x), (1.3)
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essa transformacao também gera uma simetria global, pois nao depende da posicao e do

tempo.

Por exemplo, considerando o campo escalar complexo, ou seja, ¢ # ¢*, temos que

a condicdo necessaria para ocorrer a simetria de ¢’ para ¢ é:

£<¢/7 aﬂ¢/7 ¢/*7 au¢/*> = E(va au¢7 (b*? 8u¢*)7
ou em outras palavras, temos que garantir que a variagao da Lagrangiana seja nula, logo:

3L 3L 5L 5L
5L = 5500+ 58M¢5a“¢+ 55007+ W

E para descobrir o valor de d¢, podemos utilizar a equagao (1.3) como um operador:

50,0" = 0. (1.4)

I

Q
=t

|
| 2,
-
_|_

e comparando com a expansao ¢’ = ¢ + d¢ + 6%2¢ - - -, chegamos a conclusdo que:
0P = ia.

Aplicando este resultado na equacdo (1.4) e utilizando a equagao de Euler-Lagrange,

temos:

5¢5¢ 5af¢5a“¢ (?(bﬁ ¢*+5§Z* Z
R e
~iao (é;) 9+ g0~ (s5) = e |
- 5;;*&)

5L 5L

5aﬂ¢¢ 00,0" P,

¢"

——— a0, P"

= iad, ((58 5
“w

— ad,j" =0, j*=

como « ¢ arbitrario, a tUnica forma de dL ser nula é se 9,j* = 0. Ou seja, temos que o

valor j#, chamado de densidade de corrente, se conserva;

. | oL oL
G =1 <5aﬂ¢gb - (5(9M¢*¢ > ) (1.5)

E observe que obtemos o mesmo resultado que o apresentado no teorema 1. Por-
tanto, vemos que partindo das simetrias internas chegamos a mesma conclusao que par-

tindo de simetrias continuas.
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1.3 Simetrias Globais e Representacoes de Grupos

A partir dos resultados observados na se¢ao anterior podemos generalizar as sime-
trias globais, a partir da teoria de grupos. Considerando N campos complexos ¢’(x), onde
eles sdo levados pelos operadores SU(N) aos campos ¢'*(z). Onde os operadores consti-
tuem um grupo de Lie arbitrario, entdao podemos, em geral, representar a transformacao

do campo como:
ab
¢ (z) = {exp (Akﬁkﬂ op(z), (1.6)
sendo )\, as matrizes NxN chamadas de matrizes geradoras do grupo G e 6, um vetor

independente de x.

Caso o grupo G seja um grupo de Lie compacto, ocorrendo nos casos apresentados,

as matrizes geradoras vao satisfazer a seguinte relagao:
i, Aj] = ifie A"
iy Ng| — CJigkN

para qual \; sdo hermitianas e possuem trago nulo (trA; = 0); fi;x sdo as constantes
de estruturas e nao mudam segundo a representacio; e [, *] é uma operacao que define
a algebra de Lie do grupo, nos casos da TQC normalmente serdo, ou comutadores, ou

anti-comutadores.
Podemos descobrir a corrente conservada através do método apresentado na se¢ao

anterior. Chegamos a férmula:

oL oL
o - ab o ab | *
Jg =1 <5au¢a A o) 75%@5*@)% ¢b($)>

para a corrente conservada dos campos complexos. Os campos ¢, nao precisam ser vetores

necessariamente podendo ser também tensores.

1.4 Simetrias Locais e a Invariancia de Calibre

A relatividade especial impde que mudangas em um sistema devem ser propaga-
das com velocidade limitada. Portanto, nao podemos modificar o campo inteiro no mesmo
instante, logo as simetrias globais apresentadas nas se¢oes anteriores nao sao aplicaveis.
Sendo assim, precisamos modificar as simetrias para que elas mudem conforme as coor-
denadas no espago-tempo, ou seja, que elas sejam globais. Para isto podemos modificar a

equagao (1.6) fazendo com que 6 deixe de ser constante e dependa de x.

Voltemos ao exemplo do campo complexo ¢(x) com uma Lagrangiana do tipo

L= (0u0)" (0"9) = V(Io*). (1.7)

Note que esta Lagrangiana nao é invariante sob transformagoes locais do tipo exp (if(x)),

por isto é necessario fazer uma modificacdo nela para a condicao ser satisfeita. Como a
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unica parte que nao ¢ invariante é d,,¢, modificaremos apenas a derivada parcial 9, para

um operador D, chamado de derivada covariante, onde:
D,¢ = 0,0 + 00,

sendo O um campo de calibre, que, por enquanto, é arbitrario. Entao, aplicando a simetria

no sistema e considerando que O também muda no processo, temos que
D‘Lgb/ _ (au + Ol) ei@(a:)¢ _ ei9($)Du¢

8u (ezG(x)¢) + O'eie(x)(b — ei@(x)augs + ezG(JJ)O¢

i€ 0,0(x)p + 9,0 + 0D = ¥D§,6 + " 0g
¥@0'p = @ (0 —i0,0(x)) ¢

O' =0 —1i0,0(x).

AR

Esta relagdo acima é uma transformagao de calibre do campo O. Utilizando a arbitrarie-
dade de O, vamos substitui-lo por —ieA,, onde e pode ser considerada uma constante de

acoplamento, e O’ por —ieAj, ficando com
, 1
A=A, + g(’*),ﬂ(m).

Esta mudanca que foi feita, adicionando um campo de calibre para que a Lagrangiana

respeite a simetria, é chamado de acoplamento minimo.

Podemos pensar em um campo no qual a derivada covariante seja nula, ou seja,
um campo no qual a mudanca de uma coordenada & outra, através do caminho I'(z, ),
dependa apenas do campo de calibre. Esta configuracao de campo é chamada de confi-
guracao geodésica ¢., ou transporte paralelo, pois as propriedades do campo nao mudam
apenas ocorre uma translacdo de um ponto x para y. Para construir essa configuracao

comegalrnos Com:

Dyte = (8, — ieA,) o = 0
= 0@ = 1eA, o,

—  ¢.(z) = exp (ie /F dzyA“(Z)) Ge(y)-

(z,y)

Caso consideremos outro caminho I'* fechado resultado da unido de dois caminhos I'f e

I'S, que circula uma superficie ¥ aberta, podemos utilizar o teorema de Stokes na integral,
— B "
Av—e/FTA“dz e/r;A“dZ
=e . A, dz"

e /Z €y 0P A7 S

e /E (0,4, — D,A,) dS™ = e /E Fl,dS", (1.8)
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onde F* ¢é o tensor de curvatura do campo de calibre definido segundo a defini¢ao 2.
Este tensor pode ser interpretado como a "forca'que o campo sente ao ser transportado

na curva geodésica.

Definigao 2 (Tensor de Curvatura). O tensor de curvatura, como o préprio nome ja diz,
¢ um tensor que define a curvatura de um conjunto em um espago curvo. A equagao que
descreve o tensor é:

R, =0,1,-01,+[,T.],

com [' sendo, basicamente, o vetor de acoplamento minimo do transporte paralelo, for-

malmente chamado de simbolo de Christoffel.

1.5 Invariancia de Calibre Nao Abeliana

Apesar de nao ser dito explicitamente, nas segoes anteriores os grupos de simetrias

eram abelianos, ou seja, além de obedecer a definicao de grupo, existia outra condigao:
U1Uz = Ualn,

porém, agora trabalharemos com campos que nao obedecem esta condi¢ao, os quais sao

chamados de campos nao abelianos.

Consideremos o campo complexo ¢(x), que obedece a Lagrangiana (1.7). Entao

impomos que esse campo respeite a seguinte simetria:

o = Un(2)0" (@),

onde Ug(z) é um elemento do grupo de Lie G, que é nao abeliano. Assim como na
secao anterior o primeiro termo da Lagrangiana nao respeita a simetria global, portanto

procuraremos a solucao através da derivada covariante:
D, = Iau - ZgAH(:L‘),

sendo [ a matriz identidade NV x IV, g uma constante de acoplamento e A, um tensor de
calibre N x N. E assim como feito anteriormente, precisamos descobrir a condi¢ao para

a simetria:

D¢ =UD,¢

10, (U¢) —igA,U¢ = UID,¢ —igUA,¢

Oy U)o+ Uo, (@) — igALUgb =Ud, (@) — igUA,¢
(0,U —igALU) ¢ = —igU A0

AN

1
AU = Uyt 7 OU.
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Como U faz parte de um grupo, umas das regras que ele tem que obedecer é que exista

outro elemento U~! tal que UU ! = I, portanto

A = UAU™ - ;au U)yU-!

=UAUT = 10, (UQ— )=Ud. (U]
Al (z) = U(z) A (2)U~ (z) + ;U(m)éu (U7 (). (1.9)

n

Prosseguindo para a configuragao geodésica, por meio de um caminho I'(x, y), nds
primeiramente modificamos a equacgao diferencial para uma equacao integral via uma

parametrizacao z,(t) : [0, 1] = M, onde M ¢é o espago de Minkowski,

D,p =0, —1igA,9=0
= 0,0 =1i9A.0
¢ .
P gt — A bdt
/F(:c,y) OzH : ‘9 /F(a:,y) ,u¢ :

d
— 6 = ola) g [ At (1.10)

Defini¢ao 3 (Contragdio). Seja (X,d) um espago métrico completo e x e y pertencem a
este espago. Entdo o mapa T': X — X é chamado de contragao se d (Tz, Ty) < ad(z,y),
onde a € (0,1).

Teorema 2 (Teorema do Ponto Fizo de Banach). Seja (X, d) um espago métrico com-
pleto e T': X — X wma contracao. Entao existe um unico ponto T tal que Tx = se, e

somente se, para todo x a sequéncia (T'z,T?x, T3z, ---) converge para T.
Demonstragio. Veja (KREYSZIG, 1991) ]

Para resolver esta equacao integral podemos utilizar o Teorema do Ponto Fixo de

Banach (Teorema 2). Portanto, considerando (1.10), como uma contracio', temos que a

I Estd afirmacdo serd considerada verdadeira sem provar-l4, por ser irrelevante ao tema.
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solugao ¢(y) é

=W z,y, [ (), (1.11)

onde P ¢é o operador de ordenamento de caminho e TW [z,y,T] é chamado de linha de

Wilson.

Definigao 4 (Operador de Ordenamento). Seja o conjunto de uma certa grandeza o; =
{00,01,++ ,0,} € um campo qualquer ¢(0). O operador de ordenamento O é definido
como o operador que age em n campos ¢, com grandezas o distintas. Ele age de tal
forma que o campo com a grandeza o, = max {o0;} apareca multiplicando primeiro, em
seguida, o campo com o0, = max ({0;} \o,,) € assim por diante, até chegar ao campo com

o, = min {0, }.

Exemplo 1.5.1. Sejam os tempos tg, ty, to, até t,, com ty < t, < -+ < ty < t;. O

operador de ordenamento temporal 7' dos campos o(to), o(t1), -+ e o(t,) sera:

A

T (gb(tO)v gb(tl)a ¢(t2)a T 7¢(tn)) = gb(tl)gb(tQ) e gb(tn)gb(to)

Caso tenhamos um caminho fechado I'(x, z) a linha de Wilson se torna o operador

W[F(x, x)] e caso apliquemos o operador traco nele temos o chamado lago de Wilson:

W o= tr W[F(m,x)] =trP [exp <igj{( )Audz“ﬂ ; (1.12)
I'(x,x

cuja importancia sera discutida no capitulo 4.
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2 Integrais de Caminho

2.1 Quantizacao Candnica

Um dos principais problemas com o surgimento da fisica quantica era como quanti-
zar as grandezas fisicas claramente, pois, inicialmente, isso era feito intuitivamente. Porém,
com o surgimento da mecanica quantica e posteriormente a teoria quantica de campos esse
problema foi solucionado com a criagao de um objeto matematico, o comutador, definido
como:

A, B] = AB - BA, (2.1)

onde A e B sdo operadores e esses objetos vem diretamente da teoria de grupos, porque
eles também representam os operadores que definem a algebra de Lie do respectivo grupo.
E com essa definicao foi postulado que a quantizagao candnica de duas grandezas fisicas

que formam um par canoénico, definicao 5, deve seguir a seguinte regra:
A, B = ili{a, b}, (2.2)

sendo {x,*} chamado de parénteses de Poisson e a e b as grandezas cléssicas que cor-
respondem aos operadores quanticos. Esse postulado vale apenas para grandezas sem
vinculos, aquelas que possuem vinculos devem ser quantizadas de formas diferentes, como

veremos no capitulo 3.

Defini¢ao 5 (Par Candnico). Um par candnico é definido como o conjunto das duas

grandezas a;(z) e b;(z), de n dimensoes, que obedecem a seguinte relagao:
{ai(z),b;(2")} = do;;6(x — 2'),

onde d é um nimero utilizado para normalizar o sistema.

Assim como nas teorias classicas, existem as grandezas pontuais, definidas em
apenas um ponto do espago em que se encontram, e as grandezas definidas em todo o
espago, estas sao chamadas de campos. E para cada uma existe uma formulacao diferente
da Lagrangiana, resultando em teorias diferentes. A quantizacao para estes dois tipos
de grandezas segue a mesma regra, da equagao (2.2), porém os comutadores deverdo ser
definidos de forma diferente para cada tipo. Sendo que para grandezas pontuais, que se

comportam como fungoes, a definigao é:

da 0Ob da Ob
{a, b} B zZ: Ox; Op; a Op; axi’
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onde x é a posi¢ao e p é o momento. J& para os campos, que sao funcionais, a defini¢ao é

oa b 3
lale, 5], blo, A} = /5 5@ (x)  OBi() 504z'(37)dy

onde « e 3 sao fungoes de T e p, definidas de tal forma que constituem um par canénico.

a seguinte:

Ao estudar certas particulas quantica, é possivel verificar que além de todas as
caracteristicas classicas que elas carregam, ainda existe outro tipo de propriedade que
surge apenas na quantica, o spin. As particulas, ou campo de particulas, que possuem
spins sao chamados de férmions, enquanto as que nao possuem sao chamados de bésons.
E os postulados acima valem apenas para os bdsons, para os férmions é necessario fazer
uma mudanca nos comutadores e parénteses de Poisson, tornando-os anticomutadores e

antiparénteses, onde temos que:

da Ob Oa 0Ob
{a,b}, = ; 82:0p; | Bp; O,

é a definicao do antiparéntese, e o anticomutador é definido assim:

4, BL — AB + BA.

Portanto, feitas todas as ressalvas necessarias, vemos que o método de quantizacao
¢é bastante direto, basta conhecer o par canénico a ser quantizado, resolvendo as equacoes

de movimento, e entdo impor a equagao (2.2).

2.1.1 Quantizacao do Campo Real Escalar

Fagamos um exemplo, considere um campo real, escalar e bosonico, ¢(z), que sofre
a acao de um potencial quadratico, a Lagrangiana desse campo, com h = ¢ = 1, é definida

COIMOo: )
1 m

_ — H —72

£ = 50u00"6 — 0"

e aplicando a equagao de Euler-Lagrange, (1.1) nessa Lagrangiana, chegamos na chamada

equacao de Klein-Gordon' para o campo escalar real:

5L 5L
5~ (0) =
—  —m’e— 9,0 =0
= (O+m*)¢=0. (2.3)

A equacgio de Klein-Gordon, no nosso desenvolvimento, serd tratada como anédloga a 22 lei de Newton,
sendo a equacao resultante da aplicacado da equagdo de Euler-Lagrange na Lagrangiana quando se
estuda particulas, e a chamaremos de equacdo de Klein-Gordon (equagao de KG) toda a equagao
resultante da aplicagdo da féormula de Euler-Lagrange em L.
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Podemos resolver esta equacao por meio de de uma transformada de Fourier, da seguinte

maneira: P
_ - gz P
(;5(1’) - /f(pu x(])ep (271')37
aplicando a equagao (2.3) neste resultado, obteremos as condigoes da funcao f(p,xo), na

forma de uma equacao diferencial, como podemos ver a seguir:
(O+m?) o= (O+m?) [ FFwo)e™

= 00°f =~ |’ f —m*f
—  f=a"(—p)e +a(Ple ", w= \/W

= [ =a"(—p,x0) + a(p, zo).

E assim obtemos uma formula para ¢, baseada nas amplitudes da onda complexa. Por
fim, calculamos o par canonico do campo, a chamada densidade de momento II, usando

a seguinte formula:

oL

II= =9°
e a partir de (2.1.1), fazendo a transformada de Legendre de dy¢p — II, chegamos no
Hamiltoniano: . ) )
— IR - (Vo) + L 2.4

O 1ltimo passo a se fazer é quantizar o campo ¢ e I, e para isso temos que definir
um par candnico, para podermos calcular os parénteses de Poisson. Ao estudar o oscilador
harmoénico quantico, uma das formas de resolver esse problema é através dos operadores
escada a e a'. Além de ser uma solucdo mais facil para o problema, esses operadores
também formam um par canoénico. Portanto, uma tentativa que pode ser feita, é a de
tratar as amplitudes da transformada de Fourier, como os operadores escada na teoria
classica e entdo quantiza-los para que se tornem de fato os operadores. Fazendo isso

podemos calcular os parénteses de Poisson de ¢ com II, da seguinte forma:
0p oIl ol dp 4
I :/' - d

{o.10} da(z) da*(z)  da(x) da*(x) Y

= //eiﬁ'gé?’ (y — ) (iwe_iﬁ'g) & (y—a')—
d3p d3p/
(208 @2n )

- (—iweiﬁ'f) 63 (y — ) eI (y — 1) d>y
= i2w8® (v — 1),

ou seja, a solucao para ¢ e Il nao satisfaz a condi¢ao da definicao 5. Sendo assim, preci-

samos fazer uma correcao que serd apenas dividir ambas as por V2w, ficando com:

1 - -
6() = = [ @l 20)e™ + o) PO

d3p

[iw o, P % —if
H((L’) == ?/a(p’xO)ep —a (p7x0)e P (27’(’)3'

81
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Por fim podemos quantizar através da equagao (2.2), apenas multiplicando os campos por

\/;, onde chegamos ao resultado:

o 1 - — d3p 1
1) = —— [ a(p, 20)ePT + 4l (P, xp)e PE - = a(z) +a'(z)),
3(r) = = [ a5 w0) (e 55 = = () + ()
() = —i\F/&(ﬁ 20)e”? — a1 (p xo)e*iﬁ'f—dgp = —i\/5 (a(z) - a'(2))
2 ’ ’ (2m)3 2 '
que lembra bastante os resultados obtidos no oscilador harmonico. E para terminar o

problema basta descobrir as formulas dos operadores escada, porém esse nao ¢ o nosso

objetivo, portanto, nao serd feito.

2.2 Formulacao das Integrais de Caminho

Segundo os postulados da mecanica quéntica, uma funcao de onda passa de um
estado para outro através dos propagadores, que sao matrizes unitarias que pertencem
ao grupo SU(N), ou seja, podem ser vistas como rotagoes em uma dimensao. Definimos
entdo um propagador quadridimensional @(x,x’ ), que propaga uma func¢ao de onda do

ponto & para ' e do tempo xy para x;, da seguinte forma:

|[p(2) = G(a's2) [(x))

podemos projetar o vetor |¢(z')) para o espago das fungoes fazendo o produto escalar

com o vetor (z|, ficando com:

wlo@) = v(a') = [ Giopb(a) da. (25)

Porém, também temos que a fungio ¢ (z’) pode ser entendida como a fungao ¢(x) numa

funcao delta, da seguinte forma:

V(@) = [ V@i - a)de = [b(@) (@'le) da (2.6)

portanto, comparando (2.5) com (2.6) podemos dizer que o propagador quadridimensional
¢ igual a
G(a's2) = (2/|z) (2.7)

e esta é um definicdo geral para propagadores de uma grandeza qualquer, ¢ para outra
Q.

Uma forma de se calcular o propagador é o método da integral de caminho de
Feynman. O primeiro passo para chegarmos a essa férmula é a discretizacao do espacgo-
tempo, ou seja, de dividirmos a posi¢ao quadridimensional em n + 1 fracdes, que vao de
T =z até ¥’ = x,.1, com tamanhos iguais a um € pequeno, portanto, o k-ésimo pedago

do espaco é x, = xo + ke. E, assim como foi dito, o propagador pertence a um grupo,
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sendo assim o produto de G (Tn, Tpe1) com G (Tpt1, Tnya) € equivalente ao propagador de

T, até T,40, logo, a equagdo (2.7) pode ser reescrita como:

A

G, z) = / (Tnsr|Tn) - - - (1|0 dz1 - - - d. (2.8)

O grupo SU(3 + 1), é o grupo das matrizes unitarias, de dimensao 4 e de deter-
minante igual a um. Uma das representacoes desse grupo é feita por exponenciais, que
carregam uma matriz O, chamada de gerador do grupo. As propriedades dessa matriz O,
sao: ela é hermitiana, sem traco e antissimétrica e ao ser aplicada em um vetor no espago

de Hilbert, retorna a grandeza classica O. Portanto, podemos definir @, cOmo:

|25) = G(aj,05-0) [2501) = exp [—i (2 — 251) O] |251) = exp (—ieO) ;1)

— (wjlzj1) = (@] exp (—ieO) [2;1) = exp (=ieO(x;, x;1)) (w5lz; 1)

Utilizando a equacao anterior com a propriedade da completeza dos momentos
lineares pg, que seguem a mesma discretizagao do espago, na equagao (2.8), chegamos na

equacao a seguir:

A

Gla'\2) = [ (@unalpas) (usr [ exp [=i (@n1 = 2)

- (p1]exp [—i(% — o) } | o) ﬁ ﬁ

IESE

’U >

) )
= /DxDp €xXp (fEn+1 'pn-H) €xp <—Z€O($mpn+1)) <pn+1|$n> s

~-exp< Iy ]91) exp ZGO 900 Pl)) <P1’l’o>

]

1
= /DJ)DP exp (hxn—i-l pn—i—l) €xp (_ZEO(xmpn—H)) exXp ( hxn ' pn—H) e
?
Tt €Xp ( Ty - p1> exp (—i€O(xp, p1)) exp (‘hxo 'P1>

= /DJ/‘DP exp [Z hpz+1 (41 — ;) — i€0($iapi+1)] )

1=0

onde consideramos um novo tipo de integrando, definido para uma grandeza qualquer
como: [[;2, d¢;. E também consideramos o produto escalar entre x e p como sendo o
produto escalar quadridimensional. Agora podemos, finalmente, voltar a variavel continua

do tempo, para isto basta tomar o limite com ¢ — 0, logo temos:

A . ) .
G2, z) = ll_r%/DxDp exp (Z FPit1 €~ zeO(a:i,le))

=0

—/DxDpeXp{ </pudx“ /h() (2, p)d'z ﬂ
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Agora consideremos o gerador cldssico do grupo como a densidade de Hamiltoniano divi-

dido por h, ficando com:

G, x) /Dﬂ)pexp[ (/pudx“ /Hd4 )]
— /D:ﬂ)pexp <h /pui“ - Hdt) ; (2.9)

e esta é a chamada integral de caminho de Feynman no espaco de fase. E para fazer a
passagem para o espaco das configuragdes temos que considerar que o Hamiltoniano é

quadratico no momento, ou seja:

Hep) = L4 vi

e com essa condi¢do podemos resolver a exponencial a partir do lema A.0.4, considerando

AV =m, b= —i, e c=0, temos:
O z) = /'DxDpeXp (;/— (i, p) —;<m_1p,p> dt) exp (i/V(x)dt)
—N/D:Uexp< /2 —mi dt)exp< /V )
—N / Dz exp (h m; (x)dt) (2.10)
=N [Drexp <;S[:c,:t]> , (2.11)

onde N é uma constante de normalizacao, e esta é a chamada integral de caminho de

Feynman no espaco das configuragoes.

2.3 Funcoes de Particao e Propagadores

O método de integrais de caminho de Feynman para se chegar ao propagador de
espaco-tempo é bastante ttil, porém ele nao é um modelo geral. A ideia é chegar a uma
funcdo que possa ser descrita em funcdo de campos. Definimos entdo essa grandeza de

forma analoga a (2.11), para um campo escalar ¢:

= N/ngexp (/E[(b, 0,9 + Jqﬁd%) ,

onde J é uma corrente do campo, como no teorema 1. Essa funcao é chamada funcao
de particao, e ela pode ser relacionada com o valor esperado do vacuo na presenca de
corrente (veja (FRADKIN, 2021)) da seguinte forma:

Z[J] = ;(0]0),
Outro importante ponto da funcao de particao é que, através dela podemos calcular

o propagador do campo ¢(x) para ¢(y), para verificar isso definimos o propagador de um

campo qualquer como:

(0] T [¢(1) - -~ plan)] [0) = ($l21) -~ dlaw))
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para T sendo o operador de ordenamento temporal, pois a ordem de propagacao deve se-
guir o principio de causalidade. Portanto, é facil ver que se fizermos a derivada variacional

de Z em relagao a J, N vezes teremos:

SN Z1J]
5 (1) I

o3 =N [ Deo(e) - slex e ([ £+ Tod'r).

entao fazendo J = 0 e normalizando podemos chegar ao propagador do campo ¢:

1 5N Z1J]
(010) 8J[x:]- -+ J[xn]

Glar,- 2a) = (01T [$x1) -+~ ¢(an)]|0) = : (2.12)

J=0

o propagador também pode ser chamado de fungdo de N pontos.

Por exemplo, calculemos o propagador para o campo real escalar, que foi quanti-
zado na secao 2.1.1. Para isso comegamos considerando que dessa vez o sistema possui

corrente, portanto, a equagao de KG, se torna:
(O+m?) o=,
entao, podemos substituir a relacdo na funcao de particao, obtendo:
0,90" ¢ = 0, ($0,9) — ¢
= Z[J] :N/Dgzﬁexp {/; (c%gb@“gb — m2¢) + ngd%]
— ZU%aM/Dmm{—/;MD+mﬂ¢—JM%y

onde foi considerado que [ 9, (¢9,¢) d*x — 0, pois os termos de superficie se anulam no
infinito. E para resolver podemos utilizar primeiro a equagao (A.0.4) para o campo ¢,
para resolver remover a integral de caminho, e em seguida utilizar (A.0.2) generalizado

para ¢, para retirar o determinante, obtendo assim:

ZJ] :/\//quexp [—;/¢<D+m2) pd*x

X exp B//J(x) (x] (D + m2>_1 ly) J(y)d*yd*z| .

X

Vemos que o primeiro termo exponencial representa justamente a funcao de particdo para
J = 0. E o segundo termo, caso fosse aplicado a equagao (2.12), com N = 2, veriamos
que o termo (x| — m2 |y), representa justamente o propagador e consideremos isso

como uma regra que sera utilizada mais adiante na secao 3.5.1.
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3 Quantizacao dos Campos de Calibre

O eletromagnetismo é uma das principais teorias da fisica classica, portanto, desde
o surgimento da mecanica quantica houve interesse na sua quantizacao. No entanto, este
processo se revela extremamente nao trivial, pois o carater relativistico dos campos Ee
B fazem com que o sistema tenha simetrias locais. Além disto, diferentemente da teoria

classica, ao quantizar é necessario um olhar aprofundado na fixacao do calibre.

Neste capitulo veremos alguns métodos de quantizacao do campo eletromagnético
e os problemas associados. Trataremos tanto quando o campo for abeliano e quando ele

for ndo abeliano.

A principal dificuldade para esse procedimento é que esse tipo campo possui vin-
culos, portanto, o processo de quantizacao tem que ser revisto. Existe uma teoria prépria
para isto, porém ela nao serd abordada diretamente, portanto, desenvolveremos outros

métodos para chegar ao resultado desejado.

3.1 Eletromagnetismo Classico

Antes de iniciarmos os métodos de quantizacdo para o campo eletromagnético,
veremos a formulagao classica desta teoria, em termos do formalismo lagrangiano para
campos. Faremos isto partindo do conhecimento prévio da formulacao padrao através das

equacoes de Maxwell, e entao chegar a uma Lagrangiana que descreva todo o sistema.

Iniciamos com as quatro equagoes de Maxwell no vacuo, onde consideraremos que

elas sao verdadeiras devido aos experimentos, portanto, elas, em unidades gaussianas, sao:

. 4
V-E=A4np — O = IJ();
c
. 10B :
VX E= —Ea — EOijka]Ek = _803'“
V-B=0 — 0;B; = 0;
L 47 - 10E . Am
VxB="j4 2 — RO, By = =T+ 00
c c Ot ¢

onde no lado direito foi introduzido a notacao relativistica, sendo que as grandezas de
dimensao trés, ou seja, os campos elétrico e magnético, possuem apenas subindices por

serem apenas grandezas vetoriais!.

Entao agora substituiremos os vetores F e B, pelos potenciais dos campos, o

motivo da troca é que o tratamento desta teoria se torna claramente mais simples se

1 Esta escolha de notacdo foi tomada para ficar claro qual é natureza de cada grandeza.
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introduzirmos outro campo A,, que substituird os campo £ e B. Pois trocaremos uma
teoria com dois campos inicialmente sem relacdo por apenas um. Outro ponto que sera
beneficiado por esta troca é a fixacao dos calibres utilizados. As equagoes de transformacgao
do campo eletromagnético nos potenciais sao:

10A

E=_-Vp— -~ — E; =A% — 3° A
c Ot
B

3—V xA — B; = —eOijkﬁjAk.

E substituindo os potenciais na primeira equacao de Maxwell (Lei de Gauss) e conside-

rando o tensor métrico como o tensor métrico de Minkowski, de tipo temporal, ggo=1,

gi = —1 e g, =0, se u # v, vamos obter a seguinte relagao:
. 4
0, (9°A° — 0 AT) = 0
C
) . 4
— 9,00 A° — 9,0° A1 + 8,0°A° — §,O° A° = %JO
| 4
— 90 A + 9y0°A° — O° (9,47 + pA°) = :J
04— g,ar = T, (3.1)
C

E agora substituindo na quarta equagao (Lei de Ampére-Maxwell), obteremos:

€750, (—€orm0 A™) = 41Ji +0p (0°A° — 0° A7)

. . 4 )
= (6),6] —6,0],) 0;0' A" = —WJZ + 90 A° — 9y A’
o o 4
— QYA - 90N = ijl Oy A° — 9" A’
i
— OA + 0 (9,4") = :J (3.2)

Entao impondo o calibre de Lorenz, 9,A" = 0, podemos unificar as equagoes (3.1) e (3.2)

na seguinte equacao de KG:

4
OA, = 7rJ (3.3)

O proximo passo para se chegar a uma Lagrangiana é tentar fazer uma reversao da

equagao de KG do campo eletromagnético através da equacao de Euler-Lagrange. Fazendo

isto temos:
oL oL 47
It "~ | =—n0A -
51~ 5| =M
oL 47 oL
—_—t —J, = _— YA, .
— 5A#+CJ“ 8,,[5(8VAN)—|—8 u]

Como temos dependéncias diferentes nos dois lados, podemos dizer que ambas tém que se

anular. A solucao do lado esquerdo é simples, entdo comegaremos com a solucao do lado



3.1.  Eletromagnetismo Cldssico 45

direito:
oL o]
o |5t 7| 0
oL
= vA — KO
— 6<8VA”)+8Au KW [9A]
2
_ £3A:K(2)[3A]_<a'“24#)’

onde K(1) e K(2) sao as solucoes das equacoes diferenciais. Agora temos que encontrar

KM e K@ tal que eles respeitem as condicoes:

d,KM =0
(2)
50 A,)
E uma possivel solucdo para este problema é considerar K) = 9# A7 /2 e K?) = 0,A,0"A” /2,
pois a primeira equacao seria respeitada gracas ao calibre de Lorenz, e a segunda também
é visivelmente satisfeita com essa proposta?. Portanto, a parte da Lagrangiana do campo

eletromagnético que depende do campo 9,4, é:
1
Los = 58,,/1“ (O"A” — OV AH).

Antes de partirmos para a outra dependéncia da Lagrangiana, adotemos a seguinte
notacao, utilizando o tensor de curvatura do campo eletromagnético, ou apenas tensor

eletromagnético, F),,, seguindo a defini¢ao 2. Onde ficamos com a equacao:

ns

1
Lon =~ FuF" (3.4)

Por fim, temos a parte da Lagrangiana que depende do campo A, e a solugao para

esta parte é simplesmente:
47

Ly=——1J,A" (3.5)
c
E unindo a equagao (3.4) e (3.5), chegamos a Lagrangiana do campo eletromagnético com

correntes externas:

1 4
L=—FuF" - %JHA“, (3.6)

e existem também, outras formas de se alcancar esta equacao, como, por exemplo, partindo
da energia do sistema e depois voltar para a Lagrangiana usando uma transformada de

Legendre.

2 Esta conta serd realizada em mais detalhes na secio seguinte.
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Ainda podemos calcular o Hamiltoniano® do campo para isto usamos a seguinte

formulas:

oL 1
= ——0A,+ - F, F" A*
M@y e

1
== —El(‘?oAl + ZFMVFMV + JMAM

N2 1
:{Wﬁf—&ﬁ%&+zﬂJW+4Aﬂ (3.7)

onde foram utilizadas as equagoes (3.9) e (3.10).

3.2 Quantizacao do Campo Eletromagnético Livre

Agora que sabemos como ¢ feita a descricao do campo eletromagnético no forma-
lismo Lagrangiano, podemos passar ao processo de quantizagao do campo. Porém, para
fazer isso precisamos considerar o acoplamento minimo, pois assim como vimos na se¢ao
1.4, o campo eletromagnético surge como um efeito da simetria local do campo das par-
ticulas. Para evitar esse problema podemos considerar que nao ha nenhuma particula,
ou seja, vamos quantizar o campo eletromagnético no vacuo. Portanto, também nao deve
haver nenhuma corrente J*, logo a Lagrangiana do campo eletromagnético livre, para o
sistema de unidades naturais (¢ = h = 1), é

1

L=~ FuF". (3.8)

O préximo passo é calcular a densidade de momento canénico do campo. Para isto

substituimos o valor de F),, na equacao (3.8), dessa forma:

1
L= =7 QAN = A — 0,A,0" A" + 0,4,0"A¥)

1 14 14

= 5 (DA A” 0,4, AY)
1

= J0.A, (944" — 0 A")
1

= §0VAM (970, (9" As) — "0, (9" As)]

entao calculando a derivada variacional da Lagrangiana em relacao ao campo 9, 4,,, temos:

L1 o ) ) b
&L@:§MW®@<&%1ﬂ@@“&ﬂ+ng@&@%_
1
— 5979"70,0,0,A,

1 1 1 1
oAV VAR AV VAR

= QA - A = P,

3 Formalmente este ndo é o Hamiltoniano do sistema, pois, por definicdo, o Hamiltoniano deve depender

do campo e do seu momento conjugado, sem dependéncia de nenhuma derivada.
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Entao, sabendo que I1* é a derivada variacional da Lagrangiana em funcao da velocidade

do campo, ou seja, v = 0, descobrimos o momento canénico do campo eletromagnético:

6L
m* = — 9" A% — 04+
50pA,, J J
0 = 9°A" — 9°4° = 0 (3.9)
IM'=0'A" - 9°A’ = —E;. (3.10)

portanto, A; e —FE; sdo pares candnicos e descobrimos que o campo eletromagnético faz
o papel equivalente ao momento, informacao que nao é trivial a principio. Portanto, a
introducao do campo de potenciais nos ajuda a chegar a esta conclusao, confirmando a
vantagem de utilizar essa mudanca. E também temos que os parénteses de Poisson dos

campos tém que seguir a relacgao:

E olhando o componente Ay, vemos que ele nao possui nenhum par candnico, logo ele é
arbitrario, entdo a quantizacao do componente temporal do campo A* deve ser feita de

forma diferente.

A partir de agora, existem diferentes formas de prosseguir para a quantizacao do
campo. Uma delas é considerando o calibre de Coulomb, V - A= 0, e Ag = 0 e entao
resolvemos a equacao de KG, respectiva, porém desta forma perderemos as relagoes de
comutacgao, sendo base da quantizacao e também a covariancia do campo, assim como
serd feito na se¢ao 3.3. Outra forma de prosseguir é adicionando um termo multiplicador
de Lagrange, este calibre, sob certa condigao, é chamado de calibre de Feynman (Segao
3.4), porém a desvantagem deste método é que surgem estados com normas negativas,

conhecidos como fantasmas.

Portanto, o problema dos métodos de quantizagao sao as muitas consequéncias
inesperadas, que precisam ser corrigidas no final. Existe outra forma de fazer esse processo,
cujos passos sao claros, as caracteristicas dos campos sao mantidos e ainda o método pode
ser generalizado para campos nao abelianos. Este método é chamado de quantizacao por

integrais de caminho, que sera o principal método desenvolvido na secao 3.5.

3.3 Quantizacao no Calibre de Coulomb

Partindo da ideia apresentada na se¢ao anterior, seguiremos com a quantizacao do
campo eletromagnético livre de cargas. Abordaremos este problema a partir do calibre de
Coulomb?, pois essa é a forma mais simples e clara de quantizacao, porém é a que traz

mais problemas.

4 Ao utilizar as condigdes V - A=0e A" =0 juntas, este calibre também é conhecido como calibre de

radiacao.
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Partindo da Lagrangiana apresentada em (3.8) e utilizando (1.1) chegamos a equa-

¢ao de KG do campo eletromagnético,
0A; =0, (3.12)

no qual o calibre de radiagao ja foi considerado. Para resolver a equacao fazemos uma
transformada de Fourier, da seguinte forma:
d3p

Aw) = [ A wo) exo (i 7) 2T (3.13)

que combinando com (3.12), obtemos as condigoes para a consisténcia da expansio e

resolucao do problema. Entao fazendo isto chegamos a equagao:

; d’p
o o
.7 — A ) S5 \3
/8 (7.x0)] exp (if - #) — (ip)* A(p,x0) exp (i 7) 2po(27)?
:/[amm )+ b Al )] exp i5-7) - L =0
0 AP, To o 2po(2m)?

Como p é arbitrario, a tnica forma da ultima equacao ser nula é se o termo nos colchetes

o for. Sendo assim temos a equacao parcial de segunda ordem:

0? -
3714(19, z0) = —pe AP, o),

para po = |p°. A solucio desta equacio é dada por
A(p, 29) = A(p) exp (ipozo) + A"(p) exp (—ipozo) - (3.14)

Antes de substituirmos o resultado anterior em (3.13), temos que recordar uma das
restricoes do problema, o calibre de Coulomb. Para isto fazemos com que as amplitudes

A(p) obtidas em (3.14), sejam combinacdes lineares de vetores unitérios é*,

i a™ (p) (3.15)

que sao chamados de vetores de polarizacao. Esta solucao remete as polarizagoes obtidas
na teoria classica do eletromagnetismo, por esse motivo sao utilizadas apenas duas. Por

fim, substituindo (3.14) e (3.15) em (3.13), obtemos a seguinte equagao:
.
(2m)32po’

e aplicando a condicao, do calibre de Coulomb na equacgao anterior, chegamos as seguintes

z) = / 3 & [exp (ipue”) ) (p) + exp (—ipua”) " (p)] (3.16)

condigoes para o vetor de polarizacao:
e . e™) =5y,
ﬁ' go\) = 07

p*=0.
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Por fim a passagem para a quantizacdo, sera feita utilizando a técnica apresen-
tada na secdo 2.1. Onde, primeiramente, a condigao da equagao (2.2) é imposta sobre os

operadores A; e f[j,
[Ai(@), T(&")] = i {Au(&), T;(3)}

e em seguida, substituimos as amplitudes da expansao de Fourier, a™ (p) e a*™(p), pelos
operadores escada ™ (p) e a'™(p), respectivamente. Estes operadores, como de costume,

devem atender as seguintes propriedades:

[N (@), " ()| = 2po(2m)°5 (5 — ),
V). a0 = [V @), a6 =0,

Porém, ao calcularmos o comutador entre A; e II; o resultado é diferente do que se
espera, pois a equagao (3.11) nao é satisfeita. Portanto, os comutadores entre ele também
nao terao os valores esperados. Sendo assim temos que introduzir uma correcao para
consertar esse problema, ¢ isto sera feito modificando o operador 4;; e o substituindo por

A;j, onde ficamos com:

0,0;
Ay =y — 22,
T iy . ala — s
{Ai(x),ﬂj(a: )} =1 ((52-- — V;) oz —a'),

onde 1/V? é o inverso do operador laplaciano.

Portanto, o problema das relagoes de comutagao deste método de quantizacao
fica claro agora, porém ainda existem outros problemas. O principal dentre eles é que o
campo A* nao respeita a transformacao de Lorenz, a principio, e essa condicao deve ser
retomada apds o calculo dos estados. Outro problema é que esse método nao pode ser
generalizado para campos nao abelianos, pois como veremos, o calibre de Coulomb nao

pode ser definido globalmente nesse caso.

3.4 Quantizacao no Calibre de Feynman

O principal problema da quantizagdo do campo eletromagnético é que o compo-
nente Ay nao possui um par candnico definido. Portanto, podemos dizer que o campo
eletromagnético tem uma restrigdo, ou seja, um vinculo. Entao a quantizagdo, chamada
de quantizagdo de Gupta-Bleuler, deve ser feita com a Lagrangiana com um multiplicador

de Lagrange, descrito pela seguinte equacao:

1
L=—FuF" — ; (9,A")*. (3.17)
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Entao calculando a equagdao de KG para essa Lagrangiana, chegamos a:

010, A — 0,0" AP — A"D, A" = 0
—  OA" — (1—\)9"9,A” =0,

e caso A seja igual a um, recuperamos a equagao (3.3) sem correntes. Quando fazemos
essa escolha chamamos de calibre de Feynman, porém isso ¢ um abuso de nomenclatura,
pois nao é de fato um calibre, apenas uma escolha. E resolvendo a equacgao de KG, pelo
método da transformada de Fourier, chegamos ao seguinte valor do campo:

A _/Z zpua: A)+e ippxh *()\)} &
2po(27)3’

que é semelhante & equagao (3.16), porém consideramos que os vetores de polarizagao,
agora, tém quatro dire¢oes de polarizagao. Entao passando para os operadores quanticos,
as amplitudes da transformada de Fourier A,(p) = el(f‘)a(’\) e A5 (p) = eff)a*(’\), se tornam

a(p) e a'(p), respectivamente.

Calculemos o estado de um féton, ou seja, |1), que pode ser obtido apenas apli-

cando o operador a' no estado de vacuo |0). Sendo assim obtemos que:

1) =) 10) = [ S0l |0) 5. s
— 1= [ I o)
— I = [ £ ) 01,6 V) [0) S (s

onde f(p) é uma funcdo que serve para a normalizagao do produto escala da tltima linha.

Como €™ é um vetor unitdrio que indica a direcio da polarizacdo, o produto

Ve = g™ onde g™, Entao temos que o comutador de ¢ com a*), é igual a:

[N (p), '™ ()| = —g*2po(27)*5(p — 1), (3.19)

e entdo substituindo na equagao (3.18), vamos chegar na relacao:

/ / ) d3p d3p/

A0 = [ 1)) 01,0V ) |0) 5T S
_ N (). 2O (] 1 4T (13 7p__d7
- [ 1w |[ *<> W]+ &N B0 5

_ )2 g
B /|f 2p0(27r)

ou seja, para o termo temporal da diagonal do tensor métrico, a norma sera negativa e

devido a interpretagao probabilistica da mecanica quantica, esse estado nao deve existir.
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Para resolver esse problema temos que fixar o calibre, que intuitivamente poderia
ser os ja citados calibre de radiagao e o calibre de Lorenz, porém ambos nos levariam ao
problema da secao anterior. Entdo vamos separar o campo em dois, um com frequéncias

positivas, fll(f), e outro com frequéncias negativas, Afj), e fixar o calibre como:
A(+) —
A Y) =0,
chamado de condigdo de Gupta-Bleuler, e essa condigao implica que:
aujlff) — Z'pueipuz“eg\)&(k)

= 6“21&” |) = Z'pueipux“eﬁ)&(k) |Y) =0

= p“ef[\)&()‘) |4) = 0.

Utilizando que p indica a direcao da frente de onda, temos que e;(})p“ = e,(f)p” =0, ja que
as direcoes 1 e 2 sao as diregOes transversais. E sabendo que p* é arbitrario chegamos a

conclusao que:
(p“e,ao)@(o) _ p“El(f’)fL(?’)) 1Y) =0

— (900 — g3,0?) |¥)) =0
= (a9 +a®)y =0.

portanto, os operadores escada para as direcbes 0 e 3 devem se anular, resolvendo o

problema da norma negativa.

Como pudemos ver, o método de quantizacdo de Gupta-Bleuler, ou quantizacao
no calibre de Feynman, leva a uma solucao parecida com a da quantizacao no calibre
de Coulomb e resolve o problema das relagoes de comutacao. Porém, nesse caso surgem
estados nao fisicos e foi necessario fazer uma restricao nao trivial, para corrigi-la. Além

disso, esse método nao pode ser replicado para campos nao abelianos.

3.5 Quantizacao de Campos de Calibre por Integrais de Caminho

Olhando a sequéncia de métodos de quantizacao apresentados anteriormente, fica
claro que quantizar o campo eletromagnético nao ¢ um problema trivial. E os métodos
utilizados geram problemas graves, que precisam ser corrigidos de formas improvisadas.
A conclusao que se tem é que os vinculos presentes nao permitem que a quantizacao
canonica seja realizada da forma normal. Sendo assim, o novo método adotado para a
quantizagao deve apresentar as seguintes caracteristicas: manter a invariancia de calibre
e a invariancia de Lorentz; o campo deve respeitar as relagoes de comutacao; e o método
pode ser generalizado para campos nao abelianos. E o método a ser utilizado serd o
chamado quantizacao por integrais de caminho, como o método pode ser generalizado, o

campo A* serd um campo de calibre qualquer.



52 Capitulo 3. Quantizacio dos Campos de Calibre

Iniciamos observando o operador j@, pois ele gera transformagoes de calibre infi-
nitesimais e independentes do tempo, no campo /L(FRADKIN, 2021). Portanto, temos
uma simetria, entao utilizando a liberdade dela impomos uma restricao nos estados que

o operador age. Esta restricdo sera a seguinte:
Jo|Fis) = V- E|Fis) , (3.20)

onde |Fis) sdo os estados que obedecem esta restri¢cao, com isso o espago de Hilbert é
reduzido. Outra restricdo que serda imposta é que o campo Ay = 0, ou seja, —F; fard o

papel do momento da componente espacial do campo de potencial.

Entao utilizando o Hamiltoniano 3.7, com J, = 0, construimos a funcao de parti-

¢ao, com a sua formula proveniente da termodinamica:

para T sendo o operador de ordenamento temporal, definicdo 4, e o termo no delta de
Dirac sendo justamente a restrigio que foi imposta em (3.20), pois somente os estados
|{Ai(2)}) que obedecerem a igualdade serdo computados. E assim como foi feito para as
integrais de caminho na secao 2.2, o tempo sera discretizado em N intervalos de tamanho

Axg, ficando com

Z[J] = kU /D {A,@ )} (1= idaoH) x
< I1¢ (0 B: (%, 28) = Jo (%,28) ) [{A5(& ) }) A;(& ).

Substituindo delta por sua forma exponencial, resolvendo a equacao resultante e por fim
tornando o tempo continuo novamente (veja (FRADKIN, 2021) para este passo a passo),

chegamos na seguinte funcao de particao:

Z[J] = /DAM exp {i/dx‘* <—iFWFW+JMA“)] , (3.21)

note que a funcdo na exponencial é justamente a ac¢ao do sistema, assim como ja era
esperado. Por isto este método de quantizacao é tao geral, pois se utiliza da soma de
todas as historias do campo de calibre A*, com a acao da teoria fazendo uma forma
de peso na fungao. Porém, justamente, pela soma ser sobre todas as configuragdes do
campo, havera uma divergéncia nessa integral, pois para cada campo que representa um
estado fisico, serdo somados outros infintos campos, obtidos por meio de transformacoes
de calibre e que também representam o mesmo estado fisico. Sendo assim, outra restri¢ao
deve ser feita, a de que cada campo que se diferencie apenas por uma transformacao de

calibre local, seja contado apenas uma vez.

Defini¢ao 6 (Relagio de Equivaléncia). Seja um conjunto R C A x A, qualquer, ele é

uma relacao de equivaléncia se corresponde as condigoes:
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1. (z,x) € R, Vx € A;
2. (x,y) e R= (y,x) € R,Vr ey € A;
3. (z,y) e (y,2) E R= (z,2) € R,Vx,yez € A

Definigao 7 (Classe de Equivaléncia). Uma classe de equivaléncia é definida como [z] :=

{Vy € Al|(z,y) € R}, onde R é uma relagdo de equivaléncia.

A maneira de garantir essa condigao é, fazendo com que as transformagoes de cali-
bre sejam consideradas uma relacao de equivaléncia, logo todos os campos que, sob a acao
da transformacao, resultam no mesmo estado fisico, formam uma classe de equivaléncia.

E se cada classe for contada apenas uma vez, a divergéncia em Z nao ocorrera mais.

Para construir a restricdo definida anteriormente sera utilizada a funcdo 6 com
alguma condigao. Inicialmente, a definicao de calibre do campo abeliano, de forma geral,

¢ dada pela equacao:

onde ¢(z) é uma fungdo arbitraria, entdo essa serd a condigao que vai no delta de Dirac.
Continuando, a fungao A, [4,] é introduzida, sendo ela inversivel, e a sua inversa é definida

como:
ASV[A,] = / DUS (9 [AY] — e(x)), (3.22)
onde Ag é o campo que sofreu uma transformacao de calibre pelo grupo U, que por
enquanto é arbitrario, assim como na equagao (1.9), porém com constante de acoplamento
igual a 1. Substituindo o produto de AgA! =1 em (3.21), é obtido
210 = [ DA ALA, A5

g

= [ D44, [ DUS (g [AY] = clx)) €510 (3.23)

O proéximo passo é provar que Ag_l ¢ invariante sobre uma transformacao A, —

Ag,, onde U’ é um elemento do mesmo grupo de U

(Al = [ pug[a]

i

A AT ] = AL (A,

g

para o qual foi considerado DU” = DU. Sendo assim, a mesma transformacao é feita para

a integral da equacao (3.23), e utilizando a invariancia de S, de A, [A,] e de DA, para
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chegar a equacao

Z[J] = /DU/DAL]/AQ {AU'} 5 (g [Ag’U} _ c(a:)) iS1AY ]

= /DU/DAuAg [A,]0 (g [Ag/U} — c(x)) e St

veja que a ordem de integragao foi alterada, pois Ag/ nao depende de U, pois até entao
U’ é arbitrario. Entao escolhendo U’ = U~!,% o termo ¢ (g [AZIU} — c(x)) se torna apenas
d (g[A,] — ¢(x)). Sendo assim nenhum termo depende de mais de U, logo a integral sobre

DU se torna uma constante.

Para remover a fungdo delta, podemos utilizar a equagao (A.0.2), com A = il /o,

sendo « constante, e com x = ¢(x). Sendo assim aplicando isso em na ultima equagao,

temos:
[ Deesp (—;/c(:c)fc(az)d ) (det <Z>> 1
— N/Dcexp (—2;/(;(95)2(1%) _1
— =N [ D4, [ Deesp (—; / o)z )A A,]5(g[A] — e(x)) &SI
—  Z.lJ] :N/DAMA exp< /g d4m+z/£d4 )
= ZuJ] =N [ DAA, (A exp [Z / & (Lo + c)}
SEN =N [ DAL, [A,] 5,

onde S, é a agdo com um vinculo, que depende do multiplicador de Lagrange o e do
calibre do campo e nao depende da fungao ¢(z). O que torna este resultado 6timo, pois
agora temos uma acao generalizada. Note que, impondo g [A4,] = 9,A", ou seja, o calibre

de Lorenz, a Lagrangiana (3.17) é recuperada.

Retornando, agora, a equagao (3.22), é possivel fazer uma mudanga de varidvel de

U para g, utilizando o jacobiano para funcionais, portanto, temos que

sU
—1 _ _ _
A, (A = [ Dydet| (g — c(a)
— A,'[A,] = det (;U
9 lg=c(w)
0g
= A, [A,] =det| = , (3.24)
0| o)

onde o ultimo termo é chamado de determinante de Fadeev-Popov. Existem diversas

formas de calcular o determinante de um operador, sendo definido como:

det O := {det O = [[ An, VAu||O%(2) = Autp(2)}.

Esta escolha é possivel devido a uma das propriedades dos grupos, que diz que, para todo elemento a

que pertence ao grupo existe outro a‘l, tal que ac ' =a"ta=1.

5
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Entretanto, nos casos abordados a seguir, o valor deste determinante nao sera diretamente

calculado, pois serao utilizadas outras técnicas para continuar os problemas.

Apbs estes desenvolvimentos, chegamos a uma funcao de particdo que pode ser
obtida conhecendo o seu grupo de transformacao e o calibre do campo. E isto é justamente

o objetivo procurado ao quantizar através do método de integrais de caminho.

3.5.1 Campos Abelianos

Até entao tudo o que foi desenvolvido é geral para todo campo, seja ele abeliano
ou nao. Porém, a partir de agora o célculo servirda apenas para o campo eletromagnético,

pois a transformagao U serd fixada como o grupo de rotagdes U(1), tal qual foi feito na

U
o

a equagao (1.4). Também serd fixada a transformagao de calibre para este campo, que

secao 1.4, ou seja, U(x) = e, que aplicando a transformacao de A, para A;;, retorna

serd o calibre de Lorenz, g[A,] = 0,A" e por fim ¢(x) = 0. Logo o determinante de

Fadeev-Popov para esta transformacao é:

00, (A* o+
Ag [Au] = det [ - ( 5([‘23(;51;)] gb(x))]
g=0
B 1 6[0,A"(x) 4+ Og(x)]
= det ieioW) & 50(y)
= det wi(y) li_r)%i (0, A" (x) + O (p(x) + ed(x — y)) — 9, A (x) — O¢(x)) o
= det 11_1)% 16D5(l’ — ) -

= det [O] = det [02} ,

note que o determinante de Fadeev-Popov nao depende do campo, neste caso. O valor de
det [0%] nao sera calculado explicitamente, assim como foi mencionado a pouco. Por fim
temos a funcao de particdo para o campo eletromagnético com o calibre de Lorenz sendo

igual a:

Z[J) = N det [&7] / DA, iS4 (3.25)
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onde a Lagrangiana é definida como:

1 1
Lo= 7Pl + J A = 50,40, A"

1
<@@WW—@&W#-@@M@N)&MM

1
<@@w—@mw—amwayw+@w

1
(y@W—wm@—&w%y»%+@M

[ — N~ N~ DN~

JWM&%—&WW—WM@}%

+Aﬁ@-i@%@yyAmmﬂm+%m

:Hmmm+i@wm%wmy4wm#@my4wmﬁm»+

ﬂM%%@&%ﬂﬁ%W&w+@N

- ;Au <gWD + aavaua_ aﬂaH) A+

+$wwm¢wm—@mywﬁmm+@m
1

1
_ iz

onde nﬁ") ¢ o primeiro termo entre parénteses 1) ¢ o termo entre colchetes. E entao

substituindo este resultado na equagao (3.25) e utilizando a férmula (A.0.4), com A =

—ingy, e B = —iJ,, temos:

ZM:N®Wﬂm4£@m@mlMﬂ®ﬂmﬁ]x

i
X /DAM exp <2a/n(2)d4x) .

E para 7)), € esperado que A, decaia para 0 no infinito, por tanto a integral de 7)) também

N

sera 0 e sua exponencial serda igual a 1. Entao substituindo o valor de né‘f; na expressao
acima € possivel descobrir o propagador do campo eletromagnético G**, colocando o

elemento de matriz da exponencial na sua forma integral:

1
2

2= Nae [ esp [ [ s [ @, 0006 ) e [

a—1 -1
— (e —y) = (ol (¢O+ o) ).

Entao agora temos o chamado propagador de Feynman. Por ser um propagador

ele deve obedecer a equacao da funcao de Green:

a—1

(970452 Gala — y) = hdla — y). (3.26)
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Fazendo uma transformada de Fourier, temos:

d'p - ;
p4 G (p>e—w(a:—y)7

Gl —y) :/(270

e substituindo em (3.26), obtemos a seguinte relacao

v a—1 v
(g“ P’ — —'p ) G =g
pHp”
p2

— @)= o ()

que é o propagador de Feynman no espago dos momentos, para um « qualquer. Caso

utilizemos o calibre de Feynman, ou seja, o = 1, ficamos apenas com a expressao:

- _g/“’
G# (p)_ pQ'

E caso fagamos o — 0 voltaremos ao calibre de Lorenz, e obteremos a expressao

S Ly P
G* (p)nglg“ —pQ}-
Entao verificamos que o propagador do campo eletromagnético depende diretamente da

escolha do calibre.

3.5.2 Campos Nao Abelianos

Para fazer a quantizacao de campos nao abelianos, é preciso apenas calcular o
determinante de Fadeev-Popov, pois o carater geral do desenvolvimento feito até entao

permite que prossigamos a partir da funcao de partigao:
Z1) = [ Daza, [Ag] 4, (3.27)

note que o campo A, estd dividido em componentes, pois, agora, ele é descrito como
Ay = AjAq. E também a agao nao ¢ mais a mesma da apresentada anteriormente, pois
a Lagrangiana para este tipo de campo muda, porém o termo L, se mantém o mesmo.
Além disto a constante de normalizacao provinda da medida DU, nao esta presente, isto
ocorre, pois a medida DA, serd definida, de tal forma que cancele esse termo. Por fim, o

calibre do campo sera definido como:

g [AZ} = 0" A, = ()
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A transformacao de calibre do campo seguird a férmula (1.9), para o grupo U definido

COoImo:

Uap(x) = exp (i)\kek(a:))ab A Oy + i en(z) + - - -

(AD)" (M) g = UnbANCU G — 10,Unng" U

AS (k) gg + 0A% (M) g = (Gab + iNges ) ALNS (0ea — iNEse) —

— 10, (5ab + i/\fzbﬁz‘) g (5cd - i)‘gdej) +0(é)

AS (k) ag + 0AE (M) gg = AL (N) g + IN€ AL (N — 1AL (Ag)e Mg+

. . . o \b
A ATNEAE ¢+ XD, (53 —i(v) ej) +0()

Il

!

. . . . N
A (M) + 04K (M) g = Al W) g+ 16 i, N AL + NoaDues — iXey (V) 06+ O(€?)
DAl (M) aa = i€ (i X)) AL+ NogOues + O(e)

ad\ T .. ad\ ad\ t .
5% (g (X)) = =eafxt (V)) (A0 + X (W)™) 0+ 0
5Aﬁ = —ffeiAi + 0,667 + O(€)

J

E E i Aj k

A

A partir deste valor é possivel calcular o determinante de Fadeev-Popov utilizando a

equagao (3.24), junto da regra da cadeia para funcionais:
dg* 0AY,
5AZ (561,
det (|0"020(x — 2)| |~ 56" AJ, + 0,0%0(2 — )
det [0 (— £ Al + 0,6™)]

det (0"DI[A]), D = —fi" Al + 60,

0g
W = det

%9

= det
de ¢

Ay [A,] = det

Note que neste caso o determinante depende do campo, entao para nao precisarmos
calculd-lo explicitamente, podemos utilizar a férmula (A.0.5), e assim introduzir os cam-
pos 1, e 7, chamados de campos fantasmas. Estes campos ndo podem gerar estados fisicos,

devido a nao obedecerem as condig¢oes de causalidade e unitariedade. Utilizando, temos:
Ag[A] = / D1y Dijy exp ( / d4xﬁa(w)3“DZb[A]m(x)> :

Por fim substituindo esta equagdo em (3.27), obtemos a fungdo de particao para

um campo nao abeliano com uma Lagrangiana qualquer. O resultado da substituicao é
Z[J] = / DADyD exp <@ / d*zL[A, J] + Lo]A] + La[n, n]) , (3.28)

sendo £ a Lagrangiana original, £, um termo ocasionado pelo calibre do campo e L é o

termo gerado pelos campos fantasmas que surgem com a teoria, a soma dos termos sera
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chamada de Lagrangiana efetiva £.. Um exemplo de Lagrangiana efetiva é a chamada

Lagrangiana de Yang-Mills, sendo definida como:

1 , A _
Ly = v (F F) + J, A" + o (8,A")? — 30" D,[A]n, (3.29)

onde g é uma constante de acoplamento e « é substituido por g?A~*.
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4 Cromodinamica Quantica e Teoria Quan-

tica de Lacos

A partir de agora, de fato trabalharemos com a Cromodindmica Quéntica, ou
seja, estudaremos o comportamento dos quarks. Para isto definimos a Lagrangiana para
o campo de espinores ", que representam os quarks. O indice a do campo representa as
dire¢des dos spins destes quarks, que vao até 4. E o indice i representa a cor do campo,
lembrando que o campo de cores possui trés cores, verde, vermelha e azul, logo 1 =1, 2 e

3. A Lagrangiana, seguindo a formulacao feita por Dirac, é:
£ =G, (i) —m) v

porém, impondo a invariancia de calibre sob transformacoes locais, assim como nas se¢oes
1.4 e 1.5, o operador derivada parcial se torna o operador derivada covariante, sendo assim

a equacao se torna:
L= <le — m) VL.
Além deste pedaco, a Lagrangiana total também possui uma parte do campo de calibre,

que ¢ diferente caso o campo seja abeliano ou nao.

4.1 Laco de Wilson

Devido as dificuldades de que na CDQ nao ¢é possivel trabalhar com teorias pertur-
bativas com baixas energias, temos que impor alguma restricao para podermos desenvolver
uma teoria nao perturbativa. E esta restricao é que os quarks nao possuam dinamica, ou
em outras palavras, que a massa m — oo. Esta restricao faz com que passemos ao re-
gime chamado de configuracao geodésica do campo assim como na segao 1.5. Portanto,
temos que operador que propaga o campo de um ponto x para um ponto y, através de
um caminho I' é a chamada linha de Wilson (1.11). O préximo passo ¢ verificar como a
linha de Wilson modifica sob as transformagoes de calibre do campo A,,, entao temos que

considerar os casos em que o campo A, é abeliano e quando nao é.

4.1.1 Caso Abeliano

Entao para o campo abeliano, a transformacao de calibre do campo A, segue a

equagao (1.4), portanto, temos claramente que:

§A, = 0,0,
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com a constante de acoplamento e = 1. E substituindo em (1.11), obtemos as seguintes

relacgoes:

(i /F(:c,y) A (Z)d2u>
— Pexp (z /F(x’y) Au(z) + 8M9(z)dzﬂ>

= Pexp i/r(x ) A, (z)dz" +i0(y) — z@(a:))

= P |e”® exp 2/ A (2)d" | e @
I(z,y)
=W Pexp (z/ Au(z)dz“> o~ i0(x)
[(z,y)
= eie(y)W[x, y, T]e @),
Portanto, aplicando em um campo ¢V (z) = @) (z), podemos verificar como o trans-

porte paralelo se comporta quando fazemos a transformagao de calibre, fazendo isto ob-

temos:

W (y) = WYz, y, TN ()
= GO [z,y, Tl e @ ()
= "Wz, y, T]o ()
= "Wy (y).
Por fim verificamos que caso o caminho I' seja um caminho fechado I'(z,x), a linha de

Wilson se torna uma invariante, logo podemos dizer que ele é um observavel fisico e segue

a equagao (1.8).

4.1.2 Caso Nao Abeliano

Assim como no caso abeliano, comecamos definindo a transformacao de calibre
do campo A,,, como sendo igual & férmula (1.9), com g = 1. Em seguida aplicamos esta

transformacao na linha de Wilson, e obtemos a seguinte férmula:

WY[z,y,I] = Pexp (z/ Ag(z)dz“>
I'(z,y)
= lim [Texp {ZALJ (2 — zﬁfﬂ)]

=1 (I +iAld=" + O(2))

[ [f + 60 A0t 1 i, (1) dot 4 O(2)]

z
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Expandindo as exponenciais de €(z), obteremos:
WYz, y,T] = 11 [f +1 (f + ze(z)) A, dz! (f — ze(z)) +

i (I +i€(2)) (=i0,e(2) — €(2)0ue(2)) d2" + O(2)]
=1] [.f + 1A, d2" — e(2) A, d2" + A, d2Pe(z) + 0ue(2)dzH + (’)(2)]

=TI |7 +iAude" — e(z)Audz" + Audzte(z) + e(z + dz) — e(2) + O(2)]

=TT [(7 +ie(z + d2)) (I +iAude") (T —ie(2)) + O(2)] .

Tomando o limite novamente e desconsiderando os termos de segunda ordem, voltamos a
equacao:
W[z, y,T] = “OW[z, y, T]e @),

Portanto, obtemos a mesma férmula do caso abeliano, porém como nao podemos trocar a
ordem, fica claro que, caso o caminho I" seja fechado, a linha de Wilson nao sera invariante.
Porém, caso utilizemos o lago de Wilson, descrito pela equagao (1.12), a menos de uma

constante de normalizacao, que quando introduzimos obtemos a seguinte féormula

" 1 A 1 ~
W = Ntr Wiz, z,T] = Ntr [Pexp (2 ?éf:(amx) A“(z)dzf‘)] :

Aplicando o teorema de Stokes na integral da equagao anterior, podemos chegar a uma
relacdo, serd obtido uma equagao igual a (1.8). Portanto, a dependéncia do lago serd

apenas sobre o tensor de curvatura do campo, e expandindo a exponencial, é obtido:
7 1 7 . uv 1 4 n 2

E caso o caminho I' forme um quadrado de tamanho a, tal que F),, seja constante
dentro desta area. Temos entao que o termo de ordem um sera nulo, devido ao tensor F),,

ter diagonal nula. E os termos que restam sao:

4
~ a y
Wzl—ﬁtI'(FMVFM)_"O(CLG),

ou seja, recuperamos o termo da Lagrangiana do campo de calibre, a menos das ordens
superiores e das constantes. E esta é uma das vantagens o lago de Wilson, a de que temos

toda a informagao da teoria pura, ou seja, sem perturbacgoes, somente com a sua expansao.

4.1.3 Potencial Quark-Antiquark

Considere a seguinte configuracao, um quark e um antiquark com massa infinita,
formando uma corrente j, = ed (x, — s,), onde s, é o conjunto de pontos que determina

a localizacdo das particulas. Suponha também que o caminho I' forme um quadrado de
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lado R na sua parte espacial e lado T em sua parte temporal, com T — oo. Sendo assim,
¢é esperado que o campo nao dependa do tempo, pois, nao ha dindmica no sistema. Logo

calculando o valor esperado no vacuo, temos a equacao:
(0| W 10) = <W>O o T [ Aid=",

note que, a integral pode ser vista como a férmula de uma diferenca de potencial do um

campo A;, definido como:

wm:—/&w

— (W), oce ™V, (4.1)

portanto, conhecendo o potencial entre o quark e o antiquark é possivel calcular o valor

esperado do vacuo para o laco de Wilson.

Caso 1 (Lei da Area). Consideremos V como sendo da ordem de o R, onde ¢ é chamado de
tensao de corda da CDQ), e também que R seja grande, porém ainda pequeno comparado
com T'. Neste caso, a teoria de calibre serd uma teoria de confinamento, pois o potencial
ser linear na distancia, implica que a energia necessaria para separar o quark e o antiquark
crescerd infinitamente, ou seja, eles nao podem ser separados, logo estarao confinados. E

substituindo o potencial na férmula (4.1), temos:
<W> x efaTR — efaA
0 )

onde A é a area do caminho I', e por este motivo que chamamos esta equacao de lei da

area.

Caso 2 (Lei do Perimetro). Agora considere um potencial constante V = p, e também
que R é muito grande, de tal forma que exp (—R) ~ 1. Para este caso, é possivel separar o
quark do antiquark. Além disto, ao substituir o potencial em (4.1), devido & consideragao
da exponencial de R, temos também que, exp (—uR) ~ 1, entdo, podemos multiplica-lo

no resultado, obtendo:

7 —uT —w(T+R) __ —pL
<W>o x e ~ e HMITHR) — gl
sendo L o perimetro do caminho I, e isto que da o nome a esta lei.

Lema 4.1.1. O valor esperado de N operadores, Ol, ceee ON, invariantes sob transfor-

macoes de calibre, é:
A A A A 1
(0r--03) = (01 (0x) +0 (1)
Demonstragio. Veja (MAKEENKO, 2002). O

Utilizando o lema 4.1.1, para N — oo, temos que o valor esperado se distribui,

como se os operadores fossem niimeros. Portanto, se tivermos um contorno fechado C
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qualquer, podemos dividi-lo em N pequenos caminhos quadrados I', assim nos casos feitos
anteriormente, e ao tomarmos o limite de N — oo preencheremos todo o contorno. Esse
processo ¢ analogo ao feito na definigdo da integral de Riemann. E isto permite que os

resultados alcangados nos casos 1 e 2, sejam estendidos a qualquer contorno.

4.2 Equacao do Laco de Makeenko—Migdal

Apos vermos algumas propriedades do lago de Wilson, vamos introduzi-lo a teoria.
Para isto temos que modificar a funcao de parti¢ao (3.28), para podermos descrever um

sistema com o lagco de Wilson e entao obter a equagao do laco de Makeenko-Migdal.

O primeiro passo é introduzir um campo chamado de campo mestre, ®[A]. E este
campo ird ser introduzido na fungao de parti¢ao, substituindo a dependéncia por Af.
Portanto, precisamos calcular o determinante do Jacobiano desse campo em relagao a Af.
E impomos a seguinte condicdo, que o determinante do Jacobiano do campo mestre seja

uma exponencial do proprio Jacobiano. Sendo assim, a equacao e torna:

det = e~ Nd[®.A] (4.2)

0A

gy
i

onde N? ¢ uma constante de normalizacdo. E facil verificar que, uma opcao para ser o

campo mestre, é o lago de Wilson, pois ele segue as seguintes definigoes:

= = W}gd(w — ) A d"y.

6 A% (y)

Porém, ainda consideraremos o campo mestre como uma fungao desconhecida, cuja tinica
restrigao é a equagao (4.2). E substituindo na fungao de parti¢ao (3.28), com o calibre de

Lorenz, ou seja, com A — 0, temos:

7~ / DA exp (iS,[A, J])

-1

) )
— Z~/Dc1>det 02 eV Se[2]
JA2
N ] as

Entao o ponto de sela dessa fungao de particao nao sera mais nulo como no caso classico,
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na verdade, o seu valor sera:

87
53 =0
_, 08 _ 4d[@ A
S Y
58, 0A%  §d[®, A] SAS
—— =
§A2 50 JAL 5P
55, 5d[®, A
—_— 8,, =
5 (0,43) 0A;,
= O, I + [Al, FM] :M, (4.4)
A

que é a chamada equacao do campo mestre. Gragas a func¢ao de particao Z, temos que os
propagadores dos observaveis quanticos, podem ser descritos através do valor esperado dos

lagos de Wilson, em processo semelhante ao feito para os campos escalar e eletromagnético.

Logo, para determinar os propagadores temos que saber como calcular o valor
esperado do lago de Wilson e as equagoes de Makeenko-Migdal, tornam isso possivel.
Antes de prosseguirmos para a sua formulagao, voltemos a analisar a funcao de particao

(4.3), da seguinte forma:

-1

7 ~ / DOF[Ple V5% F@] = det o
JA2
L OF[®] e N2 55, [®]
7 — e[®] N2 N SE[Q}F P —
— 0 0 ¢ e (D] 50 0
SF[A] o 0S[A]
s A - NEA JAs =0

Todavia, o funcional F' até entdo é completamente arbitrario, porque o laco de Wilson ¢é
apenas uma opc¢ao, mas ainda nao o definimos de maneira tnica, logo chegamos a seguinte

equagao:
0S.[A] 1 9

5 Aa L §Aa

E caso apliquemos, em ambos os lados dessa equacao, a linha de Wilson com um caminho
I fechado, Wz, z,T] = WI], obtemos:

VERSWIN] = 5 0y = @) WDy WTay X dy, (4.5)
I

onde a notacao I'y, e I'y, significa que dividimos o caminho em dois, os quais, ambos,

comecam e terminam em x e y, porém com os tragados dos caminhos diferentes entre si.

Gragas ao 6(z — y) eles se tornam o caminho fechado I'. O operador V7, é definido como:

Vi(6) = 0u(x) + [AL, (+)].
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4.2.1 Derivadas de Caminho e de Area

Para prosseguir até as equagoes de Makeenko-Migdal, primeiramente temos que

definir dois objetos chamados de derivada de area e derivada de caminho.

Defini¢ao 8 (Derivada de Caminho). Seja um funcional F', que depende de um caminho
fechado C. Entao definimos outro caminho fechado Cs,,, que no ponto z faz uma curva
na dire¢do p e retorna no mesmo ponto, porém de tal forma que a area seja zero. Logo a

derivada de caminho possui a seguinte defini¢ao:

9eF[C) = 5195 (F [Csa,| = F )

Definigcao 9 (Derivada de Area). Seja um funcional F', que depende de um caminho
fechado C. Definimos, também, outro caminho que possui o mesmo formato de C, porém
no ponto x, o caminho forma uma area infinitesimal do,,, que contorna o ponto e se
encontra de novo com o caminho padrao, como se fosse um "calombo'que nasceu no
caminho original. Entao a derivada de area é definida como:

SFIC] 1

00, 00,

(F[Cs0,.,] = FIC]) -

Lema 4.2.1. A derivada variacional padrao de um funcional F', pode ser escrita em

funcao da derivada de caminho e da derivada de area, da seguinte forma:

OF _ OF
or,(o0)

00
onde z; = x(0;) sao os pontos chamados de irregulares, sendo os pontos onde a derivada

+) OyiFé(o — 0y),

=1

de caminho de F' nao se anula.

Demonstragio. Veja (MAKEENKO, 2002) O

4.2.2 Equacoes do Laco de Makeenko-Migal

Agora podemos chegar de fato as equagoes do laco de Makeenko-Migdal, para isso

precisamos calcular a derivada de area do laco de Wilson:

W11 . .
p— > v _ . g

Sohv N 50’“’ {trP {exp (Z /8F+6U Fouwds )] P {exp (Z /ar FiuwdS )H
1 n n
- uv . % S uv
. /8FFWdS +i [ Fuds ) <Z/8FFM,,dS ) ”

1

- uv . %

-~ / F,dS ) | iFuds 1

p( fA dz" )széa“ }

o )]

N 50/“’

Sl

i
[P
P ex

N 50“”

= x|
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Calcularemos, agora, a derivada de caminho desse resultado, lembrando que a linha de
Wilson, com I' fechado, nao depende do caminho feito, portanto, utilizando a regra da
cadeia, temos apenas a derivada em F),,, que se torna uma derivada parcial padrao. E

calculando essa derivada temos:

0F,, 0

S = o DA = 0,4, 4,0 A)

= 0,0,A, + [A,,0,A)] —0,0,A, — [A,,0,A,]
= V,0,4, — V,0,A,

= Vb = 0uFu + [Ay, Bl (4.6)

Com isso, chegamos ao seguinte valor das derivadas do lago de Wilson:

a . _ i a 11
VHES exp <2£Audz“)] = Ntr (V“F W[F]) :

a’ pv a~ pv

oF = —t
Hoo, N g

Wi [

note que, nos parénteses, temos a mesma férmula que a equagao, (4.5), fazendo a corre¢ao
dos indices. Portanto, temos que o valor esperado da tltima equagao, usando o lema 4.1.1,

é:

6”"5

R0,

<W> =49 j{ o(y — z) <tr (W[Fy:c}w[rxy])‘a/\a)> dy,
= g%é(y — ) <tr W[Fyr]> <tr W[Fzy]> — ]\172 <W> dy,,,

e esta é a equacao do laco de Makeenko-Migdal, na sua forma geral, onde g é a constante
de acoplamento. E fazendo com que N — oo, chegamos a forma principal da equacao de
Makeenko-Migdal:

8”65

"o

<W> = gfé(y —x) <tr W[Fyx]> <tr W[FW]> dy,,.

E com essa equagao é possivel resolver problemas na Cromodindmica Quéantica exata-
mente, como é possivel ver no livro (POLYAKOV, 1987).

4.3 Equacao de Yang-Mills e o Campo Quiral

4.3.1 Versao Continua

Nesta secao trabalharemos com a linha de Wilson, porém o caminho I" sera fechado
ao redor de um ponto z, portanto, a notacao sera W[x,x, I = W[F] Agora definimos
uma grandeza F,, que fard um papel de uma corrente da linha de Wilson, da seguinte
forma: .

W] 5

Fu= 5o WL (4.7)
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Para chegar no valor dessa corrente primeiramente calculamos a derivada de area da linha
de Wilson que é semelhante ao processo do laco de Wilson. Portanto, a derivada de area

da linha de Wilson, é:

Sour 501“’P _eXp (2 F+dFA dz P exp f A, dz
IR v v . v "l
= 5|2 (z [ s+ / F,dS" ) — - <z || Fuds” ) m]

k"(”n— ( /8I‘ FWdSW) <i/(TE¢udS””>k 7’” —
 mas) )

Jra 3] - S o) ]
L -1 < i/, FuvdS“”>n_1 (z / Fuydsuv)]

P {exp (zj{ Audz“)] F,00" = iW[[|E,,
r

I

(%)

q

T
~
Mg
M3

3
Il
=)
=
Il
o

3
I

|
g
= —
]
el
gL
o
—

/—\

5
Q
=
N

l
—
o
1

5
e 1

_l’_
[«%)
q
=
AN

1
=1
doHv

Entao podemos usar o lema 4.2.1, par calcularmos a derivada variacional da linha de

Wilson, e considerando que a linha de Wilson nao possui pontos irregulares, ja que ela

nao depende do caminho, entao calculamos a derivada variacional:

SWIT] ., oW(r)

dzH doHv

=iP [exp <ij{A#dZ“>:| F 2"

Agora podemos calcular o valor da corrente F),, apenas substituindo essa tltima equagao

m (4.7), sendo assim obtemos:

FoT,s) = iP [exp( § A,z )} P [exp (—z‘fAudzu)]

/\

= iW[L]Fu[2(s))2 (s)W ™

Vamos também calcular a derivada variacional de F, em relagdo a z*. Partindo

da equagao (4.7) e usando a férmula (4.6), temos:

OF, W . SWT] 6W 1[I
= T
i eI L R ST
o 17 v Tr—1 17 v 117 —1 .
= — (iW D) F2”) WD) + W D] F 2" (=i F,p2)
V[T . ~ OF . .
:iéLHFWZVW‘l[F]+iW[F}a MWL) + WD) E,, 2 W YT F,,2°

0zv 0zv
WL F,p20 ) Fu2 W 0] 4 W [D]V, Fly 2 W D) + WD F,, 2 W T F,, 27

(i
= iW[T|V, F, 2" WY,
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e utilizando a equacao de Yang-Mills, lema 4.3.1, temos que essa derivada variacional

também ¢é nula, portanto, podemos reescrever a equacao em funcao da linha de Wilson

0F, 6 <6W[ | i [N) .y

0z, 52,, OzH

da seguinte forma:

Lema 4.3.1 (Equagao de Yang-Mills). A equacao de KG para uma Lagrangiana de Yang-

Mills, livre de correntes e no calibre de Lorenz, é:
V., F'" =0
Demonstragio. Veja (POLYAKOV, 1987) O

Outra forma calcular a linha de Wilson, ¢é utilizando uma parametrizacao s qual-
quer. Porém, é bastante claro que a linha deve ser invariante para a escolha de parame-
trizagao, portanto, a derivada de W[I'] em relacao a s, deve ser zero, sendo assim:

OWF o dzH 5WF dzH

s Eéz“(s) ~ ds a5 =0

Por fim, analisando a férmula de F,, temos que W[F] ¢ um operador unitério e F),,
¢ antissimétrico, portanto, temos que JF, também deve ser antissimétrico. Sendo assim, o
comutador de F, e F, deve ser zero. Entao podemos definir uma equagao semelhante a
equacao do tensor de curvatura, descrito na defini¢cdo 2, como sendo:

0F, ©OF,

52V Ok

+ [Fu, F)) =0, (4.8)

ou seja, nesse espaco dos lagos temos um espago plano, e veremos na se¢ao 4.3.3, que essa

equagao também aparece no modelo principal quiral.

4.3.2 Versao Discreta

Para melhor entendermos como se comporta a corrente F,,, podemos discretizar o
sistema para ser possivel aplicar um modelo computacional e assim entender as solugoes

para o problema.

Comegamos discretizando a linha de Wilson, no produto de fungoes B, ,, cujo
primeiro indice determina a localizacdo na malha, e o segundo determina a direcao, tanto

a quanto x pertencem ao caminho I'(z,y). Portanto, temos que:
$ y7 H Ba} e
E definimos a ac¢ao, a partir da linha de Wilson como sendo:

S =t ByaButasBl5.Bl 5 = Frag, (4.9)

x7a7ﬁ
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formando um quadrado na malha. E tomando o variacional da acao temos que:

0S =11 Y. Frapwea — Fi , swia =0, (4.10)

T
z,a,0

onde w é um elemento da algebra do grupo G, o qual pertencem os elementos B. Essas
formulas também podem ser escritas, na forma como aparece na malha, para podermos

entender o seu funcionamento. Entao a equagao (4.9) se torna:

S=tr Y. BraButasBl 5.8l =10 B

0,0 z,a,8 T «

e a equagao (4.10), fica:

B
0S=tr Y Foap—Fl s=tr l; -z =0
., z,a,f3 —6

Como F} , g é definido como o produto de matrizes B, temos que BLQF’LQ’BBLB = F! ap

Z,

ou seja, podemos gerar uma deformagao no segundo lago. Sendo assim podemos fazer as

seguintes transformacoes:
Z W[ — W[ +1I,,] =0
— Z]:sa _-Fsa[r_ﬂsa]zoa

onde Il,, é a area deformada no ponto s e na direcao «; e Fy, segue a mesma defini¢ao
que (4.7), porém com a derivada sendo apenas W[I'+1I1,,]. Portanto, chegamos ao mesmo

resultado que para a versao continua, assim como esperado.

4.3.3 Modelo Principal Quiral

O modelo principal quiral é um modelo bastante estudado na fisica, na qual um
grupo de Lie compacto G, de dimensao (1+1), tem como elemento os valores da fungao
g(x), esta fun¢do é o campo quiral. Esse modelo tem muitas caracteristicas que o tornam
tao interessante. Por exemplo, a solucdo do campo é feita exatamente, sem utilizar de
perturbagoes. Além disto, o modelo apresenta uma caracteristica de ser confinado, ou
seja, que para separar duas particulas é necessaria uma energia infinita. Definimos para

esse campo uma corrente com a seguinte relacao:
Ly(zr)=08,9-9"" ZL“ @ (4.11)

com —L <z < Leg(z)=g(x+2L), ou seja, condigdes periddicas, além disto, as matrizes

t, sao os geradores do grupo GG. Entao a Lagrangiana desse sistema ¢ escrita como:

/tr(L2)d:c_ Z/ (L2)" da,

L=—

il
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sendo v uma constante de acoplamento, que nao possui dimensao, e —cs é definido a partir

dos geradores do grupo, onde ele é o valor do traco entre dois geradores, ou seja,
tr (tatb) = —0252.

e a partir da Lagrangiana é possivel chegar as equac¢oes de movimento aplicando a equacao

de Euler-Lagrange, o resultado é que:

oL oL
@ O (58ug> =0

O (18"gg1> =0
Y

9, L" = 0.

!

!

Agora calculamos o tensor de curvatura para L,, seguindo a defini¢cao 2, porém

note que o indice da corrente estd atrelado a derivada, logo temos que 9,L, = 0,L,, e

o mesmo vale para o comutador, portanto, o tensor de curvatura deve ser nulo. Entao
introduzimos as seguintes notacoes, para reescrevermos o tensor de curvatura:

7

2y

i
T=—(Ly— L

5 (Lo— L)

S (Lo+ L),

e com esta notagao podemos substituir na férmula e obter as seguintes relagoes:

— 029 (86S — 0,5 +iv[S,T]) = 0 (4.12)
— i2v (0,T + 0T — iv [S,T]) = 0. (4.13)

Por fim, definimos o chamado par de Lax, que reduzira estas equagoes a apenas uma. Os

termos do par de Lax sao:

S T
N=—id
! 1+)\—a+)\+a’
S T
M= —i _
180+/\—a Aa’

entdo substituindo nas equagdes (4.12) e (4.13), chegamos a seguinte relagio:
[N, M] = 0.

e com essa equacao temos que esse modelo também um sistema integravel.

E essa foi uma breve introdugao ao modelo principal quiral classico, o proximo
passo seria quantiza-lo, porém esse nao é o objetivo. Um desenvolvimento mais aprofun-

dado pode ser encontrado em (FADDEEV; RESHETIKHIN, 1986). O objetivo para a

apresentacao desse modelo é a clara semelhanca entre ele e o apresentado na se¢ao 4.3.1,
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e isso fica claro, pois é possivel realizar o processo feito para obter o par de Lax, na

equagao (4.8), portanto, temos:
O0F, OF,

Szv Ok
o,L,—0,L,+[L,, L) =0= [Ng, Mg| =0.

+ [JT"H,JT"V] =0= [NYMyMYM] =0

Além disso, podemos comparar também as equacoes de F,, com L, e ver que elas também

sao semelhantes, assim como podemos ver:

W
‘FM - 52# W [F]
L,=0.9- gil.

A principal diferenca entre os dois sistemas ¢ o espago, enquanto F, é definido no espago
de lagos quadridimensional, a corrente L, ¢ definido no espago de duas dimensoes, uma

de espaco e outra de tempo.

4.3.4 Problema Original

A teoria de cordas é uma teoria fisica bem conhecida, explicando de forma bastante
simplificada, nela tratamos as interagoes entre as particulas como cordas. Porém, o que
de fato nos importa é que a teoria de cordas pode ser entendida como uma generalizacao

do modelo principal quiral com mesma dimensao, mas com um grupo muito maior.

E durante o desenvolvimento dessa teoria, os fisicos perceberam que, em alguns
casos, havia uma correspondéncia entre a teoria de cordas e o modelo padrao, também
chamado de modelo de Yang-Mills. Essa correspondéncia ¢ chamada de correspondéncia
AdS/CFT, onde a sigla AdS significa, Anti de Sitter, sendo um espago que possui uma
geometria utilizada na Relatividade Geral e a sigla CF'T, significa Conformal Field Theory,
sendo a TQC padrao. Existem diversos métodos para obter essa correspondéncia, mas nao

existe um método geral.

Agora voltando ao estudo dos lacos, vemos que a linha de Wilson, com a corrente F,
possuem um comportamento muito parecido com o do campo quiral, isso é facilmente visto
comparando a equagao (4.7) com a equagao (4.11). Também existem outras semelhangas
como as condigoes periddicas que ambos os campos obedecem, e também o tensor de
curvatura de ambas as correntes sao nulas e por ultimo ambas as teorias possuem a

caracteristica de serem teorias de confinamento.

E sao essas semelhancas sao o que nos leva ao problema em aberto, que motiva
ao estudo dessa area. A questao é, se existe alguma relagao entre a linha de Wilson, que
representa o modelo de Yang-Mills, e o modelo principal quiral, que representa a teoria de

cordas. E se essa possivel relacao explica algo na correspondéncia AdS/CFT. O primeiro
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passo para a verificacao dessa possivel correspondéncia é analisar os resultados via calculos
numeéricos, assim como feito em (ANDERSON; KRUCZENSKI, 2018).



7

Conclusao

Para a formulacao da teoria quantica de campos sao necessarios intimeros concei-
tos, por se tratar de uma das teorias mais completas da fisica. Como é possivel ver no
processo de quantizagao, por ser necessario fazer a andlise de diversas caracteristicas do
sistema, devido aos vinculos presentes, fazendo com que a teoria se torne extremamente

avancgada.

Também verificamos que a formulagao das fungdes de particao, além de conectar a
fisica classica com a quéantica, também proporciona um método de quantizagao. Através
das fungoes de particdo também é possivel chegar aos resultados de um problema, por
meio da construgao dos diagramas de Feynman, que constituem métodos perturbativos.
Mas no estudo da QCD, os métodos perturbativos se tornam divergentes gragas a presenca

da forca forte.

Entao foi necessario formular uma teoria nova, com uma técnica avancada, obtida
através da construcao dos lagos de Wilson. Essa teoria nova é chamada de Teoria Quan-
tica de Lacos e como foi visto, além de resolver problemas da QCD com métodos nao
perturbativos, ela também fornece uma ampla area de estudos. Pois, a sua conexao com a
teoria de cordas ainda é um problema em aberto na fisica, podendo levar ao entendimento
do maior problema de toda a fisica, sendo o problema da unificacao das for¢as fundamen-
tais. Porque a teoria das cordas ja possui a unificacao das forcas em sua fundamentagao,

bastando apenas conseguir liga-la a teoria padrao de Yang-Mills, assim como foi sugerido.

Sendo assim, o interesse nessa area torna-se cada vez mais alto, devido a sua
formulagao numérica que permite resolver e estudar problemas que podem ser resolvidos

em um computador. Entao torna-se importante apresentar essa grande area de estudos.
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APENDICE A - Integrais Gaussianas

Neste apéndice serao resolvidas algumas integrais de suma importancia para re-
sultados aplicados nas contas. Estas integrais que serao resolvidas, sdo conhecidas como

integrais gaussianas, elas tém em comum que em todas aparece ao menos um termo ex-

ponencial.

Lema A.0.1. ] :/ e’y = T
—00 «

Demonstracao.

[:/ e_o‘x2d:1::/ e dy

o0 —00
(e.¢]

— = e dy / e dy
= J’= /OO e_a($2+y2)dxdy
2w oo
— I’= / / e rdrdf
o Jo
21 [e'e) d 2
— = [Tdo [ e )
0 0 2
_e—ow“2 o0
= [’=2r
2a |,
«
]
1 n 1
Lema A.0.2. | = /exp (—2 (Ax, :v>) d"z = (2m)2 (det A)”" 2, onde A é uma matriz di-
agonal, de componentes ay,--- ,a, € x é o vetor (1, ,x,).
Demonstracao.
1
I= /exp (—2 (Ax, a:>) d"x =
1
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bQ
exp (—ax2 + bx + c) dr = exp (4@ + c> \/Z

o0

Lema A.0.3. [ :/

— 00

Demonstracao.

O]
Lema A.0.4. /exp <—; (Az,x) — (b,x) — c) Dx = exp <; <b, A_lb> — c> (det A)fé
Demonstracao.
I = /exp <—;<Ax+b,$) —c) Dx =
= /eXp {—1 ((Az +b,2) + (b, A7'b) — (b, A7'b)) — c] Dz =
= exp (; <b AT 1b> - C) /eXp [—; <A:v +b,x+ A—1b>] Dzx =
. (; (b A7) — c) /exp [—i (AU, U)} DU U=z+AY
- (; (b A7b) — c) (det A)™3
O]

Lema A.0.5. [ = /Doﬂ?@ exp (z’/aAad"x) = det A, onde a e & sdo campos fermio-

nicos.

Demonstragio. Veja (RYDER, 1996) O
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