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Resumo

Esse trabalho tem por objetivo estudar as anomalias na teoria quéantica de campos. Com
esse objetivo, foi feita a formulacdo da teoria a partir das integrais de caminho. Em
seguida, foram calculadas as identidades de Ward vetorial e axial, através do diagrama
triangular e, como resultado, se obteve a anomalia de ABJ. Também ¢é possivel obter
essa anomalia a partir de regularizagoes, o que foi feito para a regularizacao dimensional,
de Pauli-Villars e para o método de Schwinger. O trabalho finaliza mostrando como o

jacobiano da transformacao de gauge do funcional gerador induz a anomalia.

Palavras-chaves: Anomalias. Integral de caminho. Anomalia ABJ.
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Introducao

A teoria quantica de campos possui, como uma de suas bases, as simetrias de
gauge. Associadas a tais simetrias existem correntes conservadas, de acordo com o teo-
rema de Noether. Entretanto, as leis de conservacao de tais correntes podem ser violadas
em suas versoes quantizadas, possuindo um quadridivergente nao nulo. Essa quebra na
lei de conservacao ¢ chamada anomalia. Isso implica dizer que ha uma violagao na sime-
tria de gauge e, consequentemente, a consisténcia da teoria é aparentemente quebrada.
Entretanto, as anomalias se mostraram necessarias para se explicar fatos experimentais,
e elas sao coerentes com certos modelos tedricos, como o modelo de Steinberger para o
decaimento ™ — v, além de surgirem naturalmente ao se regularizar algumas funcoes
de Green por variados métodos de regularizacdao, como a regularizacdo de Pauli-Villars e

a regularizacao dimensional.

Classicamente, para o caso de um fermion sem massa, existe a conservagao da
corrente axial

o = 0. (1)

A versdo quantica das leis de conservagao sao as identidades de Ward e, ao se calcular o
diagrama triangular de Feynman, obtém-se que a identidade de Ward axial é quebrada

devido ao surgimento de um termo anomalo
o"ji = A, (2)

sendo esse termo a anomalia de Adler-Bell-Jackiw(ABJ),

2

€ vo
./4 = @Eu ’BFMVFQ/B. (3)

Para teorias nao-abelianas, tém-se

2

o (F L Fag). (4)

A= 1672

Em um primeiro momento, pode surgir o questionamento sobre a origem dessas
anomalias. Uma hipotese é que se trate de uma ambiguidade devido a uma divergéncia
em alguma funcao de Green da teoria e que, portanto, pode ser eliminada através de
um processo de renormalizacdo. Portanto, o proposito deste trabalho é mostrar que as
anomalias sao uma caracteristica da prépria teoria e que nenhuma renormalizacao é capaz

de eliminéa-las.

Além disso, foram utilizados métodos de regularizacao que induzem as anomalias,

explicitando o fato de que estas nao podem ser anuladas através de alguma renormalizacao.
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Para isso, o presente trabalho se foca na anomalia ABJ e em outras, como a anomalia

quiral. Também foi estudado a forma que as anomalias surgem na integral de caminho

7 — / DéDeby.. D', (5)

Fazendo uso do método de Fujikawa para calcular como uma transformacao de gauge
afeta a medida quantica D¢. Portanto, a formulacdao da teoria quantica de campos no
presente trabalho foi feita através do método de integrais de caminho, das quais é possivel

obter todas as fungoes de Green e, consequentemente, toda informacao da teoria.
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1 Integral de caminho e formulacao da Teoria

Quantica de Campos

1.1 Integral de caminho

1.1.1 Desenvolvimento da integral de caminho

Neste capitulo, foi estudada uma breve revisao da formulacao de Feynman da me-

canica quantica, também chamada de formulacdo das integrais de caminho [6]. A escolha

de tal formalismo ¢é devido ao fato de que o funcional gerador surge naturalmente dentro

da teoria, sendo de grande utilidade no cédlculo e analise das fungoes de Green da teoria

quantica de campos. De inicio, por familiaridade com a mecanica quantica, as unidades

serdo as do Sistema Internacional (SI).

Considere o operador Z(t) na representacao de Heisenberg, e os respectivos auto-

vetores |z;,t;) e |xy,tr) que satisfazem as propriedades

E(tp)lws,ty) = xp(ty)lzy, ty)

B(t) |z, ts) = zits)| @, t).
A mudanga para a representacao de Schrodinger é dada por

(@, t|z(t)|2,t) = (z,t]e"F 2T |2, 8) = (x]2|z)

Ht

= Z(e "

z,t)) = z|x)
= ZI|x) = x|z),

logo,

2, 1) = &'%

Para calcular a amplitude de probabilidade de ser encontrada em z;(t;) uma

particula que estivera inicialmente no estado x;(t;), faz-se o produto interno

<$f> tf‘xh ti) - <$f‘€

Agora, define-se a funcao K (z,y; 8) = (z|e 78|y), e consequentemente,

tr—t;
T tela;,t;) =K |z :Ei'if )
(g, trlwi ti) Fr i i

(1.1)

(1.2)

Sendo necessario saber uma forma geral para a funcao K, chamada de propagador, faz-se

o anunciado do seguinte teorema:
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Teorema: Considerando ty —¢; = € > 0, chamando z; = x, vy = y e assumindo

que H = % + V(2), a funcdo K possui a forma

€
K (2.0 =
(x’y”r)

{3 () o). 0

Para provar esse resultado, é necessario utilizar o seguinte lema.

Lema: Seja a uma constante positiva, entdo, vale o resultado’

/OO e~ gy = | (1.4)

—00 a

Agora, considere a fungao (1.2) para um intervalo de tempo e infinitesimal,

€
(e |y) = (:vyzh) : (1.5)
Utilizando a propriedade de completeza dos autovetores do operador momento, pode-se
reescrever (1.5) como

n2 d?

€ . € ]_ - - € .
(e Fly) = [{ale K plyydp = [ 5 e e TRz VRt (10)

A partir do resultado [0, €] = ike’*® & possivel chegar em

D, = e”””(ik + ),
e aplicando-o n vezes
(9:?6”“ = e”“”(ik: +0,)".
. . 2 ;. .
Em seguida, expandindo €% em uma série de potencias
, EXP
o . . ) A2 .
e—z(—%d?—k\/( ))gez%x _ ez%ze—z(—g—m(z%+8x)2+V(m))g

2
1 ek (@=y) p—i(= 2,,L(%p+5 )24V () fdp / e %—p(ﬂc—y))e—i(—%(ﬂ%@ﬁ@?)ﬂ/ fdp

2mh
Portanto, escolhendo a mudancga de varidvel k = |/5-p, tem-se

/Qm/ L kP ) i (125 TR 0, 4 02) 1V () 5 g
2mh

_ 2m i 2= y)2/ 2((33 y)) —i(— %(m% 27m8$+85)+v(‘3))%dk;. (1'7)
\ e 27rh

Uma prova desse lema pode ser encontrada no capitulo 1 do livro do Nakaharal[6].

1
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Expandindo a exponencial da derivada

: n | 2 "
7’( 2m \/ 2max+82 -‘y—V(:I?) % = Z <_hl6> ,r:::' (—Z2kh a — mai + V(x)) 9

e substituindo na integral (1.7), tem-se

2m i, @-v? ) i —ie\" 1 1 h? "
2 am ,(—\/;(zy <> I - 9 _ " 92
Y et /%her (En: =) = ( i2kh| 50, — 02+ V(@) | | dk.

m
2e

[2m @0 [ dp i —ie\" 1 , |1 , h n? !
Lm € (3 — —_— —_ 2 —_— —_— —_— — _— .
€ o ok’ ' (;( h ) n! ( i2ph 2meax i@ y)e&p 2m8x+v($)

(1.8)

Fazendo a substituicao de variavel p = k — (r —y), o lado direito de (1.7) se torna

Esse operador estd sendo aplicado em f(z) = 1, portanto, considerando termos

até primeira ordem

_ (1 @)+ 5 M — )0V (e) + OE) + Ol - y|2>)

= (12 (v (V5D ) v s o)+ ottt ).

Dessa forma, obtém-se V/ (Hy) =V(zr)+ (Lﬂ/ - ZL‘) 0.V (z).

Substituindo esse resultado na integral (1.8) e fazendo a integragdo usando o lema

(1.4), o resultado se torna

2m ipnec? fodp w0 i€ (y+=z) 2 2
\/jeﬁ , 5 7E " <1 - (V(m) + ( 5 1‘) @CV(x)) + O(€°) + O(e|z — y| ))

i€ (z— )2 .
.m e(ﬁm geg )e(—%v(¥)+O(62)+O(e|m—y|2))’ (19)
2imhe
sendo esta a prova do teorema (1.3). Agora, para aplicd-lo ao caso em que o intervalo

ty —t; nao ¢ infinitesimal, pode-se dividi-lo em n partes iguais a € cada, de modo que o

limite do produto ne = t; — ¢; seja finito.

Matematicamente, isso pode ser feito utilizando a relacao de completeza

1= /d:cklxk,tkﬂfﬁk’tﬂ,

n—1
(optyfot) = Loty (T f donkon )t} b ),
k=1
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obtendo, por fim,
n—1 n
(@ptglont) = [[ /dg;k(H K (2501, 25, i¢/1)). (1.10)
k=1 =0

Ao aplicar o resultado (1.9) em (1.10), faz-se necessario analisar o que acontecera
com o termo O(e|z —y|?), uma vez que, por mais que € tenda & zero, as integrais interme-
didrias sobre as variaveis x;, terao termos que tenderao ao infinito, de modo que o médulo
|z — y| assumird valores infinitos dentro da integral, e esses valores crescerao quadrati-
camente, em contraste ao crescimento linear de e. Entretanto, tais termos se anularao,

segundo o teorema de Riemann-Lebesgue

Teorema de Riemann-Lebesgue[3]: Seja f(z) : R — C uma fungdo cuja inte-

gral em todo espaco é convergente, entao

lim /Rf(x)eimd:c =0. (1.11)

wW—00

Com esse resultado, é possivel ver que o termo O(e|lz — y|?) fard com que todo
|z — y| >> € se anule, de modo que as integrais considerardo valores infinitesimais de € e
|z —y|[3].
Para |z — y| < € (que serdo os casos considerados, visto que os outros sdo nulos),
o termo no expoente de (1.9) se aproxima de uma acao classica, no intervalo [0, €],
2

AS = /0 di (";”2 - V(X)> ~ e (7"2” - V(X)) , (1.12)

sendo X = Z¥ o ponto médio e v = =4 a velocidade média. Portanto, com esses

2
m .
(g, te|xp—1,th—1) \/%mee

resultados, chega-se em
Aplicando a equagao (1.10), obtém-se, finalmente, o resultado

' m n/2 i
ot =t (o) fer (EAS) o 019
= (@, trla;, ti) :/Dxei%, (1.14)

onde S é a acao classica, definida por
ty
S = / Ldt. (1.15)
t;

Ja o termo Dx é chamado de medida quantica, e carrega a informagao quantica do sistema,

uma vez que a a¢ao no expoente é classica, e é definido por

Dz = 1 m A\ 1.16
e <2m'he> [[ e (1.16)
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Com esse formalismo, foi feita uma interpretacao da acao na mecéanica quantica.
O resultado obtido indica que a amplitude de probabilidade de uma particula seguir um
determinado caminho entre x; e xy € proporcional a acao classica desse mesmo caminho.
Também ¢é possivel provar que o caminho com maior probabilidade é justamente o dado
pelas equacgoes de Euler-Lagrange. Em outras palavras, o caminho mais provavel de uma

particula partir do z; até o ponto x5 € o que torna a agao estaciondria.

Vale notar que, para valores de acao tais que S >> h, obtém-se a mecanica classica
ja conhecida. Isso ocorre porque a amplitude de probabilidade correspondente a acao
estacionaria tende a ficar maior e com um desvio padrao cada vez menor, de modo que,
quando o erro associado ao instrumento de medida é maior que esse desvio, sequer sera

possivel medir outras trajetorias além da trajetoria classica.

1.1.2 Revisao de funcoes de Green

A fisica é uma ciéncia que busca encontrar equagoes diferenciais que descrevam a
natureza, bem como encontrar solugdes para essas equagdes. Como existem um nimero
consideravel de classes de equagoes diferenciais, muitos métodos diferentes foram desen-
volvidos para cada classe e continuam a ser desenvolvidos. Mesmo assim, uma enorme
parte das equacgoes diferenciais s6 pode ser solucionadas numericamente, utilizando méto-
dos numéricos e computadores. Nesse capitulo, serd apresentado um método de resolucao
de equagoes diferenciais que tera enorme importancia no estudo feito sobre teoria quantica

de campos. Tal método ¢ o das fungoes de Green [1].

Suponha uma equacao diferencial linear nao-homogénea

A

Df(x) = j(z), (1.17)

onde D é um operador diferencial linear dado por

D= zn:ai(:r;)ai. (1.18)

i=0
A funcdo de Green G(z,y) para tal operador diferencial é definida como a solugao da
equacao
DG(z,y) = d6(z —y). (1.19)
Com essa definicdo, pode-se enunciar o teorema a seguir.

Teorema: A solucdo da equagdo (1.17) é dada por
1) = [ dej(@)Gla,y). (1.20)
Demonstracao: Tém-se:

D,G(x,y)j(x) = d(z — y)j(x) (1.21)
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Integrando (1.21) em relacao a x,

/ dzDG(z,9)j(y) = j(y).

Como o operador atua na variavel y, ele pode ser retirado da integracao. Consequente-

mente,
[ dxDG.p)i() = D [ daGla.)i(y) = j(@)

Logo, pelo teorema de existéncia e unicidade da solucdo de uma equacgao diferencial,

tem-se
fy) = [ daGla,y)j(@)

Portanto, encontrar a funcao de Green para um determinado operador torna possivel

resolver a equagao (1.19) para um j(y) dado.

Um teorema sobre como obter a funcao de Green para um caso especifico do

operador diferencial serd demonstrado a seguir.

Teorema: Se o operador D possui autovetores cujo os autovalores sao reais, isto

Dip, () = Aty (), (1.22)

e se esses autovetores satisfazem a relagao de completeza

oz —y) =D Un(@)¥n(y), (1.23)
entao, a funcao de Green ¢é dada por
G(z,y) = ZW. (1.24)

Demonstracao: Tém-se que
Mas, por definicao,
DG(x,y) = b6(z —y).

Portanto, pelo teorema de existéncia e unicidade da solugao, é obtido o resultado

G(z,y) = Z w:(xj\fn@)

n

Com esses resultados serd possivel estudar os propagadores como fungoes de Green.

De fato, eles podem ser definidos como fungoes de Green para operadores especificos.
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1.1.3 Propagador

Nas subsecoes passadas, foi definida uma expressao geral para o propagador na
mecanica quantica. Ele é definido pela amplitude de probabilidade de uma particula evo-
luir de um estado x; para um zy em um intervalo de tempo dado. Usando essa definigao,

chega-se na expressao para o propagador

T 1 t
T t;

Note que, como dado pela definicao, o propagador satisfaz a equagao de Schrédinger. De

fato, derivando o propagador em relagdo ao tempo, tem-se

0 _ Hi—tg) —iH
&(%ﬂxo,t(ﬁ = &(ﬂe P 3 (2, t|zo, to)-
Ou, escrito de outra maneira,
(ihd, — H)K (z, 2o, i(t — to) /) = 0. (1.26)

Isso, é claro, para t # .
A equagao (1.26) pode ser usada para generalizar a definigdo de propagador. Per-
ceba que, dada a funcao ihG(z,t : xo,t9) = O(t — to)K(z,x0,i(t — t9)/h), a seguinte

equacao ¢ valida
(zh@t — H)G(%, t, . Xo, t()) == (S(t — to)(S(.T — 130). (127)

Isso acontece pois, para t = ty3, o propagador é um delta de Dirac com o argumento
(x — o).
A generalizagao para o propagador surge naturalmente.

Definigao: Seja D um operador diferencial linear cuja equagdo que descreve a
dindmica de uma fungao f(xy,zs, ..., z,,t), no caso livre, é dada por

Df(xy,...,xn,t) = 0.1,

entao, o propagador é dado pela funcao de Green de D.

A defini¢ao acima generaliza a ideia de propagador, pois, em determinados sistemas
quanticos, nem sempre a equacao de Schrodinger como escrita em (1.26) é capaz de
descrever a dinamica de evolugao da fungao de onda. Um exemplo é a primeira tentativa
de generalizagao da equacao de onda para uma particula relativistica. Dada a equacao de
energia relativistica

E* — (pc)* — (mc?)* = 0,

fazendo a primeira quantizacao, i.e., substituindo £ — thd; e p' — —ihV, obtém-se a

equagao de Klein-Gordon

(=h?0} + h2c*V? — (mc®)*)g = 0. (1.28)
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Como pode-se observar, o operador linear nao pode ser escrito como na equacao (1.26).
Por isso, ¢ importante uma definicao que seja valida para quaisquer operadores diferenciais

lineares que possam descrever um sistema dinamico.

1.1.4 Funcional gerador para a mecanica quantica

O estudo do funcional gerador se inicia através do formalismo de Schwinger[2], no
qual é considerada uma lagrangiana com a presenca de uma fonte J. Tal fonte é adicionada
para permitir a formulac¢ao do funcional gerador. Primeiro, é necessario discutir algumas

ideias.

Definicao: O produto de tempo ordenado é dado por
TTA(t1)B(t2)] = A(t1)B(t2)O(t1 — t2) + B(t2) A(t1)O(t2 — 1), (1.29)

sendo ©(x) a fungao de Heaviside.

Note que essa definicdo tem por objetivo permitir que a aplicagao sequencial de
operadores dependentes do tempo seja feita de modo que os primeiros operadores a serem
aplicados sempre sejam os de menor tempo. Definir o produto de tempo ordenado é

importante para o raciocinio que serd desenvolvido a seguir.

Primeiramente, considere a expressao

(g, g2 (EN)E (En—r) o B (81) |0, ).

Esse produto estd na representacao de Heisenberg. Mudando para a representacao de

Schrodinger, esse produto se torna
(x| Uty —tn)2U (tn — ty_1)2U (tn1 — tpo)...U(ta — t1)T2U (1, — t3)|z;).  (1.30)

Usando a relagao de completeza dos autoestados de operador Z, bem como um raciocinio

analogo ao feito para encontrar a expressao da integral de caminho, obtém-se

(p |22ty ). 2 (8|2 1) /mmN (t1)e’s. (1.31)

O h foi omitido pois, daqui por diante, serd utilizado o sistema de unidades naturais tais

que h =c=1.

No lado esquerdo da equagao (1.31), aparecem os operadores na representagao
de Heisenberg para tempos diferentes, enquanto no lado direito, estdo os valores que
o caminho assume para um t; especifico. Por outro lado, no termo da direita, pode-se
mudar as ordens das fungbes z(t), pois essas nao sao operadores nessa integra¢do. Ou
seja, o termo da direita seria o mesmo se o produto de operadores fosse ordenado pelo

tempo. Usando a nova definicao de propagador, dada na subsecao anterior, tem-se que o
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mesmo deve ser nulo para valores de t < t3. Portanto, isso naturalmente explicita que o

resultado em (1.31) pode ser dado por

(xp, te|T(2(tN)T(ENnr). 2(t)) | @i, i) = /Dx cx(ty)..x(ty)e’, (1.32)
que equivale a
(gt T(2(tN)T(ENnr). 2(t)) @i, i) = /Dx cx(ty)z(ts)..x(ty)e™.
Agora, considere a lagrangiana na presenca de uma fonte
L'=L+uxlJ,
sendo L a lagrangiana usual. Portanto, o propagador é dado por

(xf,tf\xz, J—/Dx zf L-i-sz'

Suponha que essa fonte é nao-nula em um intervalo [t,#'] € [t;,tf], onde t; <t <t < t;.

Fora desse intervalo, ela é igual a 0. Logo,
(@p ty|zi ti); = /dxdx'(:vf,tf]x’,t’><$’,t’\x,t>J(x,t]zi,ti>,

e, portanto,

(zp,ty]2’ 1) = Z Ui ()b () e b=t
(x,t|x,-, ; Zw wm xz) —iEn (t—t;)

Ao se tomar os limites de tempo para infinito, as exponenciais oscilam, de modo que tal
limite nao é bem definido. Portanto, faz-se necessario adicionar uma pequena perturbacao
ao hamiltoniano. Uma vez que a fonte ja é uma expressao de primeira ordem, adiciona-se
um termo de segunda ordem, —iex?, ao hamiltoniano e, apés os célculos, faz-se o limite

que € tende a zero. 2

Com o termo de pertubacao, ao se fazer o limite que ¢y — oo e t; — —00, somente
o estado fundamental n = 0 sobrevive, pois o autovetor de energia terd um acréscimo

infinitesimal de menor ordem. Logo

Jim O gyl ) = (g (e 1),
t.LﬂP e~ tEoti (z, t|2i, i) = Yo, 1) (),

implicando em

lim (o, tylas, i) = V(@ )o(w:) [ deda'vo(a', €)@, ¥ a,t) sz, ),

ty,t;—00,—00

2 Vale salientar que € tém um significado mais profundo, sendo uma consequéncia de uma renormalizacio

da teoria, que nao serd aprofundado nesse trabalho. Para um estudo sobre o assunto, recomenda-se
uma leitura do capitulo nove do livro do Ryder|8].
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lim (@, tpla, ti)y = g (xp)bo(z:)(0,¢]0, ) ;.

ty,ti—00,—00
Agora, ja é possivel definir o funcional gerador. Primeiramente, tem-se

iH (tp—t) =il (t'~t) ;—iH (t—t:)

e

(xg,tslwi, ti) s = (yple” ),

onde H' = H — zJ. Considerando {|n)} um conjunto completo de autovetores do hamil-

toniano, a expressao acima se torna
(ps gty =D (wple™ M Dn) (nle ™0 m) (mle 1 ay),
n m
fazendo os limites do tempo inicial e final

lim (a:f,tf]a:i,ti>J = <O‘xz><xf|O>Z[]]

ty,t;—00—00

(xr, tela, ti)y

— Z[J]= lim , 1.33
= B Ol ) 139
sendo Z[J] a defini¢ao de funcional gerador.
Pelos resultados anteriores, é evidente que
Z[J] = (0, 00[0, —00) s, (1.34)

ou seja, o funcional gerador é proporcional a um estado de vacuo no tempo —oo indo
para o estado de vacuo no oco. Usando a féormula da integral de caminho, encontra-se que

o funcional gerador tem a forma
Z[J]=N"" / Dye' [ dEtaltics?) _ -1 / Dae, (1.35)

sendo N um fator de normalizacdo e S; a acao com a fonte J. O termo de normalizagao
é dado por
N = / Dzet,

ou seja, considerando J = 0, o funcional gerador assume valor igual a 1.

A ideia de funcional gerador surge justamente do objetivo de se obter as expressoes
da forma de (1.32) a partir das derivadas funcionais de (1.35). Mais especificamente, a
derivada do funcional gerador gera o valor esperado do produto ordenado dos operadores

x(t) em relagao ao estado de vacuo.

1.1.5 Derivada de um funcional

Antes de estudar as derivadas do funcional gerador (1.35), é necessério revisar, de

maneira superficial, a defini¢do de derivada funcional e algumas de suas propriedades.
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Definigao: Seja f uma funcdo infinitamente diferenciavel e que decresce mais

rdpido do que qualquer poténcia de |z|~!, entdo, um funcional é definido por
F:f—=R
Em outras palavras, um funcional é uma funcao de fungoes.

Portanto, a derivada é definida como

S~ iy (F1f(@) + ehlion)] — FIS) (1.36)
Sendo F[f] = [dzF(f), tem-se
OFLf OF(f(x))
i OFU, _ /]1 S5 ey (1.37)
onde
e e, =t () + o) - () (1.38)
Para o caso particular de h(x y) = d(z —y), tem-se
OF[f](x) _ . 1
S =l (FLf + e8]~ FI7), (1.3

Tendo agora tal definigdo, é interessante estudar alguns exemplos simples. O pri-

meiro deles é a derivada funcional de (1.40),

:/Mﬂm (1.40)

—ll_r%e(/da: x)+ ez —y /da:f ) / = 1. (1.41)

Um resultado andlogo ao da derivada de uma fungao linear f(x) = z.

Pela deﬁnigéo

Outro exemplo é o dado pelo funcional (1.42),

= [dudla—y)f(x) = £(y). (1.42)
Portanto, a derivada funcional é dada por
SF[f(y) _
5/ (o) =d(x —y). (1.43)

Anéalogo ao caso de fungoes, uma expansao de Taylor de um funcional genérico

pode ser obtida através da definigdo de derivada funcional, como dado em (1.44),

1, 0"Ff] 1 0" F'[f]
Flf+h] = Z h = > n!/dxldmmdxn5f(x1)5f($2)...5f(93n)

h(zxq)...h(xy).
(1.44)

Essa expansao sera importante para os estudos que virao a seguir, pois, como dito anteri-

ofr

ormente, os valores esperados de grandezas fisicas podem ser obtidos a partir da derivada

funcional do funcional gerador.
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1.1.6 Derivada do funcional gerador

Fazendo a derivada do funcional gerador, utilizando as técnicas estudadas na sub-

secao anterior, obtém-se

0Zlj] — lim 1 (/ Dot | Lot (J+as(t—t')+ier> _ /Dxez‘fdtL—&-x(t)J(t)-Fier) . (145)
5] (t’) a—0 oy

Expandindo a exponencial de (1.45) em torno de «,
et [ dtad(t=the(t) _ giaa) _ 1 4 ir(t)a + O0(a?). (1.46)

Logo, obtém -se o resultado

52[']] . N ,iS
= Dx - T 1.4
57(t) z/ x-x(te (1.47)
Por indugao, é possivel generalizar o resultado (1.47) para (1.48),
: 0" Zj]
T — =(—2)" 1.4

J=0

O fato do produto de operadores em (1.48) ser em tempo ordenado ja foi discutido.

Agora que todo o ferramental necessario ja foi apresentado, sera formulada a teoria

quantica de campos.

1.2 Teoria do campo escalar

A natureza de um campo estd intimamente associada com a sua representagao no
grupo de Lorentz. Campos espinoriais se transformam através da representacao irredutivel
do grupo de Lorentz, ja campos escalares transformam apenas seu argumento, que é o

quadrivetor posicao.

Nesta segao serd apresentada o método de quantizagao do campo de Klein-Gordon(campo
escalar) através do funcional gerador. Com ele, se torna possivel obter todas as fungoes

de Green e, consequentemente, toda a informagao da matriz de espalhamento S [2].

1.2.1 Campo escalar

Ao passar para uma teoria de campos, a acao se torna uma integral da densidade

lagrangiana em um volume do espago-tempo, como dado em (1.49),

S = /d%ﬁ(qﬁ,@uqﬁ, z,). (1.49)

As equagoes de Euler-Lagrange sdo obtidas tornando estaciondria a agao (1.49), assim

como é feito no caso da mecanica analitica. No caso de um campo escalar, a equagao é

dada por (1.50),
oL oL

e (1.50)
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Portanto, o funcional gerador é definido como apresentado em (1.51),
Z[J] = /D¢@ifd4w(£+w+%ie¢2>’ (1.51)

sendo o termo multiplicando € é adicionado para evitar divergéncias nas func¢oes de Green.

O caso estudado nesta se¢do é o do campo de Klein-Gordon. Portanto, a lagran-

giana é a expressa em (1.52),
1 2 42
L= i(auqﬁﬁ“qﬁ —m*¢°). (1.52)
Substituindo (1.50) em (1.52), obtém-se a equagao de Klein-Gordon, dada por

(0"0, +m?)¢p = 0. (1.53)

Note que essa lagrangiana pode ser reescrita de uma maneira mais conveniente.

Para isso, considere a acao
S = / d%;(augb@“gb —m2?). (1.54)
Em um volume arbitrario w, é possivel integrar por partes,
— /w d'20,00"¢ = ﬁ 5,00 /w 60,01 o'z

Como a integral no funcional gerador é sobre todo o espaco, os termos de superficie se

anularao, sobrando (1.55),

/ d'29,60"¢ = — / &9, 0" 6. (1.55)
Logo, a acao livre se torna

S = —;/d“m(a“a“ +m?)¢, (1.56)
substituindo (1.56) em (1.51),

Z[J] = /D¢e—ifd4x(%¢(8u8“+m2—ie)¢—J¢)' (1.57)
Note que agora ha um jeito mais conveniente de se escrever o funcional gerador.
Primeiramente, perceba que a integral é sobre todos os possiveis campos (ndo somente

o campo que satisfaz a equagdo de movimento), e isso pode ser usado para calcular o

funcional gerador. Primeiro, defina o operador diferencial (1.58),
D = 9,0" + m* — ie. (1.58)
Assim, a equagao de movimento com a fonte é dada por

D¢ = J. (1.59)
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Como ja visto, o propagador de Feynman desse sistema ¢ definido por (1.60),
DAp(2y, yu) = 0(xp — yu)- (1.60)

Para calcular o propagador em (1.60) usando os métodos estudados na subsecao das
funcoes de Green, faz-se necessario, primeiramente, resolver a equacao de autovalor e

autovetor do operador (1.58). Portanto,
D® = \®. (1.61)

Uma solugao para (1.61) é dado por & = exp{ip’x,}. Substituindo em (1.61), obtém-se

o autovalor dado em (1.62,
D¢ = (—p''p, +m? —ie)® = \®, (1.62)

usando o resultado (1.24), tém-se que o propagador é dado por (1.63),

oiPu (@ —y")

Ap(z,y) = A/d4p (1.63)

—p? —ie +m?’
sendo A um fator de normalizacdo. Para que a equacio (1.60) seja satisfeita, A = (27)~*.

A partir de agora, com o objetivo de facilitar a notacao, z* sera reescrito como x

e r,yt = xy.

Finalmente, chega-se ao campo que satisfaz a equac¢ao de movimento (1.59) usando

os resultados ja obtidos,

o= [ d'yAp(ey)J(y). (1.64)
O campo (1.64) serd denotado por ¢y. Reescrevendo o campo ¢ — ¢o + ¢ em (1.57),
tém-se

;¢D¢ —Jp — ;(% +¢)D(¢o + ¢) — J(¢o + &) =
— ;(¢D¢ + ¢oDd + ¢Dpo + po Do) — J(do + ).

Note que, dentro da acao, é possivel fazer
[ d'26sD6 = [ d'zoDos,

analogo ao que foi feito em (1.56). Consequentemente,

— S(6D6 -+ 0uDdy +26Db0) = (69 + 6) = 3(6D6 + 9oDéy) — Jon

1
= 5(6D6 = Jov). (1.65)
Assim, usando o resultado (1.65) em (1.57), chega-se em (1.66),

Z[J] = N7 / Dpe~3 ] d'2(@Do=Td0) _ N-1o3 [ d'ad'yI@)Ar(zy) (@) / Dge3s ] d'2D¢,
(1.66)
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sendo a normalizacdo dada por N = Z[0]. Consequentemente,
Z[J] = ez | #ad*vI@)Ar (@) Iw), (1.67)

Outra nog¢ao muito importante é o de um determinante de um operador diferencial.

Considere o teorema a seguir.

Teorema: Dada uma matriz A real e simétrica, tem-se que

[ e = (der( ) (168)
T

A expressao (1.68) é chamada de férmula gaussiana.

Demonstracgao: Sendo a matriz real e simétrica, entao, a matriz é hermitiana e
admite autovetores ortonormais entre si. Logo, escolhendo uma matriz de mudanca de
base B que diagonaliza a matriz A, tem-se que as transformagoes sdo dadas por (1.69) e
(1.70),

BABT = A, (1.69)
y = Bx. (1.70)

Portanto,
(z, Az) = (y, A'y) Zynam (1.71)

sendo {a,}, em (1.71), os autovalores de A. Portanto, a integral (1.68) se tranforma em

(1.72),
L1y eeny ) n
/f(m :L‘—/g det( o ’yn)>d Y, (1.72)

como y = Bz,

o) = B, (1.73)
— det (:;Ei;) = 41, (1.74)

pois det(BABT) = det(BBT A) = det(A). Logo,

d"y 1 Can eQanyn
/W v =] /dyn i = [l (1.75)

com det(A) = det(A’) = II,, o, Entao,

dn
/ (%)f €A = det(A) 2, (1.76)

como se queria demonstrar.
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Generalizando o resultado acima para variaveis complexas z = r+1iy e 2* = x — 1y,
tém-se

1 1, o«
g/dzdz*efimz , (1.77)

em um espago vetorial de dimensao 1 e corpo nos complexos. Para um espago de dimensao

n, a generalizagao é (1.78),

d"zd"z* 1
[t et 079

em que A é hermitiana e o produto satisfaz a simetria hermitiana, isto é, (z,y) = (y, 2)*.

Essa formula é dada em um espago vetorial de dimensao finita. Para o espaco
de dimensao infinita incontavel das fungoes, cujo produto interno com um operador A é

definido por (1.79), a formula (1.68) é generalizada para (1.80),

(6,49) = [ dedys* (2) Az, y)o(y), (1.79)

/ dg*dpe=3(049) = det(A)~1, (1.80)

Importante notar que, se A é diagonal no produto 1.79, entao

A(z,y) = A(z)d(x — y)

— (1.79) = /dm*(x)A(x)d)(x). (1.81)

Retornando ao funcional gerador, sdo usados os resultados obtidos para reescrevé-
lo da forma (1.82),
/ dge—3 | #2906 _ qoy(;D)=1/2, (1.82)

Se for generalizar a teoria para campos complexos, basta usar a lagrangiana (1.83) e o

funcional gerador serd (1.84),

L— ;(@Lqﬁ*@“(b — m26¢"), (1.83)

Z[J] = /D¢6ifd4x(£+J’¢+J¢*+%ie¢¢*)' (1.84)
Assim, as equagoes de movimento sao (1.85) e (1.86),

D¢ = J, (1.85)

D¢* = J'. (1.86)

Agora, com tudo que ja foi estudado, é possivel usar o funcional gerador para
calcular as funcoes de Green. Na subsecao seguinte, serd mostrada a relacao entre as

fungbes de Green e o funcional gerador.
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1.2.2 Funcao de Green livre

O funcional Z[J] pode ser utilizado para calcular as fungoes de Green livres. O

funcional encontrado na subsecao anterior foi
Z[J] = ef%fd“xd‘*yJ(y)A(xfy)J(w), (1.87)

sendo o propagador dado por A(z) = — [ %%3. Expandindo a exponencial em
séries, obtém-se (1.88),
. . 2 2
Z[J=1- <;) {/ d*rd*yJ (y) Az — y)J(x)} + <;> [/ d*zd*yJ(y)A(z — y)J(z)| —....
(1.88)
Generalizando o que foi feito no funcional gerador da mecanica quantica para a teoria de

campos,

. 671J)
dJ(x1)...0J (xy,)

OIT(¢(21)---¢(2n))[0) = (=) = 7(T1, 00y Tn), (1.89)

J=0
que sao justamente as funcoes de Green, sendo estas o valor esperado de vacuo do operador
de tempo ordenado dos campos. * Usando a definicio da funcdo 7 acima, é possivel

reescrever a expansao do funcional gerador como

A5 e| T
_ Zi. [ i s, o) T 2). o T ) (;5)2 [‘Q] o
13 1)... n) |,
= Z|J] = Z::!/d4x1d4x2...d4an(x1)J(:U2)...J(xn)T(xl,132,...,xn). (1.90)

Também ¢é possivel reescrever o funcional gerador como sendo o valor esperado
de vacuo do operador de evolucdo temporal cuja hamiltoniana é o termo interacao entre

corrente e campo. Para isso, considere a expressao (1.91),
. "
2 =35 / &y d g db e J(20) T (29). T (2) 0| Td(1)... () |0), (1.91)
que é equivalente a

215 = (0] Zf; [ s e () () T (@) To(m).. ol |0) (1.92)

Houve uma mudanca de sinal em relacdo ao propagador da subsecao anterior, que nao estava na
convencao comum. A partir de agora, a convengio sera seguida.

As fungoes de Green, como ji mencionado, sdo utilizadas no calculo da matriz de espalhamento
S, e estdo intimamente relacionadas a criacdo e destruicdo das particulas associadas aos campos|9].
Por mais que tenham o mesmo nome e estejam relacionadas até certo ponto, tome cuidado para
nao confundir com a funcdo de Green utilizada para resolver equacoes diferenciais. Estas fungoes de
Green(apresentadas na subsegdo 1.1.2) estdo sendo chamadas de propagadores.

3
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— 2] = T Y :; [t b, T (5) T (). () 6(0)...6() 0)

Z[j] = (0|Te' ] 4'=7 @) ), (1.93)

Note que, como apresentado em (1.93), o funcional gerador é obtido considerando o pro-
duto entre um estado de vacuo e um estado de vacuo onde se opera a matriz S cujo termo
de interacao é Jo. Isso estd em concordancia com a definicdo de funcional gerador dada
em (1.34).

1.2.3 Campo escalar com auto-interacao

Até agora, o tinico caso considerado foi o de um campo escalar livre, sem interagoes.
Entretanto, a realidade fisica é que campos interagem a todo momento. As vezes, possuem
auto-interagao e, em outras, interagem com outros campos. Portanto, uma generalizacao

para esses casos se€ torna necessaria.

Considere uma interacao na lagrangiana

L="Lo+ L (1.94)

Lo = 50,00 — m*6%)). (1.95)

Para o termo de interacao, considere uma auto-interagao do campo escalar, dada por £, =
—%gzﬁ“, sendo g uma constante de proporcionalidade que diz a intensidade da interagao, de
modo que, ao se anular, obtenha-se a lagrangiana do campo livre. Assim, a lagrangiana

se torna

L= (0,00 — ) ~ 9. (1.96)

para a lagrangiana (1.96), a equagdo de movimento é dada por

8,06 — m2¢ + %d)?’ — 0. (1.97)

Uma pergunta importante surge: como calcular o funcional gerador de um campo
com interagoes? O resultado que sera obtido adiante pode ser generalizado para qualquer
campo. Primeiramente, para a lagrangiana do campo com interagao, o funcional gerador

se torna

Z[J] = N/D¢eifd4x(£o+£1+J¢)’ (1.98)

com o fator de normalizagao sendo
N7t = [ Dget [ Heteoren), (1.99)

Mas, como a expressao para o funcional livre ja foi calculada, seria interessante reescrever
(1.98) em termos de Zy[J].
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Proposigao: O funcional gerador com interacao se relaciona com o funcional

gerador livre através da expressao (1.100),
Z[J] = Ne'l o6 (=i35) 7,171, (1.100)
sendo Zy o gerador para o campo livre.
Demonstrac¢ao: Suponha £(¢) = gP(¢), sendo P(¢) um mondmio, tém-se que

— /D¢€ifd4x£1€ifd4x(£0+J¢). (1101)

Expandindo a exponencial de interacao

eifdi=ln — zn:;; (/ d4x£1>n => i;!n (/ d4a:P(¢))n. (1.102)

n

Um mondmio genérico para o caso de auto-interagao tem a forma dada em (1.103),

P(¢) = ag™, (1.103)

de modo que é possivel reescrever cada termo de n-ésima ordem como
[ D6 [ d'wid' v d'an £1(0w0) £1(6(22). L1 (B(wn))e™ =
= /ng/d4x1d4m2...d4xna"gb(x1)m...gbm(xn)eiso
= /d4x1d4x2...d4xna”’/Dgzﬁgzﬁ(xl)m...gzﬁm(xn)eiso

4., 74 4 )"a™ o -
= [ d'ides..ds, (i) (W> (W) “

- /d4x1d4x2 ALy <_Z5j(5x1)> I (—zéjfm> L <_Zay(5m> Zo.  (1.104)

Consequentemente, é possivel escrever

/D¢</d4mP(¢) ¢ [ du(Lot19) _ (H/d%, ( (;})) (1.105)

substituindo (1.105) em (1.101) j& expandido,
_ s 4 "\ i [ dty(LotTe)
Z[J]_/Dqs(%jn! (/d:cP(qﬁ)) >ef (Lo

—NZ (/d4xP (—z)) Zy = Net [ #28:(=i57) 7,17, (1.106)

provando (1.100).

Exemplo: Considere, como exemplo, a propria lagrangiana de interacao analisad,

g
L) = —Iqs‘*, (1.107)
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Z[J] = Nt/ ##571 7,7, (1.108)

Expandindo até primeira ordem em g,

Z[J] ( +z—/d4 5J4> [J]. (1.109)

Nas subsecoes anteriores, foi calculado a seguinte expressao para o funcional gera-

dor livre,

ZolJ] = Npe™2 [ wd=I()AE—0)I() (1.110)

Y

calculando a quarta derivada de (1.110),

W ZG[T] 84 Z[]
=) 57wy ~ 57w

= ( —3A(0) + 6iA(0)

/da:lj(xl)A(xl —w)| +

+ { / dryJ(21) Az — w)] )6—5 [ dzdyJ(2) A=) T (v)

Portanto, o funcional gerador se torna

Z[J] :N[1+/dwlﬁ(—3A( )2+ 6iA(0 [/dle (x1)A(x; —w)| +

+] [ dng@)a@ - w) )| %, (L.111)

e o fator de normalizacao é dado por

N1=1-3 “’A /dw (1.112)

Obviamente, o resultado (1.111) é uma aproximacao de primeira ordem, visto que
s6 considerou o termo de primeira ordem da expansao da exponencial de interacao. De
fato, as teorias quanticas de campos interagentes sempre trabalham com aproximagoes,
como ¢ evidente ao se observar a férmula de Gell-Mann e Low: nela, uma exponencial
da lagrangiana de interacao também surge e, ao se calcular as fungoes de Green, deve-se

expandir essa exponencial e considerar até uma certa ordem desejada.

1.3 Teoria do campo fermionico

Na teoria quantica de campos, os campos fermidnicos obedecem a relacao de anti-
comutacao. E, apesar de que, na formulacao da integral de caminho, a acdo que aparece
na exponencial seja a agao classica (portanto, os campos sdo classicos), tais campos ainda

obedecem essas relacoes. Mais especificamente, esses campos sao variaveis de Grassmann.



1.8. Teoria do campo fermidnico 31

1.3.1 Algebra de Grassmann

Para estudar os campos espinoriais, faz-se necessario revisar a algebra de Grass-

mann, visto que os campos espinoriais classicos sdo variaveis continuas de Grassmann.
Portanto, considere os geradores {x1,Zs...,x,} de uma dlgebra de Grassmann n-
dimensional. Tais geradores satisfazem a relacao de anticomutacao

{l’i,x]‘} = I;T; + T;li = 0, (1113)

para todo i,j € {1,2,...n}. Isso implica dizer que z? = 0, que é uma importante identidade

utilizada ao se expandir quaisquer fungoes de variaveis de Grassman, ja que
flzg) = 3 aixy = ap + arw;, (1.114)

ou seja, as fungoes de variaveis de Grassmann sao expandidas finitamente até o termo de

primeira ordem, ja que termos de ordem superior se anulam.
Outra importante definicao dentro da algebra de Grassmann é a de diferenciacao.

Definicao: Existem duas defini¢goes da operacao de diferenciacao de variaveis de
Grassmann. Sao a derivada pela direita e a derivada pela esquerda. Elas sao dadas por:

Derivada pela direita

aR
Derivada pela esquerda
8L

Note que, para ambas as derivadas, vale

0 {xiv xj} =0,
(9x k
como deve ser. Além disso, ambas das derivadas sao operadores lineares e satisfazem

0

{87%7331} :53'1',
g 0
{87@’87%} = 0.

Tendo definido a derivada, torna-se importante definir a integral de uma variavel de

Grassmann.

Definigao: Para definir a integral, é necessario impor as seguintes condigoes, cha-

madas de regras de integracao de Grassmann,

/dxz- — 0, (1.117)
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/lqui::1. (1.118)

2
Com essas regras, o problema que surge devido ao fato de que (%) = 0 nao possui

operacao inversa é evitado. Além disso, a integral é um operador linear, ou seja,
/(af(wi) + bg(z;))dx; = a/f(:vi)dxi + b/g(:ci)dxi.

Para uma funcao de uma variavel qualquer, sua expressao geral é dada por uma

expansao até primeira ordem. Portanto, integrando uma fungao dada por f(z) = a + bz,

‘/MJugzb

Além disso, a integral de sua derivada é nula,

6f(xi) _

A funcao delta pode ser facilmente definida para a integral de Grassmann. Primei-

ramente, ela deve satisfazer

/ax—yﬁ@mx:f@y (1.119)

Isso implica dizer que §(z — z’') = x — 2, pois,
/d:r(x —a')(a+bx) = /dx(:x —2')a + b/d:ﬂ(x — ')z

=a— b/dmx’x = a—l—b/da:mx’ = f(2),
como deve ser.

Lema: O valor da integral gaussiana para varidveis de Grassmann é dada por

/dxdx'e_m/ = /dx'dxe“/ = 1. (1.120)

A prova desse lema é simples. Primeiramente, é evidente que a expansao dessa
funcao é dada por
flx)=1—x2, (1.121)

portanto, o resultado sai naturalmente.

Apesar da prova ter considerado x e 2’ como varidveis, o lema (1.120) é valido
para o caso de se tratar de um produto entre vetores de Grassmann, isto é, vetores cujo

as componentes sao variaveis de Grassmann.

Lema: Para uma integral em duas dimensoes, uma mudanca de variaveis do tipo

x = Ay(onde A é uma matriz 2 x 2) é dada por

1
dxidze = mdyldyg. (1.122)
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Note a similaridade de (1.122) com a mudanga de varidveis de uma integragdo comum.

Com esses dois lemas, considere a seguinte integral gaussiana

/ drdze ™", (1.123)

T
xr = ,
X2

f:(ﬂ Tg)

onde

E também, o infinitesimal de (1.123) é em quatro dimensoes, ou seja, dxdT = dxdrodTdTs.
Logo, considerando duas matrizes A e B que descrevem as mudancas de variaveis = Ay

e T = 7B, a integral (1.123) se torna

_ 1 _
dFdpe ™ = — / dydye 75 1.124
/ P T detAdet ) VY€ (1.124)
chamando BA = D,
_ 1 _
/dfdxe_” = M/dydye_y[)y,
e considerando que [ dTdxre * = 1, obtém-se
/d@dye_?Dy = detD, (1.125)

analogo ao caso de uma integral comum, onde aparece o inverso do determinante do

operador.

Considere que seja feita uma translacao nas variaveis originais, dada por

v =x—Da, (1.126)

T =7—-aD™, (1.127)

o expoente se transformara como
7' D2’ =Dz +aD 'a — (Ta + ax),
substituindo na integral
/dfdxe_fDH(jaer) = detDe™P @, (1.128)

O resultado (1.128) é 1til ao se calcular a fun¢ao geradora dos campos fermionicos.
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1.3.2 Generalizacao para dimensdes infinitas ndo-enumeraveis

Os campos espinoriais possuem, como "indice", um conjunto infinito nao-enumeravel.
Portanto, é importante estudar o caso em que a dlgebra de Grassmann possua uma di-

mensao infinita e nao-enumeravel.

Para uma algebra de Grassmann desse tipo, os geradores sao um 6(z) tal que

r € R, e satisfazem

{0(2),0(y)} = 0(x)0(y) + 0(y)0(x) = 0, (1.129)

0(z)* = 0. (1.130)

De maneira andloga as expressoes (1.116) e (1.115), as diferenciagdes nessa algebra

satisfazem
60(xz)
50y~ O@ ) (1.131)
5?&)9(9)9(2) = 0(y)o(z —x) = oy — 2)0(2), (1.132)
55@9@)9(2) = d(y — 2)0(2) — 0(y)d(z — x). (1.133)

As regras de integracao sao andlogas a (1.117) e (1.118),

/de(:c)e(x) —1, (1.134)

/d@(w) —0. (1.135)

Portanto, a integral gaussiana se torna
/ d8(z)df(x)e~®P®) = detD, (1.136)

onde (0, D) = [ dxdyf(z)D(x,y)0(y) é o produto interno de funcdes continuas de Gras-

SImnanil.

Considerando a translagdo, assim como feito em (1.128),

/d@(:c)d@(:c)e’@’m)*(ﬁ’e)*(e’”) = @D et D, (1.137)

para D invertivel. Com a dlgebra de Grassmann formulada, ja ¢ possivel tratar dos campos

de Dirac.
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1.3.3 Campos de Dirac

A lagrangiana que descreve os campos fermionicos livres (campos de Dirac) é dada

por
L :¢(;(z’a—z’3) —m) P, (1.138)
cuja equacgao de movimento é a equacao de Dirac
(i — m)yp = 0, (1.139)
e a equacgao de Dirac para o campo conjugado

@(ig +m) =0, (1.140)

sendo o campo 1) definido como ¥ = 1t~,.

Anélogo ao que foi feito ao campo escalar, é possivel desenvolver um funcional ge-
rador das funcdes de Green do campo fermionico. Chamando P = i@ —m e desenvolvendo

o funcional gerador de maneira andloga ao campo escalar
Zoff.n) = Zy = N7 [ DDyt ] #=Fpvimet, (1.141)
com a normalizacao sendo

N = / DyDipet [ 42@Pv) (1.142)

Agora, torna-se necessario procurar a solucao da equacao (1.143), que daré o pro-

pagador do campo de Dirac,
DSp(x —y) =d(z —y). (1.143)

Isso pode ser feito com auxilio da equacao para o campo escalar e seu respectivo propa-

gador. Lembrando da equacao para o campo escalar,
(0,0" + m*)A(z — y) = —6(x — y). (1.144)
Note que, aplicando o operador (i@ +m) em A(z — y), obtém-se,
Az, y) = (i@ + m)A(x — y), (1.145)
aplicando o operador ) em (1.145),
DA(w,y) = (id —m)(id + m)A(z — y) = —(9,0" + m*)A(x —y) = 6(z —y), (1.146)

logo, Sp(z —y) = (i@ + m)A(x — y). Explicitamente, o propagador do campo de Dirac ¢
dado por

1 . (;b—i—m)e’ipx_ 1 , e
Sp(x) = (27T)4/dp PR (27r>4/d pp_m, (1.147)
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onde o termo € foi suprimido. De maneira analéga ao que foi feito para o campo escalar,

o funcional gerador serd dado em termos do propagador como mostrado em (1.148),
T = ot [ dradyi(x)Sp(z—y)n(y) (1.148)
O desenvolvimento da teoria que envolve a interacao do campo fermionico com o
campo eletromagnético sera feito na proxima subsecao. Mas, em resumo, envolve fazer

algo analogo ao campo escalar com interacao. Primeiramente, a lagrangiana é separada

em dois termos: o livre e o de interacao,

Em seguida, a relagao entre o funcional gerador com interacao e o funcional gerador livre
¢ dada por (1.150),

0 )
Repare que foi feita a substituicdo de 1) — —i% e — —i% na lagrangiana de interagao

em (1.150). Fazendo uma expansao no termo de interagao, obtém-se aproximacoes na

ordem desejada do funcional com interacao.

1.4 Teoria dos campos de gauge

1.4.1 Teoria geral dos campos de gauge

A teoria de Yang-Mills é uma teoria geral sobre os campos associados a transfor-
magoes de gauge. Sendo o grupo de gauge abeliano ou nao, as ideias desenvolvidas nessa
subsec¢ao se aplicardo em ambos os casos. A importancia do desenvolvimento das teorias
de gauge envolve a invariancia da lagrangiana sob transformagoes envolvendo mudancas
de fase nos campos. Tal invaridncia so é possivel ao se fazer um acoplamento minimo nas
derivadas dos campos, transformando-as em derivadas covariantes sob o grupo de gauge.
Consequentemente, isso insere um outro campo na lagrangiana, que estard interagindo
com os campos inicialmente tratados. Por isso, nessa subsecao serda desenvolvida uma te-
oria geral para esses campos de gauge. O exemplo mais simples de um campo de gauge é

o campo eletromagnético, que sera estudado mais adiante.

Inicialmente, considere a lagrangiana de um férmion. O caso dos férmions é mais
simples pelo fato da lagrangiana livre possuir apenas uma derivada de primeira ordem.
Claro que, para o campo escalar, a definicdo de derivada covariante serd a mesma. Por-

tanto, dada a lagrangiana

£:¢<;(i(7)‘—i3) —m) W, (1.151)
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_ _
onde i @ 1 significa i(9,1)y"1).
Considere um grupo de gauge (nao necessariamente abeliano). Dado g(z) € G

uma transformacao do grupo G, o espinor se transforma como
¥’ =4y, (1.152)
VI =g

Como, por hipétese, esse grupo de gauge é uma transformacao de simetria, entao, a lagran-

giana deve ser invariante sob tais transformacoes. A primeira tentativa pode ser feita na

lagrangiana puramente livre, como esté em (1.151). Portanto, aplicando tal transformagao
— /1 Ry 1— = _
L= (S0 =i 9) —m) = (i~ i d)g ™ — Ty

=9 (;(z’(z? — 13) — m> Y+ ;w(giﬂgl - gigg’l)w-

Claramente, a lagrangiana livre nao é invariante. Entretanto, é possivel contornar
esse problema fazendo um acoplamento minimo na derivada, de modo a se obter uma
derivada covariante. Assim sendo, considere o campo auxiliar A,, que estd associado ao

grupo de transformagoes de gauge. Nesse caso, a derivada covariante ¢ definida por

D, =08, + A, (1.153)

%
D= 0,+Al (1.154)

Assim, deve ser imposto que esse campo se transforma como

Af = g A9+ g 0L, (1.155)
(_
Al =g ' Alg+971 0 ,9. (1.156)

Agora, considere a nova lagrangiana
_ 71 —
L= (50 =) -m)w, (1.157)
aplicando a transformacao de gauge na lagrangiana (1.157),

=0 (30 =i9) ~m) v+ J0eidg™ ~ gidg 0+ Dok (g™~ g A5 )0,
(1.158)

desenvolvendo os dois ultimos termos da expressao acima,
(g9~ idg + g7 "idg)g™ ) = Y (id + (idg)g~" )
_ — _ —
Plglg™ Mg+ 970 909w = DA + g(g7"i ),
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substituindo esse termo na lagrangiana (1.158),
_ < _ — _
L=1 (;(up —ilp) - m) ¥+ ;w(gifﬂgl —g9idg v+ ;w((i@’g)gl —g(g7"i @)

— (1, Ry I— . _ Ty — (1, Ry
= (5D = i) = m) v+ 5idlg g — (gD =T (5D = i) = m) v.
Portanto, a lagrangiana (1.157) se mantém invariante sob transformagoes de gauge. Note

que a derivada covariante se transforma como

D,= g_lDug.

Agora, é necessario estudar os grupos de gauge. Como a transformacao de gauge
é analoga a uma mudanca de fase, no geral, faz sentido escrever um elemento genérico do
grupo G como °

g(z) = M), (1.159)

com A(z) = A(x)*T*, e sendo {T*}"_, o conjunto dos geradores do grupo (a convengao
usada aqui é a de que os indices iguais e latinos indicam soma sobre esse indice). Nao
somente a ideia de mudanga de fase corrobora a forma como (1.159) é escrita, mas, o fato
de que as transformacoes consideradas sao continuamente conectadas com a identidade

permite com que um elemento dessa espécie seja representado como (1.159).

Sobre os geradores, eles satisfazem a regra de comutacao
[T%, T° = fobere, (1.160)

com f®° totalmente antissimetrico. No caso de f = 0, o grupo é abeliano. A algebra
dos geradores induz uma dlgebra de Lie (devido aos comutadores). Logo, satisfazem a
identidade de Jacobi,

(T[T, T€)] + [T°, [T¢, T%)] + [T¢, [T, T")] = 0. (1.161)
Aplicando (1.160) em (1.161) e fazendo algumas manipulagoes, chega-se na identidade
faedfbce + fbedfcae + fcedfabe =0. (1162)

Note que é possivel reescrever a identidade 1.162 como
faedfbce 4 fbedfcae — _fcedfabe

— fdaefceb . fdbefcea — fcdefeab7

Na verdade, essa expressao surge ao se considerar uma transformacao infinitesimal do grupo G e, em
seguida, constroéi-se uma equacgao diferencial para um elemento do grupo genérico e que possui, como
resultado, essa exponencial. Claro que algumas condi¢oes devem ser satisfeitas, como, por exemplo,
esse elemento estar continuamente conectado a identidade do grupo. Essa transformagao infinitesimal
também induz aos geradores e a dlgebra de Lie que estes satisfazem.
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0 que permite construir as matrizes dos geradores como
(T*)% = —f*, (1.163)

portanto,

fdaefceb . fcaefdeb — fcdefeab

— (Td)ae(Tc)eb . (Tc)ae(Td)eb — _fcde(Te)ab’ (].].64)

que é a componente ab da relacdo de comutagao entre os geradores. Por fim, é possivel

escolher os geradores de tal modo que satisfagam as propriedades (1.165) e (1.166),

T = —T°, (1.165)
arb 1 ab
tr(T°T") = —50". (1.166)

Como é possivel escolher uma representacao de G em que os geradores sao matrizes,
isso significa que os elementos de G também podem ser escritos assim e, por consequéncia,
os campos. O campo fermionico 1 pode ser expresso por uma matriz coluna e, analoga-
mente, 1) serd uma matriz linha. Além disso, o campo A, serd uma combinagao linear dos

geradores, ou seja,

A, = AT, (1.167)
Al = AT = — AT, (1.168)

A interagdo e a lagrangiana do campo de Dirac livre ja estdo contidas em (1.157).
Portanto, agora se torna necessario adicionar uma lagrangiana livre para o campo de
gauge. Usando, como base, a teoria eletromagnética, cujos campos de gauge se transfor-

mam sob SU(1), é possivel desenvolver uma lagrangiana para o campo auxiliar

1 a apuyv 1 v
Lym = _ZFMVF = §tr(FWF’“‘ ), (1.169)

que é a lagrangiana de Yang-Mills. Na expressao (1.169), o tensor de segunda ordem é

dado por
F.,=0,A, —0,A,+[A,A), (1.170)

que ¢ o tensor de Yang-Mills e se transforma em G como

—1
Fl, =9 Fug.

Teorema: O tensor de Yang-Mills pode ser escrito da forma

[D,U«?Dl/] :F,ul/ (1171)
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Demonstracgao:
[Dy, D] = [(9, + Ay, (0, + AV = (04, 0] + [0, Au) + [Ay, 0] + [A/mAV] = Fuw,

como se queria demonstrar.

A derivada covariante definida em (1.153) é a aplicada em 1, uma matriz coluna.
No caso da derivada covariante de um elemento matricial A = A®T*, a operacao de derivar

¢ diferente, como expresso em (1.172),
DN :aﬂ+ [Auv]a (1172)

— D,A=0,A+][A,, Al

Essa diferenca surge do fato de que uma matriz quadrada pode ser escrita como o produto

direto de uma matriz linha e uma matriz coluna. Assim, a derivada covariante fica
DyA = 0,A + A A+ AAT (1.173)

Aplicando a propriedade (1.165) em (1.173) e considerando que campos vetoriais sdo
entidades fisicas e, portanto, assumem valores reais, entdo, a expressao (1.173) assume a

forma dada pela definigao (1.172). Dado em componentes,
[Aua Tb] — [AZTaa Tb] — AZfabCTC — fbcaAZTC
— (DuA)ab — a‘uAe(Te)ab + fcdeA;Ad(Te)ab
— (DMA)ab — a'uAefeba + deeAfLAdeba — (aMAe + deeA;Ad)feba7

logo,
Dzb — a'u(sab + fbacAZ-
Teorema: O comutador de derivadas covariantes aplicado a uma matriz quadrada
satisfaz
[D,, D,|A = [F,,, Al. (1.174)
Demonstracao: Tém-se que
D,D,A = D,(0,A+ [A),A]) = 0,0,A + 0,[Au, A] + [A,, 0.A] + [A,, [Ay, Al]
— 0,0,A + (0,40 A + [y M) + [A, 0,A] + [A,,[A,, Al
Entao,

[Dys DA = [0, A0, A+ [Ay, [Ay, Al] = [0, Ay, A] = [Au, [Ays Al
= [0, A, — 0, A, Al + [A,, [A, Al + [A[A, A,]).

Através da identidade de Jacobi, é evidente que

[Dm DyJA = [(%A,, — 0y Ay, Al = A, [A;n Al = [aMAV — 0y Ay, Al + [[Auv A, A] = [Fl, Al

Iz
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Ja tendo a lagrangiana completa, é interessante saber a dindmica destes campos.

Em outras palavras, ja é possivel escrever as equagoes de Euler-Lagrange.

oL oL
— Oy =0
oAs ~ 7 9(9,Aq)

Que dao as equagoes de campo de Yang-Mills
D,F" = 3%, (1.175)

sendo j, = j¢T* a quadricorrente. Para o caso do campo fermionico, a corrente é dada

por

o = — T, (1.176)

Agora, é possivel provar que a quadricorrente se conserva. Para que haja a conser-

vacao, a seguinte equacao de continuidade deve ser satisfeita
D,j" =0, (1.177)
usando a equagao de campo, tém-se:

D,j" = D,D,F"

1
= 5(D,DuF" + D,D,F"™).

Como os indices sdo mudos e o tensor de Yang-Mills é antissimétrico,
1 % % 1 % % 1 1%
§(DVDMF +D,D, F") = §(DVDMF - D,D,F*") = §[DV, D,|F

1
- §[Fl/#’ Fﬂy] - 0

Entao, a equagao de continuidade é satisfeita.

Por tdltimo, outra propriedade que é satisfeita é a identidade de Bianchi,
D,F,»+ D,F\, + D\F,, =0,

que também descreve o comportamento dos campos de Yang-Mills.

Com a teoria classica dos campos de gauge desenvolvida, sera estudado a quanti-
zagao desses campos pelo método das integrais de caminho, como ja feito para o campo
escalar e espinorial. Nas préximas subsegoes, serao estudadas o caso de campos de gauge

abeliano e nao-abeliano.
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1.4.2 Quantizacdo do campo eletromagnético

No capitulo anterior, foi desenvolvida a teoria de Yang-Mills, na qual ficou evidente
que uma simetria na transformacao de fase do campo naturalmente induz a interagdo com

o campo de gauge.

Aqui, sera estudado o caso do grupo abeliano SU(1), que seria o caso mais simples
possivel de uma transformagao de gauge. Ao grupo SU(1) tem-se, associado, um campo

de gauge. Esse campo corresponde ao campo eletromagnético.

Primeiramente, um elemento genérico g € SU(1) pode ser escrito como
A
g=ce". (1.178)

Esse grupo possui um tnico gerador que pode ser qualquer niimero complexo. Para que
as propriedades (1.165) e (1.166) sejam satisfeitas, a escolha do gerador t deve ser
po (1.179)
=7 .

kf(@) onde k = ¢ / v/2 é uma constante de acoplamento. Assim, os campos

Portanto, g = e

se transformam como

P! = et @) (1.180)
P = e My, (1.181)
1A =iA, + O \(r) =14, + ik, f(). (1.182)

Evidentemente, a transformacao expressa em (1.182) é justamente a transformacao de
gauge do campo eletromagnético, o que mostra que ha um grupo de gauge abeliano

associado ao campo eletromagnético.

A lagrangiana serda dada por
1 — 1
£=¢(§(i@—i@) —m—kA)w—ZFWF“v, (1.183)

e para quantizar o campo eletromagnético, primeiramente, deve-se encontrar o funcional
gerador livre, visto que o funcional gerador interagente é dado por derivadas funcionais

do gerador livre. O candidato intuitivo é dado por

%:/D&@m@/&ﬂ@+ﬁw0. (1.184)

A lagrangiana L, é a lagrangiana de Yang-Mills pro campo eletromagnético, dada por

L= 10,4, - 0,404 - 0r ), (1185
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Dentro da acao, a lagrangiana (1.185) pode ser escrita como

1
Ly = 5A“(gWD2 —9,0,)A", (1.186)

cujas equagoes de movimento livre sao
DAY = —j,, (1.187)
sendo D, = g,,[0* — 9,0,. A funcdo de Green desse operador é aquela que satisfaga
D, A" (x) = §36(x). (1.188)

Aplicando uma transformada de Fourier em (1.188), a equagao se transforma para o espago

dos momentos em

(—guk® + kuk) AV (k) = KW AY = 67, (1.189)

portanto, o propagador no espaco dos momentos é dado por

A = (KroyL (1.190)

Entretanto, como sera provado a seguir, o operador K, nao possui inversa.
Teorema: O operador D, nao possui uma fungao de Green.

Demonstracao: Para isso, basta provar que K, nao possui inversa. Supondo que

a inversa exista, entao ela deve possuir a forma
ag"’ + bkFE = (K1), (1.191)
onde a e b podem ser fungoes de k. Portanto, por hipotese,
(—guwk® + Kk, ) (ag”™ + bEVE®) = 07

—> —ab%k? + ak, kY — DRk, kS + Dk, k= 5°

— (=K + kk%)a = 07 (1.192)

Como k é uma varidvel e pode assumir qualquer valor que satisfaca k* = m?2%, entdo,

(1.192) nao possui solucao para a.

Essa dificuldade surge pois a integral no funcional gerador é feita sobre todos os
campos possiveis. Como transformagoes de gauge preservam a fisica do sistema, quando
se integra sobre todos os gauges possiveis, o funcional gerador diverge. Por isso, para se
obter um operador D,,, inversivel, é¢ necesséario fixar um gauge. Assim, cada situagao fisica
terd um gauge fixo e o problema de se integrar sobre os infinitos gauges de um mesmo

sistema fisico desaparece.

6 Evidentemente, para o caso do campo eletromagnético, m=0.
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Por exemplo, impondo o gauge de Lorentz,
0,A" =0, (1.193)
a lagrangiana (1.186) assume a forma
Ly = ;A"QWEFA“ = ;A”D;WA“. (1.194)
O operador com gauge fixo D;,, possui inversa. De fato, ¢ facil ver que
(K1Y = —g" k=2, (1.195)

Portanto, a funcao de Green no espaco dos momentos ¢ dado pelo propagador de Feynman

A — 97 (1.196)
F . .

Impor um gauge fixo equivale a somar um termo que fixa o gauge a lagrangiana

livre

1
Lefivo = —%(@A"), (1.197)

onde a é um pardmetro livre. No caso de a = 1, obtém-se (1.196). Para um valor de a

genérico, a lagrangiana pode ser escrita como
L= ;(A“(gm,DQ + (1/a —1)9,0,)A"). (1.198)
Portanto, o propagador no espaco dos momentos ¢ dado por
Ky = =(guw + (1/a = kK,
(K~HY" = cg" + bkME”
— (=00k + (1 — 1/a)k,k™)c — (1/a) Kk, kb = 67,

cujas solugoes sao

1
€=—13 (1.199)
1—a
b= = (1.200)
Consequentemente,
v 1 v v
AR = —ﬁ(g“ E* + (a — 1)k"kY), (1.201)
e portanto, o propagador no espago-tempo é dado por
AP () = / d ke AR (1), (1.202)

Agora, é necessario escrever o funcional gerador. Entretanto, ele enfrentara os pro-
blemas de integrar em todos os gauges possiveis. Esse problema sera analisado e resolvido

na proéxima subsecgao.
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1.4.3 Método de Faddeev-Popov

O método de Faddeev-Popov é usado para calcular o funcional gerador de cam-
pos de gauge. Como visto anteriormente, a integral de caminho considera todos os cam-
pos possiveis, incluindo aqueles equivalentes sob transformagoes de gauge. O método de
Faddeev-Popov consiste em fixar um gauge, analogo ao que foi feito na subsecao anterior

para encontrar os propagadores. Dito isso, considere um gauge fixado por
FA] - 0(x) = 0, (1.203)

onde ¢ = 0T ¢ uma fungao que nao depende de A,. Assim, para fixar o gauge, a integral

se torna

7 = / DAGS(fA,] — 0)exp(iS[A,L)). (1.204)

A funcao delta de Dirac serve para fixar o gauge. Mas, o DA, ainda integra sobre todo

campo, entretanto, pode-se fazer a seguinte separacao,
of

DA, — DA, Dgdet 50 (1.205)
g

onde a nova medida quantica DA, integra sobre um ponto de cada regido de campos

equivalentes sob transformagao de gauge. Portanto, o funcional gerador ¢ dado por

7 = /DgDAMdet (gg) S(f[A,] — @)exp(iS). (1.206)

Agora, por conveniéncia, introduz-se um termo auxiliar que estarda multiplicando

o funcional gerador, dado por

N = /D@exp (—;a/d‘lx@a@“) : (1.207)

Multiplicar o funcional gerador por esse termo nao o altera, visto que também surgira
0 mesmo termo na normalizacao do funcional e que estard dividindo A/. Com esse novo

termo, o funcional gerador é dado por

Z = / DyDODA, det (g) 5(f[A,] — 0)exp(iS — iSp), (1.208)

sendo Sy = 5= [ d*z6*6".

J& o determinante que aparece em (1.208) pode ser reescrito como uma integral

gaussiana da seguinte forma

det (g;) = /DvD@-ewp <—i/d4a:v (25) U) = /DvD@-ewp(iSFp), (1.209)

onde v e U sao chamados de fantasmas de Faddeev-Popov. Sao varidveis de Grassmann,

visto que foi usado o resultado (1.136).
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Substituindo (1.209) em (1.208), o funcional gerador se torna
7z = / DA, DvDTDgDIS(fA,] — O)expl(i(S + Spp — Sp)). (1.210)

Ao se integrar sobre 6, o delta de Dirac transformara 6 em f[A,], de modo que a acao Sy

tomara a forma .
So = S fine = %/f[A#]de. (1.211)

Por fim, o termo [ Dg serd uma integral sobre um volume infinito no espago dos elemen-
tos de G. Mas, como o mesmo termo aparecera na normalizacao, ambos se cancelam.

Finalmente, chega-se na forma definitiva do funcional gerador,
Z* n,n,w,w] = /DA'UDUD@ - exp(iSiotar + J* Ay + Un + M + 0w + w %), (1.212)
onde cada lagrangiana na agdo de 1.212 é, explicitamente, dada por

4
Stotal/d 'rﬁtotal

— £total = EO + *CFP + *CG’fixoa

Lo= —iFWng, (1.213)

1
Lagivo = =5 flAJ(2) flA](2), (1.214)
£FP = —Ugjgcv, (1.215)

Importante notar que T e v sdo variaveis de Grassmann independentes e genéri-
cas, ou seja, nao sao espinores, pois nao se transformam sob transformacoes de Lorentz
como espinores. Na realidade, sao variaveis de Grassmann escalares que, obviamente, nao
obedecem o teorema de spin-estatistica. Entretanto, como nao sao observados e sequer
sao elementos fisicos, fazendo parte apenas do processo de espalhamento, mas nao apare-
cendo como produto final dele, entdo, ndo é um problema no teorema. Apenas se tratam

de variaveis auxiliares.

Outra observagao é a de que o funcional gerador (1.210) vale para qualquer grupo

de gauge considerado.

1.4.4 Funcional gerador da eletrodinamica quantica

Na subsecao anterior foi desenvolvido um método para se obter o funcional gerador
de um campo de gauge. Nessa subsecao, o método de Faddeev-Popov sera aplicado ao

caso do campo eletromagnético[5]. Primeiro, o gauge fixado serd o de Lorentz

9, A" =0, (1.216)



1.4. Teoria dos campos de gauge 47

assim, a lagrangiana de Faddeev-Popov é obtida calculando-se o termo do determinante

f[Au + au)‘] - f[Au] =0f = A

MA@ _ o

57\ (y) (x —vy), (1.217)

consequentemente,
Lpp = —10%0. (1.218)

Portanto, para o caso do campo eletromagnético, os fantasmas de Faddeev-Popov nao
interagem com o campo de gauge e, como sao um auxilio matematico que nao surgem na
medicao fisica, os fantasmas podem ser ignorados. A consequéncia disso é que o funcional

gerador ¢ dado por

7 = Nfl/DAHe:L‘p (;/d‘le“(gWDZ)A” —i—/d%juA“) . (1.219)
Analogo ao que foi feito para o campo escalar, essa expressao pode ser evoluida para
. 7/ . v .
20} = eap (=3 [ d'ad'yju@)AF @ = 9ily) ) (1.220)

para o caso livre.

Quando o campo eletromagnético interage com o campo espinorial, o termo de
interacao é dado por —ky A, onde k é a carga elementar para o caso do elétron. Portanto,

o funcional gerador para a teoria com interacao se torna

. _ . .0 0 )
Z[]Haﬁ) 7]] =N lexp <Z/d4$£[ <_Z~7 —t—, = (577>> ZO[]M?U 77] (122]‘>

onde o funcional Z, em (1.221) é o funcional gerador para o campo de gauge e 0os campos

fermionicos, dado por
Zo = cap (=i [ d'ad'y(@(@)Sr(z — y)n(e) + (/2@ A (0 = i) ). (1222)

Uma expansao de primeira ordem é dada por (escolhendo k=1)

<1+/d4 7“6‘7;5( )577((5 )) %
_Zo—z/d x(Sn M(Sju (/d x1Sp(x — x1)n (xl)Z())
=7y — /d4 ( 7# (/d 11d* 29 Sp(z — 21)n(2)) AR (29 — x)jy(x2)> Z())

Z = N (1 — [ da(Se(0) [ dieatt (e — 2 (w2)+

—i / d*zvd vy d wod  137(23) Sp (23 — )7, A% (22 — 2)j, (29) Sp(z — xl)n(x1)> Zy, (1.223)

e o fator de normalizacio é N = Z[0,0,0]. Com a aproximagao encontrada, se torna
possivel calcular as fungoes de Green da eletrodinamica quantica. Lembrando que termos

de interacao de maiores ordem podem ser obtidos de maneira analoga.
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1.4.5 Regras de Feynman no espaco dos momentos para a eletrodinamica

quantica

Muitas vezes, expressoes como a (1.223) se tornam magantes de serem escritas e,
portanto, elas sao representadas por diagramas de Feynman. Esses diagramas representam
integrais e dao uma ideia fisica do processo que estd ocorrendo durante as interagoes
dos campos. Para cada expansao do termo de interacao, existe associado uma soma de
diagramas de Feynman e tais diagramas sao construidos usando as regras de Feynman.
Para as fungoes de Green no espago-tempo, existem regras de Feynman associados. Mas,
as regras de Feynman no espago dos momentos dao um termo da expansao da propria
matriz S. Por, isso, torna-se mais conveniente construir as func¢oes de Green no espago

dos momentos. Nessa subsecao, tais regras serdo revisadas [9].

Primeiro, um diagrama é formado por vértices e linhas. Cada vértice corresponde
a um termo de interacao e, cada linha, um propagador. Para as linhas externas, isto é,
linhas que se ligam & um vértice (no caso de expansdes com interagdo) ou a nenhum
vértice (caso de diagramas formados apenas por linhas desconexas), estdo associados a
polarizacao (féton) ou o spin (férmion) da particula observada. Para as linhas internas,

isto é, linhas que ligam dois vertices, estdo associados propagadores. Para o féton, a

linha é desenhada como em (1.224), que representa o propagador A,, = — ,jé’j‘r; Para o
fermion, a linha associada é a (1.225) e representa o propagador S = %ﬁ)% A seta

aponta, convencionalmente, para a direita no caso de particulas e para esquerda no caso

de antiparticulas.

(1.224)

(1.225)

A um vértice como em ?(1.226) est4 associado uma interacio e tal vértice repre-
senta a constante de acoplamento —k~*. Além disso, o momento se conserva em cada
vértice, pois, como cada linha tem um termo de momento associado, entao, esses termos
se relacionam pela lei de conservagao em cada vertice de interacao. Também ¢é importante

notar que, como o termo de interagao ¢ dado por —kyy44, entao, a cada vértice s6 podem
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haver trés linhas ligadas: uma linha de féton e duas de férmions.

(1.226)

Para linhas externas, como no diagrama (1.226), onde cada linha sé se liga a um vértice,
esta associado o termo de polarizacdo. Para o caso dos fétons pos-espalhamento, tém-se
(1.227) (o circulo esté representando o resto do diagrama), que representa é*(k), ou seja,
o termo de polarizacao com momento externo k. Ja os fétons antes do espalhamento sao

dados por 1.228, que representam o termo de polarizacao é(k).

O~~~

(1.227)

~ )

(1.228)
Para férmions antes e apds o espalhamento tém-se os termos de spin u*(p) e w*(p),
que sdo representados pelos diagramas externos (1.230) e (1.229) respectivamente.

Para o caso de antiparticulas, os diagramas terao as setas apontadas para a es-

querda e os spins antes e apos o espalhamento sao dados por 7°(p) e v*(p), respectivamente.

2) -

(1.229)

(1.230)
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Apés se fazer todas essas substituicoes em um grafico, deve-se lembrar que os ter-
mos 7, terao seu indice contraido com o indice do propagador do féton(linhas internas) ou
com o indice do vetor polarizagao(linhas externas). Além disso, como sdo matrizes, cada
uma das matrizes deve estar "sanduichada'por um espinor a direita e um espinor conju-
gado & esquerda. Como a funcio de Green de dois pontos é dada por (0|1 (v (x)w(y))|0),
entao, para linhas internas, as matrizes de Dirac serdao "sanduichadas'por propagadores de
férmions e, para linhas externas, por termos de spin. Ao fim de tudo, integra-se sobre os
momentos indefinidos dos propagadores, isto é, os momentos que nao estao associados as
linhas externas. Lembrando-se que, como aparecerao termos de matrizes nos integrandos,
deve-se integrar o trago do produto desses propagadores. Também ¢ importante notar que
a permutacao de linhas externas deve obedecer a estatistica do spin da particula ao qual
essa linha estd associada. Outra informacao importante é que, na presenca de loops de

fermions nos diagramas, um sinal negativo a mais surge na integral.

Como exemplo para aplicar as regras de Feynman, considere o diagrama (1.231).

?

i G2 (1.231)

Usando as regras de Feynman, esse diagrama se torna

- _/ (d4p . i(p +m) i(p — ¢ +m) i(p—g,+m) (1.232)

; 5 —7 ;
2m)4 T p2 —m2 +ie “ TV (p—q)2 —m2+ie M(p— q1)? — m2 +ie’
onde os momentos sao conservados em cada vértice e os termos de polarizacao foram
ocultados(ou seja, se trata apenas da integral associada as linhas internas). O termo 7,75
surge devido a interacdo com um campo de gauge axial, que serd estudada no préximo

capitulo.

Conhecer as regras de Feynman se torna conveniente, pois nao ha a necessidade de
se aplicar as fungoes espaciais de Green na féormula de LSZ, apesar de que as regras surgem
justamente dessa aplicacao. Portanto, as vezes, é mais simples representar as fungoes de

Green como diagramas de Feynman.
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2 Anomalias em Teoria Quantica de Campos

Nesse capitulo, serao estudadas as leis de conservagao cléssicas, seu analogo quan-

tico dado pelas identidades de Ward e as anomalias que surgem nas leis de conservagao.

2.1 Leis de conservacao classicas e simetrias

2.1.1 Correntes dos campos de gauge abeliano e sua conservacao

Comecando com o caso mais simples, considere um gauge abeliano. Para a eletro-

dindmica quantica, a lagrangiana é dada por
_ 1
L=vY(d —m+ed)p — ZFWFW’ (2.1)

cujas equacgoes de movimento sao

(i —m + ed)y =0, (2.2)
@(23 +m—ed) =0, (2.3)
O P = j¥. (24)

Usando o teorema de Noether, é possivel obter a corrente que aparece em (2.4). A anélise
feita se focard nas correntes (2.5) e (2.6), onde, por definigao, v5 = iy0717273. A fungao

(2.6) é chamada de corrente pseudoescalar.

ju = @’W% (25)
o = V1Y, (2.6)
P = 51 (2.7)

Fazendo uma anélise das leis de conservagao para as correntes acima e em quais

condicoes a equacgao de continuidade é satisfeita, tem-se, para a quadricorrente

g =0, (@%ﬂﬂ)

= i(m — ed)p +itp(—m + ef)y = 0. (2.8)
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O resultado (2.8) é obtido usando as equagoes de movimento. Portanto, a quadricorrente

elétrica é conservada.

Para a corrente (2.6), chamada de corrente axial, o processo é analogo,

0"55 = ip(m — eA)ystb — s (—m + eAd)y = 2imP. (2.9)

Em (2.9), o resultado foi obtido usando a propriedade de anticomutatividade {vs,7,} = 0.

Para férmions sem massa, a corrente axial é conservada.

Sabendo que as leis de conservagao estao associadas a simetrias, de acordo com o
teorema de Noether, para analisar as simetrias associadas as conservagoes acima, faz-se
necessario trabalhar com dois campos de gauge, v, e A, que serao tratados como campos

externos. Assim, a lagrangiana é reescrita como

L =9d+ ¢+ A0, (2.10)

onde as constantes de acoplamento foram adotadas como 1. Para as transformagoes de

gauge locais em U, (1), os campos de Dirac e o campo de gauge se transformam como

P — @y, (2.11)
) — et (2.12)
v, — vy, + Oy (2.13)

Para essas transformacoes, a lagrangiana se mantém invariante e, consequentemente, a

quadricorrente se conserva.

Analogamente, para transformagoes de gauge locais Ua(1),

) — Py, (2.14)
P — e P, (2.15)
A, = Ay + 0,0 (2.16)

A lagrangiana também se mantém invariante sob as transformacoes desse grupo. Para
essa simetria, a corrente axial é conservada. Assim, ¢ justo nomear A, de campo de gauge

axial.

E conveniente decompor os campos em componente esquerdo (L) e componente

direito (R). Para isso, se define o operador de projecao 2.17,

Py = ;(1 + 75). (2.17)
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Tal operador satisfaz as propriedades

P} = Py, (2.18)
PP =0 (2.19)

(§
P.+P =1 (2.20)

Esse operador sera 1til ao redefinir a lagrangiana de modo a se manter uma certa simetria.
De fato, o operador projecao resulta, ao ser aplicado aos espinores, em dois campos.
Definindo esses campos como
Yrr = Vs = Py (2:21)
Consequentemente,
YVothr = £ibs. (2.22)

Tambem ¢é possivel escrever as componentes L e R dos campos de gauge como

combinagoes lineares do campo de gauge vetorial e axial,

Al = A, + vy, (2.23)
€
Al =0, — A, (2.24)

Portanto, a lagrangiana (2.10) é, em termos desses campos,
—L,. L\ I, —R,. R\ R L R
L= (g + A" + 9 (id + A" = L8+ L7 (2.25)
Obviamente, pode-se transformar, separadamente, a componente L e R da lagrangiana.

Para transformagoes de gauge na componente L, tém-se

by — e @t (2.26)
Al — AL+ 9,A". (2.27)
Para a componente R, analogamente
g — A @R (2.28)
Al — A+ 9, A" (2.29)

Ambas as transformagoes, separadamente, mantém a lagrangiana invariante. Con-

sequentemente, associada a essa simetria, existem as seguintes correntes conservadas

— — 1 1
i = Ut = Pz (L1600 = 50+ 42), (2:30)
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— — 1 1
i =0 " = 0 (L= 18)0 = 50— 1), (2:31)

o que implica nas leis de conservagao o"j; = o*jlt = 0. !

2.1.2 Caso nao-abeliano

Para gauges nao-abelianos, a lagrangiana ¢ dada por

L=ip(J+ ¢+ Avs)b — mipy, (2.32)

onde v, = v;T" e A, = A}T" sao as correntes ndao-abelianas vetorial e axial, respecti-
vamente. Considere uma transformagcao infinitesimal em SU,(n), dada por g = e*. Cada

componente se transforma como

5 = Yo, (2.33)
dp = —aub, (2.34)
v, = D, (2.35)

5A, =[A,,al. (2.36)

Analogamente, para h = e?% em SUy4(n),

0 = Py, (2.37)
0 = —Bys1), (2.38)
0A, = D, B, (2.39)
00 = [, Bs- (2.40)

Portanto, para uma transformacao em SU,(n) x SU4(n), tem-se

0Y = P(Bs + ), (2.41)

o = —(Bys + ), (2.42)

Para um aprofundamento sobre, basta pesquisar sobre a representacao de Weyl e o férmion de Weyl.
O livro do Schwartz[9] tém uma se¢do sobre esse assunto.

1
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0A, = DB+ [Ay, alys, (2.43)

dv, = Dya+ [v,, B]7s. (2.44)

E importante salientar que D, ¢ a derivada covariante cujo a conexao é o campo de gauge

vetorial, enquanto D;L ¢ a derivada covariante cujo a conexao ¢ o campo de gauge axial.

A corrente vetorial e axial sao dadas por

g = Wy T (2.45)
e
gt = iy, (2.46)
As leis de conservacdo podem ser obtidas através das equagdes de movimento, que sao
dadas por
- c% . .
P —ip —idys +m) =0 (2.47)
e
(il + i + i Ay — ) = 0. (2.48)

Portanto, obtendo o divergente de (2.45),
. 7.F — .
O™ =i @ T + YT i)

= (i + idys) T — T (i + iddys)¥

= i [T, T (0" + AYy5)0. (2.49)

Com isso, chega-se na lei de conservagao
D,j" + A, j°*] = 0. (2.50)

De maneira analoga,
-Sapu - .<— a - a -
B,5°" = Vi @ 15T — Py T i)
= P(iv™ — i A%y5) s T T Y — Py TOT (LAY — i0™) ) — 2midysT )
= iy, [T, T (v — APys)ap + 2im P*

= D, j*" + [A,, "] = 2imP*, (2.51)
onde P = iiprysT%).

Para se obter as correntes quirais, o processo ¢ analogo ao caso abeliano. Tem-se

AP = A, +V,, (2.52)
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AR = A, -V, (2.53)
DR = 9, + [AR ], (2.54)
5P = S0+ 520, (2.59)
g = ;uz =) (2.56)

Com tais definigoes, as leis de conservagao sao dadas por(para m = 0)

D) U Ran — (2.57)

Note a semelhanca de (2.57) com o caso abeliano. Outras generalizagbes acabam

sendo naturais, portanto, nas proximas secoes, serao tratados os casos abelianos.

2.2 ldentidades de Ward

Para tratar das leis de conservacao na teoria quantica de campos, é necessario ter
em mente que se estara lidando com as fun¢des de Green e com os funcionais geradores.
Logo, a validade das leis de conservacao induzem relacoes entre as funcdes de Green,
chamadas de identidades de Ward. Tais identidades sao o andlogo quantico das leis de

conservacao.

2.2.1 Funcoes de Green

Considere um operador Tj#O*0%...0", sendo j* a corrente tratada e O operadores

genéricos. A funcao de Green desse operador é dada por
(075" ()0 (1) 0% (y2)---O" () 0). (2.58)
Fazendo a quadridivergéncia de (2.58),
0, (075" (2)0" (y1) 0% (y2)...0" (yn)|0) =
= (0]79;"()O" (y1) O (y2)...0" (ya)|0) +

n

+ 2 (0I5 (2), O (:)](z0 = 4i0) 0" (1) O* (32)...0" O™ 1...0™ () [0), (2.59)

i=1

onde o comutador surgiu da derivagdo da funcao de Heaviside.
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Quando se considera a lei de conservacgao classica da corrente e a algebra dos
comutadores, a relagdo acima se torna uma identidade de Ward. Essas relacoes entre as
fungoes de Green devem ser satisfeitas para que as leis de conservagao sejam satisfeitas,

como visto classicamente.

Trabalhando com um caso simples da identidade de Ward, dada pela funcao

T (x,y,2) = (0|75 (2)1(y)1(2)[0). (2.60)

A comutacgao candnica para tempos iguais é dada por

[7°(2), ()]6 (0 — 20) = [V ()¢ (2), ¥(2)]8 (20 — 20) (2.61)

= —{(2), 1 (@)} (2)d(x0 — 20) = — ()8 (2 — 2), (2.62)
onde as relagoes de anticomutagao dos espinores foram utilizadas.

Analogamente,
(%), ¥(2)] = ¥ (2)8"(z - 2) (2.63)

Logo, diferenciando a fungao 7#(x,y, z) e considerando a conservagao da corrente, tem-se

gt = — (0| T (x)(2)]0)0* (x — y) + (01T (y)(2)[0)6* ( — 2)

= —iS(x — 2)0*(z — y) +iS(y — x)6* (x — 2). (2.64)
Fazendo uma transformacao de Fourier para o espago dos momentos,
(pu — Pl (D, 1) = S(P) = S(p), (2.65)

e dividindo ambos os lados de (2.65) por S(p)S(p’), obtém-se a identidade de Takahashi,

(Pu — PLIT (0, p)) = S7Hp) — S7HY), (2.66)

onde T*(p,p') = —5; (;%](D;;?)’ que seria o termo associado ao vértice. Logo,

S~ p) = S7H(p)

, 2.67
7, (2.67)

I (p,p') =

e fazendo o limite que p’ — p, a equagao (2.67) se transforma na identidade de Ward

d5~'(p)
op,

I(p,p) = (2.68)

Outras identidades de Ward que valem a pena analisar sao as das fun¢des de Green
(2.69) e (2.70),
(01T 5,u(2)5(4)33(2)10), (2.69)
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(0|75, (%) 7 (y) P(2)]0). (2.70)
Tais funcoes de Green possuem propriedades importantes. Por exemplo, elas violam o

resultado classico esperado para a conservacao da corrente, gerando uma anomalia.

Para provar isso, primeiramente, transforme as variaveis de (2.69) e (2.70) para o

espago dos momentos,

Tyurlhr, boyg) = i [ dbad'yd' =B oha O[T5, () () RAN0),  (271)
T (b, k) = i / dradtyd! ze' B ken=a2) (0|75, (2)7, (y) P(2)]0). (2.72)

Aplicando a transformagao para a derivada de (2.71), tem-se
/ d*zd'yd ze' R 90| T () 4, (9)33(2)10) = ¢ T, (2.73)

e desenvolvendo a derivada(aplicando nos termos, analisando os comutadores e etc), chega-

se em
[ dtadtydt e = (0T, (), ()02 R()]0) = ¢ Ty,

Usando a lei classica de conservacao 8’{]’2 = 2imP, obtém-se a identidade de Ward

axial(IWA),

q’\TW,\ = Qmi/d4xd4yd4zei(klx+kw—qz)(O|Tju(m)j,,(y)P(z)|O> =2mT),. (2.74)

Por analogia, diferenciando as outras correntes, obtém-se a identidade de Ward
vetorial (IWV),
EFT,, = KT = 0. (2.75)

Os resultados (2.74) e (2.75) sao identidades obtidas considerando que as correntes
se conservam tal como obtido nos resultados classicos. Mas, para um resultado correto,

faz-se necessario calcular diretamente, sem supor que as correntes se conservam.

2.2.2 ldentidade de Ward anomala e anomalia de ABJ

Na subsecao anterior, foi feita a suposicao de que as leis de conservagao classicas
valem para a teoria quantica de campos. Com tal suposic¢ao, foram obtidos as identidades
de Ward (2.74) e (2.75). Entretanto, com um célculo direto dos diagramas de Feynman
correspondentes as fungoes de Green (2.71) e (2.72), obtém-se uma anomalia nas leis de

Cconservacao.
Primeiramente, a fungao (2.69) tem a forma explicita

(01T Aa(z1)va(2)vs(23) : ()0 (@) (2) 2 D(y)10” ()0 (y) = P(2) 1A Ms1(2) < ]0).
(2.76)
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Esse é um termo da expansao da funcao de Green com interacao. Portanto, os diagramas
de Feynman associados a (2.76) sao a soma qde (2.77) e (2.78).

?

T ‘p, (2.77)

T 72 (2.78)

Associada ao grafico (2.77) estd a integral (2.79) e, ao grafico (2.78) estd a integral
(2.80),

1= lualar) = =i | élw];”ip(f o <ip(p—_q>gz+—n;32 "éip—_qilj—n;jﬂw (279)
I=1T1,n(g)= —i/ (;lﬁl;4tri;fj:nnz)7k75 Z}Ep__q)g?trgﬂu (ZE?_;%?tgﬂ”' (2.80)

Também faz-se necessario calcular a fungdo de Green (2.70), pois ela aparece na
identidade (2.74). Os diagramas de Feynman para essa funcao sdo iguais aos (2.77) e

(2.78)(a soma deles), apenas substituindo o termo y,vs por 5. Portanto,

d*p tri(¢+m) i(p—q+m) i(p—g1+m)

v 2.81
] T P

I

— TMV = Juu(Ql) + JV;A(QQ)- (282)

Agora, usando ¢vys = (p—m)ys +75(p — ¢ —m)+2ms, e aplicando em T}, 0 resultado

[ ipam) ipogam) i(p—g, +m)
Clulin) = /(2ﬂ)4t p—m2 =g —m? M p— ) —m2
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() — Z/ <d4p4tr i(p +m)

2m)4 T p? —m? 5

_ip—dt+m) ip—d +m)
lp 4 )(p—CJ)Q—mﬂ(p—ql) R
_i/ d4ptr(i¢+m) ip—d+m) ip—d, +m)

(

2m)t Pt - (= ms -0 —m " p—aq)?—m2 "

o — ptm) (g, +m) (p—d+m) (p—g,+m
=92 Jﬂy / (27T>4t p2 — m275711 (p _ Q1)2 — m27u+75 (p _ q)2 _ mQ%/ (p — Q1)2 _ 7(7;2;;)

Analogamente,

q)\]V,uA(QQ) =

(]ZH—m) (p—g2+m) + (p_¢+m) (p—g2+m)7
pP=m? o=@ —m? " P (p—q)? —m2 " (p— )2 —m? "
(2.84)

d*p
= 2mJW(q2)—/ (27?)4”

portanto,
Ty = 2mT,, + RL) + RG)

pv

(2.85)
onde

(g p+m) (p—g2+m) _(]ZH—m) (g1_p+m)

R(l) = _/ tr v v
" (27T) -2 —m2 """ (p— )2 — m? p—m2 P )2 —m?

By o [, G ) ) gy
(27T) - m gt T P =)t m2

(2.87)
Portanto, para que a identidade de Ward (2.74) seja satisfeita, R' + R* — 0. Para
essa andlise, é necessdrio estudar a convergéncia de integrais do tipo (2.88),

I'= [ dz[f(z+a)— f(x)] (2.88)

Rn

Suponha que a integral (2.88) seja linearmente divergente, i.e., f(+oo) # 0 e
f(£o0) = f"(+o0) = ... = 0, entdo, expandindo f(z + a) em (2.88),

I= /d"x[a“(?uf(a:) sl (2.89)

Para resolver a integral (2.89), basta integrar sobre o volume da hiperesfera de raio R e

fazer o raio tender a infinito. Portanto, aplicando o teorema de Gauss, somente o primeiro

I:/d" 15( a“f(ry))

= a" lim %Sn‘l(R)f(R). (2.90)

R—o0

termo sobrevive, por hipétese,



2.2. Identidades de Ward 61

O termo S" !(R) ¢é a superficie da hiperesfera de raio R e dimensdo n. Para uma hipe-
resfera no espago de Minkowski, a superficie é dada por (2.91). O i surge ao se fazer a

substituicdo x4 = ixy na superficie esférica em um espaco euclidiano de 4 dimensoes,
Stn-1)(R) = 2im*R®. (2.91)
Aplicando (2.91) em (2.90),
I(a) = 2ir*a" ( Jim. R*R, f(R)) (2.92)
Com o resultado (2.92), é possivel calcular RV e R().

Para R, é possivel fazer uma translacdo do tipo p — p + ¢o,

d'p tr <g1_p+m) (p—}-m) (p+g2+m> (%—p—%—l—m)

R(l) - _/ v v
" @m)* (p—a)® - m275%p2 —m2! (p+q2)? — m2 ° (Pta—q) — m2

(2.93)
consequentemente,
w_ [ 4P A
Portanto,
f, —ptm)  (p+m)
1) _ o, —4.n 7 2
R() = 2ir(2m) g} Jim pyp*tr o L pRER R g (2.95)

O limite dentro de (2.95) evolui como

d,—p+m) _@+m)

2 g2 v T T Jim p,p*(p” — 0Pt YV

= lim 2ty
poroo 1P (p—q)* —m? ° “p

= 4i lim p~*p,p*(p” — 01) e, (2.96)

onde €4, é 0 simbolo de Levi-Civita.Como €g,0,p*p” = 0, entdo somente o termo paq’f
contribui. Isso também justifica o uso de (2.92), ja que esse é um resultado para divergén-
cias lineares. O fato do trago surgir sem a necessidade de tirar o limite anula, de qualquer

maneira, o termo p®p”. Portanto, fazendo o limite (2.96),

s ) a B _ ;. Bsa
=4 I}Lr&p PP 41 €grap = 14 577 Epvap

1 (6%
- RSM) == _87'['2 eﬁuauCIqu ) (297)
pela simetria de R, e fazendo p — p + q1, obtém-se (2.98),
1
2) B o
R/(u/) - ]2 €svand1 qs - (298)

Assim sendo, a identidade de Ward (2.85) se torna

1
q/\TuV/\ = 2mT/u/ - RQBV&MQ?QS' (299)
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A expressdo (2.99) difere de (2.74), pois R' + R? # 0. De fato, essa identidade é
chamada de identidade de Ward anomala, devido a quebra da lei de conservacao. Entre-
tanto, a translagdo no momento que gerou o resultado (2.99) foi um tanto arbitraria. De
fato, outros valores podem ser escolhidos de modo que o resultado se difere. Portanto, ha

uma certa ambiguidade na amplitude 7),,5.>

Faz-se necessario um estudo do comportamento da amplitude (2.71) conforme a
translagao na variavel de integracao seja diferente. Com auxilio de (2.92), sera estudado
a diferenca T},,\(a) — T,,,1(0), onde T},,\(a) € igual a fazer uma translagdo p — p + a,(tal

translagao é dada por a = agq; + (o — 3)g2) na variavel de integracao de 7),,5. Portanto,

Appr(a) = Tua(a) = Towa(0) = / (26554 [Fi(p+a) + Fx(p + a) — Fi(p) — F2(p)], (2.100)
onde
PN R P—g+m) G—d +m)
Fi(p) = -Qp ot N b= —m =g —mE (2.101)
Fy(p) = —Qp’tr -+ m) pgrm) @ d+m) (2.102)

P2 — m2 A 5(])— > —m? " (p—q)2—m2"
Note que lim,_, 4o F1 2 # 0, enquanto lim,_,4 Fl’,2 = 0 assim como derivadas de ordem
superior. Portanto, o resultado (2.92) pode ser usado. Por simplicidade, foram feitos os
calculos somente para Fi. Por similaridade, isso dara o resultado para F, também. Usando

o resultado (2.92) ao se expandir F},

T (5 A B S A B S

v ) . (2.103)

A5 v
pP-m?" " p—q?-m"(p—q)?—m>"

O limite em (2.103) seré,

(p+m)  p—gtm) (g, +m) >:

lim]pp2 (tr Y5 y
T pP-m T - -m? T (p—q)r —m?

p—o0

. P _
= — lim ~p*(p~ tr (3757 YY)

p—0o0 p

=41 53757" ('VA’YE)'VV’Ya’YM)

= —i0 €payr (2.104)

Para F5, o limite é

= 0% € - (2.105)

2 Essa ambiguidade estd intimamente relacionada com a divergéncia superficial da funcio de Green.

Tais divergéncias na teoria podem ser retiradas renormalizando a teoria.
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Além disso, em F3, hé a troca de ¢; por ¢ e vice-versa. Portanto, considerando que a

translagdo no momento de F; é a” e de F, é b7, (2.100) se torna

1
Aya(a,b) = —@eyw,\(a" — b7, (2.106)

como b* = aqj + (o — )qf, entao, a diferenca 2.106 se torna

Byun(@,0) = Sy unn(al — ). (2.107)

Consequentemente, o parametro [ determina como a amplitude se comporta com trans-

lacoes. Portanto,
p
TNV/\(B) = T/W)\(O) + @eunu)\(qy - qg)a (2108)

multiplicando (2.108) por ¢*:

B
q)\T,uu)\(6> = q)\T/LV/\(()) ST Qeynuz\q (q - q2)

1 B
- q)\T,uV)\(B) = ZmTuy - Heﬂyay(ﬁa(b S 2€,Lm71/)\q (q - q2)

g
Eunu)\((h + ) )(Q? - qg)

1
— B o
2m1,, 2 €Brapdl 95 + 82

1 B
= 2mT,, — Heﬂvauqf @ + @Guw(qfcff +@q! — (0 + 6 d))

1 N I}
= 2mT;w - rﬂﬁﬁllauq{j(b + QEWW/\(QQ/\Q? - qi\qg)

1-p
T (B) = 2W%YLV-+ATI;5—eyunAq?q§. (2.109)

Portanto, (2.109) é a identidade de Ward anémala(para 3 # 1). Note que 7}, ndo esta
em funcao do pardmetro de translagao 5. Isso acontece pois 7T}, ¢é convergente, ou seja,
nao ha uma ambiguidade associada a translacao na variavel de integracao. Para provar
isso, ¢ muito simples. De maneira andloga, considere D, (a) = T, (a) — T,,(0). Para

‘](/'L7V7 (11) - Jla

J1<a>—J1<o>:—/(d4pt(¢+¢+m> (Brd—g+m)  (rd—g +m)

2m)* r(p+a)2 —m275(p+a—q)2 —m? " (p+a—q)? —mz

_(p—l—m)/y (p—¢+m) (p—d, +m)

)2 —m2(p—q2—m2" (p—q)? —m?

(p +m) (p—q+m) (p—¢,+m)
P2 —m2 " (p—q —m? " (p—qr)? — m?

Como o tnico termo que pode divergir é o proporcional a p°, entao,

"

= —iQa’ hm n p Zpstr Yo (2.110)

= —iQa’ }}i_@op_%gpatr%%%fya =0. (2.111)
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sendo que (2.111) foi usada a identidade try57,7,7. = 0. O analogo é feito para J(v, i1, g2) =
J2, de modo que D,,, = 0.

Retornando a identidade de Ward (2.109), é evidente que ela nao é andémala para
um valor especifico de . Isso quer dizer que a anomalia na lei de conservagao sé surge
devido a ambiguidade na fungdo de Green? De fato, nao. Isso porque ainda falta outra

identidade de Ward para se analisar. Ainda nao foi calculada explicitamente a identidade,

A Thox = A (B). (2.112)
Em (2.112), o termo A, é uma possivel anomalia que pode surgir, e tal anomalia estd
em funcao do parametro 8. A identidade de Ward nao é anémala para o caso de A, = 0.
Para saber se esse ¢ o caso, considere as seguintes identidades

(p +m)

b =

(p—m—p+m +511)(p )_1—(7’ q, — )(p+m) (2.113)

2 _m?2 p2_m2
e

(p—d+m) (p—d+m) (p—d+m)

AP fmm=(p—g—m)+d,) = —1+ (p—d,—m

p—a2—m" " (p—q) - (p—q)? —m?
(2.114)
Portanto,
A Lun(q1) = —/ (;17:;4757“;? i_ :Zz A5 (;p__q?z—i__ﬂ;; Vv (Z(jb qg; 722 q, (2.115)

(p+m) (p—¢+m) (p—¢,+m)
"™ N g = (o= ) — 2
U+/ ¢+:2 A 5(?__;)1;_”22%7 (2.116)

(p— g+m) (p—¢,+m )

—q)?—m? IV (p—q1)*—

r(p—d, -

onde U = — [ (gjf;l

. Para a segunda parte,

(p +m) (p—¢+m) (p—d,+m)

'LLL/ — —/ t v
' Lur(a2) (2m)4 TpQ 2 N (p—q)2—m2 " (p—q)? — m?

v / p+m) (p—d+m)

p —m2 P (p— q)2 —m?

(p_gz_m)

V- / "’Hm) (p-g+m (2.117)

Em (2.117), V = [ (g ’)’4157’;%2%%\7 %% Somando (2.116) e (2.117), obtém-se

q’fTu,})\ =U + %

d4

p—dgtm) G—d+m Y—dytm) (p+m)

- - t v v .
/ 2t (m” p—q2—m " p—q)2—m? P2 —m? " p2 - m2>
(2.118)
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Portanto, (2.118) assume a forma

2in? p—d,+m)  (+m)
" T Jin ’t )
Q1L = (2 )4 Q1 m p5p Y\75 (p q2) —m2 p2 —m2

2im? N N
= anih 1 lim psp™* (% — 45)p "t (1357070 7)

87 51 -2 a, B
“anih Hm psp™=gsp” Eravs

1
- @ng?a\auﬁ )

1
T \ = a fB
qlll 25 ]2 41 492 €xavp- (2119)

A identidade (2.119) foi calculada sem translagdo na varidvel de integragdo. Em
outras palavras, ela vale para § = 0. Para um  arbitrario, multiplica-se (2.108) por ¢{ e
usa-se a formula 2.119, obtendo a identidade de Ward (2.120),

1+5
A Twn(B) = Q2 a Q2 €vraf- (2.120)

Portanto, dado o conjunto de identidades de Ward (2.120) e (2.109), é possivel enunciar

0 seguinte teorema.

Teorema: Nao existe valor de 5 que anule, simultaneamente, as anomalias em
(2.109) e (2.120). Em outras palavras, independente da translagdo feita na funcdo de
Green, sempre haverda, ao menos, uma anomalia no conjunto das duas identidades de

Ward calculadas.

Isso implica dizer que a anomalia nao surge devido ambiguidade na funcdo de

Green T),,». Ela é, na verdade, uma caracteristica do sistema fisico.

2.2.3 Anomalia no espaco das configuracoes

Os célculos feitos até agora possuem varidveis no espago dos momentos. Para
retornar ao espaco das configuragoes, basta fazer a transformacao de Fourier. Assim sendo,
qual seria a expressao para as anomalias ja calculadas em funcdo de x? Considere, por

exemplo, a anomalia (2.109). Para § = 0, tém-se

—i(qrx+q2y—qz) /\T —_ 9 . . -5 _
| e T = 2013 ()R ]0)

d4q d4(]1 G itoretary—an
—om / e~ Hartay Q)TV+CLW

4(2m)4 a

— 2mi (0,5, P|0) + a,u. (2.121)
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Na expressao (2.121), o segundo termo é dado por

a . / d4q d4(11 d46]2€
= 4 2 vHal 4 (2m)4

/ d'q d'q d'g (q1:r+q2y—q2)qaq5:_54(z)/ d'q d'q 9298 e~ a1z+a2y)
(2m)4 (2m)4 (27T) 112 (2m)* (2m)4 7Y

—i(q1z+q2y—qZ)q<11q§

1

= T T

s 00 (5 (2)51 ()5 (). (2.122)

Portanto, no espago das configuragoes, a identidade de Ward anémala (2.109) é
dada por (2.123),

L s 0208 (5 ()5 ()6 (). (2.123)

02{017,u ()5 (9)33(2)|0) = 2mi{0] .5, P]0) — 1

J& a identidade vetorial é dada por
0% (0Lju(2) 7 ()33 (2)10) = 8, (01ju(2) 5 ()53 (2)]0) = 0. (2.124)

Fica evidente que, para essa escolha do parametro 3, a anomalia surge justamente
no campo da corrente axial. De fato, ela é dada por
2
0"§5 = 2miP — —— OB Fys (2.125)
Tn = T6m2" '
A prova de (2.125) é feita nas subsecoes posteriores. Agora, as anomalias j& sao conhecidas

no espago dos momentos e das configuragoes.

2.2.4 Anomalias na corrente quirais

Na subsec¢ao 2.1.1 foram estudadas os campos 17, e P i e suas correntes conservadas,

dadas por

= S+ 508) = 5+ 59) (2120)
e

1= S @1~ )) = G~ ). (2127)

Considerando a corrente axial e vetorial, é possivel ver que todas elas possuem a forma

geral dada por
Jp =0T, (2.128)
Nessa nova notacao, I indica o tipo de corrente, sendo V,A, L e R os indices das correntes

vetorial, axial, esquerda e direita, respectivamente. Explicitamente,

IV=v  Tl=yr

1
Fﬁ = 5%(1 +7s) Fﬁ = %W(l - V)
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Como ¢é mais simples trabalhar com as fung¢des no espago do momento, acaba sendo

conveniente introduzir a seguinte notacao [7].

Em (2.129), I, J, K indicam os tipos de correntes, como em (2.128).

Analogo ao que foi feito para o caso de TVV4, a funcdo genérica (2.129) pode ser

expressa como a soma de dois diagramas dequynman.
1

G2 a3 (2.130)

q1

>
AN

72 q3 (2.131)

Assim sendo, as integrais relacionadas aos diagramas sao

{ + —d + — 4+
ﬁ((ql,qQ)Z—/ ID 4 PEM it PZHTM g PHEM pre (g 159

II
2m)?2 p?—m? "(p—q)?—m? " (p—q)? —m?

w

dp , p+m p—d,+m p—q,+m
[IK7 _ / ¢ T’ 1 T« 3 7. (2133
o (@1,3) (2m)? rpQ —m? Fp—q)?—m?> * (p—qs)? —m? " ( )

A soma de (2.132) e (2.133) resulta em T),/{. Primeiramente, é explicito que

TV ars a2 a3) = TpA™ (a1, 42, 43), (2.134)

T,KXV(%, G2, q3) = T,Kf,\m(qh 2,q3) = 0. (2.135)

Em ambas, (2.134) e (2.135), foi usada a propriedade de que (73)? = 1. Em (2.135), tém-se

que TVVV = 0, conforme o teorema de Furry.
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Outras identidades importantes sao dadas por|[7]

T;f;]){(((h’ 92, q3) = Tﬁf}](%y 43, G2), (2.136)
T (@1, 40, 03) = T (43,42, 1) (2.137)

A propriedade (2.136) é evidente, pois T\, (q1, 2, q3) = IL5 (g1, q2) + I\ (a1, g3). Jé a

propriedade (2.137) surge devido ao fato de que o trago de um produto permite permuta-
¢oes ciclicas e também vem de (2.136). Portanto, ¢ possivel reescrever 7444 como dado

por

1
Tt (a1, 42, q3) = g(T,YA‘iA(QM g3, @2) + T a (a1, 42, 03) + Toxn ™ (43, g2, 1)) (2.138)

Portanto, a funcao de Green T é dada por

1
i = JL - T T T, 2139

usando (2.136), (2.137) e (2.138), a expressao (2.139) se torna

14+1/3
Tohl = 8/ (TN a1, 42, a3) + o (a1, G35 42) + Ton (a3, @2, 1)) (2.140)

Multiplicando (2.140) por ¢, obtém-se a identidade de Ward

1 1
ATot = —(2mTo + 55 €napdsds) (2.141)

6 2
A identidade de Ward (2.141) foi calculada ja considerando as translagoes no in-
tegrando. Portanto, como a anomalia nao tem dependéncia de 3, isso demonstra que ela
surge independente da translacao considerada. Ou seja, ela nao surge devido a ambigui-

TRRR

dade da funcao de Green. Para , a expressao difere por um sinal negativo.

2.2.5 Anomalias e o funcional gerador

A formulacdo da teoria quantica de campos estudada até o momento foi a das
integrais de caminho, que levou ao estudo do funcional gerador e em como é possivel
obter toda a informacao da teoria a partir de suas derivadas funcionais. Assim sendo, faz-
se necessario estudar as influéncias das anomalias no funcional gerador. Primeiramente,

algumas definigoes sdo necessarias.

Definicao: A acao quantica é definida como o logaritmo do funcional gerador,

como é possivel ver em (2.142),
W) = tn(Z13,) (2.142)

Com tal definicao, é possivel provar o seguinte teorema.
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Teorema: As derivadas funcionais da agao quantica (2.142) geram as fungoes de

Green conexas. °

Como o objetivo é estudar as fungoes de Green das correntes conservadas, faz-se
necessario um funcional gerador dessas fungoes. Esse resultado é um tanto trivial de se
obter. Lembrando que o funcional gerador pode ser dado por (2.143), para uma genera-
lizacao, basta tornar A, a varidvel do funcional, enquanto j* sao os operadores. Isso ¢

andlogo a dizer que a expansao de (2.143) ¢ dada por (2.144),

Z = (0|Teap (2 / d%j”A#) 10) (2.143)

ZIA) =3 ;‘:, / Az d e, Ay, (1) Ay (2) (0] T3 (21)... " (2)]0) (2.144)

No funcional gerador, a lagrangiana que aparece é classica. A informagdo quantica é
justamente a dada pela integragdo em todos os campos possiveis. Portanto, (2.144) é
analogo a (2.145),

ZIA,] = / Djtexp (z / & (L + j"AH)> (2.145)
Agora, alguns resultados importantes.
Proposigao: A acao quantica, definida pelo logaritmo de (2.145), é tinica a menos

de um polindmio do gauge externo e suas derivadas. Isto é

WA = WIA,] + f(A). (2.146)

O resultado (2.146) induz uma transformagao em U(1) de (2.145). De fato, isso é

facil de provar,

W/

W = W+

= Z'[A)] =T Z]A)). (2.147)

Esse polinémio esta associado a renormalizacao da teoria, adicionando termos que anu-
lem as divergéncias. Esses termos surgem a partir de uma redefinicao das constantes na

lagrangiana.
Um exemplo onde é possivel checar tal resultado é na funcao de Green
(015u() 4 (y)]0). (2.148)
Considerando (2.148) no espago dos momentos e usando as regras de Feynman, tém-se

1 4 ¥+ m F—p+m
Tul®) = G Jd K ) W e = pJ = (2.149)

Uma prova desse teorema pode ser encontrado no livro do M.O.C. Gomes[5], no capitulo 7.

3
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que, evidentemente, é superficialmente divergente.

Uma duvida natural é a de como se generalizar as matrizes gamma para d dimen-

soes. Primeiramente, as relagoes de anticomutagao sao validas.

vt =0 (2.150)

Em (2.150), o intervalo do indice u = 0,1,2,3,..,d — 1. Portanto, essa propriedade bésica

continua valendo.

Para lidar com essa divergéncia, sera utilizado o método de regularizagao dimensi-
onal, onde a integral é feita em um espago tempo de d dimensoes e, entao, o limite d — 4
¢ tomado[8]. Entao, (2.149) é modificada para (2.151),

F+m %—]H—m

T.(p) = kt Y 2.151
= P G 2150
Mas, para calcular a integral (2.151), sera considerada a férmula de Feynman
1 1 dz
— = . 2.152
ab /0 (az +b(1 — 2))? ( )
Fazendo esse ajuste, obtém-se
k+m)y(k—p+m)
T, (p) = / dk / dzt ,
)=~ gy TR =)z + (k=) —m?) (1= 2))P
e aplicando a mudanca de variavel ¢ = k — zp,
+zp+m)pld — (L —2)p+m)
T, / dtry, . 2.153
1 0 (g2 —m? + z(1 — 2)p?)? ( )

Como try, Vv YaVs = f(d) (9908 — Gua9vs + 9usva), onde trl = f(d) é uma funcao que é
igual a 4 para d = 4, e também lembrando que trv,7.,7 = 0 e try,7, = f(d)gu, tém-se
que (2.153) se torna

((q* + 2p")va + m) 1 ((¢° — (1 = 2)p°)ys + m)

T (@~ + (1~ P

1
q / dztry,
0

[ a0 N = (0= )yt s + )
(¢> =m? + 2(1 — 2)p?)?

(2.154)

No numerador, reescrevendo (¢* + 2p*)(¢” — (1 — 2)p”) = (¢*¢° — 2(1 — 2)p"p” +
2p®q® + (z — 1)¢“p?). Portanto, tém-se

(¢°¢" — 2(1 = 2)p"P")(GuaGvs — Guw9as + Gupdva), (2.155)

(20°¢” + (2 — 1)@P°)(Gpaus — GuwGas + Gusdva)- (2.156)
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Desenvolvendo (2.156), chega-se em

(22 - 2) (pMQV + bvdy — pqguu)- (2157)

Portanto, a integral cujo o numerador é (2.157) pode ser reescrita como

I= /ddq/ g2zl (2.158)

2(1—2) +¢)?

Integrando em relagao a z, obtém-se I = 0. Portanto, a integral (2.154) se torna

/ dz q qB - Z 1 - Z)p pﬁ)(guaguﬁ Guv9ap + guﬁgua) + m2g;w
(¢ —m?+ z(1 — 2)p*)?

(2.159)
~ f(d) ! 24,4y 22(1 = 2)(pupy — P*9yuw)
= Tw = (2 q/ P—m2+z(1—2)p2)2 (@ —m2+ 2(1— 2)p?)?

Guv
S e ) (2.160)

No apéndice A, é possivel ver que o terceiro e o primeiro termo da integral se cancelam,

sobrando apenas

/ 2(1 = 2)(pupv — P° i) (2.161)
o (¢? —m2+z(1—z)p)2’
sendo d = 4 + ¢, a integral acima é dada por
—i 9 1

T = s pube = P (5. + ). (216

sendo a um termo finito. Como ¢ — 0, o polo de 7}, é dado por (2.163),
—1i
polo = m(pupu - p2g/w>‘ (2.163)

Portanto, é necessério fazer um processo de renormalizagdo que subtraia (2.163).
Note que, para isso, faz-se necessario considerar a constante zgr tal que a lagrangiana do

campo eletromagnético seja

L= —%RFWFW, (2.164)
62
s=l-=1-2 (2.165)

De modo que a constante (2.165) possui um acoplamento com o objetivo de renormalizar

a fun¢ao de Green da polarizacao de vacuo. De fato, é possivel provar isso. Primeiramente,

o 92 (ZeF [ d'vaa(D)4a)
O @) OI0) = =53 554, 0)

A=0
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Expandindo até primeira ordem,

0 (Z(1+i% [ d'yAa(DP)Ap))
- 6 A, (2)5A,(0)

A=0

= (0]5*(2)3"(0)|0)sivre + i2p D5 (x) (2.166)

= Tﬁ,(p) = T,LLI/ + iZP(pupu - g,uyp2>

:ieg( — 2 )(1+a>
52 Pubv =P gw) | 5

2 2

N e —ieca
672 272

provando que o polo ¢é eliminado através do termo se renormalizacao zp. Retornando a

(p,upu - p29;w> = (pﬂp,, - pQQW), (2167)

(2.146), é evidente que f(A,) = — [d*'z$F,, F*. Portanto, a renormalizacdo da teoria

induz uma transformagao unitaria no funcional gerador.

Foi estudado como a renormalizacao afeta o funcional gerador. Entretanto, como

as identidades de Ward afetam Z[A,|? Para isso, sera provado o teorema a seguir.

Teorema: As identidades de Ward sao equivalentes a invariancia de gauge da agao
quantica. Ou seja,
WA, + 0,A] —WI[A,] = 0. (2.168)

Demonstragao: Primeiramente,

WA
iWI[A, +0,Al =iW[A,] +1 V([S//[l sl oA+ O. (2.169)
1
Portanto,
. 5W[A ] " 4 4 x1 V2...Un
WA, = i MMM oA =3 o) /d 21 20N (1) Ay (22)- Ay, (20 ) T2 (24, 2,

(2.170)
onde o denominador (n — 1)! surge pois a derivada funcional é sobre cada um dos campos

de gauge no produto, resultando em um fator n multiplicando.

Integrando por partes em xq,

WAL = _Z (n ill)!

/ d4x1...d4an(a:1)A,,2 (wg)... Ay, (2,,)0,TH2 " (21, 20, ..., Ty,
(2.171)

sendo (2.171) justamente as identidades de Ward para cada fun¢do de n-pontos. Se todas
as identidades valem, isto é, se ha a conservacdo da corrente, entdo, (2.168) se anula,
provando (2.165).

Teorema Se ha uma anomalia na identidade de Ward, entao, isso corresponde a

seguinte transformacao de gauge de agao quantica

iSW[A,] = iG(A, A) = / dzA(2)G[A,)(2), (2.172)
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onde G(A, A) é justamente o termo associado a anomalia.

Demonstragao: Para provar, use o resultado (2.168). Mas, considere que hd uma
anomalia na identidade de Ward de uma funcao de m-pontos, enquanto as outras identi-

dades de Ward se anulam. Entéao,

MWMA:—{Jﬂ/mmmm%um&mAM@w:@ﬁmmmu@% (2.173)

(m
sendo G[A,] = 128 [ dwy..dvyy Ay, .. Ay, 07"
Portanto, considere uma determinada identidade de Ward andémala. Assim sendo,

o funcional gerador é dado, apds a transformacao de gauge, por
Z[A, + OA] = exp(iW[A, + 0,A]) = exp(iW + idW) = exp(iG(A, A))Z[A,].  (2.174)

Assim sendo, é possivel enunciar o seguinte teorema.

Teorema: Uma anomalia existe se nao existir um polinomio de renormalizagao

f(A,) que cancele a transformacao de fase associada.

De fato, isso é evidente. Como uma renormalizacao induz uma transformacao de
fase, entao, se existir f(A,) = —G(A,), bastara renormalizar o funcional gerador de modo

a se anular a fase devido a anomalia.

2.3 Regularizacoes e a anomalia ABJ

Na secao anterior foi utilizada a regularizagao dimensional para analisar o compor-
tamento da divergéncia da polarizacao de vacuo. De fato, os processos de regularizacao
permitem analisar as divergéncias presentes em uma funcdo de Green e, consequente-
mente, dao uma ideia de como renormalizar a lagrangiana de modo a se remover os
termos divergentes, sobrando apenas resultados finitos e fisicos. Entretanto, nessa secao,
serao revisados alguns métodos de regularizacao, de modo a se aprofundar nas possibi-
lidades para lidar com as divergéncias e, principalmente, entender como as anomalias se

relacionam com esses processos de regularizagao.

2.3.1 Regularizacao dimensional

Na se¢ao anterior, com o objetivo de se encontrar a parte divergente da integral de
polarizacao de vacuo, um método de regularizagao foi adotado. Esse método consiste em
considerar um espagco de dimensao d e, no fim, fazer d — 4, de modo que d = 4 é um polo
da integral. Primeiramente, sabe-se que a acao é adimensional, pois, ao se considerar um
sistema de unidades naturais em que ¢ = i = 1, o expoente S/h — S. Portanto, em um

espaco de dimensdo d, a lagrangiana possui dimensio [£] = L™¢, onde L tem dimensio
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de distancia. Portanto, para exemplificar, considere a lagrangiana do campo escalar com

autointeracao,

L= (0,6)(0"6) = m*|[* = T |of" (2.175)

Evidentemente, o campo escalar possui dimensio [¢] = L'~%?2, a massa possui [m] = L~*
e [g] = LY. Para d = 4, a constante g é adimensional. Portanto, é conveniente considerar
substituir ¢ — gu*~?, onde p é um pardmetro de regularizacio com dimensdo L~*. Como

consequéncia, a expressao (2.175) é reescrita da forma

4—d
£ = (0,6(0"6) = m*|of* = T —o]". (2.176)

Com esse exemplo, é possivel enxergar que a regularizacao dimensional induz um
parametro de regularizacao. Entretanto, como o objetivo é calcular a anomalia em cor-

rentes fermionicas, deve-se considerar a lagrangiana de Dirac

L =y (iv"d, — m)ip. (2.177)

Lembrando que as regularizagoes estao sendo tratadas no contexto da anomalia

de ABJ, e que as integrais que descrevem tal anomalia sao dadas por

d m — m - m
L (@) = —/ (;lﬂl;dtrgj J_r mg A5 (](;37)_ q?;L_ 7’3&2 Vv (;p_ q?;;r_ ﬂzz Y (2.178)
) d? +m —g+m (p—¢,+m)
Ju(q1) = —/ (ZWZ)?dtT](jz — mZ% (]()%— q?g — Tr)ﬂ V(pp— q?)Q —5 (2.179)

A generalizacdo das matrizes de Dirac para uma dimensao d ja foi feita, entretanto, a
matriz 75 ainda nao estd bem definida. Mantendo a mesma definicao, dada por 5 =

V017273, ela satisfaz
{7577,&} = 07 (2180)

para p < 4, e
[757 %L] - 07 (2].8].)
para p > 4.

Agora, separando o vetor p = P+Q em (2.178), onde Q = p*e,+p’es+...p% teq
e P = pley+ple; + pies + pes, e considerando m = 0 por simplicidade, a integral (2.179)

é reescrita como

‘P / QPP PH@—q) (PR ) (2.182)

) = _/ ot/ Cnit PP (P - QP q)? - @

Sem perda de generalidade, foi assumido que ¢, = ¢1, = 0 para p > 3.
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Agora, é importante descobrir como a regularizagdo dimensional afeta as identi-

dades de Ward. Primeiramente, calculando ¢{"7},,,

., &P oAt (P+@—4q) (P tR—4) P+@)
q1 qu,\(fh) = —/ (27r)4 / (zﬁ)d,ﬂr%\%( )2 %1 V( ) —Q2p?— Qz'
(2.183)
Considere as identidades (2.184) e (2.185),
g7 =P+ +nP+@—4q,), (2.184)
'.Yugl = P)/I/(P + @ - gQ) + (F + @ o ﬁ)%v (2185)
a integral (2.183) pode ser reescrita como em (2.186), utilizando (2.184),
W [ d'P [ dTQ P+@—4)  (P+Q)
¢ L —/(%)4/(%)61 4tmwf)(P e QQ%PZ_Q2+
(P +@- 51) (P +@—4)
W P — g (2.186)
Analogamente, para ¢’ (q2),
y _ [ d'P o dtiQ (P+@—d,) P+
Al (e) = _/ (2! / m P g - @ P g
P+@—9) P+
_|_fy)\fy5 (P ) Q2 ’y,/ P2 — Q2 . (2187)
Somando (2.186) e (2.187),
pirres — [ 4P [ d7Q P+@—¢) (P+@—4)
AT = [ Gy | G @ P @
Pr@—d) P+Q) (2.188)

—\75 (P ) Q2 T P2 _ Q2 .

Chamando f(P) = [ 4 (%)d AL tryays (;PZ?;:QQ o (;lizgilc;27 a integral (2.188) assume a forma

AT = = [ i (P+ ) = F(P) (2.189)

Como o polo ocorre em d = 4, mas o espaco considerado é em d > 4, entao, pode-
se fazer uma mudanca de varidvel P — P — ¢, somente na integral [d'pf(P + ¢;) sem

ambiguidades devido as divergéncias. Portanto,

T == [ 22 Py - 1Py =0 (2.190)

72



76 Capitulo 2. Anomalias em Teoria Qudntica de Campos

Logo, a regularizacao dimensional induz a identidade de Ward vetorial. O célculo para

g5 T, € equivalente.

Uma questao que surge é o que a regularizacao dimensional faz na identidade de

Ward axial. Primeiramente, tém-se

/d4P/dd4Q P+@) (P+Q—q) (P+@ 1)
( (

o ] P P P - 2
(2.191)

E possivel simplificar a soma dessa integral com a integral ¢*1,u(q2), de modo a se obter

q)\qu/)\ ((h) = -

4 dp Ji—4 2
i | Gy | G =g a1
Note que (2.192) ja é a integral para ¢*T), 5.
Considere a férmula de Feynman (2.193),
1 -z 1
%:2/0 dm/o dy(ay—l—b(l—x—y)—l—cx)?” (2.193)
aplicando em (2.192) e fazendo algumas manipulacoes, tem-se
d4P 4440 1- . 02
[ ey | G o], PP 2P((L -2~ y)g +aq) - QP
~ d—4 -z 2
- 16Z7r2 / C;r dQ4 dx/ dyQ2 +((1— xQ— Y)q + xqr)?’ (2.154)

onde foi feito o uso da férmula (A.12) para chegar em (2.194).

Aplicando a férmula (2.195) em (2.194), e fazendo o limite d — 4, obtém-se

/ dQ @ fN? T(14 N/2)T(=N/2) (2195)
@r)2@*+f  (2ymN I'(N/2) ’ '
i . fN? T(WN/2)(1-NJ2)
G = o Y 77 R Thoh (2.196)
Portanto, .
/\T/Z’S?\ = qu qQEOéﬁlW/ d$/ - 2 2Q1 q2 Eocﬂ;un (2'197)

pois fol dx fol “"dy = 1/2, devido ao fato de que é integrado sobre a drea de um tridngulo
retangulo de catetos iguais a 1. Consequentemente, a identidade de Ward axial é anomala

ao se fazer a regularizacao dimensional,

1
Arreg a B
T;u//\ 2 2 q1 92 €apur- (2198)
T
Note que a regularizagdo nao foi capaz de eliminar a anomalia, o que indica que
uma renormalizacao baseada na regularizagao dimensional nao seria capaz de anular os

termos provenientes da anomalia na identidade de Ward axial.
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2.3.2 Regularizacao de Pauli-Villars

A regularizacao de Pauli-Villars resume-se em subtrair a fungdo de Green original
pela mesma funcao, mas substituindo a massa original m por uma massa reguladora M

e, em seguida, fazer M — oco. Matematicamente, isso se da por

Gr9(m) = lim G,(m)— G,(M), (2.199)

M—oo
onde G, é a func¢ao de Green. Se G, for convergente, evidente que limy; o, G,(M) = 0.

Como o objetivo é analisar como uma fungao regularizada por PV (Pauli-Villars)

influencia nas identidades de Ward ja estudadas, entao considere

RETL = i K (T (m) — T (M)). (2.200)

pvx T

Como ja calculado em (2.120), o produto de k; pela fungdo dependente de m dard um
resultado independente da massa, o mesmo para a funcao dependente de M. Portanto, a

diferenca (2.200) sera nula e, consequentemente, a identidade de Ward nao serd anémala.

Agora, considere a expressao

QTS (m) = lim ¢ (Twa(m) — T (M)), (2.201)

v M—o0

como obtido em (2.109), a expressao 2.201 se torna

T4 (m) = 2mT,, — lim 2M T, (M). (2.202)

Para saber se a identidade de Ward (2.202) sera satisfeita, é necessario calcular
o limite na segunda parte. Para isso, usa-se da férmula de Feynman (2.193). Lembrando
que Ty, = J(q1) + Juu(g2), e aplicando (2.193) em (2.81),

Jw =

B _2/ d*p /1 0 /H a0 tr(p+m)ys(p—d +m)y(p —d, + m)
(2m)*Jo " Jo (P*=m?)y+((p—q)? —m*) (1 =z —y) + ([0 — q1)> —m?)x)*
(2.203)
Considerando as propriedades dos tragos de produtos das matrizes gamma, o termo
que sobra em (2.203) d4 a integral
Jw =

B dip 1 =z mtr(Ppys (P — Vv + Prsve P — 4 )% + 1P — D — 4,)7)
——2/(2/0 dz/o dy((p

™)t 2—m2)y+ ((p—q)? —m?)(A =2 —y)+ ((p — q1)*> —m?)z)*
(2.204)
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Para (2.204), tém-se ao desenvolver numerador,

m-tr(Pys(P — D Ye + P10 @ — 4%+ 5P — D@ — d,)7) =

= m((p®(qr — ¢”) + (0™ — ¢*)P” — @) trYars V87 )

= 4im(p*(q; — ¢") + (0° — ¢*) (0" — ¢¥))€apin

— di€ap,0°q). (2.205)

Portanto,

J = —8im-

. / d4p /1 dr /l—z dy Eaﬁuuqa(hﬁ )
(2m)*Jo o (P> =m?)y+((p—q)? —m*)(1 -z —y) + ((p — @)* —m?)z)’
(2.206)
Como q = q1 + ¢ € €asp,,0%¢° = 0, a integral (2.206) é dada por

S = 8tm-

N e Capuudiids
e A A e e g s e (o oS

(2.207)
Para o denominador,
(0* =mPy+((p—q)? —m*) (1 =z —y) + ((p— @)’ —m*)z)’ =
=@y + 0 =2+ )1 -z —y) + (* = 2pq1 + )z —m?)?
= (" —m® = 2p(q(l — 2 —y) + q2) + ¢*(1 — v — y) + ¢{x)’
- (p2 - 2pA(Q7q1ax7y) +B(m7Q7 qlax7y))3‘ (2208)
Portanto, a integral em p é dada por
1
4 _
/d oA By = (2.209)
Utilizando a férmula (A.12) na integral (2.209), obtém-se
w1

Portanto, (2.206) é dada por

1
_ a B
S = 47T2m€aﬁw(h qs-
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1

- dm/d . (2211

/ T m et A —a—y)2 -2 —y) + 24—z — y)qe) (2211)
Note que, no limite que M — oo, tém-se

lim I, =
M —o0 *y

1 1—a 1
= lim / dx/ d
M—o0.Jo o VI rM@gr P —r—y)2—2—y) +20(1— 2 — y)qz)

— lim I, = -1/2. (2.212)

Note também que J,,(g2) = J,.(q1), devido & simetria de (2.211), portanto,

: . 1 w B o
o, M (M) =2 Jo, M (M) = 5 Coguntids [, Loy

1
. _ a B
— Nl{llgo MT,, (M) = ~ g2 Caprn i @a (2.213)

Consequentemente, (2.202) é andmala. Note que, enquanto a regularizagao de PV induz a
identidade de Ward vetorial (2.200), ela torna anémala a identidade de Ward axial (2.202).
Portanto, utilizando-se da regularizacao de PV, nao é possivel achar um polinémio de
renormalizacdo que anule ambas as anomalias. Inclusive, na se¢do anterior, foi provado

que, ao se anular uma das identidades, a outra é anoémala, e vice-versa.

2.3.3 Método de Schwinger

Até o momento, todas as regularizagoes foram feitas com fungoes de Green no
espaco dos momentos. Mas, devido as relagoes de comutacao candnicas, é sabido que o

operador corrente (2.214) é um operador singular,

77 (x) = () v y50 (). (2.214)

Isso se da pois a comutagao candnica considera que a comutagao de operadores no mesmo
ponto do espaco-tempo é singular e, portanto, o produto de operadores no mesmo ponto
do espago-tempo é um objeto singular. Por isso, para lidar com essa singularidade, sera

necessario considerar algum método de regularizagao.

O método de Schwinger consiste em substituir (2.214) por

jZ(:U, €) = iGY(x + €/2)y, 50 (x — €), (2.215)

e no fim, deve-se tomar € — 0. O coeficiente G foi introduzido para garantir a invariancia
de gauge de (2.215), de modo que, ao se fazer ¢ — 0, entdo G — 1. Para se obter a

expressao explicita de G, considere uma transformacao de gauge,

By = Bla)e O, (2.216)
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by = eNy(a), (2.217)
onde o e no expoente é uma carga elétrica. Portanto, (2.215) se transforma em

jg,u — ZGQJ(JI + 6/2)Gie)\(z+e/2)’)/M’Y5€_i6)\(z_e/2)1/)(ZL’ . 6/2), (2218)

onde Gy é o coeficiente apds a transformacgao de gauge. A expressao (2.218) é reescrita

como
jgﬂ(% €) = Ggeze(x(m+e/2)_A(x—e/2))$<x + €/2) 7,750 (x — €/2), (2.219)

portanto, G deve se transformar por gauge como
G, = e At/ =Me—e/2) g (2.220)

Um G que satisfaca as duas caracteristicas ja previstas é dado por

 late/2)
G =exp (ze/ dy”Al,(y)> ) (2.221)
(z—¢/2)
logo,
gred = lim j(z, ). (2.222)

A identidade de Ward é obtida ao se fazer o divergente de (2.215),
0,5, €) = Vi @y G + Y(iPv50) G + i(9,G) by vs1).
As equagbes de Dirac sao

%’3 = —(m — ed) (2.223)

iy = (m —ed), (2.224)

substituindo esses resultados,
0,57 (x,€) = —=Gp(z + €/2)(m — eA(x + €/2)) 50 (z — €/2)+

—GY( + €/2)75(m — ef(x — ¢/2))b(x — €/2) + i(FuG) Py 51
= 2im(Giysy)) + eG(A(x + €/2) — Alx — €/2))¢ + (9, G) Py y59
— 0,57 (x,€) = 2mP(x, )—icj ™ (A, (v+e/2)— Ay(r—e/2))+iej O ( / el dy”A,,(y))

onde P(x,¢€) é definido de maneira andloga ao (2.215),

P(z,€) = iG(z + ¢/2)y50(x — €/2). (2.226)
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Para o termo multiplicando —iej®* em (2.225), tem-se

(-aﬁ{lw+d”dy%4xy)+w&4x+«#2)—fhtr—e/%),

x—€/2)

usando f((fj://;)) dy’ A, (y) = ¢”A,(2')(teorema do valor intermediario, para um z’ = z'(x, €)

ex —€/2 < <ux+¢€/2) para a expressao esquerda e expandindo a diferenga & direita

em torno de z,

(z+e€/2)
% </<xe/z> dyVA”(y)> = €(0,Au(2) = 0,A,(2")). (2.227)
Como 2’ =z + € /2, sendo |€| < €, ao se fazer o limite € — 0, o termo A, (z') — A, ().
Consequentemente,
o ([ ay anw)) = (0,4 9,4
a /(x—e/Q) v A(Y) | = (0, Au(x) = 0, Ay (2)). (2.228)

Portanto, (2.225) é reescrita como

0,57 (x,€) = 2mP(x,€) — iej ™ (x, )" (0,Au(x) — DA, (x).  (2.220)

Agora, calculando o valor esperado de (2.229) para o estado de vdcuo, tem-se
(0|8Mj5“($, €)|0) = 2im (0| P(x, €)|0) — iee” (0|5 (, €)[0)(0,Au(x) — 0,A, ().  (2.230)

Portanto, faz-se necessério calcular a fungao de Green (0|7°*(x, €)|0). Entretanto, essa é
uma funcao de Green com interacdo do tipo £ = i A1, portanto, para calcular a funcio

de Green, serd usada a expressao (1.150), com Zj ja conhecido

Zy = eap{~i [ d'd'yn(@)Sp(e ~ ()}, (2.231)

considerando a expansao do operador de interagao,
ea:p{/ d4z57(7Z)A5%Z)} =1+ /d4z57(7z)A5%2) + ... (2.232)

Em (2.232), tém-se que a seguinte notagao foi adotada,

)
e — 2.233
o = 5oty (2239
analogo ao que é feito para a derivada, onde 0*) = 9/0x. Portanto, aplicando (2.232) em
(2.231),

Z = N_l(l—H'/d4ZSF(O)A(z)—/d4zd4x1d4:z:gSp(z—x2)n(xg)A(z)ﬁ(xl)SF(:El—z)—i—...)Zo.
(2.234)
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O fator de normalizacdo N irda anular os diagramas "bolhas", que sdo os diagramas que
vao gerar o termo Sp(0) [d*zA(z). Portanto, para calcular a funcio de Green, basta

considerar a contribui¢ao dos outros termos. Entao, a fungao de Green se torna
—5%96_6/2)57(7”6/2)Z| =0 = To(—€) + /d4z7' v—¢/2—2)A)T(z —x—€/2) (2.235)

= T(x —€/2,x+€/2) — T9(—€) =

/ d'p dq Silbe—q (}”‘" 34 +m) Aq) (p— 2 +m) (2.236)

(2m)* (2m)* (p +30)? =m?) " ((p - 59) —m?)’
que, apds algumas manipulagoes [2], chega-se em

v/ 5 _ Apa d'q —iqa d'p 0 (PagsAx(q))
OG0 00 =176 [ e [ e G et =)

2

1
—— P9, Ag(). (2.237)

: v 9 _
= lim e (0] (,9/0) = £

Fazendo o limite em (2.230) e colocando o resultado (2.237),
: - v -5 o ie vaf
iy e 0117 (2, €)10) F = o6 (0 A5) Fy
e

~ 1672 e FogFpu (2.238)

. ‘6 ro
— (010475l ()10) = 2im (0] Py (@)]0) + o5 Fa P (2.230)

Em (2.239), é possivel ver que a regularizagdo de Schwinger induz a anomalia axial.
Entretanto, a anomalia calculada difere das encontradas anteriormente por um coeficiente
—ie. Isso se deu pois a corrente tratada nessa subsecao é dada por ji = 1y,75¢ (para a
corrente axial) e P = i1)y51) (para a corrente pseudoescalar), enquanto a corrente usada
nas subsecoes anteriores é jﬁ = e@fy,;yg)zp e P = eyys1. Portanto, para se obter a anomalia

calculada nas subsegoes anteriores, basta multiplicar (2.239) por —ie.

2.4 Anomalias e integrais de caminho

Nas se¢oes anteriores, foi feita uma andlise superficial de como as anomalias surgem
na acao quantica. Ja nesta secao, foi feito um estudo mais profundo de como as anomalias

surgem nas integrais de caminho.

E sabido que a acao no expoente do integrando da integral de caminho é a agao
classica, portanto, ela se mantém invariante sob transformacoes de simetria. O que ha na

integral de caminho é algo como

Z(o1,0n) = [ T Déieap (z’/d4x£(¢1,..,¢n)), (2.240)
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e em (2.240), como a agdo é classica, a informacao quéntica surge da medida quantica
Do. Ao se fazer transformagoes de simetria, nao sb a acao se transforma, como também
a medida D¢, de modo que surge um jacobiano associado a transformacao de variavel da
integral. Como descoberto por Fujikawa, a jacobiana estd intimamente associada com a

anomalia[2].

2.4.1 Transformacao quiral do funcional gerador

Considere a lagrangiana de Dirac,
£ = 36D —m, 2.241)

onde D, =0, + A, e A, = A} T". Fazendo uma transformacao de gauge quiral abeliana,
os campos se transformam como
) — e (2.242)

b — e, (2.243)

Consequentemente, para um (3 infinitesimal, (2.241) se transforma como

= (i) — m)p — (9" B) v — 2imBryse

— (0"B)j, — 2imf3P, (2.244)
e a agao de (2.244) é

/d4 — (0"B)j,, — 2imBP) = S+/d4xﬁ O"j; — 2imP). (2.245)
Impor que a agao é invariante implica na lei de conservagao da corrente axial,

S'=S8 = o), —2imP = 0. (2.246)

Agora, deseja-se analisar como o funcional gerador se transforma sob transforma-
¢oes de gauge quiral. Por conveniéncia, sera feita uma rotagao de Wick, de modo que seja
possivel trabalhar com um sistema euclidiano,

Z.’}/4 — ,}/0 1;4 — ixll
30 - Za4 AO - ZA4
Portanto,
1 = 1"y = 1My = =yt (2.247)

Consequentemente, o funcional gerador é dado por

Zm,n, A /'D@Z)D@Dexp </ d'z(L+m + @/177)) (2.248)
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Para calcular o jacobiano, considere a seguinte expansao para os campos fermio-

nicos em termos dos autovetores do operador de Dirac,

Y= andn(x) (2.249)
U =3 ¢f,(x)bm, (2.250)
onde
lp(bn(x) = >‘n¢n7 (2.251)
On(x) = (z[n). (2.252)

Como as varidveis de integragdo em (2.248) sdo varidveis de Grassmann, e como (2.249)

e (2.250) estabelecem mudancgas de variaveis, entao

Dan H Db,,

pupv =11 dt¢m )

dtgbn

1
:gdet« anet m|ac>) Db
1
lggda«

)y P

— DYDY = || Da, Db, (2.253)

Agora, fazendo uma transformagao de gauge infinitesimal, tem-se

U= (1 +iBys)Y =Y (1= iB75)andn, (2.254)

¢ =0(1 +1iBs) anqﬁ +iB5). (2.255)
Obviamente, os termos a,, e b, também se transformam por gauge,
=Y Crnay. (2.256)
Para obter a matriz de transformacao C,,,, usa-se a ortogonalidade de ¢,
/ drdt b = / d(m|e) (z]n) = G- (2.257)
Aplicando (2.257) em (2.254),

Za;ngn = (1 + 1575) Zangbn

— /da:Zqﬁjna;(bn = /d$¢;fn(1 +1i875) Y Gntn
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— a, = Z mn + 4 / daB(x)¢), ()75 0n (@ ZCmnan (2.258)
J4 para b,
By = 3 buOn + i [ d2B()0},(2)350n(x)) = 3 BuConn. (2.259)

J& conhecidas as expressoes (2.258) e (2.259), tem-se que (2.253) se transforma

como

[1Da., DY), = (detC)~* [[ Da, Db, (2.260)

portanto, o jacobiano é igual a (detC')~2. Para calcular o determinante, serad usada a

propriedade detA = em"4) ¢ In(1 + A) = A+ O(A4?),

(detC) 2 = exp{—2tr(In(Opmn + i/dmﬂ(x)@n(x)”yg,qﬁn(x)))}

— cap (—22' [ a5y ¢L%¢n> ,
logo,
> dlsdn = try58(0). (2.261)

Em (2.261), foram usadas as propriedades de ortogonalidade (2.262) e (2.263),

> hon = Y (nfa){zln) = (z]z) = 5(0), (2.262)

n

ZW )0¢n(y) = tr(0)é(x — y), (2.263)

onde O é uma matriz.

Mas, o trago de gammas é nulo, o que faz o produto do trago pela funcao delta
nao ser definido em (2.261). Consequentemente, o jacobiano nao é definido. Para acabar

com esse problema, Fujikawa[4] propos uma regularizagdo dada por

p? by
S hrsin = Tim S olasel )6 = tim 3 gngel )
2 G5 On = lim_ > Pn5€ ¢n = lim_ > PnYs€ Pn.- (2.264)
Considerando a transformacao de Fourier para os autoestados,
i
= W (ke 2.265
6() = [ Gy ¢ ), (2.265)

a expressao (2.264) pode ser reescrita como

d'k [ dq 2 4
S thstn = Jim [ 55 [ G OB B el ) g e (200
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Aplicando (2.263) em (2.266),

d*k d*q . (Jﬁ) 4
f IRT . —ikx M2 1qT
zn:@ﬁs% = A}ILHOO (2n)? / (2#)25(6} k)tre™ " yse e
d*k , 2y
= lim tre"kx%e( MQ)elk"”. (2.267)

M—oco (27‘()2

Para a exponencial do operador de Dirac, no termo da regularizacao, tem-se
lpz = "}/“’}/UDHDU

1% 1 12
Ve Wt + [V, w)) DFDY = <77;w + 2[%%]) D*D

DO | —

1
=D, D" + 5[%, Y| D*DY.

Como o campo A, considerado pode ser abeliano ou nao, de qualquer maneira, tem-se
Vs WD D" = (3w = W) D DY = 3,7, D D" — 3,3, D* D",
sendo os indices mudos, entao,

VY DD = 3,7, DH DY = 7,7y, DF DY — 7,7, D¥ D" = 7, [D*, D”]

= [V WID"D" = 1 [D", D] = vy I, (2.268)

portanto,

1 1
»* =D, D"+ 5 W E™ = DD 4 [ ] P (2.269)

Também é sabido, a partir dos célculos do capitulo Integral de caminho, que e~ f (9, )e'® =
f(0, + tk,). Portanto, (2.267) pode ser reescrita como

2

d*k tre”'kx%e(_m) eikx _

Wi | 2y

AL _ (Dutikt)(DH +ikH) _WWFW)

. M2 2M?2
_]\/1[1—r>noo (27?)2#756

(2.270)

Evoluindo (2.270),

4

, d'k (
i) (2my2

_ (Dutikk)(DEikt) vy FRY
M2 2M2

M2 M2 2M2

W‘%@( ;

ik, DM I L FHY
i d*k (K2 /02) _ 2iky DV DyDM gy F )
~ i) (2m)2¢

e fazendo a mudanca de variavel k, — Mk,

Ak (_QikMD“_DMD“_'yM'yVF"“’)
= lim M4/(2 )26k tryse M M2 vz
™
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Para continuar, faz-se necessario expandir a segunda exponencial em séries de Taylor e
usar as propriedades (2.271) e (2.272),

trys = trysy,y, =0, (2.271)

rysYa V8V Yy = —4i€apun- (2:272)

Consequentemente, na expansao, todo termo com um denominador M™ de modo que n > 4
se anulard com o limite, e os termos com n < 4 se anularao pelas propriedades ja citadas.
Portanto, o iinico termo da expansao que sobra ¢ o termo proporcional & v, VgV, Y F' B puv

pois este possui um M* no denominador e o traco nao se anula, implicando em

Ak (_QikuD“_D#D”_-yH-ny””)
; 4 k M M2 2M?2
A}%M /(2%)26 tryse
= [ 1 af ppy k af puv
]\/1[%087‘(4/(271')46 tT’Y5’)/a’}/B’Y#’]/VtTF F 3 (27’(’)46 EaB,u,utTF F )

(2.273)
sendo k% = k,k* = k2 — k2. Mas, como os calculos estdo sendo feitos considerando a

rotacao de Wick kg = iky4, entao,

4
K==k, (2.274)
n=1
consequentemente,
/ Ak = / ke (B HETRD) _ 2 (2.275)
1 (e} v
= ZQ&IL’%an = %GQBHVMNF BF# . (2276)

Finalmente, o jacobiano é dado por

(detC) ™2 = exp (1&?2 /d%ﬁ(:c)eagthFaﬁFW) = exp (/ d%ﬁ(:{:)A[Au]) . (2.277)

O objetivo inicial era descobrir como o funcional gerador se transforma sob trans-
formacoes de gauge. Agora que o jacobiano ja é conhecido, o funcional gerador se trans-

forma como

20,4 = [ DD eap [ ata(e + i + ') (2.278)
— 7' = [ DyDeap [ dap@)AlA)) eop ( [ ato(c+ 70 +Tn)
-exp (/ d4xﬁ(8“j2 — 2imP + (s + 1/’75#7))

= /D@/}Dﬂexp </ d*z (L + 7 + @Z”?)) '
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-exp (/ d*z (8", — 2imP + (s + Yysn) + A[AA)

— /D@Z)Dﬂexp (/ d*z(L + 7 + @/”7)) '

: (1 + / d*zB(9"j, — 2imP + i (s + Pysm) + AMA)) - (2.279)

Em (2.279), o termo ( é infinitesimal, entao, é possivel expandir e ignorar os termos de
segunda ordem. Note que é possivel chamar Z'[7,n, A, = Z[7,n, A,, ). Nesse sentido,
Zm,n, A, = Z[7,n,A,,0]. Se  é infinitesimal, entdo, tem-se a relagao

J
20,0, A 8] = 20,0, A, 0] + [ d*oB 21,1, Ay, ] (2.250)
) »

Ao se comparar (2.280) e (2.279), tem-se a relagdo

' dmn A =

INGYIRY s My 4y -

35(7) »

= / DyDel PVETEID (9155 — 2imP + iz + bysn) + A[A]) . (2.281)

Finalmente, chega-se no seguinte lema.

Lema: Se o funcional gerador é invariante por transformacoes de gauge quiral,

isso implica na anomalia da corrente axial.

Isso é evidente. Se Z é invariante, tem-se

5
Zla,m, A, Bl = Z[7,m, A, 0] = mzm,n, A, Bl =o. (2.282)
B=0
Portanto,
5 m _ . . .
557y 20 Aus o (01(0"j, — 2imP + A[A,])[0) =0, (2.283)
(05) = 2im(P) — (A[A,]). (2.284)

A expressao (2.284) é justamente a identidade de Ward anémala que foi obtida a partir
da regularizacao de Scwinger. Note que foi justamente o jacobiano que gerou a anomalia,
sendo o jacobiano proveniente da informacao quantica do sistema. E a invariancia de gauge
do funcional gerador implica justamente na identidade de Ward anémala, andlogo ao caso
classico, em que a invariancia de gauge implica na conservacao da corrente. Entretanto,
no caso quantico, a contribuicao quantica da expressao é o responsavel pelo surgimento

da anomalia.
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2.4.2 Método de Fujikawa para uma regularizacao genérica

Na subsec¢ao anterior, foi utilizada a regularizagdo com uma exponencial do tipo
gaussiana, como expresso em (2.264). Entretanto, considere uma fungao genérica f(z),

que satisfacga as propriedades
f(0)=1 (2.285)

f(oo) = f(00) = f"(00) = ... = 0. (2.286)
Entéao, a regularizacao de Fujikawa (2.287) induz ao jacobiano (2.277),

2 )\2
> 0n0n = lim 3 0l yaf (]\]32) On = Jm > 0 (MQ> On. (2.287)

2

Para provar essa afirmagao, o processo é analogo ao feito para a f(x) =e ",
w?
T — 1 T -
zn: PnYsPn = lim zn: On Vst (MQ) Pn

4

d*k
= lim [ —=trysf (

M—oo (271')2

— 2.2
M+ M? M? 2M? (2.288)

Expandindo (2.288) em torno de k?/M?, somente o termo proporcional & f”(k?*/M?) nao

k2 2ik,D*  D,D* %%Fﬂ”)

se anulara, por causa dos mesmos argumentos utilizados na subse¢do passada. Portanto,

ja fazendo a mudanca k, — Mk,, obtém-se

1 d*k
! == " (k? FoPtr e, 2.2
Xn: ¢n’75¢n 2 / (27T)4f (k )EQ/BHV t?" ( 89)
Para a integracao, basta fazer uma mudanca para coordenadas esféricas
/d4kf//(k2) — 271'2/]€3dkf”(k'2),

df’ (k? df’ (k> A2 (k2 2
sendo f(k?) = U) = T L e f1(k?) = g (e 48 — 3= )

N kdf(k*)  1df(k?)
2772/k3dk;f (k) _27r2/dk; (4 -1 )

Integrando por partes o primeiro termo, obtém-se

[ a (S0 kAT 1 o df(k?)
0 4 dk? *4dk04o dk '
oo kd*f(k?) 1 1
[T (FERY) =i - s = | (2.200)

Para o segundo termo, o resultado também é 1/4, de modo que

/ AUk f(k2) = 72, (2.291)
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Por fim,
1
T — af v
Zn:cbn%,cbn = gy Casmlr FV Y, (2.292)
que ¢ justamente o jacobiano encontrado para o caso da regularizacao utilizando a curva

gaussiana. Por isso, conclui-se que diferentes fungdes de regularizacao implicam na ano-

malia.
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Consideracoes finais

Os objetivos propostos neste trabalho eram analisar as identidades de Ward e a
forma que as anomalias surgem, a partir de calculos diretos das func¢oes de Green, bem
como provar como essas anomalias sao uma caracteristica fisica da teoria, nao se devendo
as divergéncias superficiais. Uma vez que o formalismo da teoria quantica de campos
utilizado foi o da integral de caminho, outro objetivo importante era o de analisar a forma
que as anomalias surgem no funcional gerador. Todos esses objetivos foram atingidos para

o caso da anomalia ABJ.

No primeiro capitulo, foi feita uma construcao da teoria quantica de campos pelo
método das integrais de caminho, sendo mostrado que toda a informacao da teoria pode ser
obtida a partir do funcional gerador. Com essa ferramenta, foram estudadas as identidades
de Ward, e foram feitos os calculos do diagrama triangular que obtiveram a identidade de
Ward andémala. Também foi provado que, dadas as identidades de Ward vetorial e axial,
uma delas necessariamente sera anéomala. Em seguida, foram estudados métodos de renor-
malizacao e a forma que eles alteram o funcional gerador. Os métodos de renormalizagao
dependem de como as divergéncias na teoria serao obtidas, utilizando-se as regularizacoes
com esse objetivo. Portanto, métodos de regularizacao foram empregados, mostrando que
esses induzem a anomalia ABJ, ou seja, uma renormalizagdo baseada nesses métodos nao
seria capaz de anular essa anomalia na teoria. Por ultimo, utilizando o método de Fuji-
kawa, foi visto que a anomalia surge a partir do jacobiano associado a transformacao de

gauge da medida quantica.

O trabalho se manteve na anomalia ABJ, que possui enorme importéncia no fen6-
meno do decaimento 7 — 7. Mas, evidentemente, os métodos empregados podem ser
utilizados para se analisar outras anomalias que possam surgir em outras identidades de

Ward. De fato, isso pode ser tema de pesquisas futuras.
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APENDICE A - Integral d-dimensional

A integral (A.1) frequentemente aparece na teoria quantica de campos ao se fazer
a regularizagao dimensional. Portanto, esse apéndice tem por objetivo calcular e explorar

suas propriedades importantes [8].

As integrais na regularizacao dimensional costumam ter a seguinte forma

/dd 2Ap + B) (A1)

Para resolvé-la, faz-se uma mudanca das coordenadas euclidianas para coordenadas esfé-
ricas. Desse modo, (pg, 7,01, ...,04-2) €

1
(p§ —r? —2Ap + B)*’

I= / 42002 drdp, (A.2)

sendo A um vetor e B um escalar. Fazendo uma mudanca de referencial em ¢ = (Ao, )
para A’ = (a,0), tém-se
1

) A3
(P2 — r? — 2apy + B)® (A-3)

JMQ:/Mﬂmfwmm

O integrando de (A.3) independe das coordenadas angulares. Portanto, sendo [d") =

%, a integral (A.3) se torna
27T(d_2)/2 1
IA’:——————/ded , Ad
=@ T T = = 2am + By .
fazendo a mudanca de variavel py — pg + «,
27T(d71)/2 1
I(A" = —/ =2drd ) A5
W@ " e e v By —
Pode-se fazer as manipulacoes
(d-1)/2 =2
I(A)) = /dd
B o (d— )/2 /d 1 /d d—2
T D(@=2) ) e ) T =/
onde k? = p2 — a? + B. Consequentemente, fazendo a mudanga de varidvel t = —(r/k)?,
( )(d 1)/2 / 1 /oo $(d=3)/2
[=——+—— dt. A.6
T((d—1)/2) PO Sa—dt (1+ 1) (A.6)

A fungao beta de Euler é dada por

tzfl

M%wzéwu+ﬂﬁﬂt (A7)
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Chamando x = (d—1)/2 ey = a—(d—1)/2, a integral (A.6) pode ser reescrita em termos

da fungao (A.7),
(d—1)/2
— e e B D2 - @- D). (A

A funcao beta de Euler pode ser reescrita em termos da funcdo gamma, como expresso

na férmula

I'(z)l(y)
B = ——"— A9
(#.9) = P (A9
Portanto, a integral (A.8) é dada por
_ (=m)“ Pl (a — (d - 1)/2) 1
I= a [ dvo T B (A.10)

Para resolver a integral (A.10) serd necessério fazer uso da fungao beta novamente,

uma vez que é possivel reescrever a integral da forma

—m) 4=V (q — (d — 1)/2 1
L RS Ny C an
X0 e | e
onde 2 = —a? + B. O integrando em (A.11) é uma funcio par, portanto, é possivel

fazer [J f(x)dz = 2 [;° f(x)dz. Logo, usando essa propriedade e mudando a varidvel
para t = (po/B)*,

_ (=M a = (d=1)/2) 1 e 172
- ['(a) pra=d /0 W@

(—m)@=D2P(q - (d—1)/2) 1 T(1/2)T(a—d/2)

ey P T(a— (d—1)/2)
7% (a — d/2) 1
I(A) = —i(—1)° . A12
( ) 2( ) F(@) (A2 _ B)a,d/Q ( )
Com o resultado (A.12), é possivel calcular as integrais do tipo
N-1
d pmpuz---puzv -1 a a / d 1
= —2(a—N
/ TPy — gy~ U 2N e e g | TP 2y = By
(A.13)
Portanto, utilizando o resultado (A.12) em (A.13),
/ d, PmPps---Pun
(p* +2Ap — B)e
, 7T (a— N d/2 g 4, 0 0 0 1
= —i=1) T(a— nH_O NI ) G g Gan T GAR (47— By i

(A.14)
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Para N =1,
d/2 1 _
7T (a—1—-d/2) (a—1—d/2)A, (A1)

/ddp Pu =1
(p> + 2Ap — B)e (a—1(a—1) (A2— B)e-d?

Para N = 2,
/dd PuPv o mPT(a—-2-4d/2) 9 (a—2-d/2)A
Por v 24p— By ~ "2(a— 2)(a — )T(a — 2) 9A” (A2 — B)a—1-4/2
_ m2(a—2-d/2)T(a—2—d/2) ) 1
— e —Ta - a3 (gu(A* = B) —2(a —1— d/2)AMAV)m

/2 ]
- —1- —2I'(a —d/2)AA) ————7- Al
= igtay 9 (4* ~ BIT(a =1 = d/2) = 2M(a — /) AA) g (A16)
Particularmente,
d/2 1
d PuPv . 2 B B _ I
/ p(p2 +2A4Ap— B)2 ZQF(Q) (9 (A" = B)T(1—d/2) = 2T (2= d/2) A Ay ) (A2 — B)2-d2

ALA,

d2r1
_ T ['(1—d/2) Gy —|—/ddp
@) (A2 By 7 24p 1 B)?

(A.17)

/pp—QA + B) /pp—QAp+B)

fazendo p, = k, + AM,

1 Ak, + k,A
d d . d ph pnéiy
J k2+A2+B> - g0 [ ey | L (9

O integrando da segunda integral em (A.18) é uma fun¢do impar das varidveis k

e k,, portanto, essa integral se anula, sobrando apenas a primeira integral,

1
d. d
/d k2+A2+B) g“”/d k(k2+A2+B)’ (A.19)

que ¢ um resultado muito 1til no calculo da polarizacao de vacuo.
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