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Resumo
Esse trabalho tem por objetivo estudar as anomalias na teoria quântica de campos. Com
esse objetivo, foi feita a formulação da teoria a partir das integrais de caminho. Em
seguida, foram calculadas as identidades de Ward vetorial e axial, através do diagrama
triangular e, como resultado, se obteve a anomalia de ABJ. Também é possível obter
essa anomalia a partir de regularizações, o que foi feito para a regularização dimensional,
de Pauli-Villars e para o método de Schwinger. O trabalho finaliza mostrando como o
jacobiano da transformação de gauge do funcional gerador induz a anomalia.
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Introdução

A teoria quântica de campos possui, como uma de suas bases, as simetrias de
gauge. Associadas a tais simetrias existem correntes conservadas, de acordo com o teo-
rema de Noether. Entretanto, as leis de conservação de tais correntes podem ser violadas
em suas versões quantizadas, possuindo um quadridivergente não nulo. Essa quebra na
lei de conservação é chamada anomalia. Isso implica dizer que há uma violação na sime-
tria de gauge e, consequentemente, a consistência da teoria é aparentemente quebrada.
Entretanto, as anomalias se mostraram necessárias para se explicar fatos experimentais,
e elas são coerentes com certos modelos teóricos, como o modelo de Steinberger para o
decaimento 𝜋0 → 𝛾𝛾, além de surgirem naturalmente ao se regularizar algumas funções
de Green por variados métodos de regularização, como a regularização de Pauli-Villars e
a regularização dimensional.

Classicamente, para o caso de um fermion sem massa, existe a conservação da
corrente axial

𝜕𝜇𝑗5
𝜇 = 0. (1)

A versão quântica das leis de conservação são as identidades de Ward e, ao se calcular o
diagrama triangular de Feynman, obtém-se que a identidade de Ward axial é quebrada
devido ao surgimento de um termo anômalo

𝜕𝜇𝑗5
𝜇 = 𝒜, (2)

sendo esse termo a anomalia de Adler-Bell-Jackiw(ABJ),

𝒜 = 𝑒2

16𝜋2 𝜖
𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽. (3)

Para teorias não-abelianas, têm-se

𝒜 = 𝑒2

16𝜋2 𝜖
𝜇𝜈𝛼𝛽𝑡𝑟(𝐹𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽). (4)

Em um primeiro momento, pode surgir o questionamento sobre a origem dessas
anomalias. Uma hipótese é que se trate de uma ambiguidade devido à uma divergência
em alguma função de Green da teoria e que, portanto, pode ser eliminada através de
um processo de renormalização. Portanto, o propósito deste trabalho é mostrar que as
anomalias são uma característica da própria teoria e que nenhuma renormalização é capaz
de eliminá-las.

Além disso, foram utilizados métodos de regularização que induzem as anomalias,
explicitando o fato de que estas não podem ser anuladas através de alguma renormalização.
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Para isso, o presente trabalho se foca na anomalia ABJ e em outras, como a anomalia
quiral. Também foi estudado a forma que as anomalias surgem na integral de caminho

𝑍 =
∫︁
𝒟𝜑1𝒟𝜑2...𝒟𝜑𝑛𝑒𝑖𝑆. (5)

Fazendo uso do método de Fujikawa para calcular como uma transformação de gauge
afeta a medida quântica 𝒟𝜑. Portanto, a formulação da teoria quântica de campos no
presente trabalho foi feita através do método de integrais de caminho, das quais é possível
obter todas as funções de Green e, consequentemente, toda informação da teoria.



11

1 Integral de caminho e formulação da Teoria
Quântica de Campos

1.1 Integral de caminho

1.1.1 Desenvolvimento da integral de caminho

Neste capítulo, foi estudada uma breve revisão da formulação de Feynman da me-
cânica quântica, também chamada de formulação das integrais de caminho [6]. A escolha
de tal formalismo é devido ao fato de que o funcional gerador surge naturalmente dentro
da teoria, sendo de grande utilidade no cálculo e análise das funções de Green da teoria
quântica de campos. De início, por familiaridade com a mecânica quântica, as unidades
serão as do Sistema Internacional (SI).

Considere o operador �̂�(𝑡) na representação de Heisenberg, e os respectivos auto-
vetores |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ e |𝑥𝑓 , 𝑡𝑓⟩ que satisfazem as propriedades

�̂�(𝑡𝑓 )|𝑥𝑓 , 𝑡𝑓⟩ = 𝑥𝑓 (𝑡𝑓 )|𝑥𝑓 , 𝑡𝑓⟩

e
�̂�(𝑡𝑖)|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ = 𝑥𝑖(𝑡𝑖)|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩.

A mudança para a representação de Schrodinger é dada por

⟨𝑥, 𝑡| ^𝑥(𝑡)|𝑥, 𝑡⟩ = ⟨𝑥, 𝑡|𝑒𝑖𝐻𝑡
~ �̂�𝑒−𝑖𝐻𝑡

~ |𝑥, 𝑡⟩ = ⟨𝑥|𝑥|𝑥⟩

=⇒ �̂�(𝑒−𝑖𝐻𝑡
~ |𝑥, 𝑡⟩) = 𝑥|𝑥⟩

=⇒ �̂�|𝑥⟩ = 𝑥|𝑥⟩,

logo,
|𝑥, 𝑡⟩ = 𝑒𝑖

𝐻𝑡
~ |𝑥⟩.

Para calcular a amplitude de probabilidade de ser encontrada em 𝑥𝑓 (𝑡𝑓 ) uma
partícula que estivera inicialmente no estado 𝑥𝑖(𝑡𝑖), faz-se o produto interno

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ = ⟨𝑥𝑓 |𝑒−𝑖
𝐻(𝑡𝑓 −𝑡𝑖)

~ |𝑥𝑖⟩. (1.1)

Agora, define-se a função 𝐾(𝑥, 𝑦; 𝛽) = ⟨𝑥|𝑒−�̂�𝛽|𝑦⟩, e consequentemente,

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ = 𝐾
(︂
𝑥𝑓 , 𝑥𝑖; 𝑖

𝑡𝑓 − 𝑡𝑖
~

)︂
. (1.2)

Sendo necessário saber uma forma geral para a função 𝐾, chamada de propagador, faz-se
o anunciado do seguinte teorema:
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Teorema: Considerando 𝑡𝑓 − 𝑡𝑖 = 𝜖 > 0, chamando 𝑥𝑖 = 𝑥, 𝑥𝑓 = 𝑦 e assumindo
que �̂� = 𝑝2

2𝑚 + 𝑉 (�̂�), a função 𝐾 possui a forma

𝐾
(︂
𝑥, 𝑦; 𝑖 𝜖

~

)︂
=

=
√︂

𝑚

2𝜋𝑖𝜖~𝑒𝑥𝑝
⎛⎝𝑖 𝜖

~

⎛⎝𝑚
2

(︃
(𝑥− 𝑦)

𝜖

)︃2

− 𝑉
(︂
𝑥+ 𝑦

2

)︂⎞⎠+𝑂(𝜖2) +𝑂(𝜖(𝑥− 𝑦)2)
⎞⎠ . (1.3)

Para provar esse resultado, é necessário utilizar o seguinte lema.

Lema: Seja 𝑎 uma constante positiva, então, vale o resultado1

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑖𝑎𝑥2

𝑑𝑥 =
√︂
𝜋

𝑖𝑎
. (1.4)

Agora, considere a função (1.2) para um intervalo de tempo 𝜖 infinitesimal,

⟨𝑥|𝑒−𝑖𝐻𝜖
~ |𝑦⟩ = 𝐾

(︂
𝑥, 𝑦, 𝑖

𝜖

~

)︂
. (1.5)

Utilizando a propriedade de completeza dos autovetores do operador momento, pode-se
reescrever (1.5) como

⟨𝑥|𝑒−𝑖𝐻𝜖
~ |𝑦⟩ =

∫︁
⟨𝑥|𝑒−𝑖𝐻𝜖

~ |𝑝⟩⟨𝑝|𝑦⟩𝑑𝑝 =
∫︁ 1

2𝜋~𝑒
−𝑖 𝑝

~𝑦𝑒−𝑖(− ~2
2𝑚

𝑑2
𝑑𝑥2 +𝑉 (𝑥)) 𝜖

~ 𝑒𝑖
𝑝
~𝑥𝑑𝑝. (1.6)

A partir do resultado [𝜕𝑥, 𝑒𝑖𝑘𝑥] = 𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥, é possível chegar em

𝜕𝑥𝑒
𝑖𝑘𝑥 = 𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑘 + 𝜕𝑥),

e aplicando-o 𝑛 vezes
𝜕𝑛𝑥𝑒

𝑖𝑘𝑥 = 𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑘 + 𝜕𝑥)𝑛.

Em seguida, expandindo 𝑒𝑎𝜕2
𝑥 em uma série de potencias

𝑒−𝑖(− ~2
2𝑚

𝑑2
𝑑𝑥2 +𝑉 (𝑥)) 𝜖

~ 𝑒𝑖
𝑝
~𝑥 = 𝑒𝑖

𝑝
~𝑥𝑒−𝑖(− ~2

2𝑚
(𝑖 𝑝

~+𝜕𝑥)2+𝑉 (𝑥)) 𝜖
~

=⇒
∫︁ 1

2𝜋~𝑒
𝑖 𝑝
~ (𝑥−𝑦)𝑒−𝑖(− ~2

2𝑚
(𝑖 𝑝

~+𝜕𝑥)2+𝑉 (𝑥)) 𝜖
~𝑑𝑝 =

∫︁ 1
2𝜋~𝑒

−𝑖
~ ( 𝑝2𝜖

2𝑚
−𝑝(𝑥−𝑦))𝑒−𝑖(− ~2

2𝑚
(𝑖2 𝑝

~𝜕𝑥+𝜕2
𝑥)+𝑉 (𝑥)) 𝜖

~𝑑𝑝.

Portanto, escolhendo a mudança de variável 𝑘 =
√︁

𝜖
2𝑚𝑝, tem-se

=⇒
√︃

2𝑚
𝜖

∫︁ 1
2𝜋~𝑒

−𝑖
~ (𝑘2−𝑘

√
2𝑚

𝜖
(𝑥−𝑦))𝑒−𝑖(− ~2

2𝑚
(𝑖2 𝑘

~

√
2𝑚

𝜖
𝜕𝑥+𝜕2

𝑥)+𝑉 (𝑥)) 𝜖
~𝑑𝑘

=
√︃

2𝑚
𝜖
𝑒

𝑖
~𝑚

(𝑥−𝑦)2
2𝜖

∫︁ 1
2𝜋~𝑒

−𝑖
~ (𝑘−
√

𝑚
2𝜖

(𝑥−𝑦))2
𝑒−𝑖(− ~2

2𝑚
(𝑖2 𝑘

~

√
2𝑚

𝜖
𝜕𝑥+𝜕2

𝑥)+𝑉 (𝑥)) 𝜖
~𝑑𝑘. (1.7)

1 Uma prova desse lema pode ser encontrada no capítulo 1 do livro do Nakahara[6].
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Expandindo a exponencial da derivada

𝑒−𝑖(− ~2
2𝑚

(𝑖2 𝑘
~

√
2𝑚

𝜖
𝜕𝑥+𝜕2

𝑥)+𝑉 (𝑥)) 𝜖
~ =

∑︁
𝑛

(︂−𝑖𝜖
~

)︂𝑛 1
𝑛!

⎛⎝−𝑖2𝑘~
√︃

1
2𝑚𝜖𝜕𝑥 −

~2

2𝑚𝜕2
𝑥 + 𝑉 (𝑥)

⎞⎠𝑛 ,
e substituindo na integral (1.7), tem-se√︃

2𝑚
𝜖
𝑒

𝑖
~𝑚

(𝑥−𝑦)2
2𝜖

∫︁ 1
2𝜋~𝑒

−𝑖
~ (𝑘−
√

𝑚
2𝜖

(𝑥−𝑦))2

⎛⎝∑︁
𝑛

(︂−𝑖𝜖
~

)︂𝑛 1
𝑛!

⎛⎝−𝑖2𝑘~
√︃

1
2𝑚𝜖𝜕𝑥 −

~2

2𝑚𝜕2
𝑥 + 𝑉 (𝑥)

⎞⎠𝑛⎞⎠ 𝑑𝑘.
Fazendo a substituição de variável 𝜌 = 𝑘 −

√︁
𝑚
2𝜖(𝑥− 𝑦), o lado direito de (1.7) se torna

√︃
2𝑚
𝜖
𝑒

𝑖
~𝑚

(𝑥−𝑦)2
2𝜖

∫︁ 𝑑𝜌

2𝜋~𝑒
− 𝑖𝜌2

~

⎛⎝∑︁
𝑛

(︂−𝑖𝜖
~

)︂𝑛 1
𝑛!

⎛⎝−𝑖2𝜌~
√︃

1
2𝑚𝜖𝜕𝑥 − 𝑖(𝑥− 𝑦)~

𝜖
𝜕𝑥 −

~2

2𝑚𝜕2
𝑥 + 𝑉 (𝑥)

⎞⎠𝑛⎞⎠ .
(1.8)

Esse operador está sendo aplicado em 𝑓(𝑥) = 1, portanto, considerando termos
até primeira ordem

∑︁
𝑛

(︂−𝑖𝜖
~

)︂𝑛 1
𝑛!

⎛⎝−𝑖2𝜌~
√︃

1
2𝑚𝜖𝜕𝑥 − 𝑖(𝑥− 𝑦)~

𝜖
𝜕𝑥 −

~2

2𝑚𝜕2
𝑥 + 𝑉 (𝑥)

⎞⎠𝑛

=
(︃

1− 𝑖𝜖

~
𝑉 (𝑥) + −𝜖

2

2~2
−𝑖~
𝜖

(𝑥− 𝑦)𝜕𝑥𝑉 (𝑥) +𝑂(𝜖2) +𝑂(𝜖(|𝑥− 𝑦|2)
)︃

=
(︃

1− 𝑖𝜖

~

(︃
𝑉 (𝑥) +

(︃
(𝑦 + 𝑥)

2 − 𝑥
)︃
𝜕𝑥𝑉 (𝑥)

)︃
+𝑂(𝜖2) +𝑂(𝜖(|𝑥− 𝑦|2)

)︃
.

Dessa forma, obtém-se 𝑉
(︁
𝑥+𝑦

2

)︁
= 𝑉 (𝑥) +

(︁
𝑥+𝑦

2 − 𝑥
)︁
𝜕𝑥𝑉 (𝑥).

Substituindo esse resultado na integral (1.8) e fazendo a integração usando o lema
(1.4), o resultado se torna√︃

2𝑚
𝜖
𝑒

𝑖
~𝑚

(𝑥−𝑦)2
2𝜖

∫︁ 𝑑𝜌

2𝜋~𝑒
− 𝑖𝜌2

~

(︃
1− 𝑖𝜖

~

(︃
𝑉 (𝑥) +

(︃
(𝑦 + 𝑥)

2 − 𝑥
)︃
𝜕𝑥𝑉 (𝑥)

)︃
+𝑂(𝜖2) +𝑂(𝜖|𝑥− 𝑦|2)

)︃

=
√︂

𝑚

2𝑖𝜋~𝜖𝑒
(︁

𝑖𝜖
~ 𝑚

(𝑥−𝑦)2

2𝜖2

)︁
𝑒(− 𝑖𝜖

~ 𝑉 (𝑥+𝑦
2 )+𝑂(𝜖2)+𝑂(𝜖|𝑥−𝑦|2)), (1.9)

sendo esta a prova do teorema (1.3). Agora, para aplicá-lo ao caso em que o intervalo
𝑡𝑓 − 𝑡𝑖 não é infinitesimal, pode-se dividi-lo em 𝑛 partes iguais a 𝜖 cada, de modo que o
limite do produto 𝑛𝜖 = 𝑡𝑓 − 𝑡𝑖 seja finito.

Matematicamente, isso pode ser feito utilizando a relação de completeza

1 =
∫︁
𝑑𝑥𝑘|𝑥𝑘, 𝑡𝑘⟩⟨𝑥𝑘, 𝑡𝑘|,

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ = ⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |
(︃
𝑛−1∏︁
𝑘=1

∫︁
𝑑𝑥𝑘|𝑥𝑘, 𝑡𝑘⟩⟨𝑥𝑘, 𝑡𝑘|

)︃
|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩,
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obtendo, por fim,

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ =
𝑛−1∏︁
𝑘=1

∫︁
𝑑𝑥𝑘(

𝑛∏︁
𝑖=0

𝐾(𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖, 𝑖𝜖/~)). (1.10)

Ao aplicar o resultado (1.9) em (1.10), faz-se necessário analisar o que acontecerá
com o termo 𝑂(𝜖|𝑥− 𝑦|2), uma vez que, por mais que 𝜖 tenda à zero, as integrais interme-
diárias sobre as variáveis 𝑥𝑘 terão termos que tenderão ao infinito, de modo que o módulo
|𝑥 − 𝑦| assumirá valores infinitos dentro da integral, e esses valores crescerão quadrati-
camente, em contraste ao crescimento linear de 𝜖. Entretanto, tais termos se anularão,
segundo o teorema de Riemann-Lebesgue

Teorema de Riemann-Lebesgue[3]: Seja 𝑓(𝑥) : R→ C uma função cuja inte-
gral em todo espaço é convergente, então

lim
𝑤→∞

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑤𝑥𝑑𝑥 = 0. (1.11)

Com esse resultado, é possível ver que o termo 𝑂(𝜖|𝑥 − 𝑦|2) fará com que todo
|𝑥− 𝑦| >> 𝜖 se anule, de modo que as integrais considerarão valores infinitesimais de 𝜖 e
|𝑥− 𝑦|[3].

Para |𝑥− 𝑦| < 𝜖 (que serão os casos considerados, visto que os outros são nulos),
o termo no expoente de (1.9) se aproxima de uma ação clássica, no intervalo [0, 𝜖],

Δ𝑆 =
∫︁ 𝜖

0
𝑑𝑡

(︃
𝑚𝑣2

2 − 𝑉 (𝑋)
)︃
≈ 𝜖

(︃
𝑚𝑣2

2 − 𝑉 (𝑋)
)︃
, (1.12)

sendo 𝑋 = 𝑥+𝑦
2 o ponto médio e 𝑣 = 𝑥−𝑦

𝜖
a velocidade média. Portanto, com esses

resultados, chega-se em

⟨𝑥𝑘, 𝑡𝑘|𝑥𝑘−1, 𝑡𝑘−1⟩ ≈
√︂

𝑚

2𝜋𝑖~𝜖𝑒
𝑖Δ𝑆𝑘 .

Aplicando à equação (1.10), obtém-se, finalmente, o resultado

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ = lim
𝑛→∞

(︂
𝑚

2𝜋𝑖~𝜖

)︂𝑛/2 ∫︁
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝑖

~
∑︁

Δ𝑆𝑘
)︂∏︁

𝑘

𝑑𝑥𝑘 (1.13)

=⇒ ⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ =
∫︁
𝒟𝑥𝑒𝑖

𝑆
~ , (1.14)

onde 𝑆 é a ação clássica, definida por

𝑆 =
∫︁ 𝑡𝑓

𝑡𝑖
𝐿𝑑𝑡. (1.15)

Já o termo 𝒟𝑥 é chamado de medida quântica, e carrega a informação quântica do sistema,
uma vez que a ação no expoente é classica, e é definido por

𝒟𝑥 = lim
𝑛→∞

(︂
𝑚

2𝜋𝑖~𝜖

)︂𝑛/2∏︁
𝑑𝑥𝑖. (1.16)
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Com esse formalismo, foi feita uma interpretação da ação na mecânica quântica.
O resultado obtido indica que a amplitude de probabilidade de uma partícula seguir um
determinado caminho entre 𝑥𝑖 e 𝑥𝑓 é proporcional à ação clássica desse mesmo caminho.
Também é possível provar que o caminho com maior probabilidade é justamente o dado
pelas equações de Euler-Lagrange. Em outras palavras, o caminho mais provável de uma
partícula partir do 𝑥𝑖 até o ponto 𝑥𝑓 é o que torna a ação estacionária.

Vale notar que, para valores de ação tais que 𝑆 >> ~, obtém-se a mecânica clássica
já conhecida. Isso ocorre porque a amplitude de probabilidade correspondente à ação
estacionária tende a ficar maior e com um desvio padrão cada vez menor, de modo que,
quando o erro associado ao instrumento de medida é maior que esse desvio, sequer será
possível medir outras trajetórias além da trajetória clássica.

1.1.2 Revisão de funções de Green

A física é uma ciência que busca encontrar equações diferenciais que descrevam a
natureza, bem como encontrar soluções para essas equações. Como existem um número
considerável de classes de equações diferenciais, muitos métodos diferentes foram desen-
volvidos para cada classe e continuam a ser desenvolvidos. Mesmo assim, uma enorme
parte das equações diferenciais só pode ser solucionadas numericamente, utilizando méto-
dos numéricos e computadores. Nesse capítulo, será apresentado um método de resolução
de equações diferenciais que terá enorme importância no estudo feito sobre teoria quântica
de campos. Tal método é o das funções de Green [1].

Suponha uma equação diferencial linear não-homogênea

�̂�𝑓(𝑥) = 𝑗(𝑥), (1.17)

onde �̂� é um operador diferencial linear dado por

�̂� =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖(𝑥)𝜕𝑖𝑥. (1.18)

A função de Green 𝐺(𝑥, 𝑦) para tal operador diferencial é definida como a solução da
equação

�̂�𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦). (1.19)

Com essa definição, pode-se enunciar o teorema a seguir.

Teorema: A solução da equação (1.17) é dada por

𝑓(𝑦) =
∫︁
𝑑𝑥𝑗(𝑥)𝐺(𝑥, 𝑦). (1.20)

Demonstração: Têm-se:

�̂�𝑦𝐺(𝑥, 𝑦)𝑗(𝑥) = 𝛿(𝑥− 𝑦)𝑗(𝑥) (1.21)
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Integrando (1.21) em relação a x,∫︁
𝑑𝑥�̂�𝐺(𝑥, 𝑦)𝑗(𝑦) = 𝑗(𝑦).

Como o operador atua na variável 𝑦, ele pode ser retirado da integração. Consequente-
mente, ∫︁

𝑑𝑥�̂�𝐺(𝑥, 𝑦)𝑗(𝑦) = �̂�
∫︁
𝑑𝑥𝐺(𝑥, 𝑦)𝑗(𝑦) = 𝑗(𝑥).

Logo, pelo teorema de existência e unicidade da solução de uma equação diferencial,
tem-se

𝑓(𝑦) =
∫︁
𝑑𝑥𝐺(𝑥, 𝑦)𝑗(𝑥).

Portanto, encontrar a função de Green para um determinado operador torna possível
resolver a equação (1.19) para um 𝑗(𝑦) dado.

Um teorema sobre como obter a função de Green para um caso específico do
operador diferencial será demonstrado a seguir.

Teorema: Se o operador �̂� possui autovetores cujo os autovalores são reais, isto
é

�̂�𝜓𝑛(𝑥) = 𝜆𝑛𝜓𝑛(𝑥), (1.22)

e se esses autovetores satisfazem a relação de completeza

𝛿(𝑥− 𝑦) =
∑︁
𝑛

𝜓*
𝑛(𝑥)𝜓𝑛(𝑦), (1.23)

então, a função de Green é dada por

𝐺(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑛

𝜓*
𝑛(𝑥)𝜓𝑛(𝑦)
𝜆𝑛

. (1.24)

Demonstração: Têm-se que

�̂�

(︃∑︁
𝑛

𝜓*
𝑛(𝑥)𝜓𝑛(𝑦)
𝜆𝑛

)︃
=
∑︁
𝑛

�̂�
𝜓*
𝑛(𝑥)𝜓𝑛(𝑦)
𝜆𝑛

=
∑︁
𝑛

𝜓*
𝑛(𝑥)𝜓𝑛(𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦).

Mas, por definição,
�̂�𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦).

Portanto, pelo teorema de existência e unicidade da solução, é obtido o resultado

𝐺(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑛

𝜓*
𝑛(𝑥)𝜓𝑛(𝑦)
𝜆𝑛

.

Com esses resultados será possível estudar os propagadores como funções de Green.
De fato, eles podem ser definidos como funções de Green para operadores específicos.
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1.1.3 Propagador

Nas subseções passadas, foi definida uma expressão geral para o propagador na
mecânica quântica. Ele é definido pela amplitude de probabilidade de uma partícula evo-
luir de um estado 𝑥𝑖 para um 𝑥𝑓 em um intervalo de tempo dado. Usando essa definição,
chega-se na expressão para o propagador

𝐾(𝑥𝑓 , 𝑥𝑖, 𝑖(𝑡𝑓 − 𝑡𝑖)/~) = ⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ =
∫︁ 𝑥𝑓

𝑥𝑖

𝐷𝑥 · 𝑒𝑥𝑝
(︂
𝑖

~

∫︁ 𝑡𝑓

𝑡𝑖
𝐿𝑑𝑡

)︂
. (1.25)

Note que, como dado pela definição, o propagador satisfaz a equação de Schrödinger. De
fato, derivando o propagador em relação ao tempo, tem-se

𝜕

𝜕𝑡
⟨𝑥, 𝑡|𝑥0, 𝑡0⟩ = 𝜕

𝜕𝑡
⟨𝑥|𝑒−𝑖𝐻(𝑡−𝑡0)

~ |𝑥0⟩ = −𝑖𝐻
~
⟨𝑥, 𝑡|𝑥0, 𝑡0⟩.

Ou, escrito de outra maneira,

(𝑖~𝜕𝑡 −𝐻)𝐾(𝑥, 𝑥0, 𝑖(𝑡− 𝑡0)/~) = 0. (1.26)

Isso, é claro, para 𝑡 ̸= 𝑡0.

A equação (1.26) pode ser usada para generalizar a definição de propagador. Per-
ceba que, dada a função 𝑖~𝐺(𝑥, 𝑡 : 𝑥0, 𝑡0) = Θ(𝑡 − 𝑡0)𝐾(𝑥, 𝑥0, 𝑖(𝑡 − 𝑡0)/~), a seguinte
equação é valida

(𝑖~𝜕𝑡 −𝐻)𝐺(𝑥, 𝑡, : 𝑥0, 𝑡0) = 𝛿(𝑡− 𝑡0)𝛿(𝑥− 𝑥0). (1.27)

Isso acontece pois, para 𝑡 = 𝑡0, o propagador é um delta de Dirac com o argumento
(𝑥− 𝑥0).

A generalização para o propagador surge naturalmente.

Definição: Seja �̂� um operador diferencial linear cuja equação que descreve a
dinâmica de uma função 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝑡), no caso livre, é dada por

�̂�𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) = 0.𝑙,

então, o propagador é dado pela função de Green de �̂�.

A definição acima generaliza a ideia de propagador, pois, em determinados sistemas
quânticos, nem sempre a equação de Schrödinger como escrita em (1.26) é capaz de
descrever a dinâmica de evolução da função de onda. Um exemplo é a primeira tentativa
de generalização da equação de onda para uma partícula relativística. Dada a equação de
energia relativística

𝐸2 − (𝑝𝑐)2 − (𝑚𝑐2)2 = 0,

fazendo a primeira quantização, i.e., substituindo 𝐸 → 𝑖~𝜕𝑡 e 𝑝 → −𝑖~∇, obtém-se a
equação de Klein-Gordon

(−~2𝜕2
𝑡 + ~2𝑐2∇2 − (𝑚𝑐2)2)𝜑 = 0. (1.28)
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Como pode-se observar, o operador linear não pode ser escrito como na equação (1.26).
Por isso, é importante uma definição que seja válida para quaisquer operadores diferenciais
lineares que possam descrever um sistema dinâmico.

1.1.4 Funcional gerador para a mecânica quântica

O estudo do funcional gerador se inicia através do formalismo de Schwinger[2], no
qual é considerada uma lagrangiana com a presença de uma fonte 𝐽 . Tal fonte é adicionada
para permitir a formulação do funcional gerador. Primeiro, é necessário discutir algumas
ideias.

Definição: O produto de tempo ordenado é dado por

𝑇 [𝐴(𝑡1)𝐵(𝑡2)] = 𝐴(𝑡1)𝐵(𝑡2)Θ(𝑡1 − 𝑡2) +𝐵(𝑡2)𝐴(𝑡1)Θ(𝑡2 − 𝑡1), (1.29)

sendo Θ(𝑥) a função de Heaviside.

Note que essa definição tem por objetivo permitir que a aplicação sequencial de
operadores dependentes do tempo seja feita de modo que os primeiros operadores a serem
aplicados sempre sejam os de menor tempo. Definir o produto de tempo ordenado é
importante para o raciocínio que será desenvolvido a seguir.

Primeiramente, considere a expressão

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |�̂�(𝑡𝑁)�̂�(𝑡𝑁−1)...�̂�(𝑡1)|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩.

Esse produto está na representação de Heisenberg. Mudando para a representação de
Schrödinger, esse produto se torna

⟨𝑥𝑓 |𝑈(𝑡𝑓 − 𝑡𝑁)�̂�𝑈 †(𝑡𝑁 − 𝑡𝑁−1)�̂�𝑈 †(𝑡𝑁−1 − 𝑡𝑛−2)...𝑈(𝑡2 − 𝑡1)†�̂�𝑈(𝑡1 − 𝑡𝑖)|𝑥𝑖⟩. (1.30)

Usando a relação de completeza dos autoestados de operador �̂�, bem como um raciocínio
análogo ao feito para encontrar a expressão da integral de caminho, obtém-se

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |�̂�(𝑡𝑁)�̂�(𝑡𝑁−1)...�̂�(𝑡1)|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ =
∫︁
𝒟𝑥 · 𝑥(𝑡𝑁)...𝑥(𝑡1)𝑒𝑖𝑆. (1.31)

O ~ foi omitido pois, daqui por diante, será utilizado o sistema de unidades naturais tais
que ~ = 𝑐 = 1.

No lado esquerdo da equação (1.31), aparecem os operadores na representação
de Heisenberg para tempos diferentes, enquanto no lado direito, estão os valores que
o caminho assume para um 𝑡𝑘 específico. Por outro lado, no termo da direita, pode-se
mudar as ordens das funções 𝑥(𝑡), pois essas não são operadores nessa integração. Ou
seja, o termo da direita seria o mesmo se o produto de operadores fosse ordenado pelo
tempo. Usando a nova definição de propagador, dada na subseção anterior, tem-se que o
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mesmo deve ser nulo para valores de 𝑡 < 𝑡0. Portanto, isso naturalmente explicita que o
resultado em (1.31) pode ser dado por

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑇 (�̂�(𝑡𝑁)�̂�(𝑡𝑁−1)...�̂�(𝑡1))|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ =
∫︁
𝒟𝑥 · 𝑥(𝑡𝑁)...𝑥(𝑡1)𝑒𝑖𝑆, (1.32)

que equivale à

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑇 (�̂�(𝑡𝑁)�̂�(𝑡𝑁−1)...�̂�(𝑡1))|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ =
∫︁
𝒟𝑥 · 𝑥(𝑡1)𝑥(𝑡2)...𝑥(𝑡𝑁)𝑒𝑖𝑆.

Agora, considere a lagrangiana na presença de uma fonte

𝐿′ = 𝐿+ 𝑥𝐽,

sendo 𝐿 a lagrangiana usual. Portanto, o propagador é dado por

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩𝐽 =
∫︁
𝒟𝑥𝑒𝑖

∫︀ 𝑡𝑓
𝑡𝑖

(𝐿+𝑥𝐽)𝑑𝑡
.

Suponha que essa fonte é não-nula em um intervalo [𝑡, 𝑡′] ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑓 ], onde 𝑡𝑖 < 𝑡 < 𝑡′ < 𝑡𝑓 .
Fora desse intervalo, ela é igual a 0. Logo,

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩𝑗 =
∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑥′⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥′, 𝑡′⟩⟨𝑥′, 𝑡′|𝑥, 𝑡⟩𝐽⟨𝑥, 𝑡|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩,

e, portanto,
⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥′, 𝑡′⟩ =

∑︁
𝑛

𝜓*
𝑛(𝑥𝑓 )𝜓𝑛(𝑥′)𝑒−𝑖𝐸𝑛(𝑡𝑓 −𝑡′)

⟨𝑥, 𝑡|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ =
∑︁
𝑚

𝜓*
𝑚(𝑥)𝜓𝑚(𝑥𝑖)𝑒−𝑖𝐸𝑛(𝑡−𝑡𝑖)

Ao se tomar os limites de tempo para infinito, as exponenciais oscilam, de modo que tal
limite não é bem definido. Portanto, faz-se necessário adicionar uma pequena perturbação
ao hamiltoniano. Uma vez que a fonte já é uma expressão de primeira ordem, adiciona-se
um termo de segunda ordem, −𝑖𝜖𝑥2, ao hamiltoniano e, após os cálculos, faz-se o limite
que 𝜖 tende a zero. 2

Com o termo de pertubação, ao se fazer o limite que 𝑡𝑓 →∞ e 𝑡𝑖 → −∞, somente
o estado fundamental 𝑛 = 0 sobrevive, pois o autovetor de energia terá um acréscimo
infinitesimal de menor ordem. Logo

lim
𝑡𝑓 →∞

𝑒𝑖𝐸0𝑡𝑓 ⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥′, 𝑡′⟩ = 𝜓*
0(𝑥𝑓 )𝜓0(𝑥′, 𝑡′),

lim
𝑡𝑖→−∞

𝑒−𝑖𝐸0𝑡𝑖⟨𝑥, 𝑡|𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩ = 𝜓*
0(𝑥, 𝑡)𝜓0(𝑥𝑖),

implicando em

lim
𝑡𝑓 ,𝑡𝑖→∞,−∞

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩𝐽 = 𝜓*
0(𝑥𝑓 )𝜓0(𝑥𝑖)

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑥′𝜓0(𝑥′, 𝑡′)⟨𝑥′, 𝑡′|𝑥, 𝑡⟩𝐽𝜓*

0(𝑥, 𝑡),
2 Vale salientar que 𝜖 têm um significado mais profundo, sendo uma consequência de uma renormalização

da teoria, que não será aprofundado nesse trabalho. Para um estudo sobre o assunto, recomenda-se
uma leitura do capítulo nove do livro do Ryder[8].
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lim
𝑡𝑓 ,𝑡𝑖→∞,−∞

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩𝐽 = 𝜓*
0(𝑥𝑓 )𝜓0(𝑥𝑖)⟨0, 𝑡′|0, 𝑡⟩𝐽 .

Agora, já é possível definir o funcional gerador. Primeiramente, tem-se

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩𝐽 = ⟨𝑥𝑓 |𝑒−𝑖𝐻(𝑡𝑓 −𝑡′)𝑒−𝑖𝐻′(𝑡′−𝑡)𝑒−𝑖𝐻(𝑡−𝑡𝑖)|𝑥𝑖⟩,

onde 𝐻 ′ = 𝐻 − 𝑥𝐽 . Considerando {|𝑛⟩} um conjunto completo de autovetores do hamil-
toniano, a expressão acima se torna

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩𝐽 =
∑︁
𝑛

∑︁
𝑚

⟨𝑥𝑓 |𝑒−𝑖𝐻(𝑡𝑓 −𝑡′)|𝑛⟩⟨𝑛|𝑒−𝑖𝐻′(𝑡′−𝑡)|𝑚⟩⟨𝑚|𝑒−𝑖𝐻(𝑡−𝑡𝑖)|𝑥𝑖⟩,

fazendo os limites do tempo inicial e final

lim
𝑡𝑓 ,𝑡𝑖→∞−∞

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩𝐽 = ⟨0|𝑥𝑖⟩⟨𝑥𝑓 |0⟩𝑍[𝑗]

=⇒ 𝑍[𝐽 ] = lim
𝑡𝑓 ,𝑡𝑖→∞,−∞

⟨𝑥𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑥𝑖, 𝑡𝑖⟩𝐽
⟨0|𝑥𝑖⟩⟨𝑥𝑓 |0⟩

, (1.33)

sendo 𝑍[𝐽 ] a definição de funcional gerador.

Pelos resultados anteriores, é evidente que

𝑍[𝐽 ] = ⟨0,∞|0,−∞⟩𝐽 , (1.34)

ou seja, o funcional gerador é proporcional a um estado de vácuo no tempo −∞ indo
para o estado de vácuo no ∞. Usando a fórmula da integral de caminho, encontra-se que
o funcional gerador tem a forma

𝑍[𝐽 ] = 𝑁−1
∫︁
𝒟𝑥𝑒𝑖

∫︀∞
−∞ 𝑑𝑡(𝐿+𝑥𝐽+𝑖𝜖𝑥2) = 𝑁−1

∫︁
𝒟𝑥𝑒𝑖𝑆𝑗 , (1.35)

sendo 𝑁 um fator de normalização e 𝑆𝑗 a ação com a fonte 𝐽 . O termo de normalização
é dado por

𝑁 =
∫︁
𝒟𝑥𝑒𝑖𝑆,

ou seja, considerando 𝐽 = 0, o funcional gerador assume valor igual a 1.

A ideia de funcional gerador surge justamente do objetivo de se obter as expressões
da forma de (1.32) a partir das derivadas funcionais de (1.35). Mais especificamente, a
derivada do funcional gerador gera o valor esperado do produto ordenado dos operadores
𝑥(𝑡) em relação ao estado de vácuo.

1.1.5 Derivada de um funcional

Antes de estudar as derivadas do funcional gerador (1.35), é necessário revisar, de
maneira superficial, a definição de derivada funcional e algumas de suas propriedades.
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Definição: Seja 𝑓 uma função infinitamente diferenciavel e que decresce mais
rápido do que qualquer potência de |𝑥|−1, então, um funcional é definido por

𝐹 : 𝑓 → R.

Em outras palavras, um funcional é uma função de funções.

Portanto, a derivada é definida como
𝛿𝐹 [𝑓 ]
𝛿𝑓

ℎ = lim
𝜖→0

1
𝜖
(𝐹 [𝑓(𝑥) + 𝜖ℎ(𝑥, 𝑦)]− 𝐹 [𝑓 ]). (1.36)

Sendo 𝐹 [𝑓 ] =
∫︀
𝑑𝑥𝐹 (𝑓), tem-se

𝛿𝐹 [𝑓 ]
𝛿𝑓

ℎ =
∫︁
𝑑𝑥
𝛿𝐹 (𝑓(𝑥))
𝛿𝑓(𝑦) ℎ(𝑥, 𝑦), (1.37)

onde
𝛿𝐹 (𝑓(𝑥))
𝛿𝑓(𝑦) ℎ(𝑥, 𝑦) = lim

𝜖→0

1
𝜖
(𝐹 (𝑓(𝑥) + 𝜖ℎ(𝑥, 𝑦))− 𝐹 (𝑓(𝑥))). (1.38)

Para o caso particular de ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦), tem-se
𝛿𝐹 [𝑓 ](𝑥)
𝛿𝑓(𝑦) = lim

𝜖→0

1
𝜖
(𝐹 [𝑓 + 𝜖𝛿]− 𝐹 [𝑓 ]). (1.39)

Tendo agora tal definição, é interessante estudar alguns exemplos simples. O pri-
meiro deles é a derivada funcional de (1.40),

𝐹 [𝑓 ] =
∫︁
𝑑𝑥𝑓(𝑥). (1.40)

Pela definição,
𝛿𝐹

𝛿𝑓
= lim

𝜖→0

1
𝜖

(︂∫︁
𝑑𝑥(𝑓(𝑥) + 𝜖𝛿(𝑥− 𝑦))−

∫︁
𝑑𝑥𝑓(𝑥)

)︂
=
∫︁
𝑑𝑥𝛿 = 1. (1.41)

Um resultado análogo ao da derivada de uma função linear 𝑓(𝑥) = 𝑥.

Outro exemplo é o dado pelo funcional (1.42),

𝐹 [𝑓 ] =
∫︁
𝑑𝑥𝛿(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). (1.42)

Portanto, a derivada funcional é dada por

=⇒ 𝛿𝐹 [𝑓 ](𝑦)
𝛿𝑓(𝑥) = 𝛿(𝑥− 𝑦). (1.43)

Análogo ao caso de funções, uma expansão de Taylor de um funcional genérico
pode ser obtida através da definição de derivada funcional, como dado em (1.44),

𝐹 [𝑓 + ℎ] =
∑︁
𝑛

1
𝑛!ℎ

𝑛 𝛿
𝑛𝐹 [𝑓 ]
𝛿𝑓𝑛

=
∑︁
𝑛

1
𝑛!

∫︁
𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛

𝛿𝑛𝐹 [𝑓 ]
𝛿𝑓(𝑥1)𝛿𝑓(𝑥2)...𝛿𝑓(𝑥𝑛)ℎ(𝑥1)...ℎ(𝑥𝑛).

(1.44)
Essa expansão será importante para os estudos que virão a seguir, pois, como dito anteri-
ormente, os valores esperados de grandezas físicas podem ser obtidos a partir da derivada
funcional do funcional gerador.
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1.1.6 Derivada do funcional gerador

Fazendo a derivada do funcional gerador, utilizando as técnicas estudadas na sub-
seção anterior, obtém-se

𝛿𝑍[𝑗]
𝛿𝑗(𝑡′) = lim

𝛼→0

1
𝛼

(︂∫︁
𝒟𝑥𝑒𝑖

∫︀
𝑑𝑡𝐿+𝑥(𝑡)(𝐽+𝛼𝛿(𝑡−𝑡′))+𝑖𝜖𝑥2 −

∫︁
𝒟𝑥𝑒𝑖

∫︀
𝑑𝑡𝐿+𝑥(𝑡)𝐽(𝑡)+𝑖𝜖𝑥2

)︂
. (1.45)

Expandindo a exponencial de (1.45) em torno de 𝛼,

𝑒𝑖
∫︀
𝑑𝑡𝛼𝛿(𝑡−𝑡′)𝑥(𝑡) = 𝑒𝑖𝛼𝑥(𝑡′) = 1 + 𝑖𝑥(𝑡′)𝛼 +𝑂(𝛼2). (1.46)

Logo, obtém -se o resultado
𝛿𝑍[𝐽 ]
𝛿𝐽(𝑡′) = 𝑖

∫︁
𝒟𝑥 · 𝑥(𝑡′)𝑒𝑖𝑆𝐽 . (1.47)

Por indução, é possível generalizar o resultado (1.47) para (1.48),

⟨0,∞|𝑇 (𝑥(𝑡1)...𝑥(𝑡𝑛))|0,−∞⟩ = (−𝑖)𝑛 𝛿𝑛𝑍[𝑗]
𝛿𝐽(𝑡1)...𝛿𝐽(𝑡𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝐽=0

. (1.48)

O fato do produto de operadores em (1.48) ser em tempo ordenado já foi discutido.

Agora que todo o ferramental necessário já foi apresentado, será formulada a teoria
quântica de campos.

1.2 Teoria do campo escalar
A natureza de um campo está intimamente associada com a sua representação no

grupo de Lorentz. Campos espinoriais se transformam através da representação irredutível
do grupo de Lorentz, já campos escalares transformam apenas seu argumento, que é o
quadrivetor posição.

Nesta seção será apresentada o método de quantização do campo de Klein-Gordon(campo
escalar) através do funcional gerador. Com ele, se torna possível obter todas as funções
de Green e, consequentemente, toda a informação da matriz de espalhamento S [2].

1.2.1 Campo escalar

Ao passar para uma teoria de campos, a ação se torna uma integral da densidade
lagrangiana em um volume do espaço-tempo, como dado em (1.49),

𝑆 =
∫︁
𝑑4𝑥ℒ(𝜑, 𝜕𝜇𝜑, 𝑥𝜇). (1.49)

As equações de Euler-Lagrange são obtidas tornando estacionária a ação (1.49), assim
como é feito no caso da mecânica analítica. No caso de um campo escalar, a equação é
dada por (1.50),

𝜕𝜇
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑) −
𝜕ℒ
𝜕𝜑

= 0. (1.50)
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Portanto, o funcional gerador é definido como apresentado em (1.51),

𝑍[𝐽 ] =
∫︁
𝒟𝜑𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥(ℒ+𝜑𝐽+ 1

2 𝑖𝜖𝜑
2), (1.51)

sendo o termo multiplicando 𝜖 é adicionado para evitar divergências nas funções de Green.

O caso estudado nesta seção é o do campo de Klein-Gordon. Portanto, a lagran-
giana é a expressa em (1.52),

ℒ = 1
2(𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑−𝑚2𝜑2). (1.52)

Substituindo (1.50) em (1.52), obtém-se a equação de Klein-Gordon, dada por

(𝜕𝜇𝜕𝜇 +𝑚2)𝜑 = 0. (1.53)

Note que essa lagrangiana pode ser reescrita de uma maneira mais conveniente.
Para isso, considere a ação

𝑆 =
∫︁
𝑑4𝑥

1
2(𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑−𝑚2𝜑2). (1.54)

Em um volume arbitrário 𝜔, é possível integrar por partes,

=⇒
∫︁
𝜔
𝑑4𝑥𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑 =
∮︁
𝜕𝜔

𝑑3𝑆𝜇𝜑𝜕
𝜇𝜑−

∫︁
𝜔
𝜑𝜕𝜇𝜕

𝜇𝜑𝑑4𝑥.

Como a integral no funcional gerador é sobre todo o espaco, os termos de superfície se
anularão, sobrando (1.55), ∫︁

𝑑4𝑥𝜕𝜇𝜑𝜕
𝜇𝜑 = −

∫︁
𝑑𝑥𝜑𝜕𝜇𝜕

𝜇𝜑. (1.55)

Logo, a ação livre se torna

𝑆 = −1
2

∫︁
𝑑4𝑥𝜑(𝜕𝜇𝜕𝜇 +𝑚2)𝜑, (1.56)

substituindo (1.56) em (1.51),

𝑍[𝐽 ] =
∫︁
𝒟𝜑𝑒−𝑖

∫︀
𝑑4𝑥( 1

2𝜑(𝜕𝜇𝜕𝜇+𝑚2−𝑖𝜖)𝜑−𝐽𝜑). (1.57)

Note que agora há um jeito mais conveniente de se escrever o funcional gerador.
Primeiramente, perceba que a integral é sobre todos os possíveis campos (não somente
o campo que satisfaz a equação de movimento), e isso pode ser usado para calcular o
funcional gerador. Primeiro, defina o operador diferencial (1.58),

𝐷 = 𝜕𝜇𝜕
𝜇 +𝑚2 − 𝑖𝜖. (1.58)

Assim, a equação de movimento com a fonte é dada por

𝐷𝜑 = 𝐽. (1.59)
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Como já visto, o propagador de Feynman desse sistema é definido por (1.60),

𝐷Δ𝐹 (𝑥𝜇, 𝑦𝜇) = 𝛿(𝑥𝜇 − 𝑦𝜇). (1.60)

Para calcular o propagador em (1.60) usando os métodos estudados na subseção das
funções de Green, faz-se necessário, primeiramente, resolver a equação de autovalor e
autovetor do operador (1.58). Portanto,

𝐷Φ = 𝜆Φ. (1.61)

Uma solução para (1.61) é dado por Φ = 𝑒𝑥𝑝{𝑖𝑝𝜇𝑥𝜇}. Substituindo em (1.61), obtém-se
o autovalor dado em (1.62,

𝐷𝜑 = (−𝑝𝜇𝑝𝜇 +𝑚2 − 𝑖𝜖)Φ = 𝜆Φ, (1.62)

usando o resultado (1.24), têm-se que o propagador é dado por (1.63),

Δ𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐴
∫︁
𝑑4𝑝

𝑒𝑖𝑝𝜇(𝑥𝜇−𝑦𝜇)

−𝑝2 − 𝑖𝜖+𝑚2 , (1.63)

sendo 𝐴 um fator de normalização. Para que a equação (1.60) seja satisfeita, 𝐴 = (2𝜋)−4.

A partir de agora, com o objetivo de facilitar a notação, 𝑥𝜇 será reescrito como 𝑥
e 𝑥𝜇𝑦𝜇 = 𝑥𝑦.

Finalmente, chega-se ao campo que satisfaz a equação de movimento (1.59) usando
os resultados já obtidos,

𝜑 =
∫︁
𝑑4𝑦Δ𝐹 (𝑥, 𝑦)𝐽(𝑦). (1.64)

O campo (1.64) será denotado por 𝜑0. Reescrevendo o campo 𝜑 → 𝜑0 + 𝜑 em (1.57),
têm-se

1
2𝜑𝐷𝜑− 𝐽𝜑→

1
2(𝜑0 + 𝜑)𝐷(𝜑0 + 𝜑)− 𝐽(𝜑0 + 𝜑) =

= 1
2(𝜑𝐷𝜑+ 𝜑0𝐷𝜑+ 𝜑𝐷𝜑0 + 𝜑0𝐷𝜑0)− 𝐽(𝜑0 + 𝜑).

Note que, dentro da ação, é possível fazer∫︁
𝑑4𝑥𝜑0𝐷𝜑 =

∫︁
𝑑4𝑥𝜑𝐷𝜑0,

análogo ao que foi feito em (1.56). Consequentemente,

=⇒ 1
2(𝜑𝐷𝜑+ 𝜑0𝐷𝜑0 + 2𝜑𝐷𝜑0)− 𝐽(𝜑0 + 𝜑) = 1

2(𝜑𝐷𝜑+ 𝜑0𝐷𝜑0)− 𝐽𝜑0

= 1
2(𝜑𝐷𝜑− 𝐽𝜑0). (1.65)

Assim, usando o resultado (1.65) em (1.57), chega-se em (1.66),

𝑍[𝐽 ] = 𝑁−1
∫︁
𝒟𝜑𝑒− 𝑖

2

∫︀
𝑑4𝑥(𝜑𝐷𝜑−𝐽𝜑0) = 𝑁−1𝑒

𝑖
2

∫︀
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝐽(𝑦)Δ𝐹 (𝑥,𝑦)𝐽(𝑥)

∫︁
𝐷𝜑𝑒− 𝑖

2

∫︀
𝑑4𝑥𝜑𝐷𝜑,

(1.66)
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sendo a normalização dada por 𝑁 = 𝑍[0]. Consequentemente,

𝑍[𝐽 ] = 𝑒
𝑖
2

∫︀
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝐽(𝑥)Δ𝐹 (𝑥,𝑦)𝐽(𝑦). (1.67)

Outra noção muito importante é o de um determinante de um operador diferencial.
Considere o teorema a seguir.

Teorema: Dada uma matriz A real e simétrica, tem-se que∫︁ 𝑑𝑛𝑥

(2𝜋)𝑛/2 𝑒
−1/2(𝑥,𝐴𝑥) = (𝑑𝑒𝑡(𝐴))−1/2. (1.68)

A expressão (1.68) é chamada de fórmula gaussiana.

Demonstração: Sendo a matriz real e simétrica, então, a matriz é hermitiana e
admite autovetores ortonormais entre si. Logo, escolhendo uma matriz de mudança de
base 𝐵 que diagonaliza a matriz 𝐴, tem-se que as transformações são dadas por (1.69) e
(1.70),

𝐵𝐴𝐵𝑇 = 𝐴′, (1.69)

𝑦 = 𝐵𝑥. (1.70)

Portanto,
(𝑥,𝐴𝑥) = (𝑦, 𝐴′𝑦) =

∑︁
𝑛

𝑦2
𝑛𝛼𝑛, (1.71)

sendo {𝛼𝑛}, em (1.71), os autovalores de 𝐴. Portanto, a integral (1.68) se tranforma em
(1.72), ∫︁

𝑓(𝑥)𝑑𝑛𝑥 =
∫︁
𝑔(𝑦)𝑑𝑒𝑡

(︃
𝜕(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
𝜕(𝑦1, ..., 𝑦𝑛)

)︃
𝑑𝑛𝑦, (1.72)

como 𝑦 = 𝐵𝑥,
𝜕(𝑦)
𝜕(𝑥) = 𝐵, (1.73)

=⇒ 𝑑𝑒𝑡

(︃
𝜕(𝑦)
𝜕(𝑥)

)︃
= ±1, (1.74)

pois 𝑑𝑒𝑡(𝐵𝐴𝐵𝑇 ) = 𝑑𝑒𝑡(𝐵𝐵𝑇𝐴) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴). Logo,

∫︁ 𝑑𝑛𝑦

(2𝜋)𝑛/2 𝑒
− 1

2
∑︀

𝑛
𝛼𝑛𝑦2

𝑛 =
∏︁
𝑛

∫︁
𝑑𝑦𝑛

𝑒− 1
2𝛼𝑛𝑦2

𝑛

(2𝜋)1/2 =
∏︁
𝑛

𝛼−1/2
𝑛 , (1.75)

com 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴′) = ∏︀
𝑛 𝛼𝑛. Então,
∫︁ 𝑑𝑛𝑥

(2𝜋)𝑛/2 𝑒
−1/2(𝑥,𝐴𝑥) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴)−1/2, (1.76)

como se queria demonstrar.
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Generalizando o resultado acima para variáveis complexas 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦 e 𝑧* = 𝑥−𝑖𝑦,
têm-se

1
2𝜋

∫︁
𝑑𝑧𝑑𝑧*𝑒− 1

2 𝑧𝑎𝑧
*
, (1.77)

em um espaço vetorial de dimensão 1 e corpo nos complexos. Para um espaço de dimensão
𝑛, a generalização é (1.78), ∫︁ 𝑑𝑛𝑧𝑑𝑛𝑧*

(2𝜋)𝑛 𝑒− 1
2 (𝑧,𝐴𝑧), (1.78)

em que 𝐴 é hermitiana e o produto satisfaz a simetria hermitiana, isto é, (𝑧, 𝑦) = (𝑦, 𝑧)*.

Essa fórmula é dada em um espaço vetorial de dimensão finita. Para o espaço
de dimensão infinita incontável das funções, cujo produto interno com um operador 𝐴 é
definido por (1.79), a formula (1.68) é generalizada para (1.80),

(𝜑,𝐴𝜑) =
∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝜑*(𝑥)𝐴(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦), (1.79)

∫︁
𝑑𝜑*𝑑𝜑𝑒− 1

2 (𝜑,𝐴𝜑) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴)−1. (1.80)

Importante notar que, se 𝐴 é diagonal no produto 1.79, então

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦)

=⇒ (1.79) =
∫︁
𝑑𝑥𝜑*(𝑥)𝐴(𝑥)𝜑(𝑥). (1.81)

Retornando ao funcional gerador, são usados os resultados obtidos para reescrevê-
lo da forma (1.82), ∫︁

𝑑𝜑𝑒− 1
2

∫︀
𝑑4𝑥𝜑𝑖𝐷𝜑 = 𝑑𝑒𝑡(𝑖𝐷)−1/2. (1.82)

Se for generalizar a teoria para campos complexos, basta usar a lagrangiana (1.83) e o
funcional gerador será (1.84),

ℒ = 1
2(𝜕𝜇𝜑*𝜕𝜇𝜑−𝑚2𝜑𝜑*), (1.83)

𝑍[𝐽 ] =
∫︁
𝒟𝜑𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥(ℒ+𝐽 ′𝜑+𝐽𝜑*+ 1

2 𝑖𝜖𝜑𝜑
*). (1.84)

Assim, as equações de movimento são (1.85) e (1.86),

𝐷𝜑 = 𝐽, (1.85)

𝐷𝜑* = 𝐽 ′. (1.86)

Agora, com tudo que já foi estudado, é possível usar o funcional gerador para
calcular as funcões de Green. Na subseção seguinte, será mostrada a relação entre as
funções de Green e o funcional gerador.
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1.2.2 Função de Green livre

O funcional 𝑍[𝐽 ] pode ser utilizado para calcular as funções de Green livres. O
funcional encontrado na subseção anterior foi

𝑍[𝐽 ] = 𝑒− 𝑖
2

∫︀
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝐽(𝑦)Δ(𝑥−𝑦)𝐽(𝑥), (1.87)

sendo o propagador dado por Δ(𝑥) = −
∫︀ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒𝑖𝑝𝑥

−𝑝2−𝑖𝜖+𝑚2
3. Expandindo a exponencial em

séries, obtém-se (1.88),

𝑍[𝐽 ] = 1−
(︂
𝑖

2

)︂ [︂∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝐽(𝑦)Δ(𝑥− 𝑦)𝐽(𝑥)

]︂
+
(︂
𝑖

2

)︂2 [︂∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝐽(𝑦)Δ(𝑥− 𝑦)𝐽(𝑥)

]︂2
− ....

(1.88)
Generalizando o que foi feito no funcional gerador da mecânica quântica para a teoria de
campos,

⟨0|𝑇 (𝜑(𝑥1)...𝜑(𝑥𝑛))|0⟩ = (−𝑖)𝑛 𝛿𝑍[𝐽 ]
𝛿𝐽(𝑥1)...𝛿𝐽(𝑥𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝐽=0

= 𝜏(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), (1.89)

que são justamente as funções de Green, sendo estas o valor esperado de vácuo do operador
de tempo ordenado dos campos. 4 Usando a definição da função 𝜏 acima, é possível
reescrever a expansão do funcional gerador como

𝑍[𝐽 ] =
∑︁
𝑛

1
𝑛!
𝛿𝑍[𝐽 ]
𝛿𝐽𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝐽=0

𝑗𝑛

=
∑︁
𝑛

1
𝑛!

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛𝐽(𝑥1)𝐽(𝑥2)...𝐽(𝑥𝑛) 𝛿𝑍[𝐽 ]

𝛿𝐽(𝑥1)...𝛿𝐽(𝑥𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝐽=0

=⇒ 𝑍[𝐽 ] =
∑︁
𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛𝐽(𝑥1)𝐽(𝑥2)...𝐽(𝑥𝑛)𝜏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛). (1.90)

Também é possível reescrever o funcional gerador como sendo o valor esperado
de vácuo do operador de evolução temporal cuja hamiltoniana é o termo interação entre
corrente e campo. Para isso, considere a expressão (1.91),

𝑍[𝑗] =
∑︁
𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛𝐽(𝑥1)𝐽(𝑥2)...𝐽(𝑥𝑛)⟨0|𝑇𝜑(𝑥1)...𝜑(𝑥𝑛)|0⟩, (1.91)

que é equivalente a

𝑍[𝑗] = ⟨0|
∑︁
𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛𝐽(𝑥1)𝐽(𝑥2)...𝐽(𝑥𝑛)𝑇𝜑(𝑥1)...𝜑(𝑥𝑛)|0⟩ (1.92)

3 Houve uma mudança de sinal em relação ao propagador da subseção anterior, que não estava na
convenção comum. A partir de agora, a convenção será seguida.

4 As funções de Green, como já mencionado, são utilizadas no cálculo da matriz de espalhamento
S, e estão intimamente relacionadas a criação e destruição das partículas associadas aos campos[9].
Por mais que tenham o mesmo nome e estejam relacionadas até certo ponto, tome cuidado para
não confundir com a função de Green utilizada para resolver equações diferenciais. Estas funções de
Green(apresentadas na subseção 1.1.2) estão sendo chamadas de propagadores.
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=⇒ 𝑍[𝑗] = ⟨0|𝑇
∑︁
𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛𝐽(𝑥1)𝐽(𝑥2)...𝐽(𝑥𝑛)𝜑(𝑥1)...𝜑(𝑥𝑛)|0⟩

𝑍[𝑗] = ⟨0|𝑇𝑒𝑖
∫︀
𝑑4𝑥𝐽(𝑥)𝜑(𝑥)|0⟩. (1.93)

Note que, como apresentado em (1.93), o funcional gerador é obtido considerando o pro-
duto entre um estado de vácuo e um estado de vácuo onde se opera a matriz S cujo termo
de interação é 𝐽𝜑. Isso está em concordância com a definição de funcional gerador dada
em (1.34).

1.2.3 Campo escalar com auto-interação

Até agora, o único caso considerado foi o de um campo escalar livre, sem interações.
Entretanto, a realidade física é que campos interagem a todo momento. As vezes, possuem
auto-interação e, em outras, interagem com outros campos. Portanto, uma generalização
para esses casos se torna necessária.

Considere uma interação na lagrangiana

ℒ = ℒ0 + ℒ1 (1.94)

ℒ0 = 1
2(𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑−𝑚2𝜑2)). (1.95)

Para o termo de interação, considere uma auto-interação do campo escalar, dada por ℒ1 =
− 𝑔

4!𝜑
4, sendo 𝑔 uma constante de proporcionalidade que diz a intensidade da interação, de

modo que, ao se anular, obtenha-se a lagrangiana do campo livre. Assim, a lagrangiana
se torna

ℒ = 1
2(𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑−𝑚2𝜑2))− 𝑔

4!𝜑
4, (1.96)

para a lagrangiana (1.96), a equação de movimento é dada por

𝜕𝜇𝜕
𝜇𝜑−𝑚2𝜑+ 𝑔

6𝜑
3 = 0. (1.97)

Uma pergunta importante surge: como calcular o funcional gerador de um campo
com interações? O resultado que será obtido adiante pode ser generalizado para qualquer
campo. Primeiramente, para a lagrangiana do campo com interação, o funcional gerador
se torna

𝑍[𝐽 ] = 𝑁
∫︁
𝒟𝜑𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥(ℒ0+ℒ1+𝐽𝜑), (1.98)

com o fator de normalização sendo

𝑁−1 =
∫︁
𝒟𝜑𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥(ℒ0+ℒ1). (1.99)

Mas, como a expressão para o funcional livre já foi calculada, seria interessante reescrever
(1.98) em termos de 𝑍0[𝐽 ].
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Proposição: O funcional gerador com interação se relaciona com o funcional
gerador livre através da expressão (1.100),

𝑍[𝐽 ] = 𝑁𝑒𝑖
∫︀
𝑑4𝑥ℒ1(−𝑖 𝛿

𝛿𝑗 )𝑍0[𝐽 ], (1.100)

sendo 𝑍0 o gerador para o campo livre.

Demonstração: Suponha ℒ1(𝜑) = 𝑔𝑃 (𝜑), sendo 𝑃 (𝜑) um monômio, têm-se que

𝑍[𝐽 ] =
∫︁
𝒟𝜑𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥ℒ1𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥(ℒ0+𝐽𝜑). (1.101)

Expandindo a exponencial de interação

𝑒𝑖
∫︀
𝑑4𝑥ℒ1 =

∑︁
𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

(︂∫︁
𝑑4𝑥ℒ1

)︂𝑛
=
∑︁
𝑛

𝑖𝑛𝑔𝑛

𝑛!

(︂∫︁
𝑑4𝑥𝑃 (𝜑)

)︂𝑛
. (1.102)

Um monômio genérico para o caso de auto-interação tem a forma dada em (1.103),

𝑃 (𝜑) = 𝑎𝜑𝑚, (1.103)

de modo que é possível reescrever cada termo de n-ésima ordem como∫︁
𝒟𝜑

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛ℒ1(𝜑(𝑥1))ℒ1(𝜑(𝑥2))...ℒ1(𝜑(𝑥𝑛))𝑒𝑖𝑆0 =

=
∫︁
𝒟𝜑

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛𝑎

𝑛𝜑(𝑥1)𝑚...𝜑𝑚(𝑥𝑛)𝑒𝑖𝑆0

=
∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛𝑎

𝑛
∫︁
𝒟𝜑𝜑(𝑥1)𝑚...𝜑𝑚(𝑥𝑛)𝑒𝑖𝑆0

=
∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛(−𝑖)𝑛𝑎𝑛

(︃
𝛿𝑚

𝛿𝑗(𝑥1)𝑚

)︃
...

(︃
𝛿𝑚

𝛿𝑗(𝑥𝑛)𝑚

)︃
𝑍0

=
∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2...𝑑
4𝑥𝑛ℒ1

(︃
−𝑖 𝛿

𝛿𝑗(𝑥1)

)︃
ℒ1

(︃
−𝑖 𝛿

𝛿𝑗(𝑥2)

)︃
...ℒ1

(︃
−𝑖 𝛿

𝛿𝑗(𝑥𝑛)

)︃
𝑍0. (1.104)

Consequentemente, é possível escrever∫︁
𝒟𝜑

(︂∫︁
𝑑4𝑥𝑃 (𝜑)

)︂𝑛
𝑒𝑖
∫︀
𝑑𝑦(ℒ0+𝐽𝜑) =

(︃
𝑛∏︁
𝑖=1

∫︁
𝑑4𝑥𝑖𝑃

(︃
−𝑖 𝛿
𝛿𝐽𝑖

)︃)︃
𝑍0, (1.105)

substituindo (1.105) em (1.101) já expandido,

𝑍[𝐽 ] =
∫︁
𝒟𝜑

(︃∑︁
𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

(︂∫︁
𝑑4𝑥𝑃 (𝜑)

)︂𝑛)︃
𝑒𝑖
∫︀
𝑑4𝑦(ℒ0+𝐽𝜑)

= 𝑁
∑︁
𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

(︃∫︁
𝑑4𝑥𝑃

(︃
− 𝛿

𝛿𝐽
𝑖

)︃)︃𝑛
𝑍0 = 𝑁𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥ℒ1(−𝑖 𝛿

𝛿𝐽 )𝑍0[𝐽 ], (1.106)

provando (1.100).

Exemplo: Considere, como exemplo, a própria lagrangiana de interação analisad,

ℒ1 = − 𝑔4!𝜑
4, (1.107)
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𝑍[𝐽 ] = 𝑁𝑒𝑖
∫︀
𝑑4𝑥 𝑔

4!
𝛿4

𝛿𝐽4𝑍0[𝐽 ]. (1.108)

Expandindo até primeira ordem em 𝑔,

𝑍[𝐽 ] =
(︃

1 + 𝑖
𝑔

4!

∫︁
𝑑4𝑥

𝛿4

𝛿𝐽4

)︃
𝑍0[𝐽 ]. (1.109)

Nas subseções anteriores, foi calculado a seguinte expressão para o funcional gera-
dor livre,

𝑍0[𝐽 ] = 𝑁0𝑒
− 𝑖

2

∫︀
𝑑𝑦𝑑𝑧𝐽(𝑧)Δ(𝑧−𝑦)𝐽(𝑦), (1.110)

calculando a quarta derivada de (1.110),

(−𝑖)4 𝛿
4𝑍0[𝐽 ]
𝛿𝐽(𝑤)4 = 𝛿4𝑍0[𝐽 ]

𝛿𝐽(𝑤)4 =
(︂
− 3Δ(0)2 + 6𝑖Δ(0)

[︂∫︁
𝑑𝑥1𝐽(𝑥1)Δ(𝑥1 − 𝑤)

]︂
+

+
[︂∫︁

𝑑𝑥1𝐽(𝑥1)Δ(𝑥1 − 𝑤)
]︂ )︂
𝑒− 𝑖

2

∫︀
𝑑𝑧𝑑𝑦𝐽(𝑧)Δ(𝑧−𝑦)𝐽(𝑦).

Portanto, o funcional gerador se torna

𝑍[𝐽 ] = 𝑁
[︂
1 +

∫︁
𝑑𝑤

𝑖𝑔

4!

(︂
− 3Δ(0)2 + 6𝑖Δ(0)

[︂∫︁
𝑑𝑥1𝐽(𝑥1)Δ(𝑥1 − 𝑤)

]︂
+

+
[︂∫︁

𝑑𝑥1𝐽(𝑥1)Δ(𝑥1 − 𝑤)
]︂ )︂]︂

𝑍0, (1.111)

e o fator de normalização é dado por

𝑁−1 = 1− 3𝑖𝑔4!Δ(0)2
∫︁
𝑑𝑤. (1.112)

Obviamente, o resultado (1.111) é uma aproximação de primeira ordem, visto que
só considerou o termo de primeira ordem da expansão da exponencial de interação. De
fato, as teorias quânticas de campos interagentes sempre trabalham com aproximações,
como é evidente ao se observar a fórmula de Gell-Mann e Low: nela, uma exponencial
da lagrangiana de interação também surge e, ao se calcular as funções de Green, deve-se
expandir essa exponencial e considerar até uma certa ordem desejada.

1.3 Teoria do campo fermiônico

Na teoria quântica de campos, os campos fermiônicos obedecem a relação de anti-
comutação. E, apesar de que, na formulação da integral de caminho, a ação que aparece
na exponencial seja a ação clássica (portanto, os campos são classicos), tais campos ainda
obedecem essas relações. Mais especificamente, esses campos são variáveis de Grassmann.
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1.3.1 Álgebra de Grassmann

Para estudar os campos espinoriais, faz-se necessário revisar a algebra de Grass-
mann, visto que os campos espinoriais clássicos são variáveis contínuas de Grassmann.

Portanto, considere os geradores {𝑥1, 𝑥2..., 𝑥𝑛} de uma álgebra de Grassmann n-
dimensional. Tais geradores satisfazem a relação de anticomutação

{𝑥𝑖, 𝑥𝑗} = 𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝑥𝑗𝑥𝑖 = 0, (1.113)

para todo 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, ...𝑛}. Isso implica dizer que 𝑥2
𝑖 = 0, que é uma importante identidade

utilizada ao se expandir quaisquer funções de variáveis de Grassman, já que

𝑓(𝑥𝑗) =
∑︁
𝑖

𝑎𝑖𝑥
𝑖
𝑗 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥𝑗, (1.114)

ou seja, as funções de variáveis de Grassmann são expandidas finitamente até o termo de
primeira ordem, já que termos de ordem superior se anulam.

Outra importante definição dentro da álgebra de Grassmann é a de diferenciação.

Definição: Existem duas definições da operação de diferenciação de variáveis de
Grassmann. São a derivada pela direita e a derivada pela esquerda. Elas são dadas por:
Derivada pela direita

𝜕𝑅

𝜕𝑥𝑘
(𝑥𝑖𝑥𝑗) = 𝑥𝑖𝛿𝑘𝑗 − 𝛿𝑘𝑖𝑥𝑗, (1.115)

Derivada pela esquerda

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑘
(𝑥𝑖𝑥𝑗) = 𝛿𝑘𝑖𝑥𝑗 − 𝑥𝑖𝛿𝑘𝑗. (1.116)

Note que, para ambas as derivadas, vale

𝜕

𝜕𝑥𝑘
{𝑥𝑖, 𝑥𝑗} = 0,

como deve ser. Além disso, ambas das derivadas são operadores lineares e satisfazem

{ 𝜕

𝜕𝑥𝑗
, 𝑥𝑖} = 𝛿𝑗𝑖,

{ 𝜕
𝜕𝑥𝑖

,
𝜕

𝜕𝑥𝑗
} = 0.

Tendo definido a derivada, torna-se importante definir a integral de uma variável de
Grassmann.

Definição: Para definir a integral, é necessário impor as seguintes condições, cha-
madas de regras de integração de Grassmann,∫︁

𝑑𝑥𝑖 = 0, (1.117)
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∫︁
𝑥𝑖𝑑𝑥𝑖 = 1. (1.118)

Com essas regras, o problema que surge devido ao fato de que
(︁

𝜕
𝜕𝑥𝑖

)︁2
= 0 não possui

operação inversa é evitado. Além disso, a integral é um operador linear, ou seja,∫︁
(𝑎𝑓(𝑥𝑖) + 𝑏𝑔(𝑥𝑖))𝑑𝑥𝑖 = 𝑎

∫︁
𝑓(𝑥𝑖)𝑑𝑥𝑖 + 𝑏

∫︁
𝑔(𝑥𝑖)𝑑𝑥𝑖.

Para uma função de uma variável qualquer, sua expressão geral é dada por uma
expansão até primeira ordem. Portanto, integrando uma função dada por 𝑓(𝑥) = 𝑎+ 𝑏𝑥,∫︁

𝑑𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) = 𝑏.

Além disso, a integral de sua derivada é nula,∫︁ 𝜕𝑓(𝑥𝑖)
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥𝑖 = 0.

A função delta pode ser facilmente definida para a integral de Grassmann. Primei-
ramente, ela deve satisfazer ∫︁

𝛿(𝑥− 𝑥′)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥′). (1.119)

Isso implica dizer que 𝛿(𝑥− 𝑥′) = 𝑥− 𝑥′, pois,∫︁
𝑑𝑥(𝑥− 𝑥′)(𝑎+ 𝑏𝑥) =

∫︁
𝑑𝑥(𝑥− 𝑥′)𝑎+ 𝑏

∫︁
𝑑𝑥(𝑥− 𝑥′)𝑥

= 𝑎− 𝑏
∫︁
𝑑𝑥𝑥′𝑥 = 𝑎+ 𝑏

∫︁
𝑑𝑥𝑥𝑥′ = 𝑓(𝑥′),

como deve ser.

Lema: O valor da integral gaussiana para variáveis de Grassmann é dada por∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑥′𝑒−𝑥𝑥′ =

∫︁
𝑑𝑥′𝑑𝑥𝑒𝑥𝑥

′ = 1. (1.120)

A prova desse lema é simples. Primeiramente, é evidente que a expansão dessa
função é dada por

𝑓(𝑥) = 1− 𝑥𝑥′, (1.121)

portanto, o resultado sai naturalmente.

Apesar da prova ter considerado 𝑥 e 𝑥′ como variáveis, o lema (1.120) é valido
para o caso de se tratar de um produto entre vetores de Grassmann, isto é, vetores cujo
as componentes são variáveis de Grassmann.

Lema: Para uma integral em duas dimensões, uma mudança de variaveis do tipo
𝑥 = 𝐴𝑦(onde 𝐴 é uma matriz 2× 2) é dada por

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 1
𝑑𝑒𝑡𝐴

𝑑𝑦1𝑑𝑦2. (1.122)
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Note a similaridade de (1.122) com a mudança de variáveis de uma integração comum.

Com esses dois lemas, considere a seguinte integral gaussiana
∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑥𝑒−𝑥𝑥, (1.123)

onde

𝑥 =
⎛⎝𝑥1

𝑥2

⎞⎠ ,
𝑥 =

(︁
𝑥1 𝑥2

)︁
.

E também, o infinitesimal de (1.123) é em quatro dimensões, ou seja, 𝑑𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥1𝑑𝑥2.
Logo, considerando duas matrizes 𝐴 e 𝐵 que descrevem as mudanças de variáveis 𝑥 = 𝐴𝑦

e 𝑥 = 𝑦𝐵, a integral (1.123) se torna
∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑥𝑒−𝑥𝑥 = 1

𝑑𝑒𝑡𝐴𝑑𝑒𝑡𝐵

∫︁
𝑑𝑦𝑑𝑦𝑒−𝑦𝐵𝐴𝑦, (1.124)

chamando 𝐵𝐴 = 𝐷, ∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑥𝑒−𝑥𝑥 = 1

𝑑𝑒𝑡𝐷

∫︁
𝑑𝑦𝑑𝑦𝑒−𝑦𝐷𝑦,

e considerando que
∫︀
𝑑𝑥𝑑𝑥𝑒−𝑥𝑥 = 1, obtêm-se

∫︁
𝑑𝑦𝑑𝑦𝑒−𝑦𝐷𝑦 = 𝑑𝑒𝑡𝐷, (1.125)

análogo ao caso de uma integral comum, onde aparece o inverso do determinante do
operador.

Considere que seja feita uma translação nas variáveis originais, dada por

𝑥′ = 𝑥−𝐷−1𝛼, (1.126)

𝑥′ = 𝑥− 𝛼𝐷−1, (1.127)

o expoente se transformará como

𝑥′𝐷𝑥′ = 𝑥𝐷𝑥+ 𝛼𝐷−1𝛼− (𝑥𝛼 + 𝛼𝑥),

substituindo na integral
∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑥𝑒−𝑥𝐷𝑥+(𝑥𝛼+𝛼𝑥) = 𝑑𝑒𝑡𝐷𝑒𝛼𝐷

−1𝛼. (1.128)

O resultado (1.128) é útil ao se calcular a função geradora dos campos fermiônicos.
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1.3.2 Generalização para dimensões infinitas não-enumeráveis

Os campos espinoriais possuem, como "indice", um conjunto infinito não-enumerável.
Portanto, é importante estudar o caso em que a álgebra de Grassmann possua uma di-
mensão infinita e não-enumerável.

Para uma álgebra de Grassmann desse tipo, os geradores são um 𝜃(𝑥) tal que
𝑥 ∈ R, e satisfazem

{𝜃(𝑥), 𝜃(𝑦)} = 𝜃(𝑥)𝜃(𝑦) + 𝜃(𝑦)𝜃(𝑥) = 0, (1.129)

𝜃(𝑥)2 = 0. (1.130)

De maneira análoga ás expressões (1.116) e (1.115), as diferenciações nessa álgebra
satisfazem

𝛿𝜃(𝑥)
𝛿𝜃(𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦), (1.131)

𝛿𝑅

𝛿𝜃(𝑥)𝜃(𝑦)𝜃(𝑧) = 𝜃(𝑦)𝛿(𝑧 − 𝑥)− 𝛿(𝑦 − 𝑥)𝜃(𝑧), (1.132)

𝛿𝐿

𝛿𝜃(𝑥)𝜃(𝑦)𝜃(𝑧) = 𝛿(𝑦 − 𝑥)𝜃(𝑧)− 𝜃(𝑦)𝛿(𝑧 − 𝑥). (1.133)

As regras de integração são análogas à (1.117) e (1.118),
∫︁
𝑑𝜃(𝑥)𝜃(𝑥) = 1, (1.134)

∫︁
𝑑𝜃(𝑥) = 0. (1.135)

Portanto, a integral gaussiana se torna
∫︁
𝑑𝜃(𝑥)𝑑𝜃(𝑥)𝑒−(𝜃,𝐷𝜃) = 𝑑𝑒𝑡𝐷, (1.136)

onde (𝜃,𝐷𝜃) =
∫︀
𝑑𝑥𝑑𝑦𝜃(𝑥)𝐷(𝑥, 𝑦)𝜃(𝑦) é o produto interno de funções contínuas de Gras-

smann.

Considerando a translação, assim como feito em (1.128),
∫︁
𝑑𝜃(𝑥)𝑑𝜃(𝑥)𝑒−(𝜃,𝐷𝜃)+(𝜂,𝜃)+(𝜃,𝜂) = 𝑒(𝜂,𝐷−1𝜂)𝑑𝑒𝑡𝐷, (1.137)

para 𝐷 invertível. Com a álgebra de Grassmann formulada, ja é possível tratar dos campos
de Dirac.
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1.3.3 Campos de Dirac

A lagrangiana que descreve os campos fermiônicos livres (campos de Dirac) é dada
por

ℒ = 𝜓
(︂1

2(𝑖/𝜕 − 𝑖
←−
/𝜕 )−𝑚

)︂
𝜓, (1.138)

cuja equação de movimento é a equação de Dirac

(𝑖/𝜕 −𝑚)𝜓 = 0, (1.139)

e a equação de Dirac para o campo conjugado

𝜓(𝑖
←−
/𝜕 +𝑚) = 0, (1.140)

sendo o campo 𝜓 definido como 𝜓 = 𝜓†𝛾0.

Análogo ao que foi feito ao campo escalar, é possível desenvolver um funcional ge-
rador das funções de Green do campo fermiônico. Chamando /𝐷 = 𝑖/𝜕−𝑚 e desenvolvendo
o funcional gerador de maneira análoga ao campo escalar

𝑍0[𝜂, 𝜂] = 𝑍0 = 𝑁−1
∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥(𝜓 /𝐷𝜓+𝜂𝜓+𝜓𝜂), (1.141)

com a normalização sendo

𝑁 =
∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓𝑒𝑖

∫︀
𝑑4𝑥(𝜓 /𝐷𝜓). (1.142)

Agora, torna-se necessário procurar a solução da equação (1.143), que dará o pro-
pagador do campo de Dirac,

/𝐷𝑆𝐹 (𝑥− 𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦). (1.143)

Isso pode ser feito com auxílio da equação para o campo escalar e seu respectivo propa-
gador. Lembrando da equação para o campo escalar,

(𝜕𝜇𝜕𝜇 +𝑚2)Δ(𝑥− 𝑦) = −𝛿(𝑥− 𝑦). (1.144)

Note que, aplicando o operador (𝑖/𝜕 +𝑚) em Δ(𝑥− 𝑦), obtém-se,

Λ(𝑥, 𝑦) = (𝑖/𝜕 +𝑚)Δ(𝑥− 𝑦), (1.145)

aplicando o operador /𝐷 em (1.145),

/𝐷Λ(𝑥, 𝑦) = (𝑖/𝜕 −𝑚)(𝑖/𝜕 +𝑚)Δ(𝑥− 𝑦) = −(𝜕𝜇𝜕𝜇 +𝑚2)Δ(𝑥− 𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦), (1.146)

logo, 𝑆𝐹 (𝑥− 𝑦) = (𝑖/𝜕 +𝑚)Δ(𝑥− 𝑦). Explicitamente, o propagador do campo de Dirac é
dado por

𝑆𝐹 (𝑥) = 1
(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑝

(/𝑝+𝑚)𝑒−𝑖𝑝𝑥

𝑝2 −𝑚2 = 1
(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑝

𝑒−𝑖𝑝𝑥

/𝑝−𝑚
, (1.147)
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onde o termo 𝜖 foi suprimido. De maneira analóga ao que foi feito para o campo escalar,
o funcional gerador será dado em termos do propagador como mostrado em (1.148),

𝑍0 = 𝑒−𝑖
∫︀
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝜂(𝑥)𝑆𝐹 (𝑥−𝑦)𝜂(𝑦). (1.148)

O desenvolvimento da teoria que envolve a interação do campo fermiônico com o
campo eletromagnético será feito na próxima subseção. Mas, em resumo, envolve fazer
algo análogo ao campo escalar com interação. Primeiramente, a lagrangiana é separada
em dois termos: o livre e o de interação,

ℒ = ℒ0 + ℒ𝑖. (1.149)

Em seguida, a relação entre o funcional gerador com interação e o funcional gerador livre
é dada por (1.150),

𝑍[𝜂, 𝜂] = 𝑁−1𝑒𝑥𝑝

(︃
𝑖
∫︁
𝑑4𝑥ℒ𝑖

(︃
−𝑖 𝛿
𝛿𝜂
,−𝑖 𝛿

𝛿𝜂

)︃)︃
𝑍0. (1.150)

Repare que foi feita a substituição de 𝜓 → −𝑖 𝛿
𝛿𝜂

e 𝜓 → −𝑖 𝛿
𝛿𝜂

na lagrangiana de interação
em (1.150). Fazendo uma expansão no termo de interação, obtém-se aproximações na
ordem desejada do funcional com interação.

1.4 Teoria dos campos de gauge

1.4.1 Teoria geral dos campos de gauge

A teoria de Yang-Mills é uma teoria geral sobre os campos associados à transfor-
mações de gauge. Sendo o grupo de gauge abeliano ou não, as ideias desenvolvidas nessa
subseção se aplicarão em ambos os casos. A importância do desenvolvimento das teorias
de gauge envolve a invariância da lagrangiana sob transformações envolvendo mudanças
de fase nos campos. Tal invariância só é possível ao se fazer um acoplamento mínimo nas
derivadas dos campos, transformando-as em derivadas covariantes sob o grupo de gauge.
Consequentemente, isso insere um outro campo na lagrangiana, que estará interagindo
com os campos inicialmente tratados. Por isso, nessa subseção será desenvolvida uma te-
oria geral para esses campos de gauge. O exemplo mais simples de um campo de gauge é
o campo eletromagnético, que será estudado mais adiante.

Inicialmente, considere a lagrangiana de um férmion. O caso dos férmions é mais
simples pelo fato da lagrangiana livre possuir apenas uma derivada de primeira ordem.
Claro que, para o campo escalar, a definição de derivada covariante será a mesma. Por-
tanto, dada a lagrangiana

ℒ = 𝜓
(︂1

2(𝑖/𝜕 − 𝑖
←−
/𝜕 )−𝑚

)︂
𝜓, (1.151)
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onde 𝜓𝑖
←−
/𝜕 𝜓 significa 𝑖(𝜕𝜇𝜓)𝛾𝜇𝜓.

Considere um grupo de gauge (não necessariamente abeliano). Dado 𝑔(𝑥) ∈ 𝐺

uma transformação do grupo 𝐺, o espinor se transforma como

𝜓
𝑔 = 𝜓𝑔, (1.152)

𝜓𝑔 = 𝑔−1𝜓.

Como, por hipótese, esse grupo de gauge é uma transformação de simetria, então, a lagran-
giana deve ser invariante sob tais transformações. A primeira tentativa pode ser feita na
lagrangiana puramente livre, como está em (1.151). Portanto, aplicando tal transformação

ℒ′ = 𝜓
𝑔
(︂1

2(𝑖/𝜕 − 𝑖
←−
/𝜕 )−𝑚

)︂
𝜓𝑔 = 1

2𝜓𝑔(𝑖
/𝜕 − 𝑖

←−
/𝜕 )𝑔−1𝜓 − 𝜓𝑚𝜓

= 𝜓
(︂1

2(𝑖/𝜕 − 𝑖
←−
/𝜕 )−𝑚

)︂
𝜓 + 1

2𝜓(𝑔𝑖/𝜕𝑔−1 − 𝑔𝑖
←−
/𝜕 𝑔−1)𝜓.

Claramente, a lagrangiana livre não é invariante. Entretanto, é possível contornar
esse problema fazendo um acoplamento mínimo na derivada, de modo a se obter uma
derivada covariante. Assim sendo, considere o campo auxiliar 𝐴𝜇, que está associado ao
grupo de transformações de gauge. Nesse caso, a derivada covariante é definida por

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝐴𝜇, (1.153)

←−
𝐷𝜇 =←−𝜕 𝜇 + 𝐴†

𝜇. (1.154)

Assim, deve ser imposto que esse campo se transforma como

𝐴𝑔𝜇 = 𝑔−1𝐴𝜇𝑔 + 𝑔−1𝜕𝜇𝑔, (1.155)

𝐴†𝑔
𝜇 = 𝑔−1𝐴†

𝜇𝑔 + 𝑔−1←−𝜕 𝜇𝑔. (1.156)

Agora, considere a nova lagrangiana

ℒ = 𝜓
(︂1

2(𝑖 /𝐷 − 𝑖
←−
/𝐷)−𝑚

)︂
𝜓, (1.157)

aplicando a transformação de gauge na lagrangiana (1.157),

ℒ′ = 𝜓
(︂1

2(𝑖/𝜕 − 𝑖
←−
/𝜕 )−𝑚

)︂
𝜓 + 1

2𝜓(𝑔𝑖/𝜕𝑔−1 − 𝑔𝑖
←−
/𝜕 𝑔−1)𝜓 + 𝜓(𝑔 /𝐴𝑔(𝑔−1)− 𝑔 /𝐴†𝑔

𝑔−1)𝜓,
(1.158)

desenvolvendo os dois ultimos termos da expressão acima,

𝜓(𝑔(𝑔−1𝑖 /𝐴𝑔 + 𝑔−1𝑖/𝜕𝑔)𝑔−1)𝜓 = 𝜓(𝑖 /𝐴+ (𝑖/𝜕𝑔)𝑔−1)𝜓

𝜓(𝑔(𝑔−1 /𝐴
†
𝑔 + 𝑔−1𝑖

←−
/𝜕 𝑔)𝑔−1)𝜓 = 𝜓(𝑖 /𝐴† + 𝑔(𝑔−1𝑖

←−
/𝜕 ))𝜓,
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substituindo esse termo na lagrangiana (1.158),

ℒ′ = 𝜓
(︂1

2(𝑖 /𝐷 − 𝑖
←−
/𝐷)−𝑚

)︂
𝜓 + 1

2𝜓(𝑔𝑖/𝜕𝑔−1 − 𝑔𝑖
←−
/𝜕 𝑔−1)𝜓 + 1

2𝜓((𝑖/𝜕𝑔)𝑔−1 − 𝑔(𝑔−1𝑖
←−
/𝜕 ))𝜓

= 𝜓
(︂1

2(𝑖 /𝐷 − 𝑖
←−
/𝐷)−𝑚

)︂
𝜓 + 1

2𝜓(𝑖/𝜕(𝑔 · 𝑔−1)− (𝑔 · 𝑔−1)𝑖
←−
/𝜕 )𝜓 = 𝜓

(︂1
2(𝑖 /𝐷 − 𝑖

←−
/𝐷)−𝑚

)︂
𝜓.

Portanto, a lagrangiana (1.157) se mantém invariante sob transformações de gauge. Note
que a derivada covariante se transforma como

𝐷𝜇 = 𝑔−1𝐷𝜇𝑔.

Agora, é necessário estudar os grupos de gauge. Como a transformação de gauge
é análoga a uma mudança de fase, no geral, faz sentido escrever um elemento genérico do
grupo 𝐺 como 5

𝑔(𝑥) = 𝑒Λ(𝑥), (1.159)

com Λ(𝑥) = Λ(𝑥)𝑎𝑇 𝑎, e sendo {𝑇 𝑎}𝑛𝑎=1 o conjunto dos geradores do grupo (a convenção
usada aqui é a de que os índices iguais e latinos indicam soma sobre esse índice). Não
somente a ideia de mudança de fase corrobora a forma como (1.159) é escrita, mas, o fato
de que as transformações consideradas são continuamente conectadas com a identidade
permite com que um elemento dessa espécie seja representado como (1.159).

Sobre os geradores, eles satisfazem a regra de comutação

[𝑇 𝑎, 𝑇 𝑏] = 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑇 𝑐, (1.160)

com 𝑓𝑎𝑏𝑐 totalmente antissimetrico. No caso de 𝑓 = 0, o grupo é abeliano. A algebra
dos geradores induz uma álgebra de Lie (devido aos comutadores). Logo, satisfazem a
identidade de Jacobi,

[𝑇 𝑎, [𝑇 𝑏, 𝑇 𝑐]] + [𝑇 𝑏, [𝑇 𝑐, 𝑇 𝑎]] + [𝑇 𝑐, [𝑇 𝑎, 𝑇 𝑏]] = 0. (1.161)

Aplicando (1.160) em (1.161) e fazendo algumas manipulações, chega-se na identidade

𝑓𝑎𝑒𝑑𝑓 𝑏𝑐𝑒 + 𝑓 𝑏𝑒𝑑𝑓 𝑐𝑎𝑒 + 𝑓 𝑐𝑒𝑑𝑓𝑎𝑏𝑒 = 0. (1.162)

Note que é possível reescrever a identidade 1.162 como

𝑓𝑎𝑒𝑑𝑓 𝑏𝑐𝑒 + 𝑓 𝑏𝑒𝑑𝑓 𝑐𝑎𝑒 = −𝑓 𝑐𝑒𝑑𝑓𝑎𝑏𝑒

=⇒ 𝑓𝑑𝑎𝑒𝑓 𝑐𝑒𝑏 − 𝑓𝑑𝑏𝑒𝑓 𝑐𝑒𝑎 = 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝑓 𝑒𝑎𝑏,

5 Na verdade, essa expressão surge ao se considerar uma transformação infinitesimal do grupo G e, em
seguida, constrói-se uma equação diferencial para um elemento do grupo genérico e que possui, como
resultado, essa exponencial. Claro que algumas condições devem ser satisfeitas, como, por exemplo,
esse elemento estar continuamente conectado à identidade do grupo. Essa transformação infinitesimal
também induz aos geradores e à álgebra de Lie que estes satisfazem.
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o que permite construir as matrizes dos geradores como

(𝑇 𝑎)𝑏𝑐 = −𝑓𝑎𝑏𝑐, (1.163)

portanto,
𝑓𝑑𝑎𝑒𝑓 𝑐𝑒𝑏 − 𝑓 𝑐𝑎𝑒𝑓𝑑𝑒𝑏 = 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝑓 𝑒𝑎𝑏

=⇒ (𝑇 𝑑)𝑎𝑒(𝑇 𝑐)𝑒𝑏 − (𝑇 𝑐)𝑎𝑒(𝑇 𝑑)𝑒𝑏 = −𝑓 𝑐𝑑𝑒(𝑇 𝑒)𝑎𝑏, (1.164)

que é a componente 𝑎𝑏 da relação de comutação entre os geradores. Por fim, é possível
escolher os geradores de tal modo que satisfaçam as propriedades (1.165) e (1.166),

𝑇 𝑎† = −𝑇 𝑎, (1.165)

𝑡𝑟(𝑇 𝑎𝑇 𝑏) = −1
2𝛿

𝑎𝑏. (1.166)

Como é possível escolher uma representação de𝐺 em que os geradores são matrizes,
isso significa que os elementos de 𝐺 também podem ser escritos assim e, por consequência,
os campos. O campo fermiônico 𝜓 pode ser expresso por uma matriz coluna e, analoga-
mente, 𝜓 será uma matriz linha. Além disso, o campo 𝐴𝜇 será uma combinação linear dos
geradores, ou seja,

𝐴𝜇 = 𝐴𝑎𝜇𝑇
𝑎, (1.167)

𝐴†
𝜇 = 𝐴*𝑎

𝜇 𝑇
†𝑎 = −𝐴*𝑎𝑇 𝑎. (1.168)

A interação e a lagrangiana do campo de Dirac livre já estão contidas em (1.157).
Portanto, agora se torna necessário adicionar uma lagrangiana livre para o campo de
gauge. Usando, como base, a teoria eletromagnética, cujos campos de gauge se transfor-
mam sob 𝑆𝑈(1), é possível desenvolver uma lagrangiana para o campo auxiliar

ℒ𝑌𝑀 = −1
4𝐹

𝑎
𝜇𝜈𝐹

𝑎𝜇𝜈 = 1
2𝑡𝑟(𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈), (1.169)

que é a lagrangiana de Yang-Mills. Na expressão (1.169), o tensor de segunda ordem é
dado por

𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 + [𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ], (1.170)

que é o tensor de Yang-Mills e se transforma em 𝐺 como

𝐹 𝑔
𝜇𝜈 = 𝑔−1𝐹𝜇𝜈𝑔.

Teorema: O tensor de Yang-Mills pode ser escrito da forma

[𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ] = 𝐹𝜇𝜈 (1.171)
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Demonstração:

[𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ] = [(𝜕𝜇 + 𝐴𝜇), (𝜕𝜈 + 𝐴𝜈)] = [𝜕𝜇, 𝜕𝜈 ] + [𝜕𝜇, 𝐴𝜈 ] + [𝐴𝜇, 𝜕𝜈 ] + [𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ] = 𝐹𝜇𝜈 ,

como se queria demonstrar.

A derivada covariante definida em (1.153) é a aplicada em 𝜓, uma matriz coluna.
No caso da derivada covariante de um elemento matricial Λ = Λ𝑎𝑇 𝑎, a operação de derivar
é diferente, como expresso em (1.172),

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + [𝐴𝜇, ], (1.172)

=⇒ 𝐷𝜇Λ = 𝜕𝜇Λ + [𝐴𝜇,Λ].

Essa diferença surge do fato de que uma matriz quadrada pode ser escrita como o produto
direto de uma matriz linha e uma matriz coluna. Assim, a derivada covariante fica

𝐷𝜇Λ = 𝜕𝜇Λ + 𝐴𝜇Λ + Λ𝐴†
𝜇. (1.173)

Aplicando a propriedade (1.165) em (1.173) e considerando que campos vetoriais são
entidades físicas e, portanto, assumem valores reais, então, a expressão (1.173) assume a
forma dada pela definição (1.172). Dado em componentes,

[𝐴𝜇, 𝑇 𝑏] = [𝐴𝑎𝜇𝑇 𝑎, 𝑇 𝑏] = 𝐴𝑎𝜇𝑓
𝑎𝑏𝑐𝑇 𝑐 = 𝑓 𝑏𝑐𝑎𝐴𝑎𝜇𝑇

𝑐

=⇒ (𝐷𝜇Λ)𝑎𝑏 = 𝜕𝜇Λ𝑒(𝑇 𝑒)𝑎𝑏 + 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝐴𝑐𝜇Λ𝑑(𝑇 𝑒)𝑎𝑏

=⇒ (𝐷𝜇Λ)𝑎𝑏 = 𝜕𝜇Λ𝑒𝑓 𝑒𝑏𝑎 + 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝐴𝑐𝜇Λ𝑑𝑓 𝑒𝑏𝑎 = (𝜕𝜇Λ𝑒 + 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝐴𝑐𝜇Λ𝑑)𝑓 𝑒𝑏𝑎,

logo,
𝐷𝑎𝑏
𝜇 = 𝜕𝜇𝛿

𝑎𝑏 + 𝑓 𝑏𝑎𝑐𝐴𝑐𝜇.

Teorema: O comutador de derivadas covariantes aplicado à uma matriz quadrada
satisfaz

[𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ]Λ = [𝐹𝜇𝜈 ,Λ]. (1.174)

Demonstração: Têm-se que

𝐷𝜇𝐷𝜈Λ = 𝐷𝜇(𝜕𝜈Λ + [𝐴𝜈 ,Λ]) = 𝜕𝜇𝜕𝜈Λ + 𝜕𝜇[𝐴𝜈 ,Λ] + [𝐴𝜇, 𝜕𝜈Λ] + [𝐴𝜇, [𝐴𝜈 ,Λ]]

= 𝜕𝜇𝜕𝜈Λ + [𝜕𝜇𝐴𝜈 ,Λ] + [𝐴𝜈 , 𝜕𝜇Λ] + [𝐴𝜇, 𝜕𝜈Λ] + [𝐴𝜇, [𝐴𝜈 ,Λ]].

Então,
[𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ]Λ = [𝜕𝜇𝐴𝜈 ,Λ] + [𝐴𝜇, [𝐴𝜈 ,Λ]]− [𝜕𝜈𝐴𝜇,Λ]− [𝐴𝜈 , [𝐴𝜇,Λ]]

= [𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇,Λ] + [𝐴𝜇, [𝐴𝜈 ,Λ]] + [𝐴𝜈 [Λ, 𝐴𝜇]].

Através da identidade de Jacobi, é evidente que

[𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ]Λ = [𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇,Λ]− [Λ, [𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ]] = [𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇,Λ] + [[𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ],Λ] = [𝐹𝜇𝜈 ,Λ].
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Já tendo a lagrangiana completa, é interessante saber a dinâmica destes campos.
Em outras palavras, já é possível escrever as equações de Euler-Lagrange.

𝜕ℒ
𝜕𝐴𝑎𝜇

− 𝜕𝜈
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇) = 0

Que dão as equações de campo de Yang-Mills

𝐷𝜇𝐹
𝜇𝜈 = 𝑗𝜈 , (1.175)

sendo 𝑗𝜈 = 𝑗𝑎𝜈𝑇
𝑎 a quadricorrente. Para o caso do campo fermiônico, a corrente é dada

por

𝑗𝑎𝜈 = −𝑖𝜓𝛾𝜇𝑇 𝑎𝜓. (1.176)

Agora, é possível provar que a quadricorrente se conserva. Para que haja a conser-
vação, a seguinte equação de continuidade deve ser satisfeita

𝐷𝜈𝑗
𝜈 = 0, (1.177)

usando a equação de campo, têm-se:

𝐷𝜈𝑗
𝜈 = 𝐷𝜈𝐷𝜇𝐹

𝜇𝜈

=⇒ 1
2(𝐷𝜈𝐷𝜇𝐹

𝜇𝜈 +𝐷𝜈𝐷𝜇𝐹
𝜇𝜈).

Como os indices são mudos e o tensor de Yang-Mills é antissimétrico,

1
2(𝐷𝜈𝐷𝜇𝐹

𝜇𝜈 +𝐷𝜈𝐷𝜇𝐹
𝜇𝜈) = 1

2(𝐷𝜈𝐷𝜇𝐹
𝜇𝜈 −𝐷𝜇𝐷𝜈𝐹

𝜇𝜈) = 1
2[𝐷𝜈 , 𝐷𝜇]𝐹 𝜇𝜈

= 1
2[𝐹𝜈𝜇, 𝐹 𝜇𝜈 ] = 0.

Então, a equação de continuidade é satisfeita.

Por último, outra propriedade que é satisfeita é a identidade de Bianchi,

𝐷𝜇𝐹𝜈𝜆 +𝐷𝜈𝐹𝜆𝜇 +𝐷𝜆𝐹𝜇𝜈 = 0,

que também descreve o comportamento dos campos de Yang-Mills.

Com a teoria clássica dos campos de gauge desenvolvida, será estudado a quanti-
zação desses campos pelo método das integrais de caminho, como já feito para o campo
escalar e espinorial. Nas próximas subseções, serão estudadas o caso de campos de gauge
abeliano e não-abeliano.
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1.4.2 Quantização do campo eletromagnético

No capítulo anterior, foi desenvolvida a teoria de Yang-Mills, na qual ficou evidente
que uma simetria na transformação de fase do campo naturalmente induz a interação com
o campo de gauge.

Aqui, será estudado o caso do grupo abeliano SU(1), que seria o caso mais simples
possível de uma transformação de gauge. Ao grupo SU(1) tem-se, associado, um campo
de gauge. Esse campo corresponde ao campo eletromagnético.

Primeiramente, um elemento genérico 𝑔 ∈ 𝑆𝑈(1) pode ser escrito como

𝑔 = 𝑒𝜆. (1.178)

Esse grupo possui um único gerador que pode ser qualquer número complexo. Para que
as propriedades (1.165) e (1.166) sejam satisfeitas, a escolha do gerador 𝑡 deve ser

𝑡 = 𝑖√
2
. (1.179)

Portanto, 𝑔 = 𝑒𝑖𝑘𝑓(𝑥), onde 𝑘 = 𝑞/
√

2 é uma constante de acoplamento. Assim, os campos
se transformam como

𝜓
𝑔 = 𝜓𝑒𝑖𝑘𝑓(𝑥), (1.180)

𝜓𝑔 = 𝑒−𝑖𝑘𝑓(𝑥)𝜓, (1.181)

𝑖𝐴𝑔𝜇 = 𝑖𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜆(𝑥) = 𝑖𝐴𝜇 + 𝑖𝑘𝜕𝜇𝑓(𝑥). (1.182)

Evidentemente, a transformação expressa em (1.182) é justamente a transformação de
gauge do campo eletromagnético, o que mostra que há um grupo de gauge abeliano
associado ao campo eletromagnético.

A lagrangiana será dada por

ℒ = 𝜓(1
2(𝑖/𝜕 − 𝑖

←−
/𝜕 )−𝑚− 𝑘 /𝐴)𝜓 − 1

4𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 , (1.183)

e para quantizar o campo eletromagnético, primeiramente, deve-se encontrar o funcional
gerador livre, visto que o funcional gerador interagente é dado por derivadas funcionais
do gerador livre. O candidato intuitivo é dado por

𝑍0 =
∫︁
𝒟𝐴𝜇𝑒𝑥𝑝

(︂
𝑖
∫︁
𝑑4𝑥(ℒ0 + 𝑗𝜈𝐴

𝜈)
)︂
. (1.184)

A lagrangiana ℒ0 é a lagrangiana de Yang-Mills pro campo eletromagnético, dada por

ℒ0 = −1
4(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇)(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇). (1.185)



1.4. Teoria dos campos de gauge 43

Dentro da ação, a lagrangiana (1.185) pode ser escrita como

ℒ0 = 1
2𝐴

𝜇(𝑔𝜇𝜈�2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈)𝐴𝜈 , (1.186)

cujas equações de movimento livre são

𝐷𝜇𝜈𝐴
𝜈 = −𝑗𝜇, (1.187)

sendo 𝐷𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈�2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈 . A função de Green desse operador é aquela que satisfaça

𝐷𝜇𝜈Δ𝜈𝛼(𝑥) = 𝛿𝛼𝜇𝛿(𝑥). (1.188)

Aplicando uma transformada de Fourier em (1.188), a equação se transforma para o espaço
dos momentos em

(−𝑔𝜇𝜈𝑘2 + 𝑘𝜇𝑘𝜈)Δ𝜈𝛼(𝑘) = 𝐾𝜇𝜈Δ𝜈𝛼 = 𝛿𝛼𝜇 , (1.189)

portanto, o propagador no espaço dos momentos é dado por

Δ𝜇𝛼 = (𝐾𝜇𝛼)−1. (1.190)

Entretanto, como será provado a seguir, o operador 𝐾𝜇𝜈 não possui inversa.

Teorema: O operador 𝐷𝜇𝜈 não possui uma função de Green.

Demonstração: Para isso, basta provar que 𝐾𝜇𝜈 não possui inversa. Supondo que
a inversa exista, então ela deve possuir a forma

𝑎𝑔𝜇𝜈 + 𝑏𝑘𝜇𝑘𝜈 = (𝐾−1)𝜇𝜈 , (1.191)

onde 𝑎 e 𝑏 podem ser funções de 𝑘. Portanto, por hipótese,

(−𝑔𝜇𝜈𝑘2 + 𝑘𝜇𝑘𝜈)(𝑎𝑔𝜈𝛼 + 𝑏𝑘𝜈𝑘𝛼) = 𝛿𝛼𝜇

=⇒ −𝑎𝛿𝛼𝜇𝑘2 + 𝑎𝑘𝜇𝑘
𝛼 − 𝑏𝑘2𝑘𝜇𝑘

𝛼 + 𝑏𝑘2𝑘𝜇𝑘
𝛼 = 𝛿𝛼𝜇

=⇒ (−𝛿𝛼𝜇𝑘2 + 𝑘𝜇𝑘
𝛼)𝑎 = 𝛿𝛼𝜇 . (1.192)

Como 𝑘 é uma variável e pode assumir qualquer valor que satisfaça 𝑘2 = 𝑚26, então,
(1.192) não possui solução para 𝑎.

Essa dificuldade surge pois a integral no funcional gerador é feita sobre todos os
campos possíveis. Como transformações de gauge preservam a física do sistema, quando
se integra sobre todos os gauges possíveis, o funcional gerador diverge. Por isso, para se
obter um operador 𝐷𝜇𝜈 inversível, é necessário fixar um gauge. Assim, cada situação física
terá um gauge fixo e o problema de se integrar sobre os infinitos gauges de um mesmo
sistema físico desaparece.
6 Evidentemente, para o caso do campo eletromagnético, m=0.
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Por exemplo, impondo o gauge de Lorentz,

𝜕𝜇𝐴
𝜇 = 0, (1.193)

a lagrangiana (1.186) assume a forma

ℒ0 = 1
2𝐴

𝜈𝑔𝜇𝜈�
2𝐴𝜇 = 1

2𝐴
𝜈𝐷′

𝜇𝜈𝐴
𝜇. (1.194)

O operador com gauge fixo 𝐷′
𝜇𝜇 possui inversa. De fato, é fácil ver que

(𝐾−1)𝜇𝜈 = −𝑔𝜇𝜈𝑘−2. (1.195)

Portanto, a função de Green no espaço dos momentos é dado pelo propagador de Feynman

Δ𝜇𝜇
𝐹 = −𝑔

𝜇𝜈

𝑘2 . (1.196)

Impor um gauge fixo equivale a somar um termo que fixa o gauge à lagrangiana
livre

ℒ𝐺𝑓𝑖𝑥𝑜 = − 1
2𝑎(𝜕𝜇𝐴𝜇), (1.197)

onde 𝑎 é um parâmetro livre. No caso de 𝑎 = 1, obtém-se (1.196). Para um valor de 𝑎
genérico, a lagrangiana pode ser escrita como

ℒ = 1
2(𝐴𝜇(𝑔𝜇𝜈�2 + (1/𝑎− 1)𝜕𝜇𝜕𝜈)𝐴𝜈). (1.198)

Portanto, o propagador no espaço dos momentos é dado por

𝐾𝜇𝜈 = −(𝑔𝜇𝜈 + (1/𝑎− 1)𝑘𝜇𝑘𝜈

(𝐾−1)𝜇𝜈 = 𝑐𝑔𝜇𝜈 + 𝑏𝑘𝜇𝑘𝜈

=⇒ (−𝛿𝛼𝜇𝑘2 + (1− 1/𝑎)𝑘𝜇𝑘𝛼)𝑐− (1/𝑎)𝑘2𝑘𝜇𝑘
𝛼𝑏 = 𝛿𝛼𝜇 ,

cujas soluções são
𝑐 = − 1

𝑘2 , (1.199)

𝑏 = 1− 𝑎
𝑘4 . (1.200)

Consequentemente,
Δ𝜇𝜈
𝐹 = − 1

𝑘4 (𝑔𝜇𝜈𝑘2 + (𝑎− 1)𝑘𝜇𝑘𝜈), (1.201)

e portanto, o propagador no espaço-tempo é dado por

Δ𝜇𝜈
𝐹 (𝑥) =

∫︁
𝑑4𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑥Δ𝜇𝜈

𝐹 (𝑘). (1.202)

Agora, é necessário escrever o funcional gerador. Entretanto, ele enfrentará os pro-
blemas de integrar em todos os gauges possíveis. Esse problema será analisado e resolvido
na próxima subseção.
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1.4.3 Método de Faddeev-Popov

O método de Faddeev-Popov é usado para calcular o funcional gerador de cam-
pos de gauge. Como visto anteriormente, a integral de caminho considera todos os cam-
pos possíveis, incluindo aqueles equivalentes sob transformações de gauge. O método de
Faddeev-Popov consiste em fixar um gauge, análogo ao que foi feito na subseção anterior
para encontrar os propagadores. Dito isso, considere um gauge fixado por

𝑓 [𝐴𝜇]− 𝜃(𝑥) = 0, (1.203)

onde 𝜃 = 𝜃𝑎𝑇 𝑎 é uma função que não depende de 𝐴𝜇. Assim, para fixar o gauge, a integral
se torna

𝑍 =
∫︁
𝒟𝐴𝜇𝛿(𝑓 [𝐴𝜇]− 𝜃)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑆[𝐴𝜇]). (1.204)

A função delta de Dirac serve para fixar o gauge. Mas, o 𝒟𝐴𝜇 ainda integra sobre todo
campo, entretanto, pode-se fazer a seguinte separação,

𝒟𝐴𝜇 → 𝒟𝐴𝜇𝒟𝑔𝑑𝑒𝑡
(︃
𝛿𝑓

𝛿𝑔

)︃
, (1.205)

onde a nova medida quântica 𝐷𝐴𝜇 integra sobre um ponto de cada região de campos
equivalentes sob transformação de gauge. Portanto, o funcional gerador é dado por

𝑍 =
∫︁
𝒟𝑔𝒟𝐴𝜇𝑑𝑒𝑡

(︃
𝛿𝑓

𝛿𝑔

)︃
𝛿(𝑓 [𝐴𝜇]− 𝜃)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑆). (1.206)

Agora, por conveniência, introduz-se um termo auxiliar que estará multiplicando
o funcional gerador, dado por

𝒩 =
∫︁
𝒟𝜃𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝑖

2𝑎

∫︁
𝑑4𝑥𝜃𝑎𝜃𝑎

)︂
. (1.207)

Multiplicar o funcional gerador por esse termo não o altera, visto que também surgirá
o mesmo termo na normalização do funcional e que estará dividindo 𝒩 . Com esse novo
termo, o funcional gerador é dado por

𝑍 =
∫︁
𝒟𝑔𝒟𝜃𝒟𝐴𝜇𝑑𝑒𝑡

(︃
𝛿𝑓

𝛿𝑔

)︃
𝛿(𝑓 [𝐴𝜇]− 𝜃)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑆 − 𝑖𝑆𝜃), (1.208)

sendo 𝑆𝜃 = 1
2𝑎
∫︀
𝑑4𝑥𝜃𝑎𝜃𝑎.

Já o determinante que aparece em (1.208) pode ser reescrito como uma integral
gaussiana da seguinte forma

𝑑𝑒𝑡

(︃
𝛿𝑓

𝛿𝑔

)︃
=
∫︁
𝒟𝑣𝒟𝑣 · 𝑒𝑥𝑝

(︃
−𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑣

(︃
𝛿𝑓

𝛿𝑔

)︃
𝑣

)︃
=
∫︁
𝒟𝑣𝒟𝑣 · 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑆𝐹𝑃 ), (1.209)

onde 𝑣 e 𝑣 são chamados de fantasmas de Faddeev-Popov. São variáveis de Grassmann,
visto que foi usado o resultado (1.136).
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Substituindo (1.209) em (1.208), o funcional gerador se torna

𝑍 =
∫︁
𝒟𝐴𝜇𝒟𝑣𝒟𝑣𝒟𝑔𝒟𝜃𝛿(𝑓 [𝐴𝜇]− 𝜃)𝑒𝑥𝑝(𝑖(𝑆 + 𝑆𝐹𝑃 − 𝑆𝜃)). (1.210)

Ao se integrar sobre 𝜃, o delta de Dirac transformará 𝜃 em 𝑓 [𝐴𝜇], de modo que a ação 𝑆𝜃
tomará a forma

𝑆𝜃 = 𝑆𝐺𝑓𝑖𝑥𝑜 = 1
2𝑎

∫︁
𝑓 [𝐴𝜇]2𝑑𝑥. (1.211)

Por fim, o termo
∫︀
𝒟𝑔 será uma integral sobre um volume infinito no espaço dos elemen-

tos de 𝐺. Mas, como o mesmo termo aparecerá na normalização, ambos se cancelam.
Finalmente, chega-se na forma definitiva do funcional gerador,

𝑍[𝑗𝜇, 𝜂, 𝜂, 𝜔, 𝜔] =
∫︁
𝒟𝐴𝜇𝒟𝑣𝒟𝑣 · 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 + 𝑗𝜇𝐴𝜇 + 𝜓𝜂 + 𝜂𝜓 + 𝑣𝑎𝜔𝑎 + 𝜔𝑎𝑣𝑎), (1.212)

onde cada lagrangiana na ação de 1.212 é, explicitamente, dada por

𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

∫︁
𝑑4𝑥ℒ𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

=⇒ ℒ𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = ℒ0 + ℒ𝐹𝑃 + ℒ𝐺𝑓𝑖𝑥𝑜,

ℒ0 = −1
4𝐹

𝑎𝜇𝜈𝐹 𝑎
𝜇𝜈 , (1.213)

ℒ𝐺𝑓𝑖𝑥𝑜 = − 1
2𝑎𝑓 [𝐴𝜇](𝑥)𝑓 [𝐴𝜇](𝑥), (1.214)

ℒ𝐹𝑃 = −𝑣𝛿𝑓
𝛿𝑔
𝑣, (1.215)

Importante notar que 𝑣 e 𝑣 são variáveis de Grassmann independentes e genéri-
cas, ou seja, não são espinores, pois não se transformam sob transformações de Lorentz
como espinores. Na realidade, são variáveis de Grassmann escalares que, obviamente, não
obedecem o teorema de spin-estatistica. Entretanto, como não são observados e sequer
são elementos físicos, fazendo parte apenas do processo de espalhamento, mas não apare-
cendo como produto final dele, então, não é um problema no teorema. Apenas se tratam
de variáveis auxiliares.

Outra observação é a de que o funcional gerador (1.210) vale para qualquer grupo
de gauge considerado.

1.4.4 Funcional gerador da eletrodinâmica quântica

Na subseção anterior foi desenvolvido um método para se obter o funcional gerador
de um campo de gauge. Nessa subseção, o método de Faddeev-Popov será aplicado ao
caso do campo eletromagnético[5]. Primeiro, o gauge fixado será o de Lorentz

𝜕𝜇𝐴
𝜇 = 0, (1.216)
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assim, a lagrangiana de Faddeev-Popov é obtida calculando-se o termo do determinante

𝑓 [𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜆]− 𝑓 [𝐴𝜇] = 𝛿𝑓 = 𝜕2𝜆

=⇒ 𝛿𝑓 [𝐴𝜇](𝑥)
𝛿𝜆(𝑦) = 𝜕2𝛿(𝑥− 𝑦), (1.217)

consequentemente,
ℒ𝐹𝑃 = −𝑣�2𝑣. (1.218)

Portanto, para o caso do campo eletromagnético, os fantasmas de Faddeev-Popov não
interagem com o campo de gauge e, como são um auxílio matemático que não surgem na
medição física, os fantasmas podem ser ignorados. A consequência disso é que o funcional
gerador é dado por

𝑍 = 𝑁−1
∫︁
𝒟𝐴𝜇𝑒𝑥𝑝

(︂
𝑖

2

∫︁
𝑑4𝑥𝐴𝜇(𝑔𝜇𝜈�2)𝐴𝜈 +

∫︁
𝑑4𝑥𝑗𝜇𝐴

𝜇
)︂
. (1.219)

Análogo ao que foi feito para o campo escalar, essa expressão pode ser evoluída para

𝑍[𝑗𝜇] = 𝑒𝑥𝑝
(︂
− 𝑖2

∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝑗𝜇(𝑥)Δ𝜇𝜈

𝐹 (𝑥− 𝑦)𝑗𝜈(𝑦)
)︂
, (1.220)

para o caso livre.

Quando o campo eletromagnético interage com o campo espinorial, o termo de
interação é dado por −𝑘𝜓 /𝐴𝜓, onde 𝑘 é a carga elementar para o caso do elétron. Portanto,
o funcional gerador para a teoria com interação se torna

𝑍[𝑗𝜇, 𝜂, 𝜂] = 𝑁−1𝑒𝑥𝑝

(︃
𝑖
∫︁
𝑑4𝑥ℒ𝐼

(︃
−𝑖 𝛿
𝛿𝑗𝜇

,−𝑖 𝛿
𝛿𝜂
,−𝑖 𝛿

𝛿𝜂

)︃)︃
𝑍0[𝑗𝜇, 𝜂, 𝜂], (1.221)

onde o funcional 𝑍0 em (1.221) é o funcional gerador para o campo de gauge e os campos
fermionicos, dado por

𝑍0 = 𝑒𝑥𝑝
(︂
−𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦(𝜂(𝑥)𝑆𝐹 (𝑥− 𝑦)𝜂(𝑥) + (1/2)𝑗𝜇(𝑥)Δ𝜇𝜈

𝐹 (𝑥− 𝑦)𝑗𝜈(𝑦))
)︂
. (1.222)

Uma expansão de primeira ordem é dada por (escolhendo k=1)

𝑍 =
(︃

1 +
∫︁
𝑑4𝑥

𝛿

𝛿𝜂(𝑥)𝛾𝜇
𝛿

𝛿𝑗𝜇(𝑥)
𝛿

𝛿𝜂(𝑥)

)︃
𝑍0

= 𝑍0 − 𝑖
∫︁
𝑑4𝑥

𝛿

𝛿𝜂(𝑥)𝛾𝜇
𝛿

𝛿𝑗𝜇(𝑥)

(︂∫︁
𝑑4𝑥1𝑆𝐹 (𝑥− 𝑥1)𝜂(𝑥1)𝑍0

)︂

= 𝑍0 −
∫︁
𝑑4𝑥

(︃
𝛿

𝛿𝜂(𝑥)𝛾𝜇
(︂∫︁

𝑑4𝑥1𝑑
4𝑥2𝑆𝐹 (𝑥− 𝑥1)𝜂(𝑥1)Δ𝜇𝜈

𝐹 (𝑥2 − 𝑥)𝑗𝜈(𝑥2)
)︂
𝑍0

)︃

𝑍 = 𝑁−1
(︂

1−
∫︁
𝑑4𝑥(𝑆𝐹 (0)𝛾𝜇

∫︁
𝑑4𝑥2Δ𝜇𝜈

𝐹 (𝑥2 − 𝑥)𝑗𝜈(𝑥2)+

−𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝑑
4𝑥3𝜂(𝑥3)𝑆𝐹 (𝑥3 − 𝑥)𝛾𝜇Δ𝜇𝜈

𝐹 (𝑥2 − 𝑥)𝑗𝜈(𝑥2)𝑆𝐹 (𝑥− 𝑥1)𝜂(𝑥1)
)︂
𝑍0, (1.223)

e o fator de normalização é 𝑁 = 𝑍[0, 0, 0]. Com a aproximação encontrada, se torna
possível calcular as funções de Green da eletrodinâmica quântica. Lembrando que termos
de interação de maiores ordem podem ser obtidos de maneira análoga.
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1.4.5 Regras de Feynman no espaço dos momentos para a eletrodinâmica
quântica

Muitas vezes, expressões como a (1.223) se tornam maçantes de serem escritas e,
portanto, elas são representadas por diagramas de Feynman. Esses diagramas representam
integrais e dão uma ideia física do processo que está ocorrendo durante as interações
dos campos. Para cada expansão do termo de interação, existe associado uma soma de
diagramas de Feynman e tais diagramas são construídos usando as regras de Feynman.
Para as funções de Green no espaço-tempo, existem regras de Feynman associados. Mas,
as regras de Feynman no espaço dos momentos dão um termo da expansão da própria
matriz S. Por, isso, torna-se mais conveniente construir as funções de Green no espaço
dos momentos. Nessa subseção, tais regras serão revisadas [9].

Primeiro, um diagrama é formado por vértices e linhas. Cada vértice corresponde
à um termo de interação e, cada linha, um propagador. Para as linhas externas, isto é,
linhas que se ligam à um vértice (no caso de expansões com interação) ou a nenhum
vértice (caso de diagramas formados apenas por linhas desconexas), estão associados a
polarização (fóton) ou o spin (férmion) da partícula observada. Para as linhas internas,
isto é, linhas que ligam dois vertices, estão associados propagadores. Para o fóton, a
linha é desenhada como em (1.224), que representa o propagador Δ𝜇𝜈 = − 𝑖𝑔𝜇𝜈

𝑘2+𝑖𝜖 . Para o
fermion, a linha associada é a (1.225) e representa o propagador 𝑆 = 𝑖(/𝑘+𝑚)

𝑘2−𝑚2+𝑖𝜖 . A seta
aponta, convencionalmente, para a direita no caso de partículas e para esquerda no caso
de antipartículas.

(1.224)

(1.225)

À um vértice como em ?(1.226) está associado uma interação e tal vértice repre-
senta a constante de acoplamento −𝑘𝛾𝜇. Além disso, o momento se conserva em cada
vértice, pois, como cada linha tem um termo de momento associado, então, esses termos
se relacionam pela lei de conservação em cada vertice de interação. Também é importante
notar que, como o termo de interação é dado por −𝑘𝜓𝛾𝜇𝜇𝜓, então, a cada vértice só podem
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haver três linhas ligadas: uma linha de fóton e duas de férmions.

(1.226)

Para linhas externas, como no diagrama (1.226), onde cada linha só se liga à um vértice,
está associado o termo de polarização. Para o caso dos fótons pós-espalhamento, têm-se
(1.227) (o círculo está representando o resto do diagrama), que representa 𝑒*(𝑘), ou seja,
o termo de polarização com momento externo 𝑘. Já os fótons antes do espalhamento são
dados por 1.228, que representam o termo de polarização 𝑒(𝑘).

(1.227)

(1.228)

Para férmions antes e após o espalhamento têm-se os termos de spin 𝑢𝑠(𝑝) e 𝑢𝑠(𝑝),
que são representados pelos diagramas externos (1.230) e (1.229) respectivamente.

Para o caso de antiparticulas, os diagramas terão as setas apontadas para a es-
querda e os spins antes e após o espalhamento são dados por 𝑣𝑠(𝑝) e 𝑣𝑠(𝑝), respectivamente.

(1.229)

(1.230)
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Após se fazer todas essas substituições em um gráfico, deve-se lembrar que os ter-
mos 𝛾𝜇 terão seu indice contraído com o indice do propagador do fóton(linhas internas) ou
com o indice do vetor polarização(linhas externas). Além disso, como são matrizes, cada
uma das matrizes deve estar "sanduichada"por um espinor à direita e um espinor conju-
gado à esquerda. Como a função de Green de dois pontos é dada por ⟨0|𝑇 (𝜓(𝑥)𝜓(𝑦))|0⟩,
então, para linhas internas, as matrizes de Dirac serão "sanduichadas"por propagadores de
férmions e, para linhas externas, por termos de spin. Ao fim de tudo, integra-se sobre os
momentos indefinidos dos propagadores, isto é, os momentos que não estão associados as
linhas externas. Lembrando-se que, como aparecerão termos de matrizes nos integrandos,
deve-se integrar o traço do produto desses propagadores. Também é importante notar que
a permutação de linhas externas deve obedecer a estatística do spin da partícula ao qual
essa linha está associada. Outra informação importante é que, na presença de loops de
fermions nos diagramas, um sinal negativo a mais surge na integral.

Como exemplo para aplicar as regras de Feynman, considere o diagrama (1.231).
𝑞

𝑞1 𝑞2 (1.231)

Usando as regras de Feynman, esse diagrama se torna

𝐼 = −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
𝑖(/𝑝+𝑚)

𝑝2 −𝑚2 + 𝑖𝜖
𝛾𝛼𝛾5

𝑖(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2 + 𝑖𝜖

𝛾𝜇
𝑖(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)

(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2 + 𝑖𝜖
, (1.232)

onde os momentos são conservados em cada vértice e os termos de polarização foram
ocultados(ou seja, se trata apenas da integral associada às linhas internas). O termo 𝛾𝛼𝛾5

surge devido a interação com um campo de gauge axial, que será estudada no próximo
capítulo.

Conhecer as regras de Feynman se torna conveniente, pois não há a necessidade de
se aplicar as funções espaciais de Green na fórmula de LSZ, apesar de que as regras surgem
justamente dessa aplicação. Portanto, as vezes, é mais simples representar as funções de
Green como diagramas de Feynman.
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2 Anomalias em Teoria Quântica de Campos

Nesse capítulo, serão estudadas as leis de conservação clássicas, seu análogo quân-
tico dado pelas identidades de Ward e as anomalias que surgem nas leis de conservação.

2.1 Leis de conservação clássicas e simetrias

2.1.1 Correntes dos campos de gauge abeliano e sua conservação

Começando com o caso mais simples, considere um gauge abeliano. Para a eletro-
dinâmica quântica, a lagrangiana é dada por

ℒ = 𝜓(𝑖/𝜕 −𝑚+ 𝑒 /𝐴)𝜓 − 1
4𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 , (2.1)

cujas equações de movimento são

(𝑖/𝜕 −𝑚+ 𝑒 /𝐴)𝜓 = 0, (2.2)

𝜓(𝑖
←−
/𝜕 +𝑚− 𝑒 /𝐴) = 0, (2.3)

𝜕𝜇𝐹
𝜇𝜈 = 𝑗𝜈 . (2.4)

Usando o teorema de Noether, é possível obter a corrente que aparece em (2.4). A análise
feita se focará nas correntes (2.5) e (2.6), onde, por definição, 𝛾5 = 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3. A função
(2.6) é chamada de corrente pseudoescalar.

𝑗𝜇 = 𝜓𝛾𝜇𝜓, (2.5)

𝑗5
𝜇 = 𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓, (2.6)

𝑃 = 𝜓𝛾5𝜓. (2.7)

Fazendo uma análise das leis de conservação para as correntes acima e em quais
condições a equação de continuidade é satisfeita, tem-se, para a quadricorrente

𝜕𝜇𝑗𝜇 = 𝜕𝜇(𝜓𝛾𝜇𝜓)

= 𝑖𝜓(𝑚− 𝑒 /𝐴)𝜓 + 𝑖𝜓(−𝑚+ 𝑒 /𝐴)𝜓 = 0. (2.8)



52 Capítulo 2. Anomalias em Teoria Quântica de Campos

O resultado (2.8) é obtido usando as equações de movimento. Portanto, a quadricorrente
elétrica é conservada.

Para a corrente (2.6), chamada de corrente axial, o processo é analogo,

𝜕𝜇𝑗5
𝜇 = 𝑖𝜓(𝑚− 𝑒 /𝐴)𝛾5𝜓 − 𝑖𝜓𝛾5(−𝑚+ 𝑒 /𝐴)𝜓 = 2𝑖𝑚𝑃. (2.9)

Em (2.9), o resultado foi obtido usando a propriedade de anticomutatividade {𝛾5, 𝛾𝜇} = 0.
Para férmions sem massa, a corrente axial é conservada.

Sabendo que as leis de conservação estão associadas à simetrias, de acordo com o
teorema de Noether, para analisar as simetrias associadas às conservações acima, faz-se
necessário trabalhar com dois campos de gauge, 𝑣𝜇 e 𝐴𝜇, que serão tratados como campos
externos. Assim, a lagrangiana é reescrita como

ℒ = 𝜓(𝑖/𝜕 + /𝑣 + /𝐴𝛾5)𝜓, (2.10)

onde as constantes de acoplamento foram adotadas como 1. Para as transformações de
gauge locais em 𝑈𝑣(1), os campos de Dirac e o campo de gauge se transformam como

𝜓 → 𝑒𝑖𝛼(𝑥)𝜓, (2.11)

𝜓 → 𝜓𝑒−𝑖𝛼(𝑥), (2.12)

𝑣𝜇 → 𝑣𝜇 + 𝜕𝜇𝛼. (2.13)

Para essas transformações, a lagrangiana se mantém invariante e, consequentemente, a
quadricorrente se conserva.

Analogamente, para transformações de gauge locais 𝑈𝐴(1),

𝜓 → 𝑒𝑖𝛽(𝑥)𝛾5𝜓, (2.14)

𝜓 → 𝜓𝑒−𝑖𝛽(𝑥)𝛾5 , (2.15)

𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝛽. (2.16)

A lagrangiana também se mantém invariante sob as transformações desse grupo. Para
essa simetria, a corrente axial é conservada. Assim, é justo nomear 𝐴𝜇 de campo de gauge
axial.

É conveniente decompor os campos em componente esquerdo (L) e componente
direito (R). Para isso, se define o operador de projeção 2.17,

𝑃± = 1
2(1± 𝛾5). (2.17)
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Tal operador satisfaz as propriedades

𝑃 2
± = 𝑃±, (2.18)

𝑃+𝑃− = 0 (2.19)

e
𝑃+ + 𝑃− = 1. (2.20)

Esse operador sera útil ao redefinir a lagrangiana de modo a se manter uma certa simetria.
De fato, o operador projeção resulta, ao ser aplicado aos espinores, em dois campos.
Definindo esses campos como

𝜓𝐿,𝑅 = 𝜓± = 𝑃±𝜓. (2.21)

Consequentemente,
𝛾5𝜓± = ±𝜓±. (2.22)

Tambem é possível escrever as componentes L e R dos campos de gauge como
combinações lineares do campo de gauge vetorial e axial,

𝐴𝐿𝜇 = 𝐴𝜇 + 𝑣𝜇 (2.23)

e
𝐴𝑅𝜇 = 𝑣𝜇 − 𝐴𝜇. (2.24)

Portanto, a lagrangiana (2.10) é, em termos desses campos,

ℒ = 𝜓
𝐿(𝑖/𝜕 + /𝐴

𝐿)𝜓𝐿 + 𝜓
𝑅(𝑖/𝜕 + /𝐴

𝑅)𝜓𝑅 = ℒ𝐿 + ℒ𝑅. (2.25)

Obviamente, pode-se transformar, separadamente, a componente L e R da lagrangiana.

Para transformações de gauge na componente L, têm-se

𝜓𝐿 → 𝑒𝑖Λ
𝐿(𝑥)𝜓𝐿, (2.26)

𝐴𝐿𝜇 → 𝐴𝐿𝜇 + 𝜕𝜇Λ𝐿. (2.27)

Para a componente R, analogamente

𝜓𝑅 → 𝑒𝑖Λ
𝑅(𝑥)𝜓𝑅, (2.28)

𝐴𝑅𝜇 → 𝐴𝑅𝜇 + 𝜕𝜇Λ𝑅. (2.29)

Ambas as transformações, separadamente, mantém a lagrangiana invariante. Con-
sequentemente, associada a essa simetria, existem as seguintes correntes conservadas

𝑗𝐿𝜇 = 𝜓
𝐿
𝛾𝜇𝜓

𝐿 = 𝜓𝛾𝜇
1
2(1 + 𝛾5)𝜓 = 1

2(𝑗𝜇 + 𝑗5
𝜇), (2.30)
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𝑗𝑅𝜇 = 𝜓
𝑅
𝛾𝜇𝜓

𝑅 = 𝜓𝛾𝜇
1
2(1− 𝛾5)𝜓 = 1

2(𝑗𝜇 − 𝑗5
𝜇), (2.31)

o que implica nas leis de conservação 𝜕𝜇𝑗𝐿𝜇 = 𝜕𝜇𝑗𝑅𝜇 = 0. 1

2.1.2 Caso não-abeliano

Para gauges não-abelianos, a lagrangiana é dada por

ℒ = 𝑖𝜓(/𝜕 + /𝑣 + /𝐴𝛾5)𝜓 −𝑚𝜓𝜓, (2.32)

onde 𝑣𝜇 = 𝑣𝑎𝜇𝑇
𝑎 e 𝐴𝜇 = 𝐴𝑎𝜇𝑇

𝑎 são as correntes não-abelianas vetorial e axial, respecti-
vamente. Considere uma transformação infinitesimal em 𝑆𝑈𝑣(𝑛), dada por 𝑔 = 𝑒𝛼. Cada
componente se transforma como

𝛿𝜓 = 𝜓𝛼, (2.33)

𝛿𝜓 = −𝛼𝜓, (2.34)

𝛿𝑣𝜇 = 𝐷𝜇𝛼, (2.35)

𝛿𝐴𝜇 = [𝐴𝜇, 𝛼]. (2.36)

Analogamente, para ℎ = 𝑒𝛽𝛾5 em 𝑆𝑈𝐴(𝑛),

𝛿𝜓 = 𝜓𝛽𝛾5, (2.37)

𝛿𝜓 = −𝛽𝛾5𝜓, (2.38)

𝛿𝐴𝜇 = 𝐷′
𝜇𝛽, (2.39)

𝛿𝑣𝜇 = [𝑣𝜇, 𝛽]𝛾5. (2.40)

Portanto, para uma transformação em 𝑆𝑈𝑣(𝑛)× 𝑆𝑈𝐴(𝑛), tem-se

𝛿𝜓 = 𝜓(𝛽𝛾5 + 𝛼), (2.41)

𝛿𝜓 = −(𝛽𝛾5 + 𝛼)𝜓, (2.42)
1 Para um aprofundamento sobre, basta pesquisar sobre a representação de Weyl e o férmion de Weyl.

O livro do Schwartz[9] têm uma seção sobre esse assunto.
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𝛿𝐴𝜇 = 𝐷′
𝜇𝛽 + [𝐴𝜇, 𝛼]𝛾5, (2.43)

𝛿𝑣𝜇 = 𝐷𝜇𝛼 + [𝑣𝜇, 𝛽]𝛾5. (2.44)

É importante salientar que 𝐷𝜇 é a derivada covariante cujo a conexão é o campo de gauge
vetorial, enquanto 𝐷′

𝜇 é a derivada covariante cujo a conexão é o campo de gauge axial.

A corrente vetorial e axial são dadas por

𝑗𝑎𝜇 = 𝑖𝜓𝛾𝜇𝑇
𝑎𝜓 (2.45)

e
𝑗5𝑎
𝜇 = 𝑖𝜓𝛾𝜇𝛾5𝑇

𝑎𝜓. (2.46)

As leis de conservação podem ser obtidas através das equações de movimento, que são
dadas por

𝜓(𝑖
←−
/𝜕 − 𝑖/𝑣 − 𝑖 /𝐴𝛾5 +𝑚) = 0 (2.47)

e
(𝑖/𝜕 + 𝑖/𝑣 + 𝑖 /𝐴𝛾5 −𝑚)𝜓 = 0. (2.48)

Portanto, obtendo o divergente de (2.45),

𝜕𝜇𝑗
𝑎𝜇 = 𝜓𝑖

←−
/𝜕 𝑇 𝑎𝜓 + 𝜓𝑇 𝑎𝑖/𝜕𝜓

= 𝜓(𝑖/𝑣 + 𝑖 /𝐴𝛾5)𝑇 𝑎𝜓 − 𝜓𝑇 𝑎(𝑖/𝑣 + 𝑖 /𝐴𝛾5)𝜓

= 𝑖𝜓𝛾𝜇[𝑇 𝑏, 𝑇 𝑎](𝑣𝑏𝜇 + 𝐴𝑏𝜇𝛾5)𝜓. (2.49)

Com isso, chega-se na lei de conservação

𝐷𝜇𝑗
𝑎𝜇 + [𝐴𝜇, 𝑗5𝑎𝜇] = 0. (2.50)

De maneira análoga,
𝜕𝜇𝑗

5𝑎𝜇 = 𝜓𝑖
←−
/𝜕 𝛾5𝑇

𝑎𝜓 − 𝜓𝛾5𝑇
𝑎𝑖/𝜕𝜓

= 𝜓(𝑖𝑣𝑏𝜇 − 𝑖𝐴𝑏𝜇𝛾5)𝛾𝜇𝛾5𝑇
𝑏𝑇 𝑎𝜓 − 𝜓𝛾5𝛾𝜇𝑇

𝑎𝑇 𝑏(𝑖𝐴𝑏𝜇 − 𝑖𝑣𝑏𝜇)𝜓 − 2𝑚𝜓𝛾5𝑇
𝑎𝜓

= 𝑖𝜓𝛾𝜇𝛾5[𝑇 𝑏, 𝑇 𝑎](𝑣𝑏𝜇 − 𝐴𝑏𝜇𝛾5)𝜓 + 2𝑖𝑚𝑃 𝑎

=⇒ 𝐷𝜇𝑗
5𝑎𝜇 + [𝐴𝜇, 𝑗𝑎𝜇] = 2𝑖𝑚𝑃 𝑎, (2.51)

onde 𝑃 𝑎 = 𝑖𝜓𝛾5𝑇
𝑎𝜓.

Para se obter as correntes quirais, o processo é análogo ao caso abeliano. Tem-se

𝐴(𝐿)
𝜇 = 𝐴𝜇 + 𝑉𝜇, (2.52)
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𝐴(𝑅)
𝜇 = 𝐴𝜇 − 𝑉𝜇, (2.53)

𝐷(𝐿,𝑅) = 𝜕𝜇 + [𝐴(𝐿,𝑅)
𝜇 , ], (2.54)

𝑗(𝐿)𝑎
𝜇 = 1

2(𝑗𝑎𝜇 + 𝑗5𝑎
𝜇 ), (2.55)

𝑗(𝑅)𝑎
𝜇 = 1

2(𝑗𝑎𝜇 − 𝑗5𝑎
𝜇 ). (2.56)

Com tais definições, as leis de conservação são dadas por(para 𝑚 = 0)

𝐷(𝐿,𝑅)
𝜇 𝑗(𝐿,𝑅)𝑎𝜇 = 0. (2.57)

Note a semelhança de (2.57) com o caso abeliano. Outras generalizações acabam
sendo naturais, portanto, nas proximas seções, serão tratados os casos abelianos.

2.2 Identidades de Ward
Para tratar das leis de conservação na teoria quântica de campos, é necessário ter

em mente que se estará lidando com as funções de Green e com os funcionais geradores.
Logo, a validade das leis de conservação induzem relações entre as funções de Green,
chamadas de identidades de Ward. Tais identidades são o análogo quântico das leis de
conservação.

2.2.1 Funções de Green

Considere um operador 𝑇𝑗𝜇𝑂1𝑂2...𝑂𝑛, sendo 𝑗𝜇 a corrente tratada e 𝑂𝑖 operadores
genéricos. A função de Green desse operador é dada por

⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑂1(𝑦1)𝑂2(𝑦2)...𝑂𝑛(𝑦𝑛)|0⟩. (2.58)

Fazendo a quadridivergência de (2.58),

𝜕𝑥𝜇⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑂1(𝑦1)𝑂2(𝑦2)...𝑂𝑛(𝑦𝑛)|0⟩ =

= ⟨0|𝑇𝜕𝑥𝜇𝑗𝜇(𝑥)𝑂1(𝑦1)𝑂2(𝑦2)...𝑂𝑛(𝑦𝑛)|0⟩+

+
𝑛∑︁
𝑖=1
⟨0|𝑇 [𝑗0(𝑥), 𝑂𝑖(𝑦𝑖)]𝛿(𝑥0 − 𝑦𝑖0)𝑂1(𝑦1)𝑂2(𝑦2)...𝑂𝑖−1𝑂𝑖+1...𝑂𝑛(𝑦𝑛)|0⟩, (2.59)

onde o comutador surgiu da derivação da função de Heaviside.
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Quando se considera a lei de conservação clássica da corrente e a álgebra dos
comutadores, a relação acima se torna uma identidade de Ward. Essas relações entre as
funções de Green devem ser satisfeitas para que as leis de conservação sejam satisfeitas,
como visto classicamente.

Trabalhando com um caso simples da identidade de Ward, dada pela função

𝜏𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝜓(𝑦)𝜓(𝑧)|0⟩. (2.60)

A comutação canônica para tempos iguais é dada por

[𝑗0(𝑥), 𝜓(𝑧)]𝛿(𝑥0 − 𝑧0) = [𝜓†(𝑥)𝜓(𝑥), 𝜓(𝑧)]𝛿(𝑥0 − 𝑧0) (2.61)

= −{𝜓(𝑧), 𝜓†(𝑥)}𝜓(𝑥)𝛿(𝑥0 − 𝑧0) = −𝜓(𝑥)𝛿4(𝑥− 𝑧), (2.62)

onde as relações de anticomutação dos espinores foram utilizadas.

Analogamente,
[𝑗0(𝑥), 𝜓(𝑧)] = 𝜓(𝑥)𝛿4(𝑥− 𝑧) (2.63)

Logo, diferenciando a função 𝜏𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑧) e considerando a conservação da corrente, tem-se

𝜕𝑥𝜇𝜏
𝜇 = −⟨0|𝑇𝜓(𝑥)𝜓(𝑧)|0⟩𝛿4(𝑥− 𝑦) + ⟨0|𝑇𝜓(𝑦)𝜓(𝑥)|0⟩𝛿4(𝑥− 𝑧)

= −𝑖𝑆(𝑥− 𝑧)𝛿4(𝑥− 𝑦) + 𝑖𝑆(𝑦 − 𝑥)𝛿4(𝑥− 𝑧). (2.64)

Fazendo uma transformação de Fourier para o espaço dos momentos,

(𝑝𝜇 − 𝑝′
𝜇)𝜏𝜇(𝑝, 𝑝′) = 𝑆(𝑝′)− 𝑆(𝑝), (2.65)

e dividindo ambos os lados de (2.65) por 𝑆(𝑝)𝑆(𝑝′), obtém-se a identidade de Takahashi,

(𝑝𝜇 − 𝑝′
𝜇)Γ𝜇(𝑝, 𝑝′) = 𝑆−1(𝑝)− 𝑆−1(𝑝′), (2.66)

onde Γ𝜇(𝑝, 𝑝′) = − 𝜏𝜇(𝑝,𝑝′)
𝑆(𝑝)𝑆(𝑝′) , que seria o termo associado ao vértice. Logo,

Γ𝜇(𝑝, 𝑝′) = 𝑆−1(𝑝)− 𝑆−1(𝑝′)
𝑝𝜇 − 𝑝′

𝜇

, (2.67)

e fazendo o limite que 𝑝′ → 𝑝, a equação (2.67) se transforma na identidade de Ward

Γ𝜇(𝑝, 𝑝) = 𝜕𝑆−1(𝑝)
𝜕𝑝𝜇

. (2.68)

Outras identidades de Ward que valem a pena analisar são as das funções de Green
(2.69) e (2.70),

⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑗5
𝜆(𝑧)|0⟩, (2.69)
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⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑃 (𝑧)|0⟩. (2.70)

Tais funções de Green possuem propriedades importantes. Por exemplo, elas violam o
resultado clássico esperado para a conservação da corrente, gerando uma anomalia.

Para provar isso, primeiramente, transforme as variáveis de (2.69) e (2.70) para o
espaço dos momentos,

𝑇𝜇𝜈𝜆(𝑘1, 𝑘2, 𝑞) = 𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑒𝑖(𝑘1𝑥+𝑘2𝑦−𝑞𝑧)⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑗5

𝜆(𝑧)|0⟩, (2.71)

𝑇𝜇𝜈(𝑘1, 𝑘2) = 𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑒𝑖(𝑘1𝑥+𝑘2𝑦−𝑞𝑧)⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑃 (𝑧)|0⟩. (2.72)

Aplicando a transformação para a derivada de (2.71), tem-se∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑒𝑖(𝑘1𝑥+𝑘2𝑦−𝑞𝑧)𝜕𝜆𝑧 ⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑗5

𝜆(𝑧)|0⟩ = 𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆, (2.73)

e desenvolvendo a derivada(aplicando nos termos, analisando os comutadores e etc), chega-
se em ∫︁

𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑒𝑖(𝑘1𝑥+𝑘2𝑦−𝑞𝑧)⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝜕𝜆𝑧 𝑗5
𝜆(𝑧)|0⟩ = 𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆.

Usando a lei clássica de conservação 𝜕𝜇𝑗5
𝜇 = 2𝑖𝑚𝑃 , obtém-se a identidade de Ward

axial(IWA),

𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆 = 2𝑚𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑒𝑖(𝑘1𝑥+𝑘2𝑦−𝑞𝑧)⟨0|𝑇𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑃 (𝑧)|0⟩ = 2𝑚𝑇𝜇𝜈 . (2.74)

Por analogia, diferenciando as outras correntes, obtém-se a identidade de Ward
vetorial (IWV),

𝑘𝜇𝑇𝜇𝜈𝜆 = 𝑘𝜈𝑇𝜇𝜈𝜆 = 0. (2.75)

Os resultados (2.74) e (2.75) são identidades obtidas considerando que as correntes
se conservam tal como obtido nos resultados clássicos. Mas, para um resultado correto,
faz-se necessário calcular diretamente, sem supor que as correntes se conservam.

2.2.2 Identidade de Ward anômala e anomalia de ABJ

Na subseção anterior, foi feita a suposição de que as leis de conservação clássicas
valem para a teoria quântica de campos. Com tal suposição, foram obtidos as identidades
de Ward (2.74) e (2.75). Entretanto, com um cálculo direto dos diagramas de Feynman
correspondentes as funções de Green (2.71) e (2.72), obtém-se uma anomalia nas leis de
conservação.

Primeiramente, a função (2.69) tem a forma explicita

⟨0|𝑇𝐴𝛼(𝑥1)𝑣𝛽(𝑥2)𝑣𝛿(𝑥3) : 𝜓(𝑥)𝛾𝜇𝑣𝜇(𝑥)𝜓(𝑥) :: 𝜓(𝑦)𝛾𝜈𝑣𝜈(𝑥)𝜓(𝑦) :: 𝜓(𝑧)𝛾𝜆𝐴𝜆𝛾5𝜓(𝑧) : |0⟩.
(2.76)
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Esse é um termo da expansão da função de Green com interação. Portanto, os diagramas
de Feynman associados à (2.76) são a soma de (2.77) e (2.78).

𝑞

𝑞1 𝑞2 (2.77)

𝑞

𝑞1 𝑞2 (2.78)

Associada ao grafico (2.77) está a integral (2.79) e, ao grafico (2.78) está a integral
(2.80),

𝐼 = 𝐼𝜇𝜈𝜆(𝑞1) = −𝑖
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
𝑖(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 𝛾𝜆𝛾5

𝑖(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

𝑖(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇, (2.79)

𝐼 = 𝐼𝜈𝜇𝜆(𝑞2) = −𝑖
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
𝑖(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 𝛾𝜆𝛾5

𝑖(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜇

𝑖(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈 . (2.80)

Também faz-se necessário calcular a função de Green (2.70), pois ela aparece na
identidade (2.74). Os diagramas de Feynman para essa função são iguais aos (2.77) e
(2.78)(a soma deles), apenas substituindo o termo 𝛾𝜆𝛾5 por 𝛾5. Portanto,

𝐽 = 𝐽𝜇𝜈(𝑞1) = −𝑖
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
𝑖(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 𝛾5

𝑖(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

𝑖(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇 (2.81)

=⇒ 𝑇𝜇𝜈 = 𝐽𝜇𝜈(𝑞1) + 𝐽𝜈𝜇(𝑞2). (2.82)

Agora, usando /𝑞𝛾5 = (/𝑝−𝑚)𝛾5 +𝛾5(/𝑝−/𝑞−𝑚)+2𝑚𝛾5, e aplicando em 𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆, o resultado
é

𝑞𝜆𝐼𝜇𝜈𝜆(𝑞1) = −𝑖
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
𝑖(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 /𝑞𝛾5

𝑖(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

𝑖(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇
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= 2𝑚𝐽𝜇𝜈(𝑞1)− 𝑖
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
𝑖(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 𝛾5(/𝑝− /𝑞 −𝑚)

𝑖(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

𝑖(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇+

−𝑖
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
𝑖(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 (/𝑝−𝑚)𝛾5

𝑖(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

𝑖(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇

= 2𝑚𝐽𝜇𝜈−
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇+𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇.

(2.83)
Analogamente,

𝑞𝜆𝐼𝜈𝜇𝜆(𝑞2) =

= 2𝑚𝐽𝜈𝜇(𝑞2)−
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜇

(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈+𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜇

(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈 ,

(2.84)
portanto,

𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆 = 2𝑚𝑇𝜇𝜈 +𝑅(1)
𝜇𝜈 +𝑅(2)

𝜇𝜈 , (2.85)

onde

𝑅(1)
𝜇𝜈 = −

∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑞 − /𝑝+𝑚)

(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜇
(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)

(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈 −
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜇

(/𝑞1 − /𝑝+𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜈 ,

(2.86)

𝑅(2)
𝜇𝜈 = −

∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑞 − /𝑝+𝑚)

(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜈
(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)

(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇 −
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜇.

(2.87)

Portanto, para que a identidade de Ward (2.74) seja satisfeita, 𝑅1 +𝑅2 → 0. Para
essa análise, é necessário estudar a convergência de integrais do tipo (2.88),

𝐼 =
∫︁
R𝑛
𝑑𝑛𝑥[𝑓(𝑥+ 𝑎)− 𝑓(𝑥)]. (2.88)

Suponha que a integral (2.88) seja linearmente divergente, i.e., 𝑓(±∞) ̸= 0 e
𝑓 ′(±∞) = 𝑓 ′′(±∞) = ... = 0, então, expandindo 𝑓(𝑥+ 𝑎) em (2.88),

𝐼 =
∫︁
𝑑𝑛𝑥[𝑎𝜇𝜕𝜇𝑓(𝑥) + ...]. (2.89)

Para resolver a integral (2.89), basta integrar sobre o volume da hiperesfera de raio 𝑅 e
fazer o raio tender a infinito. Portanto, aplicando o teorema de Gauss, somente o primeiro
termo sobrevive, por hipótese,

𝐼 =
∫︁
𝑑𝑛−1𝑆

(︂
𝑟𝜇
𝑟
𝑎𝜇𝑓(𝑟𝜈)

)︂

= 𝑎𝜇 lim
𝑅→∞

𝑅𝜇

𝑅
𝑆𝑛−1(𝑅)𝑓(𝑅). (2.90)
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O termo 𝑆𝑛−1(𝑅) é a superfície da hiperesfera de raio 𝑅 e dimensão 𝑛. Para uma hipe-
resfera no espaço de Minkowski, a superfície é dada por (2.91). O 𝑖 surge ao se fazer a
substituição 𝑥4 = 𝑖𝑥0 na superfície esférica em um espaço euclidiano de 4 dimensões,

𝑆(𝑛−1)(𝑅) = 2𝑖𝜋2𝑅3. (2.91)

Aplicando (2.91) em (2.90),

𝐼(𝑎) = 2𝑖𝜋2𝑎𝜇
(︂

lim
𝑅→∞

𝑅2𝑅𝜇𝑓(𝑅)
)︂

(2.92)

Com o resultado (2.92), é possível calcular 𝑅(1) e 𝑅(2).

Para 𝑅(1), é possível fazer uma translação do tipo 𝑝→ 𝑝+ 𝑞2,

𝑅(1)
𝜇𝜈 = −

∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑞1 − /𝑝+𝑚)

(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜇
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜈−

(/𝑝+ /𝑞2 +𝑚)
(𝑝+ 𝑞2)2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜇

(/𝑞1 − /𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝+ 𝑞2 − 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜈 ,

(2.93)
consequentemente,

𝑅(1)
𝜇𝜈 =

∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 [𝑓(𝑝+ 𝑞2)− 𝑓(𝑝)]. (2.94)

Portanto,

𝑅(1)
𝜇𝜈 = 2𝑖𝜋(2𝜋)−4𝑞𝜂2 lim

𝑝→∞
𝑝𝜂𝑝

2𝑡𝑟
(/𝑞1 − /𝑝+𝑚)

(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜇
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜈 . (2.95)

O limite dentro de (2.95) evolui como

= lim
𝑝→∞

𝑝𝜂𝑝
2𝑡𝑟

(/𝑞1 − /𝑝+𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾5𝛾𝜇

(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜈 = − lim

𝑝→∞
𝑝𝜂𝑝

𝛼(𝑝𝛽 − 𝑞𝛽1 )𝑝−2𝑡𝑟𝛾𝛽𝛾5𝛾𝜇𝛾𝛼𝛾𝜈

= 4𝑖 lim
𝑝→∞

𝑝−2𝑝𝜂𝑝
𝛼(𝑝𝛽 − 𝑞𝛽1 )𝜖𝛽𝜇𝛼𝜈 , (2.96)

onde 𝜖𝛽𝜇𝛼𝜈 é o símbolo de Levi-Civita.Como 𝜖𝛽𝜇𝛼𝜈𝑝𝛼𝑝𝛽 = 0, então somente o termo 𝑝𝛼𝑞𝛽1
contribui. Isso também justifica o uso de (2.92), já que esse é um resultado para divergên-
cias lineares. O fato do traço surgir sem a necessidade de tirar o limite anula, de qualquer
maneira, o termo 𝑝𝛼𝑝𝛽. Portanto, fazendo o limite (2.96),

= 4𝑖 lim
𝑝→∞

𝑝−2𝑝𝜂𝑝
𝛼𝑞𝛽1 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇 = 𝑖𝑞𝛽1 𝛿

𝛼
𝜂 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇

=⇒ 𝑅(1)
𝜈𝜇 = − 1

8𝜋2 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇𝑞
𝛽
1 𝑞

𝛼
2 , (2.97)

pela simetria de 𝑅(2), e fazendo 𝑝→ 𝑝+ 𝑞1, obtém-se (2.98),

𝑅(2)
𝜇𝜈 = − 1

8𝜋2 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇𝑞
𝛽
1 𝑞

𝛼
2 . (2.98)

Assim sendo, a identidade de Ward (2.85) se torna

𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆 = 2𝑚𝑇𝜇𝜈 −
1

4𝜋2 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇𝑞
𝛽
1 𝑞

𝛼
2 . (2.99)
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A expressão (2.99) difere de (2.74), pois 𝑅1 + 𝑅2 ̸= 0. De fato, essa identidade é
chamada de identidade de Ward anômala, devido a quebra da lei de conservação. Entre-
tanto, a translação no momento que gerou o resultado (2.99) foi um tanto arbitrária. De
fato, outros valores podem ser escolhidos de modo que o resultado se difere. Portanto, há
uma certa ambiguidade na amplitude 𝑇𝜇𝜈𝜆.2

Faz-se necessário um estudo do comportamento da amplitude (2.71) conforme a
translação na variável de integração seja diferente. Com auxílio de (2.92), será estudado
a diferença 𝑇𝜇𝜈𝜆(𝑎)− 𝑇𝜇𝜈𝜆(0), onde 𝑇𝜇𝜈𝜆(𝑎) é igual à fazer uma translação 𝑝→ 𝑝+ 𝑎,(tal
translação é dada por 𝑎 = 𝛼𝑞1 + (𝛼− 𝛽)𝑞2) na variável de integração de 𝑇𝜇𝜈𝜆. Portanto,

Δ𝜇𝜈𝜆(𝑎) = 𝑇𝜇𝜈𝜆(𝑎)− 𝑇𝜇𝜈𝜆(0) =
∫︁ 𝑑𝑝

(2𝜋)4 [𝐹1(𝑝+ 𝑎) + 𝐹2(𝑝+ 𝑎)− 𝐹1(𝑝)− 𝐹2(𝑝)], (2.100)

onde

𝐹1(𝑝) = −Ω𝑝3𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇, (2.101)

𝐹2(𝑝) = −Ω𝑝3𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜇

(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈 . (2.102)

Note que lim𝑝→±∞ 𝐹1,2 ̸= 0, enquanto lim𝑝→±∞ 𝐹 ′
1,2 = 0 assim como derivadas de ordem

superior. Portanto, o resultado (2.92) pode ser usado. Por simplicidade, foram feitos os
cálculos somente para 𝐹1. Por similaridade, isso dará o resultado para 𝐹2 também. Usando
o resultado (2.92) ao se expandir 𝐹1,

−2𝑖 𝜋2

(2𝜋)4𝑎
𝜂 lim
𝑝→∞

𝑝𝜂𝑝
2
(︃
𝑡𝑟

(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇

)︃
. (2.103)

O limite em (2.103) será,

lim
𝑝→∞

𝑝𝜂𝑝
2
(︃
𝑡𝑟

(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇

)︃
=

= − lim
𝑝→∞

𝑝𝜂
𝑝
𝑝𝛼(𝑝−1𝑡𝑟(𝛾𝜆𝛾5𝛾𝜈𝛾𝛼𝛾𝜇))

= −4−1𝛿𝛼𝜂 𝑡𝑟(𝛾𝜆𝛾5𝛾𝜈𝛾𝛼𝛾𝜇)

= −𝑖𝛿𝛼𝜂 𝜖𝜈𝛼𝜇𝜆. (2.104)

Para 𝐹2, o limite é
= −𝑖𝛿𝛼𝜂 𝜖𝜇𝛼𝜈𝜆. (2.105)

2 Essa ambiguidade está intimamente relacionada com a divergência superficial da função de Green.
Tais divergências na teoria podem ser retiradas renormalizando a teoria.
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Além disso, em 𝐹2, há a troca de 𝑞1 por 𝑞2 e vice-versa. Portanto, considerando que a
translação no momento de 𝐹1 é 𝑎𝜂 e de 𝐹2 é 𝑏𝜂, (2.100) se torna

Δ𝜇𝜈𝜆(𝑎, 𝑏) = − 1
8𝜋2 𝜖𝜈𝜂𝜇𝜆(𝑎

𝜂 − 𝑏𝜂), (2.106)

como 𝑏𝛼 = 𝛼𝑞𝜂2 + (𝛼− 𝛽)𝑞𝜂1 , então, a diferença 2.106 se torna

Δ𝜇𝜈𝜆(𝑎, 𝑏) = 𝛽

8𝜋2 𝜖𝜈𝜂𝜇𝜆(𝑞
𝜂
1 − 𝑞

𝜂
2). (2.107)

Consequentemente, o parâmetro 𝛽 determina como a amplitude se comporta com trans-
lações. Portanto,

𝑇𝜇𝜈𝜆(𝛽) = 𝑇𝜇𝜈𝜆(0) + 𝛽

8𝜋2 𝜖𝜈𝜂𝜇𝜆(𝑞
𝜂
1 − 𝑞

𝜂
2), (2.108)

multiplicando (2.108) por 𝑞𝜆:

𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆(𝛽) = 𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆(0) + 𝛽

8𝜋2 𝜖𝜈𝜂𝜇𝜆𝑞
𝜆(𝑞𝜂1 − 𝑞𝜂2)

=⇒ 𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆(𝛽) = 2𝑚𝑇𝜇𝜈 −
1

4𝜋2 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇𝑞
𝛽
1 𝑞

𝛼
2 + 𝛽

8𝜋2 𝜖𝜇𝜂𝜈𝜆𝑞
𝜆(𝑞𝜂1 − 𝑞𝜂2)

= 2𝑚𝑇𝜇𝜈 −
1

4𝜋2 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇𝑞
𝛽
1 𝑞

𝛼
2 + 𝛽

8𝜋2 𝜖𝜈𝜂𝜇𝜆(𝑞
𝜆
1 + 𝑞𝜆2 )(𝑞𝜂1 − 𝑞𝜂2)

= 2𝑚𝑇𝜇𝜈 −
1

4𝜋2 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇𝑞
𝛽
1 𝑞

𝛼
2 + 𝛽

8𝜋2 𝜖𝜈𝜂𝜇𝜆(𝑞
𝜆
1 𝑞

𝜂
1 + 𝑞𝜆2 𝑞

𝜂
1 − (𝑞𝜆1 𝑞

𝜂
2 + 𝑞𝜆2 𝑞

𝜂
2))

= 2𝑚𝑇𝜇𝜈 −
1

4𝜋2 𝜖𝛽𝜈𝛼𝜇𝑞
𝛽
1 𝑞

𝛼
2 + 𝛽

8𝜋2 𝜖𝜈𝜂𝜇𝜆(𝑞
𝜆
2 𝑞

𝜂
1 − 𝑞𝜆1 𝑞

𝜂
2)

=⇒ 𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆(𝛽) = 2𝑚𝑇𝜇𝜈 + 1− 𝛽
4𝜋2 𝜖𝜈𝜇𝜂𝜆𝑞

𝜂
1𝑞

𝜆
2 . (2.109)

Portanto, (2.109) é a identidade de Ward anômala(para 𝛽 ̸= 1). Note que 𝑇𝜇𝜈 não está
em função do parâmetro de translação 𝛽. Isso acontece pois 𝑇𝜇𝜈 é convergente, ou seja,
não há uma ambiguidade associada à translação na variável de integração. Para provar
isso, é muito simples. De maneira análoga, considere 𝐷𝜇𝜈(𝑎) = 𝑇𝜇𝜈(𝑎) − 𝑇𝜇𝜈(0). Para
𝐽(𝜇, 𝜈, 𝑞1) = 𝐽1,

𝐽1(𝑎)− 𝐽1(0) = −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+ /𝑎+𝑚)

(𝑝+ 𝑎)2 −𝑚2𝛾5
(/𝑝+ /𝑎− /𝑞 +𝑚)

(𝑝+ 𝑎− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈
(/𝑝+ /𝑎− /𝑞1 +𝑚)

(𝑝+ 𝑎− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇+

−
(/𝑝+𝑚)

(𝑝)2 −𝑚2𝛾5
(/𝑝− /𝑞 +𝑚)

(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈
(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)

(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇

= −𝑖Ω𝑎𝛿 lim
𝑝→∞

𝑝2𝑝𝛿𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)

(𝑝)2 −𝑚2𝛾5
(/𝑝− /𝑞 +𝑚)

(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈
(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)

(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇. (2.110)

Como o único termo que pode divergir é o proporcional a 𝑝6, então,

= −𝑖Ω𝑎𝛿 lim
𝑝→∞

𝑝−2𝑝𝛿𝑝
𝛼𝑡𝑟𝛾5𝛾𝜈𝛾𝜇𝛾𝛼 = 0. (2.111)
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sendo que (2.111) foi usada a identidade 𝑡𝑟𝛾5𝛾𝜈𝛾𝜇𝛾𝛼 = 0. O análogo é feito para 𝐽(𝜈, 𝜇, 𝑞2) =
𝐽2, de modo que 𝐷𝜇𝜈 = 0.

Retornando a identidade de Ward (2.109), é evidente que ela não é anômala para
um valor específico de 𝛽. Isso quer dizer que a anomalia na lei de conservação só surge
devido a ambiguidade na função de Green? De fato, não. Isso porque ainda falta outra
identidade de Ward para se analisar. Ainda não foi calculada explicitamente a identidade,

𝑞𝜇1𝑇𝜇𝜈𝜆 = 𝐴𝜈𝜆(𝛽). (2.112)

Em (2.112), o termo 𝐴𝜈𝜆 é uma possível anomalia que pode surgir, e tal anomalia está
em função do parâmetro 𝛽. A identidade de Ward não é anômala para o caso de 𝐴𝜈𝜆 = 0.
Para saber se esse é o caso, considere as seguintes identidades

/𝑞1

(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 = (/𝑝−𝑚− /𝑝+𝑚+ /𝑞1)

(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 = 1− (/𝑝− /𝑞1 −𝑚)

(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2 (2.113)

e
(/𝑝− /𝑞 +𝑚)

(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2 /𝑞1 =
(/𝑝− /𝑞 +𝑚)

(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2 (/𝑝−/𝑞−𝑚−(/𝑝−/𝑞−𝑚)+/𝑞1) = −1+
(/𝑝− /𝑞 +𝑚)

(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2 (/𝑝−/𝑞2−𝑚).

(2.114)
Portanto,

𝑞𝜇1 𝐼𝜇𝜈𝜆(𝑞1) = −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2/𝑞1 (2.115)

= 𝑈 +
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟(/𝑝− /𝑞1 −𝑚)
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2

= 𝑈 +
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈 , (2.116)

onde 𝑈 = −
∫︀ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟𝛾𝜆𝛾5
(/𝑝−/𝑞+𝑚)

(𝑝−𝑞)2−𝑚2𝛾𝜈
(/𝑝−/𝑞1+𝑚)

(𝑝−𝑞1)2−𝑚2 . Para a segunda parte,

𝑞𝜇1 𝐼𝜈𝜇𝜆(𝑞2) = −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2/𝑞1

(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈

= 𝑉 −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2 (/𝑝− /𝑞2 −𝑚)

(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈

= 𝑉 −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈 . (2.117)

Em (2.117), 𝑉 =
∫︀ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2−𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝−/𝑞2+𝑚)
(𝑝−𝑞2)2−𝑚2𝛾𝜈 . Somando (2.116) e (2.117), obtém-se

𝑞𝜇1𝑇𝜇𝜈𝜆 = 𝑈 + 𝑉

= −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4 𝑡𝑟

(︃
𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2 − 𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2

)︃
.

(2.118)
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Portanto, (2.118) assume a forma

𝑞𝜇1𝑇𝜇𝜈𝜆 = 2𝑖𝜋2

(2𝜋)4 𝑞
𝛿
1 lim
𝑝→∞

𝑝𝛿𝑝
2𝑡𝑟𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞2 +𝑚)
(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2

= 2𝑖𝜋2

(2𝜋)4 𝑞
𝛿
1 lim
𝑝→∞

𝑝𝛿𝑝
−2(𝑝𝛼 − 𝑞𝛼2 )𝑝𝛽𝑡𝑟(𝛾𝜆𝛾5𝛾𝛼𝛾𝜈𝛾𝛽)

= − 8𝜋2

(2𝜋)4 𝑞
𝛿
1 lim
𝑝→∞

𝑝𝛿𝑝
−2𝑞𝛼2 𝑝

𝛽𝜖𝜆𝛼𝜈𝛽

= − 1
8𝜋4 𝑞

𝛼
2 𝑞

𝛽
1 𝜖𝜆𝛼𝜈𝛽,

𝑞𝜇1𝑇𝜇𝜈𝜆 = 1
8𝜋2 𝑞

𝛼
1 𝑞

𝛽
2 𝜖𝜆𝛼𝜈𝛽. (2.119)

A identidade (2.119) foi calculada sem translação na variável de integração. Em
outras palavras, ela vale para 𝛽 = 0. Para um 𝛽 arbitrário, multiplica-se (2.108) por 𝑞𝜇1 e
usa-se a formula 2.119, obtendo a identidade de Ward (2.120),

𝑞𝜇1𝑇𝜇𝜈𝜆(𝛽) = 1 + 𝛽

8𝜋2 𝑞𝛼1 𝑞
𝛽
2 𝜖𝜈𝜆𝛼𝛽. (2.120)

Portanto, dado o conjunto de identidades de Ward (2.120) e (2.109), é possível enunciar
o seguinte teorema.

Teorema: Não existe valor de 𝛽 que anule, simultaneamente, as anomalias em
(2.109) e (2.120). Em outras palavras, independente da translação feita na função de
Green, sempre haverá, ao menos, uma anomalia no conjunto das duas identidades de
Ward calculadas.

Isso implica dizer que a anomalia não surge devido ambiguidade na função de
Green 𝑇𝜇𝜈𝜆. Ela é, na verdade, uma característica do sistema fisico.

2.2.3 Anomalia no espaço das configurações

Os cálculos feitos até agora possuem variáveis no espaço dos momentos. Para
retornar ao espaco das configurações, basta fazer a transformação de Fourier. Assim sendo,
qual seria a expressão para as anomalias já calculadas em função de 𝑥? Considere, por
exemplo, a anomalia (2.109). Para 𝛽 = 0, têm-se

∫︁ 𝑑4𝑞

(2𝜋)4
𝑑4𝑞1

(2𝜋)4
𝑑4𝑞2

(2𝜋)4 𝑒
−𝑖(𝑞1𝑥+𝑞2𝑦−𝑞𝑧)𝑞𝜆𝑇𝜇𝜈𝜆 = 𝜕𝜆𝑧 ⟨0|𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑗5

𝜆(𝑧)|0⟩ =

= 2𝑚
∫︁ 𝑑4𝑞

(2𝜋)4
𝑑4𝑞1

(2𝜋)4
𝑑4𝑞2

(2𝜋)4 𝑒
−𝑖(𝑞1𝑥+𝑞2𝑦−𝑞𝑧)𝑇𝜇𝜈 + 𝑎𝜇𝜈

= 2𝑚𝑖⟨0|𝑗𝜇𝑗𝜈𝑃 |0⟩+ 𝑎𝜇𝜈 . (2.121)
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Na expressão (2.121), o segundo termo é dado por

𝑎𝜇𝜈 = 1
4𝜋2 𝜖𝜈𝜇𝛼𝛽

∫︁ 𝑑4𝑞

(2𝜋)4
𝑑4𝑞1

(2𝜋)4
𝑑4𝑞2

(2𝜋)4 𝑒
−𝑖(𝑞1𝑥+𝑞2𝑦−𝑞𝑧)𝑞𝛼1 𝑞

𝛽
2

=⇒
∫︁ 𝑑4𝑞

(2𝜋)4
𝑑4𝑞1

(2𝜋)4
𝑑4𝑞2

(2𝜋)4 𝑒
−𝑖(𝑞1𝑥+𝑞2𝑦−𝑞𝑧)𝑞𝛼1 𝑞

𝛽
2 = −𝛿4(𝑧)

∫︁ 𝑑4𝑞

(2𝜋)4
𝑑4𝑞1

(2𝜋)4𝜕
𝛼
𝑥𝜕

𝛽
𝑦 𝑒

−𝑖(𝑞1𝑥+𝑞2𝑦)

=⇒ 𝑎𝜇𝜈 = − 1
4𝜋2 𝜖𝜈𝜇𝛼𝛽𝜕

𝛼
𝑥𝜕

𝛽
𝑦 (𝛿4(𝑧)𝛿4(𝑦)𝛿4(𝑥)). (2.122)

Portanto, no espaço das configurações, a identidade de Ward anômala (2.109) é
dada por (2.123),

𝜕𝜆𝑧 ⟨0|𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑗5
𝜆(𝑧)|0⟩ = 2𝑚𝑖⟨0|𝑗𝜇𝑗𝜈𝑃 |0⟩ −

1
4𝜋2 𝜖𝜈𝜇𝛼𝛽𝜕

𝛼
𝑥𝜕

𝛽
𝑦 (𝛿4(𝑧)𝛿4(𝑦)𝛿4(𝑥)). (2.123)

Já a identidade vetorial é dada por

𝜕𝜇𝑥 ⟨0|𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑗5
𝜆(𝑧)|0⟩ = 𝜕𝜈𝑦 ⟨0|𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝑗5

𝜆(𝑧)|0⟩ = 0. (2.124)

Fica evidente que, para essa escolha do parâmetro 𝛽, a anomalia surge justamente
no campo da corrente axial. De fato, ela é dada por

𝜕𝜇𝑗5
𝜇 = 2𝑚𝑖𝑃 − 𝑒2

16𝜋2 𝜖
𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽. (2.125)

A prova de (2.125) é feita nas subseções posteriores. Agora, as anomalias já são conhecidas
no espaço dos momentos e das configurações.

2.2.4 Anomalias na corrente quirais

Na subseção 2.1.1 foram estudadas os campos 𝜓𝐿 e 𝜓𝑅 e suas correntes conservadas,
dadas por

𝑗𝐿𝜇 = 1
2(𝜓𝛾𝜇(1 + 𝛾5)𝜓) = 1

2(𝑗𝜇 + 𝑗5
𝜇) (2.126)

e
𝑗𝑅𝜇 = 1

2(𝜓𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝜓) = 1
2(𝑗𝜇 − 𝑗5

𝜇). (2.127)

Considerando a corrente axial e vetorial, é possível ver que todas elas possuem a forma
geral dada por

𝑗𝐼𝜇 = 𝜓Γ𝐼𝜇𝜓. (2.128)

Nessa nova notação, 𝐼 indica o tipo de corrente, sendo V,A, L e R os indices das correntes
vetorial, axial, esquerda e direita, respectivamente. Explicitamente,

Γ𝑉𝜇 = 𝛾𝜇 Γ𝐴𝜇 = 𝛾𝜇𝛾5

Γ𝐿𝜇 = 1
2𝛾𝜇(1 + 𝛾5) Γ𝑅𝜇 = 1

2𝛾𝜇(1− 𝛾5)

.
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Como é mais simples trabalhar com as funções no espaço do momento, acaba sendo
conveniente introduzir a seguinte notação [7].

𝑇 𝐼𝐽𝐾𝜇𝜈𝜆 = 𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑒𝑖(𝑞1𝑥+𝑞2𝑦+𝑞3𝑧⟨0|𝑗𝐼𝜇𝑗𝐽𝜈 𝑗𝐾𝜆 |0⟩. (2.129)

Em (2.129), 𝐼, 𝐽,𝐾 indicam os tipos de correntes, como em (2.128).

Análogo ao que foi feito para o caso de 𝑇 𝑉 𝑉 𝐴, a função genérica (2.129) pode ser
expressa como a soma de dois diagramas de Feynman.

𝑞1

𝑞2 𝑞3

Γ𝐼𝜇

Γ𝐽𝜈 Γ𝑘𝜆

(2.130)

𝑞1

𝑞2 𝑞3

Γ𝐼𝜇

Γ𝐽𝜈Γ𝑘𝜆

(2.131)

Assim sendo, as integrais relacionadas aos diagramas são

𝐼𝐼𝐽𝐾𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2) = −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)2 𝑡𝑟
/𝑝+𝑚

𝑝2 −𝑚2 Γ𝐼𝜇
/𝑝− /𝑞1 +𝑚

(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2 Γ𝐽𝜈
/𝑝− /𝑞2 +𝑚

(𝑝− 𝑞2)2 −𝑚2 Γ𝐾𝜆 (2.132)

e

𝐼𝐼𝐾𝐽𝜇𝜆𝜈 (𝑞1, 𝑞3) = −
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)2 𝑡𝑟
/𝑝+𝑚

𝑝2 −𝑚2 Γ𝐼𝜇
/𝑝− /𝑞1 +𝑚

(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2 Γ𝐾𝜆
/𝑝− /𝑞3 +𝑚

(𝑝− 𝑞3)2 −𝑚2 Γ𝐽𝜈 . (2.133)

A soma de (2.132) e (2.133) resulta em 𝑇 𝐼𝐽𝐾𝜇𝜈𝜆 . Primeiramente, é explícito que

𝑇 𝑉 𝑉 𝐴𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3), (2.134)

𝑇 𝑉 𝑉 𝑉𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 𝑇 𝑉 𝐴𝐴𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 0. (2.135)

Em ambas, (2.134) e (2.135), foi usada a propriedade de que (𝛾5)2 = 1. Em (2.135), têm-se
que 𝑇 𝑉 𝑉 𝑉 = 0, conforme o teorema de Furry.
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Outras identidades importantes são dadas por[7]

𝑇 𝐼𝐽𝐾𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 𝑇 𝐼𝐾𝐽𝜇𝜆𝜈 (𝑞1, 𝑞3, 𝑞2), (2.136)

𝑇 𝐼𝐽𝐾𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 𝑇𝐾𝐽𝐼𝜆𝜈𝜇 (𝑞3, 𝑞2, 𝑞1). (2.137)

A propriedade (2.136) é evidente, pois 𝑇 𝐼𝐽𝐾𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 𝐼𝐼𝐽𝐾𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2) + 𝐼𝐼𝐾𝐽𝜇𝜆𝜈 (𝑞1, 𝑞3). Já a
propriedade (2.137) surge devido ao fato de que o traço de um produto permite permuta-
ções cíclicas e também vem de (2.136). Portanto, é possível reescrever 𝑇𝐴𝐴𝐴 como dado
por

𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 1
3(𝑇 𝑉 𝑉 𝐴𝜇𝜆𝜈 (𝑞1, 𝑞3, 𝑞2) + 𝑇 𝑉 𝑉 𝐴𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) + 𝑇𝐴𝐴𝐴𝜈𝜆𝜇 (𝑞3, 𝑞2, 𝑞1)). (2.138)

Portanto, a função de Green 𝑇𝐿𝐿𝐿 é dada por

𝑇𝐿𝐿𝐿𝜇𝜈𝜆 = 1
8(𝑇 𝑉 𝑉 𝐴𝜇𝜈𝜆 + 𝑇 𝑉 𝐴𝑉𝜇𝜈𝜆 + 𝑇𝐴𝑉 𝑉𝜇𝜈𝜆 + 𝑇𝐴𝐴𝐴𝜇𝜈𝜆 ), (2.139)

usando (2.136), (2.137) e (2.138), a expressão (2.139) se torna

𝑇𝐿𝐿𝐿𝜇𝜈𝜆 = 1 + 1/3
8 (𝑇 𝑉 𝑉 𝐴𝜇𝜈𝜆 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) + 𝑇 𝑉 𝑉 𝐴𝜇𝜆𝜈 (𝑞1, 𝑞3, 𝑞2) + 𝑇 𝑉 𝑉 𝐴𝜈𝜆𝜇 (𝑞3, 𝑞2, 𝑞1)). (2.140)

Multiplicando (2.140) por 𝑞𝜇1 , obtém-se a identidade de Ward

𝑞𝜇1𝑇
𝐿𝐿𝐿
𝜇𝜈𝛼 = 1

6(2𝑚𝑇𝜈𝜆 + 1
2𝜋2 𝜖𝜈𝜆𝛼𝛽𝑞

𝛼
2 𝑞

𝛽
3 ) (2.141)

A identidade de Ward (2.141) foi calculada já considerando as translações no in-
tegrando. Portanto, como a anomalia não tem dependência de 𝛽, isso demonstra que ela
surge independente da translação considerada. Ou seja, ela não surge devido à ambigui-
dade da função de Green. Para 𝑇𝑅𝑅𝑅, a expressão difere por um sinal negativo.

2.2.5 Anomalias e o funcional gerador

A formulação da teoria quântica de campos estudada até o momento foi a das
integrais de caminho, que levou ao estudo do funcional gerador e em como é possível
obter toda a informação da teoria a partir de suas derivadas funcionais. Assim sendo, faz-
se necessário estudar as influências das anomalias no funcional gerador. Primeiramente,
algumas definições são necessárias.

Definição: A ação quântica é definida como o logaritmo do funcional gerador,
como é possível ver em (2.142),

𝑖𝑊 [𝑗𝜇] = 𝑙𝑛(𝑍[𝑗𝜇]) (2.142)

Com tal definição, é possível provar o seguinte teorema.
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Teorema: As derivadas funcionais da ação quântica (2.142) geram as funções de
Green conexas. 3

Como o objetivo é estudar as funções de Green das correntes conservadas, faz-se
necessário um funcional gerador dessas funções. Esse resultado é um tanto trivial de se
obter. Lembrando que o funcional gerador pode ser dado por (2.143), para uma genera-
lização, basta tornar 𝐴𝜇 a variável do funcional, enquanto 𝑗𝜇 são os operadores. Isso é
análogo a dizer que a expansão de (2.143) é dada por (2.144),

𝑍 = ⟨0|𝑇𝑒𝑥𝑝
(︂
𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑗𝜇𝐴𝜇

)︂
|0⟩ (2.143)

𝑍[𝐴𝜇] =
∑︁
𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

∫︁
𝑑4𝑥1...𝑑

4𝑥𝑛𝐴𝜇1(𝑥1)...𝐴𝜇𝑛(𝑥𝑛)⟨0|𝑇𝑗𝜇1(𝑥1)...𝑗𝜇𝑛(𝑥𝑛)|0⟩ (2.144)

No funcional gerador, a lagrangiana que aparece é clássica. A informação quântica é
justamente a dada pela integração em todos os campos possíveis. Portanto, (2.144) é
análogo à (2.145),

𝑍[𝐴𝜇] =
∫︁
𝒟𝑗𝜇𝑒𝑥𝑝

(︂
𝑖
∫︁
𝑑𝑦(ℒ+ 𝑗𝜇𝐴𝜇)

)︂
(2.145)

Agora, alguns resultados importantes.

Proposição: A ação quântica, definida pelo logaritmo de (2.145), é única a menos
de um polinômio do gauge externo e suas derivadas. Isto é

𝑊 ′[𝐴𝜇] = 𝑊 [𝐴𝜇] + 𝑓(𝐴𝜇). (2.146)

O resultado (2.146) induz uma transformação em 𝑈(1) de (2.145). De fato, isso é
fácil de provar,

𝑒𝑊
′ = 𝑒(𝑊+𝑓)

=⇒ 𝑍 ′[𝐴𝜇] = 𝑒𝑓𝑍[𝐴𝜇]. (2.147)

Esse polinômio está associado à renormalização da teoria, adicionando termos que anu-
lem as divergências. Esses termos surgem a partir de uma redefinição das constantes na
lagrangiana.

Um exemplo onde é possível checar tal resultado é na função de Green

⟨0|𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)|0⟩. (2.148)

Considerando (2.148) no espaço dos momentos e usando as regras de Feynman, têm-se

𝑇𝜇𝜈(𝑝) = 1
(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘𝑡𝑟𝛾𝜇

/𝑘 +𝑚

(𝑘2 −𝑚)𝛾𝜈
/𝑘 − /𝑝+𝑚

(𝑘 − 𝑝)2 −𝑚2 , (2.149)

3 Uma prova desse teorema pode ser encontrado no livro do M.O.C. Gomes[5], no capítulo 7.
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que, evidentemente, é superficialmente divergente.

Uma dúvida natural é a de como se generalizar as matrizes gamma para 𝑑 dimen-
sões. Primeiramente, as relações de anticomutação são validas.

{𝛾𝜈 , 𝛾𝜇} = 0 (2.150)

Em (2.150), o intervalo do índice 𝜇 = 0, 1, 2, 3, .., 𝑑− 1. Portanto, essa propriedade básica
contínua valendo.

Para lidar com essa divergência, será utilizado o método de regularização dimensi-
onal, onde a integral é feita em um espaço tempo de 𝑑 dimensões e, então, o limite 𝑑→ 4
é tomado[8]. Então, (2.149) é modificada para (2.151),

𝑇𝜇𝜈(𝑝) = 1
(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑘𝑡𝑟𝛾𝜇

/𝑘 +𝑚

(𝑘2 −𝑚)𝛾𝜈
/𝑘 − /𝑝+𝑚

(𝑘 − 𝑝)2 −𝑚2 (2.151)

Mas, para calcular a integral (2.151), será considerada a fórmula de Feynman

1
𝑎𝑏

=
∫︁ 1

0

𝑑𝑧

(𝑎𝑧 + 𝑏(1− 𝑧))2 . (2.152)

Fazendo esse ajuste, obtém-se

𝑇𝜇𝜈(𝑝) = − 1
(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑘

∫︁ 1

0
𝑑𝑧𝑡𝑟𝛾𝜇

(/𝑘 +𝑚)𝛾𝜈(/𝑘 − /𝑝+𝑚)
((𝑘2 −𝑚2)𝑧 + ((𝑘 − 𝑝)2 −𝑚2)(1− 𝑧))2 ,

e aplicando a mudança de variável 𝑞 = 𝑘 − 𝑧𝑝,

𝑇𝜇𝜈(𝑝) = 1
(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑞

∫︁ 1

0
𝑑𝑧𝑡𝑟𝛾𝜇

(/𝑞 + 𝑧/𝑝+𝑚)𝛾𝜈(/𝑞 − (1− 𝑧)/𝑝+𝑚)
(𝑞2 −𝑚2 + 𝑧(1− 𝑧)𝑝2)2 . (2.153)

Como 𝑡𝑟𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝛼𝛾𝛽 = 𝑓(𝑑)(𝑔𝜇𝜈𝑔𝛼𝛽 − 𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽 + 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜈𝛼), onde 𝑡𝑟𝐼 = 𝑓(𝑑) é uma função que é
igual a 4 para 𝑑 = 4, e também lembrando que 𝑡𝑟𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝛿 = 0 e 𝑡𝑟𝛾𝜇𝛾𝜈 = 𝑓(𝑑)𝑔𝜇𝜈 , têm-se
que (2.153) se torna

𝑇𝜇𝜈(𝑝) = 1
(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑞

∫︁ 1

0
𝑑𝑧𝑡𝑟𝛾𝜇

((𝑞𝛼 + 𝑧𝑝𝛼)𝛾𝛼 +𝑚)𝛾𝜈((𝑞𝛽 − (1− 𝑧)𝑝𝛽)𝛾𝛽 +𝑚)
(𝑞2 −𝑚2 + 𝑧(1− 𝑧)𝑝2)2

= 𝑓(𝑑)
(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑞

∫︁ 1

0
𝑑𝑧

(𝑞𝛼 + 𝑧𝑝𝛼)(𝑞𝛽 − (1− 𝑧)𝑝𝛽)(𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽 − 𝑔𝜇𝜈𝑔𝛼𝛽 + 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜈𝛼) +𝑚2𝑔𝜇𝜈
(𝑞2 −𝑚2 + 𝑧(1− 𝑧)𝑝2)2 .

(2.154)

No numerador, reescrevendo (𝑞𝛼 + 𝑧𝑝𝛼)(𝑞𝛽 − (1− 𝑧)𝑝𝛽) = (𝑞𝛼𝑞𝛽 − 𝑧(1− 𝑧)𝑝𝛼𝑝𝛽 +
𝑧𝑝𝛼𝑞𝛽 + (𝑧 − 1)𝑞𝛼𝑝𝛽). Portanto, têm-se

(𝑞𝛼𝑞𝛽 − 𝑧(1− 𝑧)𝑝𝛼𝑝𝛽)(𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽 − 𝑔𝜇𝜈𝑔𝛼𝛽 + 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜈𝛼), (2.155)

(𝑧𝑝𝛼𝑞𝛽 + (𝑧 − 1)𝑞𝛼𝑝𝛽)(𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽 − 𝑔𝜇𝜈𝑔𝛼𝛽 + 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜈𝛼). (2.156)
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Desenvolvendo (2.156), chega-se em

(2𝑧 − 2)(𝑝𝜇𝑞𝜈 + 𝑝𝜈𝑞𝜇 − 𝑝𝑞𝑔𝜇𝜈). (2.157)

Portanto, a integral cujo o numerador é (2.157) pode ser reescrita como

𝐼 =
∫︁
𝑑𝑑𝑞

∫︁ 1

0
𝑑𝑧

(2𝑧 − 1)𝑎
(𝑏𝑧(1− 𝑧) + 𝑐)2 . (2.158)

Integrando em relação a 𝑧, obtém-se 𝐼 = 0. Portanto, a integral (2.154) se torna

𝑇𝜇𝜈 = 𝑓(𝑑)
(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑞

∫︁ 1

0
𝑑𝑧

(𝑞𝛼𝑞𝛽 − 𝑧(1− 𝑧)𝑝𝛼𝑝𝛽)(𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽 − 𝑔𝜇𝜈𝑔𝛼𝛽 + 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜈𝛼) +𝑚2𝑔𝜇𝜈
(𝑞2 −𝑚2 + 𝑧(1− 𝑧)𝑝2)2

(2.159)

=⇒ 𝑇𝜇𝜈 = 𝑓(𝑑)
(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑞

∫︁ 1

0
𝑑𝑧( 2𝑞𝜇𝑞𝜈

(𝑞2 −𝑚2 + 𝑧(1− 𝑧)𝑝2)2 −
2𝑧(1− 𝑧)(𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑝2𝑔𝜇𝜈)
(𝑞2 −𝑚2 + 𝑧(1− 𝑧)𝑝2)2 +

− 𝑔𝜇𝜈
𝑞2 −𝑚2 + 𝑧(1− 𝑧)𝑝2 ). (2.160)

No apêndice A, é possível ver que o terceiro e o primeiro termo da integral se cancelam,
sobrando apenas

𝑇𝜇𝜈 = − 𝑓(𝑑)
(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑞

∫︁ 1

0
𝑑𝑧

2𝑧(1− 𝑧)(𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑝2𝑔𝜇𝜈)
(𝑞2 −𝑚2 + 𝑧(1− 𝑧)𝑝2)2 , (2.161)

sendo 𝑑 = 4 + 𝜖, a integral acima é dada por

𝑇𝜇𝜈 = −𝑖
2𝜋2 (𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑝2𝑔𝜇𝜈)

(︂ 1
3𝜖 + 𝑎

)︂
, (2.162)

sendo 𝑎 um termo finito. Como 𝜖→ 0, o polo de 𝑇𝜇𝜈 é dado por (2.163),

𝑝𝑜𝑙𝑜 = −𝑖
6𝜋2𝜖

(𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑝2𝑔𝜇𝜈). (2.163)

Portanto, é necessário fazer um processo de renormalização que subtraia (2.163).
Note que, para isso, faz-se necessário considerar a constante 𝑧𝑅 tal que a lagrangiana do
campo eletromagnético seja

ℒ = −𝑧𝑅4 𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 , (2.164)

𝑧𝑅 = 1− 𝑒2

6𝜋2𝜖
= 1− 𝑧𝑝. (2.165)

De modo que a constante (2.165) possui um acoplamento com o objetivo de renormalizar
a função de Green da polarização de vácuo. De fato, é possível provar isso. Primeiramente,

⟨0|𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(0)|0⟩ =
𝛿2
(︁
𝑍𝑒𝑖

𝑧𝑃
2

∫︀
𝑑4𝑦𝐴𝛼(𝐷𝛼𝛽)𝐴𝛽

)︁
𝛿𝐴𝜇(𝑥)𝛿𝐴𝜈(0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝐴=0

.
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Expandindo até primeira ordem,

=
𝛿2
(︁
𝑍(1 + 𝑖 𝑧𝑃

2
∫︀
𝑑4𝑦𝐴𝛼(𝐷𝛼𝛽)𝐴𝛽)

)︁
𝛿𝐴𝜇(𝑥)𝛿𝐴𝜈(0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝐴=0

=

= ⟨0|𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(0)|0⟩𝑙𝑖𝑣𝑟𝑒 + 𝑖𝑧𝑃𝐷
𝜇𝜈𝛿(𝑥) (2.166)

=⇒ 𝑇𝑅𝜇𝜈(𝑝) = 𝑇𝜇𝜈 + 𝑖𝑧𝑃 (𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑔𝜇𝜈𝑝2)

= −𝑖𝑒
2

2𝜋2 (𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑝2𝑔𝜇𝜈)
(︂ 1

3𝜖 + 𝑎
)︂

+ 𝑖𝑒2

6𝜋2𝜖
(𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑝2𝑔𝜇𝜈) = −𝑖𝑒

2𝑎

2𝜋2 (𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑝2𝑔𝜇𝜈), (2.167)

provando que o polo é eliminado através do termo se renormalização 𝑧𝑃 . Retornando à
(2.146), é evidente que 𝑓(𝐴𝜇) = −

∫︀
𝑑4𝑥 𝑐4𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 . Portanto, a renormalização da teoria
induz uma transformação unitária no funcional gerador.

Foi estudado como a renormalização afeta o funcional gerador. Entretanto, como
as identidades de Ward afetam 𝑍[𝐴𝜇]? Para isso, será provado o teorema a seguir.

Teorema: As identidades de Ward são equivalentes à invariancia de gauge da ação
quântica. Ou seja,

𝑊 [𝐴𝜇 + 𝜕𝜇Λ]−𝑊 [𝐴𝜇] = 0. (2.168)

Demonstração: Primeiramente,

𝑖𝑊 [𝐴𝜇 + 𝜕𝜇Λ] = 𝑖𝑊 [𝐴𝜇] + 𝑖
𝛿𝑊 [𝐴𝜇]
𝛿𝐴𝜇

𝜕𝜇Λ +𝑂. (2.169)

Portanto,

𝑖𝛿𝑊 [𝐴𝜇] = 𝑖
𝛿𝑊 [𝐴𝜇]
𝛿𝐴𝜇

𝜕𝜇Λ =
∑︁
𝑛

𝑖𝑛

(𝑛− 1)!

∫︁
𝑑4𝑥1...𝑑

4𝑥𝑛𝜕
(𝑥1)
𝜇 Λ(𝑥1)𝐴𝜈2(𝑥2)...𝐴𝜈𝑛(𝑥𝑛)𝜏𝜇𝜈2...𝜈𝑛(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛),

(2.170)
onde o denominador (𝑛− 1)! surge pois a derivada funcional é sobre cada um dos campos
de gauge no produto, resultando em um fator 𝑛 multiplicando.

Integrando por partes em 𝑥1,

𝑖𝛿𝑊 [𝐴𝜇] = −
∑︁
𝑛

𝑖𝑛

(𝑛− 1)!

∫︁
𝑑4𝑥1...𝑑

4𝑥𝑛Λ(𝑥1)𝐴𝜈2(𝑥2)...𝐴𝜈𝑛(𝑥𝑛)𝜕𝜇𝜏𝜇𝜈2...𝜈𝑛(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛),

(2.171)
sendo (2.171) justamente as identidades de Ward para cada função de n-pontos. Se todas
as identidades valem, isto é, se há a conservação da corrente, então, (2.168) se anula,
provando (2.165).

Teorema Se há uma anomalia na identidade de Ward, então, isso corresponde à
seguinte transformação de gauge de ação quântica

𝑖𝛿𝑊 [𝐴𝜇] = 𝑖𝐺(Λ, 𝐴) =
∫︁
𝑑𝑥Λ(𝑥)𝐺[𝐴𝜇](𝑥), (2.172)
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onde 𝐺(Λ, 𝐴) é justamente o termo associado à anomalia.

Demonstração: Para provar, use o resultado (2.168). Mas, considere que há uma
anomalia na identidade de Ward de uma função de m-pontos, enquanto as outras identi-
dades de Ward se anulam. Então,

𝑖𝛿𝑊 [𝐴𝜇] = − 𝑖𝑚

(𝑚− 1)!

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑚Λ(𝑥)𝐴𝜇2 ...𝐴𝜇𝑚𝜕𝜇𝜏

𝜇 = 𝑖
∫︁
𝑑𝑥Λ𝐺[𝐴𝜇](𝑥), (2.173)

sendo 𝐺[𝐴𝜇] = − 𝑖(𝑚−1)
(𝑚−1)!

∫︀
𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑚𝐴𝜇2 ...𝐴𝜇𝑚𝜕𝜇𝜏

𝜇.

Portanto, considere uma determinada identidade de Ward anômala. Assim sendo,
o funcional gerador é dado, após a transformação de gauge, por

𝑍[𝐴𝜇 + 𝜕Λ] = 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑊 [𝐴𝜇 + 𝜕𝜇Λ]) = 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑊 + 𝑖𝛿𝑊 ) = 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝐺(Λ, 𝐴))𝑍[𝐴𝜇]. (2.174)

Assim sendo, é possível enunciar o seguinte teorema.

Teorema: Uma anomalia existe se não existir um polinômio de renormalização
𝑓(𝐴𝜇) que cancele a transformação de fase associada.

De fato, isso é evidente. Como uma renormalização induz uma transformação de
fase, então, se existir 𝑓(𝐴𝜇) = −𝐺(𝐴𝜇), bastará renormalizar o funcional gerador de modo
a se anular a fase devido à anomalia.

2.3 Regularizações e a anomalia ABJ
Na seção anterior foi utilizada a regularização dimensional para analisar o compor-

tamento da divergência da polarização de vácuo. De fato, os processos de regularização
permitem analisar as divergências presentes em uma função de Green e, consequente-
mente, dão uma ideia de como renormalizar a lagrangiana de modo a se remover os
termos divergentes, sobrando apenas resultados finitos e físicos. Entretanto, nessa seção,
serão revisados alguns métodos de regularização, de modo a se aprofundar nas possibi-
lidades para lidar com as divergências e, principalmente, entender como as anomalias se
relacionam com esses processos de regularização.

2.3.1 Regularização dimensional

Na seção anterior, com o objetivo de se encontrar a parte divergente da integral de
polarização de vácuo, um método de regularização foi adotado. Esse método consiste em
considerar um espaço de dimensão 𝑑 e, no fim, fazer 𝑑→ 4, de modo que 𝑑 = 4 é um polo
da integral. Primeiramente, sabe-se que a ação é adimensional, pois, ao se considerar um
sistema de unidades naturais em que 𝑐 = ~ = 1, o expoente 𝑆/~ → 𝑆. Portanto, em um
espaço de dimensão 𝑑, a lagrangiana possui dimensão [ℒ] = 𝐿−𝑑, onde 𝐿 tem dimensão
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de distância. Portanto, para exemplificar, considere a lagrangiana do campo escalar com
autointeração,

ℒ = (𝜕𝜇𝜑*)(𝜕𝜇𝜑)−𝑚2|𝜑|2 − 𝑔

4! |𝜑|
4. (2.175)

Evidentemente, o campo escalar possui dimensão [𝜑] = 𝐿1−𝑑/2, a massa possui [𝑚] = 𝐿−1

e [𝑔] = 𝐿𝑑−4. Para 𝑑 = 4, a constante 𝑔 é adimensional. Portanto, é conveniente considerar
substituir 𝑔 → 𝑔𝜇4−𝑑, onde 𝜇 é um parâmetro de regularização com dimensão 𝐿−1. Como
consequência, a expressão (2.175) é reescrita da forma

ℒ = (𝜕𝜇𝜑*)(𝜕𝜇𝜑)−𝑚2|𝜑|2 − 𝑔𝜇4−𝑑

4! |𝜑|
4. (2.176)

Com esse exemplo, é possível enxergar que a regularização dimensional induz um
parâmetro de regularização. Entretanto, como o objetivo é calcular a anomalia em cor-
rentes fermiônicas, deve-se considerar a lagrangiana de Dirac

ℒ = 𝜓(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓. (2.177)

Lembrando que as regularizações estão sendo tratadas no contexto da anomalia
de ABJ, e que as integrais que descrevem tal anomalia são dadas por

𝐼𝜇𝜈𝜆(𝑞1) = −
∫︁ 𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾𝜆𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇 (2.178)

e

𝐽𝜇𝜈(𝑞1) = −
∫︁ 𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑 𝑡𝑟
(/𝑝+𝑚)
𝑝2 −𝑚2𝛾5

(/𝑝− /𝑞 +𝑚)
(𝑝− 𝑞)2 −𝑚2𝛾𝜈

(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)
(𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2𝛾𝜇. (2.179)

A generalização das matrizes de Dirac para uma dimensão 𝑑 já foi feita, entretanto, a
matriz 𝛾5 ainda não está bem definida. Mantendo a mesma definição, dada por 𝛾5 =
𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3, ela satisfaz

{𝛾5, 𝛾𝜇} = 0, (2.180)

para 𝜇 < 4, e
[𝛾5, 𝛾𝜇] = 0, (2.181)

para 𝜇 ≥ 4.

Agora, separando o vetor 𝑝 = 𝑃 +𝑄 em (2.178), onde 𝑄 = 𝑝4𝑒4 +𝑝5𝑒5 + ...𝑝𝑑−1𝑒𝑑−1

e 𝑃 = 𝑝0𝑒0 + 𝑝1𝑒1 + 𝑝2𝑒2 + 𝑝3𝑒3, e considerando 𝑚 = 0 por simplicidade, a integral (2.179)
é reescrita como

𝐽𝜇𝜈(𝑞1) = −
∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4 𝑡𝑟
(/𝑃 + /𝑄)
𝑃 2 −𝑄2𝛾5

(/𝑃 + /𝑄− /𝑞)
(𝑃 − 𝑞)2 −𝑄2𝛾𝜈

(/𝑃 + /𝑄− /𝑞1)
(𝑃 − 𝑞1)2 −𝑄2𝛾𝜇. (2.182)

Sem perda de generalidade, foi assumido que 𝑞𝜇 = 𝑞1𝜇 = 0 para 𝜇 > 3.
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Agora, é importante descobrir como a regularização dimensional afeta as identi-
dades de Ward. Primeiramente, calculando 𝑞𝜇1𝑇𝜇𝜈𝜆,

𝑞𝜇1 𝐼𝜇𝜈𝜆(𝑞1) = −
∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4 𝑡𝑟𝛾𝜆𝛾5
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞)

(𝑃 − 𝑞)2 −𝑄2/𝑞1𝛾𝜈
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞1)

(𝑃 − 𝑞1)2 −𝑄2
(/𝑃 + /𝑄)
𝑃 2 −𝑄2 .

(2.183)
Considere as identidades (2.184) e (2.185),

/𝑞1𝛾𝜈 = (/𝑃 + /𝑄)𝛾𝜈 + 𝛾𝜈(/𝑃 + /𝑄− /𝑞1), (2.184)

𝛾𝜈/𝑞1 = 𝛾𝜈(/𝑃 + /𝑄− /𝑞2) + (/𝑃 + /𝑄− /𝑞)𝛾𝜈 , (2.185)

a integral (2.183) pode ser reescrita como em (2.186), utilizando (2.184),

𝑞𝜇1 𝐼𝜇𝜈𝜆 =
∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4 𝑡𝑟𝛾𝜆𝛾5
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞)

(𝑃 − 𝑞)2 −𝑄2𝛾𝜈
(/𝑃 + /𝑄)
𝑃 2 −𝑄2 +

+𝛾𝜆𝛾5
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞)

(𝑃 − 𝑞)2 −𝑄2𝛾𝜈
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞1)

(𝑃 − 𝑞1)2 −𝑄2 . (2.186)

Analogamente, para 𝑞𝜇1 𝐼𝜈𝜇𝜆(𝑞2),

𝑞𝜇1 𝐼𝜈𝜇𝜆(𝑞2) = −
∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4 𝑡𝑟𝛾𝜆𝛾5
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞2)

(𝑃 − 𝑞2)2 −𝑄2𝛾𝜈
(/𝑃 + /𝑄)
𝑃 2 −𝑄2 +

+𝛾𝜆𝛾5
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞)

(𝑃 − 𝑞)2 −𝑄2𝛾𝜈
(/𝑃 + /𝑄)
𝑃 2 −𝑄2 . (2.187)

Somando (2.186) e (2.187),

𝑞𝜇1𝑇
𝑟𝑒𝑔
𝜇𝜈𝜆 =

∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4 𝑡𝑟𝛾𝜆𝛾5
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞)

(𝑃 − 𝑞)2 −𝑄2𝛾𝜈
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞1)

(𝑃 − 𝑞1)2 −𝑄2 +

−𝛾𝜆𝛾5
(/𝑃 + /𝑄− /𝑞2)

(𝑃 − 𝑞2)2 −𝑄2𝛾𝜈
(/𝑃 + /𝑄)
𝑃 2 −𝑄2 . (2.188)

Chamando 𝑓(𝑃 ) =
∫︀ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4 𝑡𝑟𝛾𝜆𝛾5
(/𝑃+/𝑄−/𝑞)

(𝑃−𝑞)2−𝑄2𝛾𝜈
(/𝑃+/𝑄−/𝑞1)

(𝑃−𝑞1)2−𝑄2 , a integral (2.188) assume a forma

𝑞𝜇1𝑇
𝑟𝑒𝑔
𝜇𝜈𝜆 = −

∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4 (𝑓(𝑃 + 𝑞1)− 𝑓(𝑃 )). (2.189)

Como o polo ocorre em 𝑑 = 4, mas o espaço considerado é em 𝑑 > 4, então, pode-
se fazer uma mudança de variável 𝑃 → 𝑃 − 𝑞1 somente na integral

∫︀
𝑑4𝑝𝑓(𝑃 + 𝑞1) sem

ambiguidades devido as divergências. Portanto,

𝑞𝜇1𝑇
𝑟𝑒𝑔
𝜇𝜈𝜆 = −

∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4 (𝑓(𝑃 )− 𝑓(𝑃 )) = 0. (2.190)
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Logo, a regularização dimensional induz à identidade de Ward vetorial. O cálculo para
𝑞𝜈2𝑇𝜇𝜈𝜆 é equivalente.

Uma questão que surge é o que a regularização dimensional faz na identidade de
Ward axial. Primeiramente, têm-se

𝑞𝜆𝐼𝜇𝜈𝜆(𝑞1) = −
∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4 𝑡𝑟
(/𝑃 + /𝑄)
𝑃 2 −𝑄2/𝑞𝛾5

(/𝑃 + /𝑄− /𝑞)
(𝑃 − 𝑞)2 −𝑄2𝛾𝜈

(/𝑃 + /𝑄− /𝑞1)
(𝑃 − 𝑞1)2 −𝑄2𝛾𝜇.

(2.191)
É possível simplificar a soma dessa integral com a integral 𝑞𝜆𝐼𝜈𝜇𝜆(𝑞2), de modo a se obter

16𝑖𝑞𝛼1 𝑞
𝛽
2 𝜖𝛼𝛽𝜈𝜇

∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4
𝑄2

(𝑃 2 −𝑄2)((𝑃 − 𝑞)2 −𝑄2)((𝑃 − 𝑞1)2 −𝑄2) . (2.192)

Note que (2.192) já é a integral para 𝑞𝜆𝑇 𝑟𝑒𝑔𝜇𝜈𝜆.

Considere a fórmula de Feynman (2.193),
1
𝑎𝑏𝑐

= 2
∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦

1
(𝑎𝑦 + 𝑏(1− 𝑥− 𝑦) + 𝑐𝑥)3 , (2.193)

aplicando em (2.192) e fazendo algumas manipulações, tem-se

2
∫︁ 𝑑4𝑃

(2𝜋)4

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦

𝑄2

(𝑃 2 − 2𝑃 ((1− 𝑥− 𝑦)𝑞 + 𝑥𝑞1)−𝑄2)3 =

= 𝑖

16𝜋2

∫︁ 𝑑𝑑−4𝑄

(2𝜋)𝑑−4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦

𝑄2

𝑄2 + ((1− 𝑥− 𝑦)𝑞 + 𝑥𝑞1)2 , (2.194)

onde foi feito o uso da fórmula (A.12) para chegar em (2.194).

Aplicando a fórmula (2.195) em (2.194), e fazendo o limite 𝑑→ 4, obtém-se∫︁ 𝑑𝑁𝑄

(2𝜋)2
𝑄2

𝑄2 + 𝑓
= 𝑓𝑁/2

(2
√
𝜋)𝑁

Γ(1 +𝑁/2)Γ(−𝑁/2)
Γ(𝑁/2) , (2.195)

− 𝑖

16𝜋2 lim
𝑁→0

𝑓𝑁/2

(2
√
𝜋)𝑁

Γ(𝑁/2)Γ(1−𝑁/2)
Γ(𝑁/2) = − 𝑖

16𝜋2 . (2.196)

Portanto,
𝑞𝜆𝑇 𝑟𝑒𝑔𝜇𝜈𝜆 = − 1

𝜋2 𝑞
𝛼
1 𝑞

𝛽
2 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈

∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦 = − 1

2𝜋2 𝑞
𝛼
1 𝑞

𝛽
2 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈 , (2.197)

pois
∫︀ 1

0 𝑑𝑥
∫︀ 1−𝑥

0 𝑑𝑦 = 1/2, devido ao fato de que é integrado sobre a área de um triângulo
retângulo de catetos iguais a 1. Consequentemente, a identidade de Ward axial é anômala
ao se fazer a regularização dimensional,

𝑞𝜆𝑇 𝑟𝑒𝑔𝜇𝜈𝜆 = − 1
2𝜋2 𝑞

𝛼
1 𝑞

𝛽
2 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈 . (2.198)

Note que a regularização não foi capaz de eliminar a anomalia, o que indica que
uma renormalização baseada na regularização dimensional não seria capaz de anular os
termos provenientes da anomalia na identidade de Ward axial.
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2.3.2 Regularização de Pauli-Villars

A regularização de Pauli-Villars resume-se em subtrair a função de Green original
pela mesma função, mas substituindo a massa original 𝑚 por uma massa reguladora 𝑀
e, em seguida, fazer 𝑀 →∞. Matematicamente, isso se dá por

𝐺𝑟𝑒𝑔
𝑛 (𝑚) = lim

𝑀→∞
𝐺𝑛(𝑚)−𝐺𝑛(𝑀), (2.199)

onde 𝐺𝑛 é a função de Green. Se 𝐺𝑛 for convergente, evidente que lim𝑀→∞ 𝐺𝑛(𝑀) = 0.

Como o objetivo é analisar como uma função regularizada por PV(Pauli-Villars)
influencia nas identidades de Ward já estudadas, então considere

𝑘𝜇1𝑇
𝑟𝑒𝑔
𝜇𝜈𝜆 = lim

𝑀→∞
𝑘𝜇1 (𝑇𝜇𝜈𝜆(𝑚)− 𝑇𝜇𝜈𝜆(𝑀)). (2.200)

Como já calculado em (2.120), o produto de 𝑘1 pela função dependente de 𝑚 dará um
resultado independente da massa, o mesmo para a função dependente de 𝑀 . Portanto, a
diferença (2.200) será nula e, consequentemente, a identidade de Ward não será anômala.

Agora, considere a expressão

𝑞𝜆𝑇 𝑟𝑒𝑔𝜇𝜈𝜆(𝑚) = lim
𝑀→∞

𝑞𝜆(𝑇𝜇𝜈𝜆(𝑚)− 𝑇𝜇𝜈𝜆(𝑀)), (2.201)

como obtido em (2.109), a expressão 2.201 se torna

𝑞𝜆𝑇 𝑟𝑒𝑔𝜇𝜈𝜆(𝑚) = 2𝑚𝑇𝜇𝜈 − lim
𝑀→∞

2𝑀𝑇𝜇𝜈(𝑀). (2.202)

Para saber se a identidade de Ward (2.202) será satisfeita, é necessário calcular
o limite na segunda parte. Para isso, usa-se da fórmula de Feynman (2.193). Lembrando
que 𝑇𝜇𝜈 = 𝐽𝜇𝜈(𝑞1) + 𝐽𝜈𝜇(𝑞2), e aplicando (2.193) em (2.81),

𝐽𝜇𝜈 =

= −2
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦

𝑡𝑟(/𝑝+𝑚)𝛾5(/𝑝− /𝑞 +𝑚)𝛾𝜈(/𝑝− /𝑞1 +𝑚)𝛾𝜇
((𝑝2 −𝑚2)𝑦 + ((𝑝− 𝑞)2 −𝑚2)(1− 𝑥− 𝑦) + ((𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2)𝑥)3 .

(2.203)

Considerando as propriedades dos traços de produtos das matrizes gamma, o termo
que sobra em (2.203) dá a integral

𝐽𝜇𝜈 =

= −2
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦
𝑚𝑡𝑟(/𝑝𝛾5(/𝑝− /𝑞)𝛾𝜈𝛾𝜇 + /𝑝𝛾5𝛾𝜈(/𝑝− /𝑞1)𝛾𝜇 + 𝛾5(/𝑝− /𝑞)𝛾𝜈(/𝑝− /𝑞1)𝛾𝜇)
((𝑝2 −𝑚2)𝑦 + ((𝑝− 𝑞)2 −𝑚2)(1− 𝑥− 𝑦) + ((𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2)𝑥)3 .

(2.204)
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Para (2.204), têm-se ao desenvolver numerador,

𝑚 · 𝑡𝑟(/𝑝𝛾5(/𝑝− /𝑞)𝛾𝜈𝛾𝜇 + /𝑝𝛾5𝛾𝜈(/𝑝− /𝑞1)𝛾𝜇 + 𝛾5(/𝑝− /𝑞)𝛾𝜈(/𝑝− /𝑞1)𝛾𝜇) =

= 𝑚((𝑝𝛼(𝑞𝛽1 − 𝑞𝛽) + (𝑝𝛼 − 𝑞𝛼)(𝑝𝛽 − 𝑞𝛽1 ))𝑡𝑟𝛾𝛼𝛾5𝛾𝛽𝛾𝜈𝛾𝜇)

= 4𝑖𝑚(𝑝𝛼(𝑞𝛽1 − 𝑞𝛽) + (𝑝𝛼 − 𝑞𝛼)(𝑝𝛽 − 𝑞𝛽1 ))𝜖𝛼𝛽𝜈𝜇

= 4𝑖𝜖𝛼𝛽𝜈𝜇𝑞𝛼𝑞𝛽1 . (2.205)

Portanto,
𝐽𝜇𝜈 = −8𝑖𝑚·

·
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦

𝜖𝛼𝛽𝜈𝜇𝑞
𝛼𝑞𝛽1

((𝑝2 −𝑚2)𝑦 + ((𝑝− 𝑞)2 −𝑚2)(1− 𝑥− 𝑦) + ((𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2)𝑥)3 .

(2.206)
Como 𝑞 = 𝑞1 + 𝑞2 e 𝜖𝛼5𝛽𝜈𝜇𝑞

𝛼
𝑛𝑞

𝛽
𝑛 = 0, a integral (2.206) é dada por

𝐽𝜇𝜈 = 8𝑖𝑚·

·
∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦

𝜖𝛼𝛽𝜈𝜇𝑞
𝛼
1 𝑞

𝛽
2

((𝑝2 −𝑚2)𝑦 + ((𝑝− 𝑞)2 −𝑚2)(1− 𝑥− 𝑦) + ((𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2)𝑥)3 .

(2.207)
Para o denominador,

((𝑝2 −𝑚2)𝑦 + ((𝑝− 𝑞)2 −𝑚2)(1− 𝑥− 𝑦) + ((𝑝− 𝑞1)2 −𝑚2)𝑥)3 =

= (𝑝2𝑦 + (𝑝2 − 2𝑞𝑝+ 𝑞2)(1− 𝑥− 𝑦) + (𝑝2 − 2𝑝𝑞1 + 𝑞2
1)𝑥−𝑚2)3

= (𝑝2 −𝑚2 − 2𝑝(𝑞(1− 𝑥− 𝑦) + 𝑞1𝑥) + 𝑞2(1− 𝑥− 𝑦) + 𝑞2
1𝑥)3

= (𝑝2 − 2𝑝𝐴(𝑞, 𝑞1, 𝑥, 𝑦) +𝐵(𝑚, 𝑞, 𝑞1, 𝑥, 𝑦))3. (2.208)

Portanto, a integral em 𝑝 é dada por∫︁
𝑑4𝑝

1
(𝑝2 − 2𝑝𝐴+𝐵)3 = 𝐼 (2.209)

Utilizando a fórmula (A.12) na íntegral (2.209), obtém-se

𝐼 = −𝑖𝜋
2

2
1

𝐴2 +𝐵
. (2.210)

Portanto, (2.206) é dada por

𝐽𝜇𝜈 = 1
4𝜋2𝑚

𝜖𝛼𝛽𝜈𝜇𝑞
𝛼
1 𝑞

𝛽
2 ·
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·
∫︁
𝑑𝑥
∫︁
𝑑𝑦

1
−1 +𝑚−2(2𝑞2

1𝑥+ 𝑞2(1− 𝑥− 𝑦)(2− 𝑥− 𝑦) + 2𝑞(1− 𝑥− 𝑦)𝑞1𝑥) . (2.211)

Note que, no limite que 𝑀 →∞, têm-se

lim
𝑀→∞

𝐼𝑥𝑦 =

= lim
𝑀→∞

∫︁ 1

0
𝑑𝑥
∫︁ 1−𝑥

0
𝑑𝑦

1
−1 +𝑀−2(2𝑞2

1𝑥+ 𝑞2(1− 𝑥− 𝑦)(2− 𝑥− 𝑦) + 2𝑞(1− 𝑥− 𝑦)𝑞1𝑥)

=⇒ lim
𝑀→∞

𝐼𝑥𝑦 = −1/2. (2.212)

Note também que 𝐽𝜈𝜇(𝑞2) = 𝐽𝜇𝜈(𝑞1), devido à simetria de (2.211), portanto,

lim
𝑀→∞

𝑀𝑇𝜇𝜈(𝑀) = 2 lim
𝑀→∞

𝑀𝐽𝜇𝜈(𝑀) = 1
2𝜋2 𝜖𝛼𝛽𝜈𝜇𝑞

𝛼
1 𝑞

𝛽
2 lim
𝑀→∞

𝐼𝑥𝑦

=⇒ lim
𝑀→∞

𝑀𝑇𝜇𝜈(𝑀) = − 1
4𝜋2 𝜖𝛼𝛽𝜈𝜇𝑞

𝛼
1 𝑞

𝛽
2 . (2.213)

Consequentemente, (2.202) é anômala. Note que, enquanto a regularização de PV induz à
identidade de Ward vetorial (2.200), ela torna anômala a identidade de Ward axial (2.202).
Portanto, utilizando-se da regularização de PV, não é possível achar um polinômio de
renormalização que anule ambas as anomalias. Inclusive, na seção anterior, foi provado
que, ao se anular uma das identidades, a outra é anômala, e vice-versa.

2.3.3 Método de Schwinger

Até o momento, todas as regularizações foram feitas com funções de Green no
espaço dos momentos. Mas, devido às relações de comutação canônicas, é sabido que o
operador corrente (2.214) é um operador singular,

𝑗5(𝑥) = 𝑖𝜓(𝑥)𝛾𝜇𝛾5𝜓(𝑥). (2.214)

Isso se dá pois a comutação canônica considera que a comutação de operadores no mesmo
ponto do espaço-tempo é singular e, portanto, o produto de operadores no mesmo ponto
do espaço-tempo é um objeto singular. Por isso, para lidar com essa singularidade, será
necessário considerar algum método de regularização.

O método de Schwinger consiste em substituir (2.214) por

𝑗5
𝜇(𝑥, 𝜖) = 𝑖𝐺𝜓(𝑥+ 𝜖/2)𝛾𝜇𝛾5𝜓(𝑥− 𝜖), (2.215)

e no fim, deve-se tomar 𝜖→ 0. O coeficiente 𝐺 foi introduzido para garantir a invariancia
de gauge de (2.215), de modo que, ao se fazer 𝜖 → 0, então 𝐺 → 1. Para se obter a
expressão explícita de 𝐺, considere uma transformação de gauge,

𝜓𝑔 = 𝜓(𝑥)𝑒𝑖𝑒𝜆(𝑥), (2.216)



80 Capítulo 2. Anomalias em Teoria Quântica de Campos

𝜓𝑔 = 𝑒−𝑖𝑒𝜆(𝑥)𝜓(𝑥), (2.217)

onde o 𝑒 no expoente é uma carga elétrica. Portanto, (2.215) se transforma em

𝑗5
𝑔𝜇 = 𝑖𝐺𝑔𝜓(𝑥+ 𝜖/2)𝑒𝑖𝑒𝜆(𝑥+𝜖/2)𝛾𝜇𝛾5𝑒

−𝑖𝑒𝜆(𝑥−𝜖/2)𝜓(𝑥− 𝜖/2), (2.218)

onde 𝐺𝑔 é o coeficiente após a transformação de gauge. A expressão (2.218) é reescrita
como

𝑗5
𝑔𝜇(𝑥, 𝜖) = 𝐺𝑔𝑒

𝑖𝑒(𝜆(𝑥+𝜖/2)−𝜆(𝑥−𝜖/2))𝜓(𝑥+ 𝜖/2)𝛾𝜇𝛾5𝜓(𝑥− 𝜖/2), (2.219)

portanto, 𝐺 deve se transformar por gauge como

𝐺𝑔 = 𝑒−𝑖𝑒(𝜆(𝑥+𝜖/2)−𝜆(𝑥−𝜖/2))𝐺. (2.220)

Um 𝐺 que satisfaça as duas características já previstas é dado por

𝐺 = 𝑒𝑥𝑝

(︃
𝑖𝑒
∫︁ (𝑥+𝜖/2)

(𝑥−𝜖/2)
𝑑𝑦𝜈𝐴𝜈(𝑦)

)︃
, (2.221)

logo,
𝑗5(𝑟𝑒𝑔)
𝜇 = lim

𝜖→0
𝑗5
𝜇(𝑥, 𝜖). (2.222)

A identidade de Ward é obtida ao se fazer o divergente de (2.215),

𝜕𝜇𝑗
5𝜇(𝑥, 𝜖) = 𝜓𝑖

←−
/𝜕 𝛾5𝜓𝐺+ 𝜓(𝑖/𝜕𝛾5𝜓)𝐺+ 𝑖(𝜕𝜇𝐺)𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓.

As equações de Dirac são
𝜓𝑖
←−
/𝜕 = −𝜓(𝑚− 𝑒 /𝐴) (2.223)

e
𝑖/𝜕𝜓 = (𝑚− 𝑒 /𝐴)𝜓, (2.224)

substituindo esses resultados,

𝜕𝜇𝑗
5𝜇(𝑥, 𝜖) = −𝐺𝜓(𝑥+ 𝜖/2)(𝑚− 𝑒 /𝐴(𝑥+ 𝜖/2))𝛾5𝜓(𝑥− 𝜖/2)+

−𝐺𝜓(𝑥+ 𝜖/2)𝛾5(𝑚− 𝑒 /𝐴(𝑥− 𝜖/2))𝜓(𝑥− 𝜖/2) + 𝑖(𝜕𝜇𝐺)𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓

= 2𝑖𝑚(𝐺𝑖𝜓𝛾5𝜓) + 𝑒𝐺𝜓( /𝐴(𝑥+ 𝜖/2)− /𝐴(𝑥− 𝜖/2))𝜓 + 𝑖(𝜕𝜇𝐺)𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓

=⇒ 𝜕𝜇𝑗
5𝜇(𝑥, 𝜖) = 2𝑖𝑚𝑃 (𝑥, 𝜖)−𝑖𝑒𝑗5𝜇(𝐴𝜇(𝑥+𝜖/2)−𝐴𝜇(𝑥−𝜖/2))+𝑖𝑒𝑗5𝜇𝜕(𝑥)

𝜇

(︃∫︁ (𝑥+𝜖/2)

(𝑥−𝜖/2)
𝑑𝑦𝜈𝐴𝜈(𝑦)

)︃
,

(2.225)
onde 𝑃 (𝑥, 𝜖) é definido de maneira análoga ao (2.215),

𝑃 (𝑥, 𝜖) = 𝑖𝐺𝜓(𝑥+ 𝜖/2)𝛾5𝜓(𝑥− 𝜖/2). (2.226)
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Para o termo multiplicando −𝑖𝑒𝑗5𝜇 em (2.225), tem-se(︃
−𝜕(𝑥)

𝜇

∫︁ (𝑥+𝜖/2)

(𝑥−𝜖/2)
𝑑𝑦𝜈𝐴𝜈(𝑦) + 𝐴𝜇(𝑥+ 𝜖/2)− 𝐴𝜇(𝑥− 𝜖/2)

)︃
,

usando
∫︀ (𝑥+𝜖/2)

(𝑥−𝜖/2) 𝑑𝑦
𝜈𝐴𝜈(𝑦) = 𝜖𝜈𝐴𝜈(𝑥′)(teorema do valor intermediário, para um 𝑥′ = 𝑥′(𝑥, 𝜖)

e 𝑥 − 𝜖/2 < 𝑥′ < 𝑥 + 𝜖/2) para a expressão esquerda e expandindo a diferença à direita
em torno de 𝑥,

𝜕(𝑥)
𝜇

(︃∫︁ (𝑥+𝜖/2)

(𝑥−𝜖/2)
𝑑𝑦𝜈𝐴𝜈(𝑦)

)︃
= 𝜖𝜈(𝜕𝜈𝐴𝜇(𝑥)− 𝜕𝜇𝐴𝜈(𝑥′)). (2.227)

Como 𝑥′ = 𝑥 + 𝜖′/2, sendo |𝜖′| < 𝜖, ao se fazer o limite 𝜖 → 0, o termo 𝐴𝜇(𝑥′) → 𝐴𝜇(𝑥).
Consequentemente,

𝜕(𝑥)
𝜇

(︃∫︁ (𝑥+𝜖/2)

(𝑥−𝜖/2)
𝑑𝑦𝜈𝐴𝜈(𝑦)

)︃
= 𝜖𝜈(𝜕𝜈𝐴𝜇(𝑥)− 𝜕𝜇𝐴𝜈(𝑥)). (2.228)

Portanto, (2.225) é reescrita como

𝜕𝜇𝑗
5𝜇(𝑥, 𝜖) = 2𝑖𝑚𝑃 (𝑥, 𝜖)− 𝑖𝑒𝑗5𝜇(𝑥, 𝜖)𝜖𝜈(𝜕𝜈𝐴𝜇(𝑥)− 𝜕𝜇𝐴𝜈(𝑥)). (2.229)

Agora, calculando o valor esperado de (2.229) para o estado de vácuo, tem-se

⟨0|𝜕𝜇𝑗5𝜇(𝑥, 𝜖)|0⟩ = 2𝑖𝑚⟨0|𝑃 (𝑥, 𝜖)|0⟩ − 𝑖𝑒𝜖𝜈⟨0|𝑗5𝜇(𝑥, 𝜖)|0⟩(𝜕𝜈𝐴𝜇(𝑥)− 𝜕𝜇𝐴𝜈(𝑥)). (2.230)

Portanto, faz-se necessário calcular a função de Green ⟨0|𝑗5𝜇(𝑥, 𝜖)|0⟩. Entretanto, essa é
uma função de Green com interação do tipo ℒ = 𝑖𝜓 /𝐴𝜓, portanto, para calcular a função
de Green, será usada a expressão (1.150), com 𝑍0 já conhecido

𝑍0 = 𝑒𝑥𝑝{−𝑖
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑦𝜂(𝑥)𝑆𝐹 (𝑥− 𝑦)𝜂(𝑦)}, (2.231)

considerando a expansão do operador de interação,

𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑑4𝑧𝛿(𝑧)

𝜂
/𝐴𝛿

(𝑧)
𝜂 } = 1 +

∫︁
𝑑4𝑧𝛿(𝑧)

𝜂
/𝐴𝛿

(𝑧)
𝜂 + .... (2.232)

Em (2.232), têm-se que a seguinte notação foi adotada,

𝛿
(𝑥)
𝜑 = 𝛿

𝛿𝜑(𝑥) , (2.233)

análogo ao que é feito para a derivada, onde 𝜕(𝑥) = 𝜕/𝜕𝑥. Portanto, aplicando (2.232) em
(2.231),

𝑍 = 𝑁−1(1+𝑖
∫︁
𝑑4𝑧𝑆𝐹 (0) /𝐴(𝑧)−

∫︁
𝑑4𝑧𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝑆𝐹 (𝑧−𝑥2)𝜂(𝑥2) /𝐴(𝑧)𝜂(𝑥1)𝑆𝐹 (𝑥1−𝑧)+...)𝑍0.

(2.234)



82 Capítulo 2. Anomalias em Teoria Quântica de Campos

O fator de normalização 𝑁 irá anular os diagramas "bolhas", que são os diagramas que
vão gerar o termo 𝑆𝐹 (0)

∫︀
𝑑4𝑧 /𝐴(𝑧). Portanto, para calcular a função de Green, basta

considerar a contribuição dos outros termos. Então, a função de Green se torna

−𝛿(𝑥−𝜖/2)
𝜂 𝛿(𝑥+𝜖/2)

𝜂 𝑍|𝜂=𝜂=0 = 𝜏0(−𝜖) +
∫︁
𝑑4𝑧𝜏(𝑥− 𝜖/2− 𝑧) /𝐴(𝑧)𝜏(𝑧 − 𝑥− 𝜖/2) (2.235)

=⇒ 𝜏(𝑥− 𝜖/2, 𝑥+ 𝜖/2)− 𝜏0(−𝜖) =

∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑑4𝑞

(2𝜋)4 𝑒
𝑖(𝑝𝜖−𝑞𝑥) (/𝑝+ 1

2/𝑞 +𝑚)
(𝑝+ 1

2𝑞)2 −𝑚2)
/𝐴(𝑞)

(/𝑝− 1
2/𝑞 +𝑚)

((𝑝− 1
2𝑞)2 −𝑚2) , (2.236)

que, após algumas manipulações [2], chega-se em

𝜖𝜈⟨0|𝑗5𝜇(𝑥, 𝜖)|0⟩ = 4𝜖𝜇𝛼𝜆𝛽𝐺
∫︁ 𝑑4𝑞

(2𝜋)4 𝑒
−𝑖𝑞𝑥

∫︁ 𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝜕

𝜕𝑝𝜈

(︃
(𝑝𝛼𝑞𝛽𝐴𝜆(𝑞))

((𝑝− 1
2𝑞)2 −𝑚2)((𝑝+ 1

2𝑞)2 −𝑚2)

)︃

=⇒ lim
𝜖→0

𝜖𝜈⟨0|𝑗5𝜇(𝑥, 𝜖)|0⟩ = 1
8𝜋2 𝜖

𝜇𝜈𝛼𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽(𝑥). (2.237)

Fazendo o limite em (2.230) e colocando o resultado (2.237),

lim
𝜖→0
−𝑖𝑒𝜖𝜈⟨0|𝑗5𝜇(𝑥, 𝜖)|0⟩𝐹𝜇𝜈 = 𝑖𝑒

8𝜋2 𝜖
𝜇𝜈𝛼𝛽(𝜕𝛼𝐴𝛽)𝐹𝜇𝜈

= 𝑖𝑒

16𝜋2 𝜖
𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈 (2.238)

=⇒ ⟨0|𝜕𝜇𝑗5𝜇
(𝑟𝑒𝑔)(𝑥)|0⟩ = 2𝑖𝑚⟨0|𝑃(𝑟𝑒𝑔)(𝑥)|0⟩+ 𝑖𝑒

16𝜋2 𝜖
𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈 . (2.239)

Em (2.239), é possível ver que a regularização de Schwinger induz à anomalia axial.
Entretanto, a anomalia calculada difere das encontradas anteriormente por um coeficiente
−𝑖𝑒. Isso se deu pois a corrente tratada nessa subseção é dada por 𝑗5

𝜇 = 𝑖𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓 (para a
corrente axial) e 𝑃 = 𝑖𝜓𝛾5𝜓 (para a corrente pseudoescalar), enquanto a corrente usada
nas subseções anteriores é 𝑗5

𝜇 = 𝑒𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓 e 𝑃 = 𝑒𝜓𝛾5𝜓. Portanto, para se obter a anomalia
calculada nas subseções anteriores, basta multiplicar (2.239) por −𝑖𝑒.

2.4 Anomalias e integrais de caminho
Nas seções anteriores, foi feita uma análise superficial de como as anomalias surgem

na ação quântica. Já nesta seção, foi feito um estudo mais profundo de como as anomalias
surgem nas integrais de caminho.

É sabido que a ação no expoente do integrando da integral de caminho é a ação
clássica, portanto, ela se mantém invariante sob transformações de simetria. O que há na
íntegral de caminho é algo como

𝑍[𝜑1, ..., 𝜑𝑛] =
∫︁ ∏︁

𝑖

𝒟𝜑𝑖𝑒𝑥𝑝
(︂
𝑖
∫︁
𝑑4𝑥ℒ(𝜑1, .., 𝜑𝑛)

)︂
, (2.240)
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e em (2.240), como a ação é clássica, a informação quântica surge da medida quântica
𝒟𝜑. Ao se fazer transformações de simetria, não só a ação se transforma, como também
a medida 𝒟𝜑, de modo que surge um jacobiano associado à transformação de variável da
integral. Como descoberto por Fujikawa, a jacobiana está intimamente associada com a
anomalia[2].

2.4.1 Transformação quiral do funcional gerador

Considere a lagrangiana de Dirac,

ℒ = 𝜓(𝑖 /𝐷 −𝑚)𝜓, (2.241)

onde 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 +𝐴𝜇 e 𝐴𝜇 = 𝐴𝑎𝜇𝑇
𝑎. Fazendo uma transformação de gauge quiral abeliana,

os campos se transformam como
𝜓 → 𝜓𝑒𝑖𝛽𝛾5 , (2.242)

𝜓 → 𝑒𝑖𝛽𝛾5𝜓. (2.243)

Consequentemente, para um 𝛽 infinitesimal, (2.241) se transforma como

ℒ′ = 𝜓(𝑖 /𝐷 −𝑚)𝜓 − (𝜕𝜇𝛽)𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓 − 2𝑖𝑚𝛽𝜓𝛾5𝜓

= ℒ − (𝜕𝜇𝛽)𝑗5
𝜇 − 2𝑖𝑚𝛽𝑃, (2.244)

e a ação de (2.244) é

𝑆 ′ =
∫︁
𝑑4𝑥(ℒ − (𝜕𝜇𝛽)𝑗5

𝜇 − 2𝑖𝑚𝛽𝑃 ) = 𝑆 +
∫︁
𝑑4𝑥𝛽(𝜕𝜇𝑗5

𝜇 − 2𝑖𝑚𝑃 ). (2.245)

Impor que a ação é invariante implica na lei de conservação da corrente axial,

𝑆 ′ = 𝑆 =⇒ 𝜕𝜇𝑗5
𝜇 − 2𝑖𝑚𝑃 = 0. (2.246)

Agora, deseja-se analisar como o funcional gerador se transforma sob transforma-
ções de gauge quiral. Por conveniência, será feita uma rotação de Wick, de modo que seja
possível trabalhar com um sistema euclidiano,

𝑖𝛾4 = 𝛾0 𝑥4 = 𝑖𝑥4

𝜕0 = 𝑖𝜕4 𝐴0 = 𝑖𝐴4.

Portanto,
𝛾5 = 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3 = 𝛾4𝛾1𝛾2𝛾3 = −𝛾1𝛾2𝛾3𝛾4. (2.247)

Consequentemente, o funcional gerador é dado por

𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇] =
∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁
𝑑4𝑥(ℒ+ 𝜂𝜓 + 𝜓𝜂)

)︂
. (2.248)
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Para calcular o jacobiano, considere a seguinte expansão para os campos fermiô-
nicos em termos dos autovetores do operador de Dirac,

𝜓 =
∑︁
𝑛

𝑎𝑛𝜑𝑛(𝑥) (2.249)

e
𝜓 =

∑︁
𝑚

𝜑†
𝑚(𝑥)𝑏𝑚, (2.250)

onde
/𝐷𝜑𝑛(𝑥) = 𝜆𝑛𝜑𝑛, (2.251)

𝜑𝑛(𝑥) = ⟨𝑥|𝑛⟩. (2.252)

Como as variáveis de integração em (2.248) são variáveis de Grassmann, e como (2.249)
e (2.250) estabelecem mudanças de variáveis, então

𝒟𝜓𝒟𝜓 =
∏︁
𝑛

1
𝑑𝑒𝑡(𝜑𝑛(𝑥))𝒟𝑎𝑛

∏︁
𝑚

1
𝑑𝑒𝑡(𝜑†

𝑚(𝑥))
𝒟𝑏𝑚

=
∏︁
𝑛

1
𝑑𝑒𝑡(⟨𝑥|𝑛⟩)𝒟𝑎𝑛

∏︁
𝑚

1
𝑑𝑒𝑡(⟨𝑚|𝑥⟩)𝒟𝑏𝑚

=
∏︁
𝑛

∏︁
𝑚

1
𝑑𝑒𝑡(⟨𝑚|𝑥⟩⟨𝑥|𝑛⟩)𝒟𝑎𝑛𝒟𝑏𝑚

=⇒ 𝒟𝜓𝒟𝜓 =
∏︁
𝑛

𝒟𝑎𝑛𝒟𝑏𝑛. (2.253)

Agora, fazendo uma transformação de gauge infinitesimal, tem-se

𝜓′ = (1 + 𝑖𝛽𝛾5)𝜓 =
∑︁
𝑛

(1− 𝑖𝛽𝛾5)𝑎𝑛𝜑𝑛, (2.254)

𝜓
′ = 𝜓(1 + 𝑖𝛽𝛾5) =

∑︁
𝑛

𝑏𝑛𝜑
†
𝑛(1 + 𝑖𝛽𝛾5). (2.255)

Obviamente, os termos 𝑎𝑛 e 𝑏𝑛 também se transformam por gauge,

𝑎′
𝑚 =

∑︁
𝑛

𝐶𝑚𝑛𝑎𝑛. (2.256)

Para obter a matriz de transformação 𝐶𝑚𝑛, usa-se a ortogonalidade de 𝜑,∫︁
𝑑𝑥𝜑†

𝑚𝜑𝑛 =
∫︁
𝑑𝑥⟨𝑚|𝑥⟩⟨𝑥|𝑛⟩ = 𝛿𝑚𝑛. (2.257)

Aplicando (2.257) em (2.254),∑︁
𝑛

𝑎′
𝑛𝜑𝑛 = (1 + 𝑖𝛽𝛾5)

∑︁
𝑛

𝑎𝑛𝜑𝑛

=⇒
∫︁
𝑑𝑥
∑︁
𝑛

𝜑†
𝑚𝑎

′
𝑛𝜑𝑛 =

∫︁
𝑑𝑥𝜑†

𝑚(1 + 𝑖𝛽𝛾5)
∑︁
𝑛

𝑎𝑛𝜑𝑛



2.4. Anomalias e integrais de caminho 85

=⇒ 𝑎′
𝑚 =

∑︁
𝑛

(𝛿𝑚𝑛 + 𝑖
∫︁
𝑑𝑥𝛽(𝑥)𝜑†

𝑚(𝑥)𝛾5𝜑𝑛(𝑥))𝑎𝑛 =
∑︁
𝑛

𝐶𝑚𝑛𝑎𝑛. (2.258)

Já para 𝑏𝑛,

𝑏
′
𝑚 =

∑︁
𝑛

𝑏𝑛(𝛿𝑚𝑛 + 𝑖
∫︁
𝑑𝑥𝛽(𝑥)𝜑†

𝑚(𝑥)𝛾5𝜑𝑛(𝑥)) =
∑︁
𝑛

𝑏𝑛𝐶𝑚𝑛. (2.259)

Já conhecidas as expressões (2.258) e (2.259), tem-se que (2.253) se transforma
como ∏︁

𝑛

𝒟𝑎′
𝑛𝒟𝑏′

𝑛 = (𝑑𝑒𝑡𝐶)−2∏︁
𝑛

𝒟𝑎𝑛𝒟𝑏𝑛, (2.260)

portanto, o jacobiano é igual a (𝑑𝑒𝑡𝐶)−2. Para calcular o determinante, será usada a
propriedade 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑒𝑡𝑟(𝑙𝑛𝐴) e 𝑙𝑛(1 + 𝐴) = 𝐴+𝑂(𝐴2),

(𝑑𝑒𝑡𝐶)−2 = 𝑒𝑥𝑝{−2𝑡𝑟(𝑙𝑛(𝛿𝑚𝑛 + 𝑖
∫︁
𝑑𝑥𝛽(𝑥)𝜑†

𝑚(𝑥)𝛾5𝜑𝑛(𝑥)))}

= 𝑒𝑥𝑝

(︃
−2𝑖

∫︁
𝑑𝑥𝛽

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛

)︃
,

logo, ∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = 𝑡𝑟𝛾5𝛿(0). (2.261)

Em (2.261), foram usadas as propriedades de ortogonalidade (2.262) e (2.263),
∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝜑𝑛 =

∑︁
𝑛

⟨𝑛|𝑥⟩⟨𝑥|𝑛⟩ = ⟨𝑥|𝑥⟩ = 𝛿(0), (2.262)

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛(𝑥)�̂�𝜑𝑛(𝑦) = 𝑡𝑟(�̂�)𝛿(𝑥− 𝑦), (2.263)

onde �̂� é uma matriz.

Mas, o traço de 𝑔𝑎𝑚𝑚𝑎5 é nulo, o que faz o produto do traço pela função delta
não ser definido em (2.261). Consequentemente, o jacobiano não é definido. Para acabar
com esse problema, Fujikawa[4] propôs uma regularização dada por

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = lim

𝑀→∞

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝑒

(︁
− /𝐷2

𝑀2

)︁
𝜑𝑛 = lim

𝑀→∞

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝑒

(︁
− 𝜆2

𝑛
𝑀2

)︁
𝜑𝑛. (2.264)

Considerando a transformação de Fourier para os autoestados,

𝜑(𝑥) =
∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑒
𝑖𝑘𝑥𝜑′(𝑘), (2.265)

a expressão (2.264) pode ser reescrita como

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = lim

𝑀→∞

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2

∫︁ 𝑑4𝑞

(2𝜋)2

∑︁
𝑛

𝜑′†
𝑛 (𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝛾5𝑒

(︁
− /𝐷2

𝑀2

)︁
𝜑′
𝑛(𝑞)𝑒𝑖𝑞𝑥. (2.266)
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Aplicando (2.263) em (2.266),

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = lim

𝑀→∞

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2

∫︁ 𝑑4𝑞

(2𝜋)2 𝛿(𝑞 − 𝑘)𝑡𝑟𝑒−𝑖𝑘𝑥𝛾5𝑒

(︁
− /𝐷2

𝑀2

)︁
𝑒𝑖𝑞𝑥

= lim
𝑀→∞

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑡𝑟𝑒
−𝑖𝑘𝑥𝛾5𝑒

(︁
− /𝐷2

𝑀2

)︁
𝑒𝑖𝑘𝑥. (2.267)

Para a exponencial do operador de Dirac, no termo da regularização, tem-se

/𝐷
2 = 𝛾𝜇𝛾𝜈𝐷

𝜇𝐷𝜈

= 1
2 ({𝛾𝜇, 𝛾𝜈}+ [𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ])𝐷𝜇𝐷𝜈 =

(︂
𝜂𝜇𝜈 + 1

2[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]
)︂
𝐷𝜇𝐷𝜈

= 𝐷𝜇𝐷
𝜇 + 1

2[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]𝐷𝜇𝐷𝜈 .

Como o campo 𝐴𝜇 considerado pode ser abeliano ou não, de qualquer maneira, tem-se

[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]𝐷𝜇𝐷𝜈 = (𝛾𝜇𝛾𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝜇)𝐷𝜇𝐷𝜈 = 𝛾𝜇𝛾𝜈𝐷
𝜇𝐷𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝜇𝐷𝜇𝐷𝜈 ,

sendo os indices mudos, então,

𝛾𝜇𝛾𝜈𝐷
𝜇𝐷𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝜇𝐷𝜇𝐷𝜈 = 𝛾𝜇𝛾𝜈𝐷

𝜇𝐷𝜈 − 𝛾𝜇𝛾𝜈𝐷𝜈𝐷𝜇 = 𝛾𝜇𝛾𝜈 [𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ]

=⇒ [𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]𝐷𝜇𝐷𝜈 = 𝛾𝜇𝛾𝜈 [𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ] = 𝛾𝜇𝛾𝜈𝐹
𝜇𝜈 , (2.268)

portanto,
/𝐷

2 = 𝐷𝜇𝐷
𝜇 + 1

2𝛾𝜇𝛾𝜈𝐹
𝜇𝜈 = 𝐷𝜇𝐷

𝜇 + 1
4[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]𝐹 𝜇𝜈 . (2.269)

Também é sabido, a partir dos cálculos do capítulo Integral de caminho, que 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑓(𝜕𝜇)𝑒𝑖𝑘𝑥 =
𝑓(𝜕𝜇 + 𝑖𝑘𝜇). Portanto, (2.267) pode ser reescrita como

lim
𝑀→∞

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑡𝑟𝑒
−𝑖𝑘𝑥𝛾5𝑒

(︁
− /𝐷2

𝑀2

)︁
𝑒𝑖𝑘𝑥 =

= lim
𝑀→∞

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑡𝑟𝛾5𝑒

(︁
− (𝐷𝜇+𝑖𝑘𝜇)(𝐷𝜇+𝑖𝑘𝜇)

𝑀2 − 𝛾𝜇𝛾𝜈 𝐹 𝜇𝜈

2𝑀2

)︁
. (2.270)

Evoluindo (2.270),

lim
𝑀→∞

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑡𝑟𝛾5𝑒

(︁
− (𝐷𝜇+𝑖𝑘𝜇)(𝐷𝜇+𝑖𝑘𝜇)

𝑀2 − 𝛾𝜇𝛾𝜈 𝐹 𝜇𝜈

2𝑀2

)︁
=

= lim
𝑀→∞

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑒
(𝑘2/𝑀2)𝑡𝑟𝛾5𝑒

(︁
− 2𝑖𝑘𝜇𝐷𝜇

𝑀2 − 𝐷𝜇𝐷𝜇

𝑀2 − 𝛾𝜇𝛾𝜈 𝐹 𝜇𝜈

2𝑀2

)︁
,

e fazendo a mudança de variável 𝑘𝜇 →𝑀𝑘𝜇,

= lim
𝑀→∞

𝑀4
∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑒
𝑘2
𝑡𝑟𝛾5𝑒

(︁
− 2𝑖𝑘𝜇𝐷𝜇

𝑀
− 𝐷𝜇𝐷𝜇

𝑀2 − 𝛾𝜇𝛾𝜈 𝐹 𝜇𝜈

2𝑀2

)︁
.
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Para continuar, faz-se necessário expandir a segunda exponencial em séries de Taylor e
usar as propriedades (2.271) e (2.272),

𝑡𝑟𝛾5 = 𝑡𝑟𝛾5𝛾𝜇𝛾𝜈 = 0, (2.271)

𝑡𝑟𝛾5𝛾𝛼𝛾𝛽𝛾𝜇𝛾𝜈 = −4𝑖𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈 . (2.272)

Consequentemente, na expansão, todo termo com um denominador𝑀𝑛 de modo que 𝑛 > 4
se anulará com o limite, e os termos com 𝑛 < 4 se anularão pelas propriedades já citadas.
Portanto, o único termo da expansão que sobra é o termo proporcional à 𝛾𝛼𝛾𝛽𝛾𝜇𝛾𝜈𝐹𝛼𝛽𝐹 𝜇𝜈 ,
pois este possui um 𝑀4 no denominador e o traço não se anula, implicando em

lim
𝑀→∞

𝑀4
∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑒
𝑘2
𝑡𝑟𝛾5𝑒

(︁
− 2𝑖𝑘𝜇𝐷𝜇

𝑀
− 𝐷𝜇𝐷𝜇

𝑀2 − 𝛾𝜇𝛾𝜈 𝐹 𝜇𝜈

2𝑀2

)︁
=

= lim
𝑀→∞

𝑀4

8𝑀4

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)4 𝑒
𝑘𝜇𝑘𝜇

𝑡𝑟𝛾5𝛾𝛼𝛾𝛽𝛾𝜇𝛾𝜈𝑡𝑟𝐹
𝛼𝛽𝐹 𝜇𝜈 = −4𝑖

8

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)4 𝑒
𝑘2
𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝑡𝑟𝐹

𝛼𝛽𝐹 𝜇𝜈 ,

(2.273)
sendo 𝑘2 = 𝑘𝜇𝑘

𝜇 = 𝑘2
0 − �⃗�2. Mas, como os cálculos estão sendo feitos considerando a

rotação de Wick 𝑘0 = 𝑖𝑘4, então,

𝑘2 = −
4∑︁

𝑛=1
𝑘2
𝑛, (2.274)

consequentemente, ∫︁
𝑑4𝑘𝑒𝑘

2 =
∫︁
𝑑4𝑘𝑒−(𝑘2

1+𝑘2
2+𝑘2

3+𝑘2
4) = 𝜋2 (2.275)

=⇒
∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = 1

32𝜋2 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝑡𝑟𝐹
𝛼𝛽𝐹 𝜇𝜈 . (2.276)

Finalmente, o jacobiano é dado por

(𝑑𝑒𝑡𝐶)−2 = 𝑒𝑥𝑝
(︂ −𝑖

16𝜋2

∫︁
𝑑4𝑥𝛽(𝑥)𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝑡𝑟𝐹𝛼𝛽𝐹 𝜇𝜈

)︂
= 𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁
𝑑4𝑥𝛽(𝑥)𝒜[𝐴𝜇]

)︂
. (2.277)

O objetivo inicial era descobrir como o funcional gerador se transforma sob trans-
formações de gauge. Agora que o jacobiano já é conhecido, o funcional gerador se trans-
forma como

𝑍 ′[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇] =
∫︁
𝒟𝜓′𝒟𝜓′

𝑒𝑥𝑝
(︂∫︁

𝑑4𝑥(ℒ′ + 𝜂𝜓′ + 𝜓
′
𝜂)
)︂

(2.278)

=⇒ 𝑍 ′ =
∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁
𝑑4𝑥𝛽(𝑥)𝒜[𝐴𝜇]

)︂
𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁
𝑑4𝑥(ℒ+ 𝜂𝜓 + 𝜓𝜂)

)︂
·

·𝑒𝑥𝑝
(︂∫︁

𝑑4𝑥𝛽(𝜕𝜇𝑗5
𝜇 − 2𝑖𝑚𝑃 + 𝑖(𝜂𝛾5𝜓 + 𝜓𝛾5𝜂)

)︂
=
∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁
𝑑4𝑥(ℒ+ 𝜂𝜓 + 𝜓𝜂)

)︂
·
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·𝑒𝑥𝑝
(︂∫︁

𝑑4𝑥𝛽(𝜕𝜇𝑗5
𝜇 − 2𝑖𝑚𝑃 + 𝑖(𝜂𝛾5𝜓 + 𝜓𝛾5𝜂) +𝒜[𝐴𝜇]

)︂

=
∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁
𝑑4𝑥(ℒ+ 𝜂𝜓 + 𝜓𝜂)

)︂
·

·
(︂

1 +
∫︁
𝑑4𝑥𝛽(𝜕𝜇𝑗5

𝜇 − 2𝑖𝑚𝑃 + 𝑖(𝜂𝛾5𝜓 + 𝜓𝛾5𝜂) +𝒜[𝐴𝜇])
)︂
. (2.279)

Em (2.279), o termo 𝛽 é infinitesimal, então, é possível expandir e ignorar os termos de
segunda ordem. Note que é possível chamar 𝑍 ′[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇] = 𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 𝛽]. Nesse sentido,
𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇] = 𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 0]. Se 𝛽 é infinitesimal, então, tem-se a relação

𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 𝛽] = 𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 0] +
∫︁
𝑑4𝑥𝛽

𝛿

𝛿𝛽(𝑥)𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 𝛽]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛽=0

. (2.280)

Ao se comparar (2.280) e (2.279), tem-se a relação

𝛿

𝛿𝛽(𝑥)𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 𝛽]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛽=0

=

=
∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓𝑒

∫︀
𝑑4𝑦(ℒ+𝜂𝜓+𝜓𝜂)

(︁
𝜕𝜇𝑗5

𝜇 − 2𝑖𝑚𝑃 + 𝑖(𝜂𝛾5𝜓 + 𝜓𝛾5𝜂) +𝒜[𝐴𝜇]
)︁
. (2.281)

Finalmente, chega-se no seguinte lema.

Lema: Se o funcional gerador é invariante por transformações de gauge quiral,
isso implica na anomalia da corrente axial.

Isso é evidente. Se 𝑍 é invariante, tem-se

𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 𝛽] = 𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 0] =⇒ 𝛿

𝛿𝛽(𝑥)𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 𝛽]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛽=0

= 0. (2.282)

Portanto,

𝛿

𝛿𝛽(𝑥)𝑍[𝜂, 𝜂, 𝐴𝜇, 𝛽]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛽,𝜂,𝜂=0

= ⟨0|(𝜕𝜇𝑗5
𝜇 − 2𝑖𝑚𝑃 +𝒜[𝐴𝜇])|0⟩ = 0, (2.283)

⟨𝜕𝜇𝑗5
𝜇⟩ = 2𝑖𝑚⟨𝑃 ⟩ − ⟨𝒜[𝐴𝜇]⟩. (2.284)

A expressão (2.284) é justamente a identidade de Ward anômala que foi obtida a partir
da regularização de Scwinger. Note que foi justamente o jacobiano que gerou a anomalia,
sendo o jacobiano proveniente da informação quântica do sistema. E a invariância de gauge
do funcional gerador implica justamente na identidade de Ward anômala, análogo ao caso
clássico, em que a invariância de gauge implica na conservação da corrente. Entretanto,
no caso quântico, a contribuição quântica da expressão é o responsável pelo surgimento
da anomalia.
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2.4.2 Método de Fujikawa para uma regularização genérica

Na subseção anterior, foi utilizada a regularização com uma exponencial do tipo
gaussiana, como expresso em (2.264). Entretanto, considere uma função genérica 𝑓(𝑥),
que satisfaça as propriedades

𝑓(0) = 1 (2.285)

e
𝑓(∞) = 𝑓 ′(∞) = 𝑓 ′′(∞) = ... = 0. (2.286)

Então, a regularização de Fujikawa (2.287) induz ao jacobiano (2.277),

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = lim

𝑀→∞

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝑓

⎛⎝ /𝐷
2

𝑀2

⎞⎠𝜑𝑛 = lim
𝑀→∞

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝑓

(︃
𝜆2
𝑛

𝑀2

)︃
𝜑𝑛. (2.287)

Para provar essa afirmação, o processo é análogo ao feito para a 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥2 ,

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = lim

𝑀→∞

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝑓

⎛⎝ /𝐷
2

𝑀2

⎞⎠𝜑𝑛
= lim

𝑀→∞

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)2 𝑡𝑟𝛾5𝑓

(︃
𝑘2

𝑀
+ 2𝑖𝑘𝜇𝐷𝜇

𝑀2 + 𝐷𝜇𝐷
𝜇

𝑀2 + 𝛾𝜇𝛾𝜈𝐹
𝜇𝜈

2𝑀2

)︃
. (2.288)

Expandindo (2.288) em torno de 𝑘2/𝑀2, somente o termo proporcional à 𝑓 ′′(𝑘2/𝑀2) não
se anulará, por causa dos mesmos argumentos utilizados na subseção passada. Portanto,
já fazendo a mudança 𝑘𝜇 →𝑀𝑘𝜇, obtém-se

∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = 1

2

∫︁ 𝑑4𝑘

(2𝜋)4𝑓
′′(𝑘2)𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽𝑡𝑟𝐹 𝜇𝜈 . (2.289)

Para a integração, basta fazer uma mudança para coordenadas esféricas∫︁
𝑑4𝑘𝑓 ′′(𝑘2) = 2𝜋2

∫︁
𝑘3𝑑𝑘𝑓 ′′(𝑘2),

sendo 𝑓 ′′(𝑘2) = 𝑑𝑓 ′(𝑘2)
𝑑𝑘2 = 𝑑𝑓 ′(𝑘2)

𝑑𝑘
1

2𝑘 e 𝑓 ′′(𝑘2) = 1
2𝑘

(︁
1

2𝑘
𝑑2𝑓(𝑘2)
𝑑𝑘2 − 1

2𝑘2
(𝑘2)
𝑑𝑘

)︁
,

2𝜋2
∫︁
𝑘3𝑑𝑘𝑓 ′′(𝑘2) = 2𝜋2

∫︁
𝑑𝑘

(︃
𝑘

4
𝑑2𝑓(𝑘2)
𝑑𝑘2 − 1

4
𝑑𝑓(𝑘2)
𝑑𝑘

)︃
.

Integrando por partes o primeiro termo, obtém-se
∫︁ ∞

0
𝑑𝑘

(︃
𝑘

4
𝑑2𝑓(𝑘2)
𝑑𝑘2

)︃
= 𝑘

4
𝑑𝑓(𝑘2)
𝑑𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
∞

0

− 1
4

∫︁ ∞

0

𝑑𝑓(𝑘2)
𝑑𝑘

,

∫︁ ∞

0
𝑑𝑘

(︃
𝑘

4
𝑑2𝑓(𝑘2)
𝑑𝑘2

)︃
= −1

4(𝑓(∞)− 𝑓(0)) = 1
4 . (2.290)

Para o segundo termo, o resultado também é 1/4, de modo que∫︁
𝑑4𝑘𝑓 ′′(𝑘2) = 𝜋2. (2.291)
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Por fim, ∑︁
𝑛

𝜑†
𝑛𝛾5𝜑𝑛 = 1

32𝜋2 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝑡𝑟𝐹
𝛼𝛽𝐹 𝜇𝜈 , (2.292)

que é justamente o jacobiano encontrado para o caso da regularização utilizando a curva
gaussiana. Por isso, conclui-se que diferentes funções de regularização implicam na ano-
malia.
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Considerações finais

Os objetivos propostos neste trabalho eram analisar as identidades de Ward e a
forma que as anomalias surgem, a partir de cálculos diretos das funções de Green, bem
como provar como essas anomalias são uma característica física da teoria, não se devendo
às divergências superficiais. Uma vez que o formalismo da teoria quântica de campos
utilizado foi o da integral de caminho, outro objetivo importante era o de analisar a forma
que as anomalias surgem no funcional gerador. Todos esses objetivos foram atingidos para
o caso da anomalia ABJ.

No primeiro capítulo, foi feita uma construção da teoria quântica de campos pelo
método das integrais de caminho, sendo mostrado que toda a informação da teoria pode ser
obtida a partir do funcional gerador. Com essa ferramenta, foram estudadas as identidades
de Ward, e foram feitos os cálculos do diagrama triangular que obtiveram a identidade de
Ward anômala. Também foi provado que, dadas as identidades de Ward vetorial e axial,
uma delas necessariamente será anômala. Em seguida, foram estudados métodos de renor-
malização e a forma que eles alteram o funcional gerador. Os métodos de renormalização
dependem de como as divergências na teoria serão obtidas, utilizando-se as regularizações
com esse objetivo. Portanto, métodos de regularização foram empregados, mostrando que
esses induzem à anomalia ABJ, ou seja, uma renormalização baseada nesses métodos não
seria capaz de anular essa anomalia na teoria. Por último, utilizando o método de Fuji-
kawa, foi visto que a anomalia surge a partir do jacobiano associado à transformação de
gauge da medida quântica.

O trabalho se manteve na anomalia ABJ, que possui enorme importância no fenô-
meno do decaimento 𝜋0 → 𝛾𝛾. Mas, evidentemente, os métodos empregados podem ser
utilizados para se analisar outras anomalias que possam surgir em outras identidades de
Ward. De fato, isso pode ser tema de pesquisas futuras.
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APÊNDICE A – Integral d-dimensional

A integral (A.1) frequentemente aparece na teoria quântica de campos ao se fazer
a regularização dimensional. Portanto, esse apêndice tem por objetivo calcular e explorar
suas propriedades importantes [8].

As integrais na regularização dimensional costumam ter a seguinte forma

𝐼(𝐴) =
∫︁
𝑑𝑑𝑝

1
(𝑝2 − 2𝐴𝑝+𝐵)𝑎 . (A.1)

Para resolvê-la, faz-se uma mudança das coordenadas euclidianas para coordenadas esfé-
ricas. Desse modo, (𝑝0, 𝑟, 𝜃1, ..., 𝜃𝑑−2) e

𝐼 =
∫︁
𝑑𝑑−2Ω𝑟𝑑−2𝑑𝑟𝑑𝑝0

1
(𝑝2

0 − 𝑟2 − 2𝐴𝑝+𝐵)𝑎 , (A.2)

sendo 𝐴 um vetor e 𝐵 um escalar. Fazendo uma mudança de referencial em 𝑞 = (𝐴0, �⃗�)
para 𝐴′ = (𝛼, 0⃗), têm-se

𝐼(𝐴′) =
∫︁
𝑑𝑑−2Ω𝑟𝑑−2𝑑𝑟𝑑𝑝0

1
(𝑝2

0 − 𝑟2 − 2𝛼𝑝0 +𝐵)𝑎 . (A.3)

O integrando de (A.3) independe das coordenadas angulares. Portanto, sendo
∫︀
𝑑𝑛Ω =

2𝜋𝑛/2

Γ(𝑛/2) , a integral (A.3) se torna

𝐼(𝐴′) = 2𝜋(𝑑−2)/2

Γ((𝑑− 1)/2)

∫︁
𝑟𝑑−2𝑑𝑟𝑑𝑝0

1
(𝑝2

0 − 𝑟2 − 2𝛼𝑝0 +𝐵)𝑎 , (A.4)

fazendo a mudança de variável 𝑝0 → 𝑝0 + 𝛼,

𝐼(𝐴′) = 2𝜋(𝑑−1)/2

Γ((𝑑− 1)/2)

∫︁
𝑟𝑑−2𝑑𝑟𝑑𝑝0

1
(𝑝2

0 − 𝛼2 − 𝑟2 +𝐵)𝑎 . (A.5)

Pode-se fazer as manipulações

𝐼(𝐴′) = 2𝜋(𝑑−1)/2

Γ((𝑑− 1)/2)

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑝0

𝑟𝑑−2

(𝑝2
0 − 𝛼2 − 𝑟2 +𝐵)𝑎

= 2𝜋(𝑑−1)/2

Γ((𝑑− 1)/2)

∫︁
𝑑𝑝0

1
𝜅2𝑎

∫︁
𝑑𝑟

𝑟𝑑−2

(1− (𝑟/𝜅)2)𝑎 ,

onde 𝜅2 = 𝑝2
0 − 𝛼2 +𝐵. Consequentemente, fazendo a mudança de variável 𝑡 = −(𝑟/𝜅)2,

𝐼 = (−𝜋)(𝑑−1)/2

Γ((𝑑− 1)/2)

∫︁
𝑑𝑝0

1
𝜅2𝑎−𝑑+1

∫︁ ∞

0

𝑡(𝑑−3)/2

(1 + 𝑡)𝑎𝑑𝑡. (A.6)

A função beta de Euler é dada por

𝐵(𝑥, 𝑦) =
∫︁ ∞

0

𝑡𝑥−1

(1 + 𝑡)𝑥+𝑦 𝑑𝑡. (A.7)
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Chamando 𝑥 = (𝑑−1)/2 e 𝑦 = 𝑎−(𝑑−1)/2, a integral (A.6) pode ser reescrita em termos
da função (A.7),

𝐼 = (−𝜋)(𝑑−1)/2

Γ((𝑑− 1)/2)

∫︁
𝑑𝑝0

1
𝜅2𝑎−𝑑+1𝐵((𝑑− 1)/2, (𝑎− (𝑑− 1)/2)). (A.8)

A função beta de Euler pode ser reescrita em termos da função gamma, como expresso
na fórmula

𝐵(𝑥, 𝑦) = Γ(𝑥)Γ(𝑦)
Γ(𝑥+ 𝑦) . (A.9)

Portanto, a integral (A.8) é dada por

𝐼 = (−𝜋)(𝑑−1)/2Γ(𝑎− (𝑑− 1)/2)
Γ(𝑎)

∫︁
𝑑𝑝0

1
(𝑝2

0 − 𝛼2 +𝐵)𝑎−(𝑑−1)/2 . (A.10)

Para resolver a integral (A.10) será necessário fazer uso da função beta novamente,
uma vez que é possível reescrever a integral da forma

𝐼 = (−𝜋)(𝑑−1)/2Γ(𝑎− (𝑑− 1)/2)
Γ(𝑎)

1
𝛽2𝑎−𝑑+1

∫︁
𝑑𝑝0

1
((𝑝0/𝛽)2 + 1)𝑎−(𝑑−1)/2 , (A.11)

onde 𝛽2 = −𝛼2 + 𝐵. O integrando em (A.11) é uma função par, portanto, é possível
fazer

∫︀∞
∞ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2

∫︀∞
0 𝑓(𝑥)𝑑𝑥. Logo, usando essa propriedade e mudando a variável

para 𝑡 = (𝑝0/𝛽)2,

𝐼 = (−𝜋)(𝑑−1)/2Γ(𝑎− (𝑑− 1)/2)
Γ(𝑎)

1
𝛽2𝑎−𝑑

∫︁ ∞

0
𝑑𝑡

𝑡−1/2

(𝑡+ 1)𝑎−(𝑑−1)/2

= (−𝜋)(𝑑−1)/2Γ(𝑎− (𝑑− 1)/2)
Γ(𝑎)

1
𝛽2𝑎−𝑑

Γ(1/2)Γ(𝑎− 𝑑/2)
Γ(𝑎− (𝑑− 1)/2) ,

𝐼(𝐴) = −𝑖(−1)𝑎𝜋
𝑑/2Γ(𝑎− 𝑑/2)

Γ(𝑎)
1

(𝐴2 −𝐵)𝑎−𝑑/2 . (A.12)

Com o resultado (A.12), é possível calcular as integrais do tipo

∫︁
𝑑𝑑𝑝

𝑝𝜇1𝑝𝜇2 ...𝑝𝜇𝑁

(𝑝2 + 2𝐴𝑝−𝐵)𝑎 = (
𝑁−1∏︁
𝑛=0

(−2(𝑎−𝑁+𝑛))−1) 𝜕

𝜕𝐴𝜇1

𝜕

𝜕𝐴𝜇2
...

𝜕

𝜕𝐴𝜇𝑁

∫︁
𝑑𝑑𝑝

1
(𝑝2 + 2𝐴𝑝−𝐵)𝑎−𝑁 .

(A.13)
Portanto, utilizando o resultado (A.12) em (A.13),∫︁

𝑑𝑑𝑝
𝑝𝜇1𝑝𝜇2 ...𝑝𝜇𝑁

(𝑝2 + 2𝐴𝑝−𝐵)𝑎 =

= −𝑖(−1)𝑎𝜋
𝑑/2Γ(𝑎−𝑁 − 𝑑/2)

Γ(𝑎−𝑁) (
𝑁−1∏︁
𝑛=0

(−2(𝑎−𝑁+𝑛))−1) 𝜕

𝜕𝐴𝜇1

𝜕

𝜕𝐴𝜇2
...

𝜕

𝜕𝐴𝜇𝑁

1
(𝐴2 −𝐵)(𝑎−𝑁)−𝑑/2 .

(A.14)
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Para 𝑁 = 1,
∫︁
𝑑𝑑𝑝

𝑝𝜇
(𝑝2 + 2𝐴𝑝−𝐵)𝑎 = 𝑖

𝜋𝑑/2Γ(𝑎− 1− 𝑑/2)
(𝑎− 1)Γ(𝑎− 1)

(𝑎− 1− 𝑑/2)𝐴𝜇
(𝐴2 −𝐵)𝑎−𝑑/2 (A.15)

Para 𝑁 = 2,
∫︁
𝑑𝑑𝑝

𝑝𝜇𝑝𝜈
(𝑝2 + 2𝐴𝑝−𝐵)𝑎 = 𝑖

𝜋𝑑/2Γ(𝑎− 2− 𝑑/2)
2(𝑎− 2)(𝑎− 1)Γ(𝑎− 2)

𝜕

𝜕𝐴𝜈
(𝑎− 2− 𝑑/2)𝐴𝜇
(𝐴2 −𝐵)𝑎−1−𝑑/2

= 𝑖
𝜋𝑑/2(𝑎− 2− 𝑑/2)Γ(𝑎− 2− 𝑑/2)

2(𝑎− 2)(𝑎− 1)Γ(𝑎− 2) (𝑔𝜇𝜈(𝐴2 −𝐵)− 2(𝑎− 1− 𝑑/2)𝐴𝜇𝐴𝜈)
1

(𝐴2 −𝐵)𝑎−𝑑/2

= 𝑖
𝜋𝑑/2

2Γ(𝑎)(𝑔𝜇𝜈(𝐴2 −𝐵)Γ(𝑎− 1− 𝑑/2)− 2Γ(𝑎− 𝑑/2)𝐴𝜇𝐴𝜈)
1

(𝐴2 −𝐵)𝑎−𝑑/2 . (A.16)

Particularmente,
∫︁
𝑑𝑑𝑝

𝑝𝜇𝑝𝜈
(𝑝2 + 2𝐴𝑝−𝐵)2 = 𝑖

𝜋𝑑/2

2Γ(2)(𝑔𝜇𝜈(𝐴2−𝐵)Γ(1−𝑑/2)−2Γ(2−𝑑/2)𝐴𝜇𝐴𝜈)
1

(𝐴2 −𝐵)2−𝑑/2

= 𝑖
𝜋𝑑/2Γ(1− 𝑑/2)

2Γ(2)
𝑔𝜇𝜈

(𝐴2 −𝐵)1−𝑑/2 +
∫︁
𝑑𝑑𝑝

𝐴𝜇𝐴𝜈
(𝑝2 − 2𝐴𝑝+𝐵)2

= 1
2𝑔𝜇𝜈

∫︁
𝑑𝑑𝑝

1
(𝑝2 − 2𝐴𝑝+𝐵) +

∫︁
𝑑𝑑𝑝

𝐴𝜇𝐴𝜈
(𝑝2 − 2𝐴𝑝+𝐵)2 , (A.17)

fazendo 𝑝𝜇 = 𝑘𝜇 + 𝐴𝜇,
∫︁
𝑑𝑑𝑘

𝑘𝜇𝑘𝜈
(𝑘2 + 𝐴2 +𝐵)2 = 1

2𝑔𝜇𝜈
∫︁
𝑑𝑑𝑘

1
(𝑘2 + 𝐴2 +𝐵) −

∫︁
𝑑𝑑𝑘

𝐴𝜇𝑘𝜈 + 𝑘𝜇𝐴𝜈
(𝑘2 + 𝐴2 +𝐵)2 . (A.18)

O integrando da segunda integral em (A.18) é uma função ímpar das variáveis 𝑘𝜇
e 𝑘𝜈 , portanto, essa integral se anula, sobrando apenas a primeira integral,∫︁

𝑑𝑑𝑘
𝑘𝜇𝑘𝜈

(𝑘2 + 𝐴2 +𝐵)2 = 1
2𝑔𝜇𝜈

∫︁
𝑑𝑑𝑘

1
(𝑘2 + 𝐴2 +𝐵) , (A.19)

que é um resultado muito útil no cálculo da polarização de vácuo.
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