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Resumo

A abordagem de espaço de estados, desenvolvida a partir da década de 1950, é baseada na
análise da evolução temporal dos estados, que contêm toda a informação relevante para
representar a dinâmica de um sistema em um ponto de operação. No entanto, nem sempre é
possível medir os estados de um sistema diretamente. Além disso, nem sempre é possível
conhecer ou medir diretamente os parâmetros do sistema, essências para estimar os estados
quando estes não sãomedidos. Nesse caso, o problema resultante, isto é, estimar tanto estados
quanto parâmetros, passa a ser chamado estimação simultânea. Dentro desse contexto, este
trabalho propõe desenvolver uma nova abordagem de estimação simultânea para sistemas
lineares em malha fechada a partir do filtro de Kalman e da média móvel exponencial. Além
disso, objetiva-se explorar o impacto das estimativas realizadas no desempenho de controle
do sistema. Para tanto, as principais abordagens presentes da literatura foram testadas por
meio de simulações e comparadas com a nova estratégia. A partir dos resultados obtidos,
observou-se um desempenho melhor ou próximo da abordagem proposta, tanto nos índices
de controle quanto na precisão da estimação, em comparação com as abordagens existentes.
Ademais, o método proposto se mostrou mais simples de ser aplicada em casos reais.

Palavras-chave: Estimação simultânea. Estimação de estados e parâmetros. Controle em
malha fechada. Sistemas lineares. Filtro de Kalman. Média móvel exponencial.



Abstract

The state-space approach, developed since the 1950s, is based on analyzing the temporal
evolution of states, which contains all the relevant information necessary to represent a
system’s dynamics at an operational point. However, it’s not always possible to directly
measure a system’s states. Moreover, knowing or directly measuring the system parameters,
crucial for estimating states when they are not directly measured, is also not always possible.
In such cases, the resulting problem, i.e., estimating both states and parameters, is referred
to as simultaneous estimation. Within this context, this study aims to develop a novel
simultaneous estimation approach for linear systems in closed-loop using the Kalman
filter and exponential moving average. In addition, the objective is to explore the impact
of the estimates on the system’s control performance. To achieve this, we tested the main
approaches from the literature through simulations and compared them with the new
strategy. The results indicated a performance either superior or comparable to the proposed
approach, both in terms of control indices and the precision of estimation, when compared
with existing methodologies. Furthermore, the proposed method shown to be simpler to
apply to real problems.

Keywords: Simultaneous estimation. States and parameters estimation. Closed-loop control.
Linear systems. Kalman filter. Exponential moving average.
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1 Introdução

1.1 Contextualização

As primeiras aplicações de sistemas de controle começaram com os gregos por volta
de 300 a.C. com o relógio de água de Ktesibios, que funcionava através do gotejamento à
uma taxa constante, controlado por uma boia, para indicar o tempo decorrido a partir do
nível de água no recipiente. Logo depois, em 250 a.C., também envolvendo um problema
de escopo semelhante, Philon aplicou o controle de nível de líquido para um lampião à
óleo. No século XVII, Dennis Papin inventou o primeiro regulador de pressão para controlar
sistemas a vapor, semelhante ao de válvulas de panela de pressão, e Conerlis Drebbel propôs
um sistema de controle de temperatura mecânico para incubação de ovos (NISE, 2013).

Então, no século XVIII, o primeiro trabalho de controle automático foi construído por
James Watt para regular a velocidade de uma máquina a vapor, como apresentado na Figura
1.1. O sistema media a velocidade do eixo de saída e utilizava o movimento das esferas, em
função domovimento do eixo, para controlar a válvula e, por tanto, a quantidade de vapor que
entrava na máquina (DORF; BISHOP, 2016). No século XIX e na primeira metade do século
XX, diversos trabalhos importantes para a área de teoria de controle foram desenvolvidos,
tanto para análise de sistemas (estabilidade) quanto para o projeto de controladores (métodos
no domínio da frequência e lugar geométrico das raízes) (NISE, 2013).
6 Chapter 1  Introduction to Control Systems

(1647–1712) invented the first pressure regulator for steam boilers in 1681. Papin’s 
pressure regulator was a form of safety regulator similar to a pressure-cooker valve.

The first automatic feedback controller used in an industrial process is gener-
ally agreed to be James Watt’s flyball governor, developed in 1769 for controlling 
the speed of a steam engine [1, 2]. The all-mechanical device, shown in Figure 1.7, 
measured the speed of the output shaft and utilized the movement of the flyball to 
control the steam valve and therefore the amount of steam entering the engine. As 
depicted in Figure 1.7, the governor shaft axis is connected via mechanical linkages 
and beveled gears to the output shaft of the steam engine. As the steam engine out-
put shaft speed increases, the ball weights rise and move away from the shaft axis 
and through mechanical linkages the steam valve closes and the engine slows down.

The first historical feedback system, claimed by Russia, is the water-level float 
regulator said to have been invented by I. Polzunov in 1765 [4]. The level regulator 
system is shown in Figure 1.8. The float detects the water level and controls the 
valve that covers the water inlet in the boiler.
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FIGure 1.7 
Watt’s flyball 
governor.
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Water
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FIGure 1.8 
Water-level float 
regulator.

Figura 1.1 – Regulador de esferas de James Watt.

Fonte: Adaptado de Dorf e Bishop (2016, p. 6).
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No entanto, a partir da década de 1950, com o aumento crescente da complexidade
dos sistemas, a teoria de controle clássica, desenvolvida até então, deu espaço para a teoria
de controle moderno. Esta se baseia na análise e na síntese no domínio do tempo com o
emprego de variáveis de estado para lidar com problemas de múltiplas entradas e saídas.
O esforço empregado a partir de segunda metade do século XX e busca por atender aos
requisitos rigorosos em aplicações militares, espaciais e industriais permitiu o avanço de
áreas como controle ótimo, controle robusto e controle adaptativo (OGATA, 2010).

Em diversas áreas, como engenharia, economia, física, química e biologia, muitos
processos reais podem ser descritos como sistemas no espaço de estados. Se o estado de um
sistema é conhecido no presente e todas entradas presentes e futuras são conhecidas, então
é possível deduzir o valor de todas as saídas futuras desse mesmo sistema (SIMON, 2006).
A abordagem de espaço de estados é baseada na análise da evolução temporal dos estados,
que contêm toda a informação relevante para representar a dinâmica de um sistema em
um ponto de operação. Em função disso, a partir do conhecimento dos estados é possível
realizar tarefas como (SOUTO; ISHIHARA; BORGES, 2011):

• Projeto de controladores realimentados por estados: Diversas abordagens utili-
zam o conhecimento completo dos estados do sistema para projetar a lei de controle via
realimentação a partir das características desejadas, como alocação de polos, regulador
quadrático linear, rastreador quadrático linear;

• Monitoramento de processos: Muitas vezes, os estados têm significado físico e,
nesse caso, podem informar condições do sistema em análise. Por exemplo, em um
veículo que deve seguir uma trajetória planejada, os estados podem informar posição,
velocidade e aceleração. Em uma aplicação industrial, pode ser importante monitorar
o nível do líquido em um reservatório ou então a temperatura de uma caldeira;

• Otimização de processos: Uma vez que é possível monitorar o sistemas, também é
possível melhorá-lo. Por exemplo, tendo o conhecimento da posição e velocidade de
um conjunto de aeronaves, é possível calcular o melhor agendamento de chegadas e
partidas, e a melhor rota de modo a reduzir o tempo de voo, o tempo de espera e o
consumo de combustível;

• Detecção de falhas e prognósticos: A detecção de falhas é outra consequência do
monitoramento de processos. A partir da análise da evolução temporal dos estados, é
possível encontrar padrões que indiquem a presença de falha. Por exemplo, em um
sistema no qual um dos estados é a corrente elétrica de um atuador, a queda desta
abaixo de um limiar indica que o atuador não está funcionando corretamente.

Apesar disso, em aplicações reais, nem sempre é possível medir os estados do sistema.
Umdosmotivos é a necessidade de sensores. Seja pelo aumento nos custos ou pela dificuldade
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de medir uma grandeza, o uso de sensores para todos os estados pode ser inviável. Outro
motivo é a impossibilidade de medir um estado. Assim como alguns estados têm significado
físico, outros podem ser somente representações matemáticas mais adequadas ao problema
(SOUTO; ISHIHARA; BORGES, 2011). Quando os estados não são diretamente acessíveis,
estes podem ser estimados por meio de técnicas adequadas, como o filtro de Kalman, para
que as tarefas listadas acima sejam realizáveis.

A qualidade da estimação dos estados depende, dentre outros fatores, da precisão do
valor dos parâmetros que representam o sistema. Os parâmetros são grandezas relacionadas
às características físicas da planta que podem ser constantes ou variar tanto no tempo quanto
com as condições do ambiente (por exemplo, temperatura e pressão). Além disso, podem
ser adimensionais ou não. No entanto, assim como no caso dos estados, nem sempre os
parâmetros de um sistema são conhecidos ou podem ser medidos diretamente. Nesses casos,
a estimação dos parâmetros do sistema permite realizar tarefas como:

• Identificação do sistema: A partir da estimação dos parâmetros é possível obter
modelos que descrevem o comportamento do sistema, ou seja, descrevem as relações
de causa e efeito entre as variáveis de entrada e saída (AGUIRRE, 2015);

• Ajuste do projeto do controlador: Usualmente, o projeto de controladores é sensível
aos parâmetros do sistema. O correto conhecimento destes permite que o projeto seja
mais adequado às características desejadas e que a estimação dos estados seja correta.
Além disso, a estimação em tempo real dos parâmetros do sistema é a chave para o
controle adaptativo (ASTROM; WITTENMARK, 2008). Nesse tipo de abordagem, o
controlador possui parâmetros ajustáveis e um mecanismo de ajuste para se adequar
às condições estimadas do modelo;

• Monitoramento de processos: Assim como discutido para os estados, os parâmetros
do sistema pode ser usados para monitorar o processo. Por exemplo, em um processo
térmico, o monitoramento da constante de tempo pode indicar em qual fase, aqueci-
mento ou resfriamento, o processo está. Na exploração de petróleo, o monitoramento
da vazão de óleo produzido pode ser interessante para tomada de decisão no controle
de produção do processo (ABREU, 2016);

• Detecção de falhas: A detecção de falhas é uma consequência do monitoramento
dos parâmetros. No exemplo do sistema térmico, a análise da evolução temporal da
constante de tempo pode ser utilizada para indicar se a porta de um forno ficou aberta.
Em um sistema de transporte, o monitoramento no nível de vibração pode ser utilizado
para indicar desgaste nos rolamentos ou desalinhamento do eixo.

Vale destacar que a necessidade do conhecimento dos estados para a estimação dos
parâmetros depende do tipo de modelo adotado para representar o sistema. Usualmente,
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para estimar um, assume-se conhecimento completo em relação ao outro. Entretanto, em
aplicações reais, tanto estados quanto parâmetros podem ser desconhecidos. Nesses casos, o
problema passa a ser a estimação simultânea de estados e parâmetros.

Do ponto de vista prático, a aplicação da estimação simultânea de estados e parâ-
metros é um desafio em função da necessidade de lidar com relações não-lineares entre
estados e parâmetros, sensibilidade do estimador e problemas de convergência para alcançar
a robustez adequada (NELSON, L.; STEAR, 1976). Além disso, o estudo e aplicação de abor-
dagens adaptativas dentro do contexto da estimação simultânea é interessante não só pelos
resultados, os quais, usualmente, apresentam melhora no desempenho (DAI; WEI; SUN,
2009), mas também pela variedade de cenários considerados, como incertezas no modelo e
nas características estatísticas do ruído (DAS et al., 2014), que estão presentes em diversas
aplicações reais de sistemas de controle.

1.2 Problema de Estimação

Com base nesse contexto, esta seção busca definir o problema de estimação dentro
do trabalho a ser abordado. A teoria de estimação foi desenvolvida para que, a partir de um
sinal medido ou observado da planta, seja possível estimar outro sinal que não pode ser
medido diretamente ou está corrompido por ruído (SOUTO; ISHIHARA; BORGES, 2011). A
Figura 1.2 ilustra o problema de estimação por meio de um diagrama de blocos, no qual um
sinal x é estimado (ou seja, x̂, em que "∙̂" indica valores estimados) a partir de outros dois
sinais u e y que são, respectivamente, a entrada e a saída da planta.

Estimador

Planta

Figura 1.2 – Diagrama de blocos do problema de estimação.

Fonte: Produzido pelo autor.

Para o problema de estimação simultânea de estados e parâmetros, a literatura apre-
senta duas abordagens principais, estimação dual e estimação conjunta. Nesta, ambos são
estimados em uma única etapa por meio de um vetor de estados aumentado que inclui os
parâmetros. Enquanto isso, naquela, dois métodos de estimação são utilizados de forma
concorrente, um para estados e outro para parâmetros. Na próxima seção, a aplicação desses
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métodos na literatura recente será apresentada e, ao longo deste trabalho, os detalhes da
implementação das duas abordagens serão discutidos.

1.3 Revisão Bibliográfica

O objetivo desta seção é descrever diferentes estratégias encontradas na literatura
para estimação de estados e parâmetros aplicadas em sistemas lineares e não-lineares. A
revisão bibliográfica conduzida neste trabalho focou nos métodos de estimação com o filtro
de Kalman e nos métodos recursivos1. Os problemas de estimação são tratados, inicialmente,
para os sistema lineares, com ênfase em dois dos principais métodos presentes na literatura,
a estimação dual e a estimação conjunta. Em seguida, a análise é expandida para os sistemas
não-lineares, com a mesma abordagem adotada na etapa anterior.

No contexto de sistemas lineares com parâmetros variantes no tempo, Tavares, Erazo-
Costa e Eras-Herrera (2021) investigam a sincronização e dessincronização da imagética
motora por meio da estimação dual. Inicialmente, os estados são estimados via filtro de
Kalman (FK) e, depois, os parâmetros são estimados por meio do método de mínimos
quadrados recursivo (MQR). Por outro lado, Chenran Li et al. (2021) propõem uma estimação
dual baseada no filtro de Kalman estendido (FKED2) para controle baseado em modelo de
um veículo autônomo. Quatro métodos para o cálculo da matriz Jacobiana dos parâmetros
são apresentados e discutidos para demonstrar o benefício da abordagem em relação ao
modelo com parâmetros fixos. A proposta também foi testada em um veículo real com
estimação e controle em malha fechada.

Ainda em sistemas lineares, Zwerger e Mercorelli (2020) apresentam o problema da
identificação das indutâncias de eixo direto e de quadratura de um motor síncrono de ímã
permanente por meio da estimação dual com o filtro de Kalman (FKD), um para estados e
outro para parâmetros. Os trabalhos realizados por Gajula, Yao e Herrera (2020) e Gajula,
Marepalli et al. (2022) abordam estratégias para detectar e localizar falha de arco elétrico
em série em microgrids DC (do inglês, direct current). As tensões nodais e correntes de
injeção são estimadas como estados pelo método de mínimos quadrados (MQ), ou sua versão
recursiva (MQR), e, a partir desses valores, as admitâncias das linhas são estimadas com um
filtro de Kalman adaptativo (FKA) para indicar a falha em caso de mudança brusca.

Alternativamente aos métodos apresentados até então, Alyakhni, Al-Mohamad e
Hoblos (2019) exploram a estimação conjunta da degradação de transistores MOSFET em
1 Assim, como definido por Aguirre (2015), este trabalho faz distinção entre os termos estimação em tempo

real (on-line, em inglês) e estimação recursiva. Enquanto este diz respeito ao tipo de algoritmo, no qual os
dados são processados de forma sequencial, aquele diz respeito à velocidade do processamento, a qual é
suficientemente rápida para influenciar o processo em questão.

2 Neste trabalho, quando o método de estimação aplicar a abordagem dual com o mesmo estimador para
estados e parâmetros, a convenção utilizada será adicionar um "D" ao final da sigla. Se os estimadores forem
diferentes, estes serão explicitados.
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conversores DC-DC. Para isso, a resistência entre o dreno e a fonte do transistor no modo
ativo foi estimada conjuntamente por meio de um filtro de Kalman estendido (FKEC3) a
partir da expansão do vetor de estados de ummodelo linear do conversor. Para um problema
relacionado, Candan e Ankarali (2020) propõem a aplicação do FKEC para controle e esti-
mação dos estados (corrente no indutor e tensão no capacitor) e da resistência de uma carga
na saída de um conversor DC-DC buck para dois modos de operação, um linear e outro não.

Xiaohu Zhang et al. (2021) apresentam a estimação conjunta da velocidade e da
perturbação de um motor linear síncrono de ímã permanente por um filtro de Kalman
para, posteriormente, estimar parâmetros do motor. Apesar da perturbação apresentar uma
não linearidade (função sinal), o modelo do motor e os parâmetros estimados apresentam
expressões lineares. Para identificação dos parâmetros de um sistema, Akgün et al. (2019)
comparam quatro métodos de modelagem (MQ, MQR, rede neural NARX - Nonlinear Auto-
Regressive Exogenous e FKEC) na função de transferência de segunda ordem de ummotor
DC. Todos os métodos convergiram para os parâmetros corretos, mas o FKEC apresentou
o menor erro quadrático médio, seguido pelo MQR, e o menor tempo de convergência. O
desempenho dos métodos também foi testado em malhada fechada com um controlador PI,
em que o FKEC também apresentou o melhor desempenho.

Para comparar as estimações dual e conjunta, Al-Mohamad, Hoblos e Puig (2019)
investigam a degradação de um conversor DC-DC boost linear. Para estimação dual, dois
filtros de Kalman são utilizados para estimar os estados (nos modos ativo e inativo) e um
terceiro é utilizado para estimar a resistência equivalente em série (ESR - Equivalent Series
Resistance) na saída. O objetivo comos dois primeiros filtros é ser capaz de refletir a ondulação
na saída. Para estimação conjunta, é utilizado um FKEC para estimar os valores médios dos
estados. Apesar da estimação dual conservar a característica do sinal, a estimação conjunta,
com os valores médios da saída, apresentou melhor desempenho.

Yu et al. (2022) comparam a estimação conjunta e a estimação dual em um oscilador
ótico paramétrico (OPO - Optical Parametric Oscillator) para estimar estados e potência da
onda de entrada (pump). Para aplicar as técnicas clássicas de filtragem, o modelo quântico
do OPO foi adaptado por um modelo Gaussiano linear equivalente. Na estimação dual, são
utilizados dois filtros de Kalman, ou seja, FKD. Na estimação conjunta, é utilizado um filtro
de Kalman estendido com vetor de estados aumentado, ou seja, FKEC. Em comparação ao
modelo com parâmetro fixo, as duas abordagens obtiveram resultadosmelhores na estimação
de forma consistente e, na média, a estimação dual foi melhor que a estimação conjunta.

Yu et al. (2022) ainda comentam que, baseado nos trabalhos existentes sobre estima-
ção de estados e parâmetros, é esperado que a estimação conjunta com o FKEC seja mais
econômica que a estimação dual, no entanto pode sofrer com problemas de divergência. Em
3 Neste trabalho, quando o método de estimação aplicar a abordagem conjunta, a convenção utilizada será

adicionar um "C" ao final da sigla para diferenciá-la da aplicação convencional em sistemas não-lineares.
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função das aproximações da linearização, o FKEC é mais sensível a fatores que aumentam o
erro na estimação. O problema da divergência no método da estimação conjunta também
é abordado brevemente por Tavares, Erazo-Costa e Eras-Herrera (2021), que apontam o
método da estimação dual como uma possível solução por meio do desacoplamento dos
estados e parâmetros em dois sistemas.

No contexto de sistemas não-lineares, Qingtian Li et al. (2021) propõem uma estra-
tégia baseada na estimação dual dos estados de carga e de saúde da bateria com o filtro
de Kalman estendido (FKE) e da identificação dos parâmetros (resistores e capacitores)
com o MQR. Os dois processos, identificação e estimação, são feitos para três temperaturas
diferentes ao longo de diferentes níveis de carga. Trabalhos similares na área de estimação
de estado de carga e parâmetros em baterias foram realizados por JianfengWang e Zhaozhen
Zhang (2020) e Xu Wang et al. (2021). Neste, o MQR também foi utilizado para estimar os
parâmetros da bateria, enquanto, naquele, o método utilizado foi a versão adaptativa do
MQR, que insere um fator de esquecimento adaptativo.

YifangWang et al. (2021) exploram a estimação dual comofiltro deKalman unscented
(FKUD) em veículos de superfície não tripulados (USVs - Unmanned Surface Vehicles). No
modelo não-linear do veículo, os estados são a posição e velocidade angular no sistema de
coordenadas geodésico e três dos movimentos do barco: avanço, deriva e guinada. Enquanto
isso, os parâmetros são os coeficientes hidrodinâmicos inerciais. Por outro lado, Singh, Pal e
Jain (2021) investigam para motores por ignição por centelha a estimação dual com filtro
de Kalman unscented (FKU), para os estados, e MQR com fator de esquecimento, para
os parâmetros. A abordagem proposta apresentou melhor desempenho que a estimação
conjunta e a estimação dual sequencial, ambas com o FKU.

Ainda no problema de estimação do estado de carga e parâmetros em baterias, mas
por meio de uma abordagem conjunta, Beelen, Bergveld e Donkers (2021) propõem um filtro
de Kalman estendido com um único parâmetro para ajuste. Para tanto, o algoritmo clássico
do FK foi adaptado para o caso em que os ruídos do sistema são correlacionados. Além
disso, um fator esquecimento foi inserido para permitir adaptabilidade e os ruídos foram
identificados por dois métodos: entrada-saída e ARX (Auto-Regressive Exogenousmodel). Para
as condições estudadas, o filtro proposto apresentou desempenho melhor que a estimação
dual com FKE e MQR, e semelhante à estimação conjunta com o FKE padrão.

No cenário de estimação conjunta com o filtro de Kalman unscented (FKUC), Biswas
et al. (2018) analisam o problema da estimação simultânea (estado de carga e parâmetros) em
uma bateria de íon de lítio com modelo de histerese de um estado. Esse modelo de histerese
busca capturar as variações graduais da tensão de histerese (diferença entre as curvas de carga
e descarga) e da taxa de decaimento para diferentes estados de carga. Enquanto isso, Onat
(2019) propõe uma modificação do FKUC para problemas nos quais é possível obter uma
transformação linear entre a saída e o erro dos parâmetros. No exemplo abordado, o modelo
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modificado apresentou desempenho melhor que o FKUC tradicional, cujo desempenho foi
melhor que FKUD em função da covariância cruzada entre estados e parâmetros.

No contexto de estimação com adaptação do FK, Wu et al. (2019) exploram a estima-
ção dual para o problema de estado de carga em bateria com o FKE adaptativo (FKEA) para
os estados e o FK para os parâmetros. Nas três condições de uso avaliadas, a estimação dual
com adaptação da matriz de covariância de ruído do processo obteve desempenho melhor
que o FKE e FKEA simples. Yalong et al. (2022) propõem um FKU adaptativo (FKUA) para
estimação dual no problema de estimação de estado de carga em baterias. Assim como no
trabalho anterior, o método aplicado consiste em um FK para estimar o parâmetros e um
FKUA para estimar o estado de carga. Na simulação realizada, o modelo adaptativo obteve
desempenho melhor que o modelo tradicional com FKU.

Alternativamente, Zerdali (2020) investiga o desempenho do FKEA na estimação
conjunta (FKEAC) para o problema de estimação de estados e parâmetros de um motor de
indução. Três abordagens adaptativas foram avaliadas e comparadas com o FKEC, duas com
fator de esquecimento e uma com ajuste da matriz de covariância do processo. De maneira
geral, os métodos adaptativos apresentarammelhor desempenho que o FKEC, com destaque
para os dois com fator de esquecimento. Enquanto isso, Shen et al. (2022) expande o vetor
de estados para estimar conjuntamente seis estados e nove parâmetros de um USV por meio
de um FKUA (FKUAC). A abordagem proposta foi comparada com a versão tradicional do
FKUC e, na média, foi melhor para a maioria dos parâmetros.

No entanto, das aplicações encontradas na literatura recente e apresentadas nesta
seção, poucas investigaram diretamente o controle de sistemas em tempo real a partir do
conhecimento dos valores estimados. Isso se mostra como uma área a ser explorada dentro
da estimação simultânea. Além disso, daquelas que abordaram o controle emmalha fechada,
um número ainda menor discutiu o impacto da estimação no controle das saídas, nos
esforços dos atuadores, no projeto do próprio controlador e até na sensibilidade de cada
abordagem. Ao desconsiderar esses fatores, cria-se uma lacuna entre o desenvolvimento
do conhecimento e sua possibilidade de aplicação em sistemas reais, porque ignora fatores
que estarão presentes nestes e que podem ser relevantes. Essa é outra área que pode ser
explorada no contexto de estimação simultânea.

Outro ponto observado é que os métodos de estimação dos parâmetros se concentram
no FK e no MQR, os quais apresentam diferentes parâmetros a serem ajustados, como a
covariância inicial e as matrizes de covariância dos ruídos, no caso do FK. Notam-se poucos
comentários, tanto para estratégia de seleção desses valores quanto para as dificuldades
enfrentadas durante o ajuste. Em contrapartida, abordagens de mais fácil implementação e
entendimento, como as médias móveis, não são apresentadas. De fato, até onde foi possível
procurar na literatura, não foram encontradas formulações de médias móveis para esse fim.
Assim como no caso do impacto no controle, ignorar as limitações de implementação do
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método também o distancia da aplicação em sistemas reais. Uma proposta para abordar
esses três pontos será discutida de forma mais aprofundada na próxima seção.

1.4 Proposta do Trabalho

Conforme apresentado nas seções anteriores, a aplicação de técnicas adaptativas é
interessante em diversos problemas em função das vantagens de robustez e desempenho
apresentadas frente às técnicas não-adaptativas, tanto no controle quanto na estimação.
Partovibakhsh e Liu (2015), por exemplo, abordam essa discussão no problema de robôs
móveis autônomos e relatam a dificuldade de medir diretamente parâmetros relevantes e
com comportamento complexo, e de conhecer com exatidão o ruído no sistema. A escolha
equivocada desses fatores pode levar, inclusive, à divergência e instabilidade.

No entanto, a literatura carece de investigações do impacto da estimação simultânea
no controle emmalha fechada de sistemas, tanto lineares quanto não-lineares. Com o intuito
de desenvolver ou explorar estratégias com potencial de aplicação em problemas reais, por
exemplo, na indústria ou na aviação, faz-se necessário levar em conta aspectos como robustez,
dificuldade de implementação e desempenho de controle em malha fechada. Para tanto,
uma abordagem possível é investigar o efeito das estratégias de estimação simultânea de
forma quantitativa por meio de índices de controle, medidas de erro e magnitude/variação
dos esforços dos atuadores. Com isso, pode-se mensurar em quais cenários as estratégias se
mostram mais adequadas ou a implementação destas é viável.

Planta do processo

Estimador

Controlador

Figura 1.3 – Diagrama de blocos do problema proposto.

Fonte: Produzido pelo autor.

Com base nesse contexto, este trabalho propõe desenvolver e explorar o impacto de
umanova abordagemde estimação simultânea de estados e parâmetros para sistemas lineares
emmalha fechada a partir dos filtros de Kalman e demédiamóvel. Mais precisamente, busca-
se comparar a abordagem desenvolvida com as estratégias descritas na literatura por meio de
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índices de controle nas saídas e entradas do sistema e de critérios de desempenho de precisão.
Para tanto, assume-se cenários nos quais as propriedades estatísticas dos ruídos presentes
no sistema são amplamente conhecidas. O diagrama de blocos do problema proposto é
apresentado na Figura 1.3. Primeiro, os estados e alguns parâmetros do sistema são estimados
por um dos métodos de estimação (bloco verde) a partir da ação de controle e da saída do
sistema (bloco amarelo). Depois, os valores estimados podem ser utilizados para ajustar o
controlador (bloco azul) e calcular a nova ação de controle.

1.5 Objetivo Geral

Este trabalho tem por objetivo central desenvolver uma nova abordagem de estimação
simultânea de estados e parâmetros para sistemas lineares em malha fechada a partir do
filtro de Kalman e do filtro de média móvel. Para isso, é necessário:

1. Descrever os conceitos teóricos relacionados à estimação simultânea, ao filtro de
Kalman e às estratégias de estimação dos parâmetros;

2. Desenvolver a estratégia de estimação de parâmetros com o filtro de média móvel e
sua integração com a estimação dual;

3. Aplicar os conceitos desenvolvidos e as estratégias presentes na literatura em um
estudo de caso com um sistema linear;

4. Investigar os fatores que influenciam cada abordagem e comparar os resultados obtidos
por meio de critérios de desempenho de controle e de precisão;

1.6 Apresentação do Manuscrito

Neste trabalho, o Capítulo 2 apresenta os principais conceitos teóricos sobre os méto-
dos de estimação recursiva e filtro de Kalman com o objetivo de abordar, posteriormente,
os conceitos das técnicas de estimação simultânea. Este capítulo também apresenta a for-
mulação proposta por este trabalho do filtro de média móvel para estimação recursiva de
parâmetros. Depois, o Capítulo 3 implementa as abordagens descritas no capítulo anterior
em um estudo de caso com um sistema linear em malha fechada. Para cada abordagem
estudada, são descritos a formulação matemática do estimador, a metodologia adotada e os
resultados obtidos. O final deste capítulo apresenta um resumo dos resultados individuais e
uma discussão sobre os resultados gerais. Por fim, o Capítulo 4 apresenta as considerações
finais sobre o trabalho, os objetivos alcançados, as contribuições realizadas e as propostas
para trabalhos futuros.
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2 Fundamentação Teórica

2.1 Introdução

Este capítulo é dedicado à apresentação dos principais conceitos teóricos aplicados
neste trabalho para estimação simultânea de estados e parâmetros em malha fechada. Para
tanto, a Seção 2.2 apresenta os conceitos teóricos presentes nométodo demínimos quadrados
e sua versão recursiva. Depois, a Seção 2.3 apresenta o filtro de média móvel e a formulação
proposta neste trabalho para a estimação de parâmetros com esse tipo de filtro. Então, a Seção
2.4 apresenta os conceitos teóricos relacionados com o filtro de Kalman e suas variações não
adaptativas tratadas neste trabalho. Por fim, a Seção 2.5 apresenta um breve histórico, os
conceitos teóricos utilizados e algumas variações das estimações conjunta e dual.

2.2 Mínimos Quadrados

O algoritmo de mínimos quadrados (MQ) é uma das técnicas de estimação mais
conhecidas e aplicadas em diversas áreas de ciência e tecnologia, cuja ideia original básica
pode ser encontrada nos trabalhos de Gauss sobre o estudo da astronomia (AGUIRRE, 2015).
Na sua forma matricial, a ideia geral do método consiste em escrever a expressão do sistema
de modo que esta satisfaça o modelo de regressão linear

𝐳 = Ψ𝜽 + 𝝃 , (2.1)

em que 𝐳 = [𝑧𝑘, 𝑧𝑘−1,⋯ , 𝑧𝑘−𝑁+1]
𝑇 ∈ ℝ𝑁 é o vetor de medições da saída, 𝜽 ∈ ℝ𝑛𝜃 é o vetor

de parâmetros de ajuste (valores a serem estimados), Ψ =
[
𝝍𝑇𝑘−1;𝝍

𝑇
𝑘−2;⋯ ;𝝍𝑇𝑘−𝑁

]
∈ ℝ𝑁𝑥𝑛𝜃

é a matriz de regressores e 𝝃 = [𝜉𝑘, 𝜉𝑘−1,⋯ , 𝜉𝑘−𝑁+1]
𝑇 ∈ ℝ𝑁 é o vetor de resíduos ou erro

de modelagem. Para estimação em batelada1 (assume-se que todos os dados de entrada e
saída são conhecidos a priori), o vetor de parâmetros que minimiza o quadrado do vetor de
resíduos é dado por

�̂� =
[
Ψ𝑇Ψ

]−1
Ψ𝑇𝐳;

�̂� = Ψ†𝐳,
(2.2)

em que �̂� é o vetor estimado e Ψ† é denominada matriz pseudo-inversa.
1 Assim como discutido para o termos estimação on-line e estimação recursiva, este trabalho também segue a

distinção feita por Aguirre (2015) para os termos estimação off-line e estimação em batelada. Enquanto
este diz respeito ao tipo de algoritmo, no qual a massa de dados é processada toda de uma vez, aquele diz
respeito aos algoritmos que não são executados em tempo real, ou seja, àqueles que não podem influenciar
o processo em análise.
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2.2.1 Mínimos quadrados recursivo

No algoritmo clássico de mínimos quadrados, assume-se a hipótese de conhecimento
de todos os dados de entrada e saída para serem processados em batelada, no entanto nem
sempre é possível seguir essa abordagem. Quando os dados são disponibilizados sequencial-
mente e devem ser processados à medida que são fornecidos, há a necessidade de se utilizar
um estimador recursivo. Nesse caso, a estimativa atual é obtida por meio da correção de uma
estimativa anterior. Agora, o modelo de regressão linear considerado é da forma

𝑧𝑘 = 𝝍𝑇𝑘𝜽𝑘 + 𝜉𝑘, (2.3)

em que 𝑘 é o índice de tempo, 𝑧𝑘 é a medição da saída, 𝝍𝑘 ∈ ℝ𝑛𝜃 é o vetor de regressores de
dimensão 𝑛𝜃 com informação até 𝑘 − 1 da forma

𝝍𝑘 =
[
𝑧𝑘−1 ⋯ 𝑧𝑘−𝑛𝑧 𝑢𝑘−1 ⋯ 𝑢𝑘−𝑛𝑢

]𝑇
(2.4)

em que 𝑢𝑘 é o sinal de entrada, 𝑛𝑧 e 𝑛𝑢 representam as quantidades máximas de medições da
saída e de entradas passadas, e 𝜉𝑘 é o resíduo. Como o vetor de parâmetros é fixo, as notações
𝜽 e 𝜽𝑘 são equivalentes, mas esta será utilizada nos casos recursivos. A versão recursiva do
algoritmo de mínimos quadrados, denotado neste trabalho de mínimos quadrados recursivo
(MQR2), é descrita como

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝐾𝑘 =
𝑃𝑘−1𝝍𝑘

𝝍𝑇𝑘𝑃𝑘−1𝝍𝑘 + 1
;

�̂�𝑘 = �̂�𝑘−1 + 𝐾𝑘

[
𝑧𝑘 − 𝝍

𝑇
𝑘 �̂�𝑘−1

]
;

𝑃𝑘 = 𝑃𝑘−1 − 𝐾𝑘𝝍
𝑇
𝑘𝑃𝑘−1,

(2.5)

na qual𝐾𝑘, também conhecido como ganho deKalman, é o ganho da correção na estimativa e
𝑃𝑘 é a matriz de covariância da estimação. A parcela entre colchetes na expressão de correção
do valor estimado é chamada de inovação (AGUIRRE, 2015). Dessa forma, o algoritmoMQR
consiste em três etapas: cálculo do ganho 𝐾, correção da estimativa a partir da inovação e
atualização da matriz de covariância. Apesar disso, o algoritmo MQR apresentado até então
é projetado para um sistema com uma única saída. Para o caso em que existem múltiplas
saídas, o sistema em análise é da forma

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑧1,𝑘
⋮
𝑧𝑚,𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑑11,𝑘 ⋯ 𝑑1𝑛,𝑘
⋮ ⋯ ⋮

𝑑𝑚1,𝑘 ⋯ 𝑑𝑚𝑛,𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜃1,𝑘
⋮
𝜃𝑚,𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜉1,𝑘
⋮
𝜉𝑚,𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

;

𝐳𝑘 = 𝐷𝑇
𝑘 𝜽𝑘 + 𝝃 𝑘,

(2.6)

2 Aguirre (2015) apresenta o mesmo algoritmo com o nome estimador recursivo de mínimos quadrados.
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em que 𝐷𝑇
𝑘 é a matriz com regressores para cada uma das saídas e 𝐳𝑘 é o vetor de saídas.

Nesse caso, o algoritmo do MQR é dado por

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘−1𝝍𝑘
[
𝐷𝑇
𝑘𝑃𝑘−1𝐷𝑘 + 𝐼𝑚×𝑚

]−1
;

�̂�𝑘 = �̂�𝑘−1 + 𝐾𝑘
[
𝐳𝑘 − 𝐷𝑇

𝑘 �̂�𝑘−1
]
;

𝑃𝑘 = 𝑃𝑘−1 − 𝐾𝑘𝝍
𝑇
𝑘𝑃𝑘−1,

(2.7)

em que 𝐼𝑚×𝑚 denota da matriz identidade de tamanho𝑚 ×𝑚.

2.2.2 Mínimos quadrados recursivo com fator de esquecimento

O algoritmo MQR considera que todos os dados, independente do momento de
chegada, possuemamesma relevância. Em sistemas variantes no tempo, esse comportamento
não é adequado, uma vez que as observações mais recentes (ou seja, dados mais atualizados)
precisam ter mais influência na estimação. No algoritmo do MQR, essa dinâmica pode ser
inserida por meio de pesos com um fator de esquecimento 𝜆 da forma

⎧

⎨
⎩

𝑤𝑖(𝑘) = 1;

𝑤𝑖(𝑘) = 𝜆𝑤𝑖(𝑘 − 1), 𝑖 < 𝑘,
(2.8)

em que 𝜆 recebe, na prática, valores na faixa 0,95 ≤ 𝜆 ≤ 0,99 (AGUIRRE, 2015). Para 𝜆
= 1, não há esquecimento e, para valores pequenos (mesmo dentro da faixa), pode não
ter convergência. O algoritmo do estimador de mínimos quadrados recursivo com fator de
esquecimento (MQR-𝜆) é definido por

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝐾𝑘 =
𝑃𝑘−1𝝍𝑘

𝝍𝑇𝑘𝑃𝑘−1𝝍𝑘 + 𝜆
;

�̂�𝑘 = �̂�𝑘−1 + 𝐾𝑘

[
𝑧𝑘 − 𝝍

𝑇
𝑘 �̂�𝑘−1

]
;

𝑃𝑘 =
1
𝜆

[
𝑃𝑘−1 − 𝐾𝑘𝝍

𝑇
𝑘𝑃𝑘−1

]
,

(2.9)

no qual as mudanças feitas em relação às equações 2.5 aparecem nas primeira e terceira
expressões, com o acrescimento do fator de esquecimento. Na literatura, ainda é possível
encontrar diferentes abordagens nas quais o valor do fator de esquecimento é variável, como
apresentado no capítulo anterior. De forma análoga ao apresentado na subseção anterior,
para o caso em que o sistema possui múltiplas saídas, ou seja, pode ser escrito como

𝐳𝑘 = 𝐷𝑇
𝑘 𝜽𝑘 + 𝝃 𝑘, (2.10)

o algoritmo do MQR-𝜆 é dado por

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘−1𝝍𝑘
[
𝐷𝑇
𝑘𝑃𝑘−1𝐷𝑘 + 𝐿

]−1
;

�̂�𝑘 = �̂�𝑘−1 + 𝐾𝑘
[
𝐳𝑘 − 𝐷𝑇

𝑘 �̂�𝑘−1
]
;

𝑃𝑘 =
[
𝑃𝑘−1 − 𝐾𝑘𝝍

𝑇
𝑘𝑃𝑘−1

]
𝐿−1,

(2.11)
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em que 𝐿 é uma matriz diagonal com os fatores de esquecimento 𝜆 para cada saída.

2.3 Média Móvel

Em processamento de sinais digitais, a média móvel é um tipo de filtro discreto de
primeira ordem amplamente utilizado, no qual a saída 𝑦𝑘 para um instante 𝑘 qualquer,
por exemplo 𝑘0, é dada pela média dos valores de um sinal 𝑢𝑘 na vizinhança de 𝑘0 (OPPE-
NHEIM; WILLSKY, 2010). Para o cálculo, podem ser considerados tanto pontos à esquerda,
valores menores que 𝑘0, quanto pontos à direita, valores maiores que 𝑘0, de modo que uma
representação geral do filtro de média móvel é dada por

𝑦𝑘 =
1

𝑁 +𝑀 + 1

𝑀∑

𝑖=−𝑁

𝑢𝑘−𝑖, (2.12)

em que𝑀 define a quantidade de pontos à esquerda e𝑁 a quantidade à direita, então amédia
vai de 𝑢𝑘−𝑀 até 𝑢𝑘+𝑁. A ideia básica desse filtro é que, com a média dos valores calculada
localmente, componentes de alta frequência de 𝑢𝑘 terão a média calculada e as variações
de menor frequência serão mantidas, correspondendo à suavização ou à filtragem passa-
baixas do sinal original (OPPENHEIM; WILLSKY, 2010). Em função desse comportamento
e da simplicidade de implementação e entendimento, as médias móveis foram amplamente
estudadas e aplicadas em diversas modelos de análise estatística, como análise de tendência
no mercado financeiro.

Além da estrutura já apresentada, é possível manipular algebricamente a equação
2.12 para escrevê-la na forma

𝑦𝑘 =
1

𝑁 +𝑀 + 1 (𝑢𝑘+𝑁 − 𝑢𝑘−𝑀−1) + 𝑦𝑘−1, (2.13)

denominada forma recursiva (SMITH, 2013). Sabendo o valor da primeira saída 𝑦0, o cálculo
dos valores futuros envolve apenas uma subtração, uma multiplicação e uma adição, o que
simplifica ainda mais a implementação do filtro. Quando não é possível acessar valores
futuros do sinal, 𝑁 é igual a zero e a forma recursiva do filtro de média móvel é dada por

𝑦𝑘 =
1

𝑀 + 1 (𝑢𝑘 − 𝑢𝑘−𝑀−1) + 𝑦𝑘−1. (2.14)

2.3.1 Média móvel exponencial

As formulações apresentadas até então atribuem omesmo peso para todas asmedidas
de 𝑢𝑘, mas, assim como discutido no caso do MQR-𝜆 (ver Subseção 2.2.2), isso pode não ser
adequado uma vez que dados mais novos podem ter mais relevância. A literatura apresenta
diversas técnicas para selecionar os pesos na média móvel, dessas se destaca a média móvel
exponencial (MME) (BROWN, 1956), que, para o mesmo nível de ruído, apresenta maior
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sensibilidade a novas informações quando comparada com a média móvel simples. Em sua
forma recursiva, a MME pode ser expressa como

⎧

⎨
⎩

𝑦0 = 𝑢0;

𝑦𝑘 = 𝛼𝑢𝑘 + (1 − 𝛼)𝑦𝑘−1, 0 < 𝛼 < 1, 𝑘 > 0,
(2.15)

em que 𝛼 é um coeficiente que regula a taxa de assimilação de novas informações e, por
consequência, o nível de suavização da saída. Assim como existem diversas variações para a
média móvel, também existe várias formas de se calcular o fator 𝛼, desde valores fixos com
expressões simples (LIMAVERDE FILHO et al., 2022) até valores variáveis com expressões
complexas (FORTALEZA et al., 2022). Dado que a MME pode ser interpretada como um
filtro discreto de primeira ordem, esta pode ser escrita como

𝑌(𝑧) = 𝑈(𝑧)𝛼 + (1 − 𝛼)𝑌(𝑧)𝑧−1;

𝑌(𝑧)(1 − (1 − 𝛼)𝑧−1) = 𝑈(𝑧)𝛼;
𝑌(𝑧)
𝑈(𝑧)

= 𝛼
1 − (1 − 𝛼)𝑧−1

,

(2.16)

em que o polo da função de transferência é dado por (1 − 𝛼). A MME também pode ser
projetada a partir de um filtro contínuo de primeira ordem, visto que, considerando um
período de amostragem 𝑇, o polo discreto se relaciona com o polo contínuo por (OGATA,
1995):

𝑝𝑓𝑑 = exp
[
𝑇𝑝𝑓𝑐

]
, (2.17)

em que 𝑝𝑓𝑑 = (1 − 𝛼), 𝑝𝑓𝑐 é o polo contínuo e exp[∙] define a função exponencial. Agora,
𝑝𝑓𝑐 pode ser escolhido para que o filtro tenha o comportamento desejado.

2.3.2 Formulação para estimação de parâmetros

Além da aplicação como filtro passa-baixas, as médias móveis são comumente utiliza-
das na área de identificação para representar o comportamento de sistemas discretos. Aguirre
(2015), por exemplo, apresenta algumas dessas representações: ARMA, ARMAX, ARIMA e
NARMAX, nas quais o termo MA da sigla denota média móvel (do inglês,moving average).
Os trabalhos presentes na literatura se concentram, principalmente, na identificação dos
parâmetros do modelo (PATIL, N.; DATAR; PATIL, D. R., 2018) e na sua aplicação para
análise ou controle de sistemas (SIMORGH; RAZMINIA; SHIRYAEV, 2020). Até o momento
de escrita deste trabalho, não foram encontradas aplicações das médias móveis comométodo
para estimação de parâmetros desconhecidos.

Nesse contexto, motivado pela simplicidade de uso e pelo bom desempenho na
estimação de sinais constantes ou cuja variação é lenta, este trabalho propõe uma formulação
da MME para estimação dos parâmetros desconhecidos de um modelo discreto. Para tanto,
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assume-se a representação dada pela equação 2.6 para escrever o vetor de parâmetros que
minimiza o quadrado do vetor de resíduos no instante 𝑘 como

�̂�𝑘 =
[
𝐷𝑘𝐷𝑇

𝑘

]−1
𝐷𝑘𝐳𝑘;

�̂�𝑘 = 𝐷†

𝑘𝐳𝑘,
(2.18)

em que a condição de aplicação é a existência de 𝐷†. O vetor calculado pode ser denotado
por �̂�𝑘 não filtrado (�̂�𝑘,𝑁𝐹) e representa a etapa de estimação dos parâmetros no instante 𝑘.
Então, considerando esse vetor como a entrada da MME, a etapa de correção da estimativa
pode ser expressa por

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐴𝛼 = diag{𝛼1, 𝛼2,⋯ , 𝛼𝑚}, 𝐴𝛼 ∈ ℝ𝑚×𝑚;

�̂�𝑘,𝐹 = 𝜽0, 𝑘 ≤ 𝑘0;

�̂�𝑘,𝐹 = 𝐴𝛼�̂�𝑘,𝑁𝐹 + (𝐼𝑚×𝑚 − 𝐴𝛼)�̂�𝑘−1,𝐹, 𝑘 > 𝑘0,

(2.19)

na qual 𝑘0 é o instante no qual a MME começa a estimar os parâmetros, 𝜽0 é o chute inicial
para os parâmetros, �̂�𝑘,𝐹 é o vetor estimado filtrado e a matriz 𝐴𝛼 é uma matriz diagonal
com os coeficientes 𝛼 de cada um dos parâmetros desconhecidos.

Se o objetivo é explorar a estimação lenta dos parâmetros, o valor do polos 𝑝𝑓𝑐, que
define o comportamento do filtro, pode ser escolhido levando em conta o sistema em análise.
Denotando o polo mais lento do sistema em malha fechada como 𝑝𝑚𝑙, uma possibilidade de
escolha é definir o polo do filtro como uma fração mais lento que o polo do sistema, ou seja,

𝑝𝑓𝑐 =
𝑝𝑚𝑙
𝛽
, (2.20)

em que o parâmetro 𝛽 é um coeficiente a ser ajustado. Dado que, para um vetor de estados de
tamanho𝑚 × 1 existem𝑚 parâmetros desconhecidos, é preciso selecionar𝑚 coeficientes 𝛽,
um para cada parâmetro desconhecido. Para outros objetivos, diferentes estratégias podem
ser exploradas para a seleção de 𝑝𝑓𝑐, inclusive de modo que este seja mais rápido que o
sistema. No entanto, cabe destacar que quanto maior o valor de 𝛼, mais sensível a MME se
torna às novas informações, o que, na presença de ruído, resulta em maiores oscilações nos
valores estimados.

2.4 Filtro de Kalman

OFK é um estimador recursivo ótimo desenvolvido por Kalman (1960) e amplamente
aplicado na estimação de estados em sistemas lineares emdiferentes áreas. Para sua aplicação,
assume-se que o sistema em análise pode ser escrito pelo seguinte modelo linear discreto no
espaço de estados

⎧

⎨
⎩

𝐱𝑘+1 = Φ𝑘𝐱𝑘 + Γ𝑘𝐮𝑘 + Υ𝑘𝐰𝑘;

𝐲𝑘+1 = 𝐶𝑘+1𝐱𝑘+1 + 𝐯𝑘+1,
(2.21)
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em que 𝑘 é o índice de tempo, 𝐱𝑘 ∈ ℝ𝑛 é o vetor de estados, 𝐮𝑘 ∈ ℝ𝑝 é o vetor de entradas,
𝐰𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑤 é o vetor de ruído de processo, 𝐲𝑘 ∈ ℝ𝑚 é o vetor de saídas, 𝐯𝑘 ∈ ℝ𝑚 é o vetor
de ruído de medição, Φ𝑘 ∈ ℝ𝑛×𝑛 é a matriz de transição de estado, Γ𝑘 ∈ ℝ𝑛×𝑝 é a matriz
de entrada, 𝐶𝑘 ∈ ℝ𝑚×𝑛 é a matriz de saída e Υ𝑘 ∈ ℝ𝑛×𝑛𝑤 é a matriz de entrada de ruído do
processo. Além disso,𝐰𝑘 e 𝐯𝑘 são variáveis aleatórias independentes com média nula cujas
matrizes de covariância 𝑄𝑘 ∈ ℝ𝑛𝑤×𝑛𝑤 e 𝑅𝑘 ∈ ℝ𝑝×𝑝 são conhecidas e satisfazem as seguintes
relações:

𝐸[𝐰𝑘𝐰𝑇
𝑘 ] = 𝑄𝑘;

𝐸[𝐯𝑘𝐯𝑇𝑘 ] = 𝑅𝑘;

𝐸[𝐯𝑖𝐰𝑇
𝑗 ] = 0, ∀𝑖, 𝑗,

(2.22)

em que 𝐸[∙] define a esperança matemática (AGUIRRE, 2015). Além disso, as matrizes
de covariância 𝑄𝑘 e 𝑅𝑘 são diagonais não-negativas (HAJEK, 2015). O algoritmo do FK é
dividido em duas etapas: propagação e assimilação.

Na etapa de propagação, o valor estimado na iteração anterior, chamado de a posteriori
e indicado pelo sinal "+", é propagado no tempo considerando a lei de formação do sistema,
equação 2.21, para se obter a estimativa a priori, indicada pelo sinal "−", da iteração seguinte.
Este procedimento também é realizado para a matriz de covariância do sistema. Assim, as
equações da etapa de propagação são escritas como

⎧

⎨
⎩

�̂�−𝑘+1 = Φ𝑘�̂�+𝑘 + Γ𝑘𝐮𝑘;

𝑃−𝑘+1 = Φ𝑘𝑃+𝑘Φ
𝑇
𝑘 + Υ𝑘𝑄𝑘Υ𝑇

𝑘 ,
(2.23)

nas quais �̂�−𝑘 é o vetor de estados estimado a priori, �̂�
+
𝑘 o vetor de estados estimado a posteriori,

𝑃−𝑘 é a matriz de covariância do sistema a priori e 𝑃
+
𝑘 é a matriz de covariância do sistema a

posteriori. Enquanto isso, na etapa de assimilação, com a chegada de uma nova medição,
o valor estimado a priori é corrigido por meio de um ganho 𝐾𝑘 e da inovação para obter a
estimação a posteriori do vetor de estados. Então, as equações da etapa de assimilação são
escritas como

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐾𝑘+1 = 𝑃−𝑘+1𝐶
𝑇
𝑘+1

[
𝐶𝑘+1𝑃−𝑘+1𝐶

𝑇
𝑘+1 + 𝑅𝑘+1

]−1
;

�̂�+𝑘+1 = �̂�−𝑘+1 + 𝐾𝑘+1
[
𝐲𝑘+1 − 𝐶𝑘+1�̂�−𝑘+1

]
;

𝑃+𝑘+1 = 𝑃−𝑘+1 − 𝐾𝑘+1𝐂𝑘+1𝑃−𝑘+1,

(2.24)

em que 𝐾𝑘 é o ganho de Kalman. Das equações, nota-se que as matrizes de estado, entrada e
saída afetam diretamente os valores estimados. Enquanto isso, as matrizes 𝑄𝑘 e 𝑅𝑘 afetam
o ganho 𝐾𝑘. Valores incorretos nessas matrizes podem levar a problemas de divergência
na estimação. De fato, uma das principais causas de falha do FK é o erro de modelagem.
A teoria apresentada assume que as matrizes do sistema são perfeitamente conhecidas e
que os ruídos são gaussianos, com média nula e completamente não correlacionados. Se
qualquer uma dessas hipóteses for violada, o FK pode não funcionar (SIMON, 2006).
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2.4.1 Filtro de Kalman estendido

Para aplicação do FK, o sistema em análise deve ser linear. Para sistemas não-lineares,
uma adaptação da proposta do filtro de Kalman foi apresentada inicialmente por Stanley F.
Schmidt, que veio a ser denominada filtro de Kalman estendido (FKE) (SIMON, 2006). O
procedimento aplicado pelo FKE consiste em linearizar o sistema analiticamente por meio
expansão de primeira ordem em série de Taylor em torno do estado atual. Considerando o
sistema não-linear descrito como

⎧

⎨
⎩

𝐱𝑘+1 = 𝑓(𝐱𝑘,𝐮𝑘,𝐰𝑘);

𝐲𝑘+1 = ℎ(𝐱𝑘+1,𝐯𝑘+1),
(2.25)

em que 𝑓(∙) e ℎ(∙) são, respectivamente, as funções não-lineares do sistema e de observação,
a matrizes Jacobiana da função 𝑓 com respeito à 𝐱𝑘 é dada por

𝐷𝑓(𝐱𝑘) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2

⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.26)

em que 𝐷𝑓(𝐱𝑘) denota a matriz Jacobiana de 𝑓 com respeito à 𝐱𝑘. As matrizes Jacobianas
𝐷𝑓(𝐮𝑘), 𝐷𝑓(𝐰𝑘), 𝐷ℎ(𝐱𝑘+1) e 𝐷ℎ(𝐯𝑘+1) são obtidas de forma análoga para que o sistema
linearizado possa ser escrito como

⎧

⎨
⎩

𝐱𝑘+1 ≈ 𝐷𝑓(𝐱𝑘)𝐱𝑘 + 𝐷𝑓(𝐮𝑘)𝐮𝑘 + 𝐷𝑓(𝐰𝑘)𝐰𝑘;

𝐲𝑘+1 ≈ 𝐷ℎ(𝐱𝑘+1)𝐱𝑘+1 + 𝐷ℎ(𝐯𝑘+1)𝐯𝑘+1.
(2.27)

Assim, o algoritmo do FKE com o sistema linearizado é dado por

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

�̂�−𝑘+1 = 𝑓(�̂�+𝑘 ,𝐮𝑘);

𝑃−𝑘+1 = 𝐷𝑓(𝐱𝑘)𝑃+𝑘𝐷𝑓(𝐱𝑘)
𝑇 + 𝐷𝑓(𝐰𝑘)𝑄𝑘𝐷𝑓(𝐰𝑘)𝑇;

𝐾𝑘+1 = 𝑃−𝑘+1𝐷ℎ(𝐱𝑘+1)
𝑇
[
𝐷ℎ(𝐱𝑘+1)𝑃−𝑘+1𝐷ℎ(𝐱𝑘+1)

𝑇 +

+ 𝐷ℎ(𝐯𝑘+1)𝑅𝑘+1𝐷ℎ(𝐯𝑘+1)𝑇
]−1

;

�̂�+𝑘+1 = �̂�−𝑘+1 + 𝐾𝑘+1
[
𝐲𝑘+1 − ℎ(�̂�−𝑘+1)

]
;

𝑃+𝑘+1 = 𝑃−𝑘+1 − 𝐾𝑘+1𝐷ℎ(𝐱𝑘+1)𝑃−𝑘+1.

(2.28)

Como o objetivo é linearizar em torno do estado atual, as matrizes Jacobianas calcu-
ladas são avaliadas, para cada iteração do algoritmo, como

𝐷𝑓(𝐱𝑘) = 𝐷𝑓(𝐱𝑘)|||𝐱𝑘=(�̂�+𝑘 ,𝐮𝑘 ,0) ;

𝐷𝑓(𝐰𝑘) = 𝐷𝑓(𝐰𝑘)|||𝐰𝑘=(�̂�+𝑘 ,𝐮𝑘 ,0)
;

𝐷ℎ(𝐱𝑘+1) = 𝐷ℎ(𝐱𝑘+1)|||𝐱𝑘+1=(�̂�−𝑘+1,0) ;

𝐷ℎ(𝐯𝑘+1) = 𝐷ℎ(𝐯𝑘+1)|||𝐯𝑘+1=(�̂�−𝑘+1,0) ,

(2.29)
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em que o valor do ruído é sempre zero, o valor de 𝑥𝑘 é o valor a posteriori e o valor de 𝐱𝑘+1 é
o valor a priori.

Apesar de ser bastante utilizado em sistemas não-lineares, o FKE não é, usualmente,
um estimador ótimo e apresenta erros de linearização, inerentes ao método, relacionados à
propagação da média e covariância dos estados (SIMON, 2006). A aproximação realizada
pelo FKE via série de Taylor assume que a transformação linearizada apresenta média e
covariância aproximadamente iguais à verdadeira transformação não-linear. No entanto,
nem sempre essa condição é verdadeira e a aproximação realizada pode ser insatisfatória.
Nesse caso, o estimador pode apresentar um erro significativo ou, até mesmo, divergir. Em
função disso, o FKE não é recomendado para sistemas com não-linearidades severas. Para
esses casos, abordagens que visam reduzir o erro de aproximação, como o FKU e os filtros
de partículas, podem ser adotadas (SIMON, 2006).

2.5 Estimação Simultânea

2.5.1 Estimação conjunta

A primeira estratégia proposta na literatura para estimar não só estados mas também
parâmetros desconhecidos foi apresentada por Kopp e Orford (1963) como um problema
de filtragem não-linear para controladores adaptativos. A ideia parte assumindo um vetor
de parâmetros desconhecidos ou variantes no tempo 𝜽𝑘 que seja deseja estimar. Assim, o
sistema inicial no espaço de estados é da seguinte forma:

⎧

⎨
⎩

𝐱𝑘+1 = Φ𝑘(𝜽𝑘)𝐱𝑘 + Γ𝑘(𝜽𝑘)𝐮𝑘 + Υ𝑘(𝜽𝑘)𝐰𝑘;

𝐲𝑘+1 = 𝐶𝑘+1(𝜽𝑘)𝐱𝑘+1 + 𝐯𝑘+1,
(2.30)

em que as matrizes de transição de estado, entrada, saída e entrada de ruído são dependentes
do vetor de parâmetros 𝜽𝑘. Se o vetor de parâmetros for escrito como

𝜽𝑘+1 = 𝜽𝑘 +𝐰𝜃𝑘, (2.31)

em que𝐰𝜃𝑘 é um ruído artificial gaussiano, pequeno, commédia nula ematriz de covariância
𝑄𝜃𝑘 não correlacionado com𝐰𝑘, e o vetor de estados for aumentado para incluir o vetor de
parâmetros desconhecidos, o sistema assume a forma

[
𝐱𝑘+1
𝜽𝑘+1

] = [
Φ𝑘 0
0 𝐼

] [
𝐱𝑘
𝜽𝑘
] + [

Γ𝑘 0
0 0

] [
𝐮𝑘
0
] + [

Υ𝑘 0
0 𝐼

] [
𝐰𝑘

𝐰𝜃𝑘

] ;

𝐲𝑘+1 =
[
𝐶𝑘+1 0

]
[
𝐱𝑘+1
𝜽𝑘+1

] + 𝐯𝑘+1,

(2.32)
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⎧

⎨
⎩

𝐱∗𝑘+1 = Φ∗
𝑘𝐱

∗
𝑘 + Γ∗𝑘𝐮

∗
𝑘 + Υ∗

𝑘𝐰
∗
𝑘 ;

𝐲𝑘+1 = 𝐶∗
𝑘+1𝐱

∗
𝑘+1 + 𝐯𝑘+1,

(2.33)

na qual "*" indica as grandezas aumentadas. Note que o ruído artificial na expressão dos
parâmetros permite o ajuste deste pelo FK, mas valores elevados podem impedir a conver-
gência para o valor correto (SIMON, 2006). Além disso, é preciso que os parâmetros variem
mais lentamente que os estados (AGUIRRE, 2015). O sistema resultante apresenta relações
não-lineares entre os novos estados. Para resolver esse problema, Kopp e Orford (1963)
propuseram a aplicação do FKE no sistema aumentado, ou seja, do FKEC3. Como o sistema
aumentado é não-linear, qualquer outro estimador não-linear pode ser aplicado. A Figura
2.4 apresenta um diagrama de blocos da estimação com o FKEC.

FKEC

Figura 2.4 – Diagrama de blocos da estimação conjunta com o FKEC.

Fonte: Produzido pelo autor.

Apesar disso, a estimação com o FKEC herda os problemas da linearização do FKE,
uma vez que o algoritmo de estimação é o mesmo. Em função disso, para sistemas com
não-linearidades severas, pode ser interessante adotar outras abordagens com desempenho
superior, como FKUC. Assim como o ajuste da matriz 𝑄𝑘 possui um papel importante no
FK, o ajuste da matriz 𝑄𝜃𝑘 possui um papel importante no desempenho da estimação dos
parâmetros (HAYKIN, 2001). Além disso, como na estimação conjunta estados e parâmetros
são acoplados, a matriz de covariância do sistema é da forma

𝑃∗𝑘 = [
𝑃𝑥𝑘 𝑃𝜃𝑘 ,𝑥𝑘
𝑃𝑥𝑘 ,𝜃𝑘 𝑃𝜃𝑘

] , (2.34)

em que 𝑃∗𝑘 é a covariância do sistema aumentado e 𝑃𝑥𝑘 ,𝜃𝑘 é a covariância cruzada entre estados
e parâmetros. Essa covariância cruzada tende a melhorar o desempenho da estimação dos
parâmetros (VAN DER MERWE, 2004).
3 Notação apresentada no começo da Seção 1.3.
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2.5.2 Estimação dual

A estimação dual foi inicialmente proposta por L. Nelson e Stear (1976) para sistemas
lineares com o intuito de desenvolver um estimador simultâneo que fosse mais robusto
que o FKEC utilizado até então. A estratégia proposta consiste em aplicar um FK para os
parâmetros e outro para os estados, ou seja, um FKD4. Para isso, na sua forma matricial5, os
parâmetros devem ser escritos somente em termos de entrada, saída e inovação como

⎧

⎨
⎩

𝜽𝑘+1 = 𝜽𝑘 +𝐰𝜃𝑘;

𝐲𝑘 = 𝑍𝑇
𝑘 𝜽𝑘 + 𝜼𝑘,

(2.35)

em que 𝜼𝑘 é o vetor de inovação, 𝑍𝑘 é a matriz de regressores para o modelo dos parâmetros
cujas linhas tem a forma

𝑧𝑖 = [𝐮𝑇𝑘−1,⋯ ,𝐮𝑇𝑘−𝑞,𝐲
𝑇
𝑘−1,⋯ ,𝐲𝑇𝑘−𝑞, 𝜼

𝑇
𝑘−1,⋯ , 𝜼𝑇𝑘−𝑞]. (2.36)

Note que as equações utilizadas tem formato semelhante às apresentadas no MQR,
equação 2.6, e na estimação conjunta, equação 2.31. Então, o algoritmo do FK pode ser
aplicado diretamente no sistema de equações 2.35 e a inovação pode ser estimada como

�̂�𝑘 = 𝐲𝑘 − 𝑍𝑇
𝑘 �̂�𝑘. (2.37)

Com os parâmetros estimados, o algoritmo do FK pode ser aplicado nas equações do
modelo para estimar os estados como apresentado na seção anterior. Na abordagem proposta
por L. Nelson e Stear (1976), a representação da dinâmica dos parâmetros é livre de estados,
ou seja, não é preciso conhecer os estados para estimar os parâmetros. A Figura 2.5 apresenta
um diagrama de blocos com a estimação dual com FKD na representação livre de estados. A
principal vantagem da ideia inicial da estimação dual é evitar os erros de aproximação em
função da linearização. Como o sistema se mantém linear, não há necessidade de calcular
matrizes Jacobianas e nem de expandir o vetor de estados.

Apesar disso, a formulação livre de estados pode apresentar relações não-lineares
entre os parâmetros do sistema, como ilustrado pelo exemplo apresentado por L. Nelson e
Stear (1976). Para contornar esse problema, é possível reescrever as equações de estado do
sistema 2.21 na forma da equação 2.6, em que a saída é o estado atual (ou uma combinação
de estado e entrada), a matriz de regressores contém informações dos estados e entradas
passados, e o vetor de parâmetros são elementos desconhecidos. Dessa forma, essa expressão
para ser utilizado no FKD no lugar da representação livre de estados. Analogamente, com o
sistema na forma da equação 2.6, o algoritmo MQR para múltiplas saídas também pode ser
aplicado para estimação dos parâmetros, como apresentado na Seção 2.2.
4 Notação apresentada no começo da Seção 1.3
5 L. Nelson e Stear (1976) apresenta a formulação para cada uma das saídas de y𝑘.
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FK FK

Figura 2.5 – Diagrama de blocos da estimação dual com o FKD livre de estados.

Fonte: Produzido pelo autor.

A Figura 2.6 ilustra essa estratégia com um diagrama de blocos para estimação dual,
com FK para os estados e MQR para os parâmetros. Dessa forma, a aplicação de outros
estimadores na estimação dual só depende de como o sistema, tanto para estados quanto
para parâmetros, é representado. A estimação dual, ao contrário da estimação conjunta,
propõem uma abordagem que desacopla a estimação de estados e parâmetros por meio de
dois sistemas que funcionam de forma concorrente (HAYKIN, 2001). Em função disso, a
matriz de covariância cruzada 𝑃𝑥𝑘 ,𝜃𝑘 é igual a zero e é esperado que isso seja uma vantagem
da estrutura conjunta na estimação de parâmetros (VAN DER MERWE, 2004).

FK MQR

FK FK

FK

FK

Figura 2.6 – Diagrama de blocos da estimação dual com FK e MQR.

Fonte: Produzido pelo autor.

Em 1996, Wan e A. T. Nelson (1996) expandiram a ideia de estimação dual inicial-
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mente proposta para sistemas lineares para sistemas não-lineares por meio do FKED, com
um FKE para estados e outro para parâmetros. Apesar da abordagem dual com o FKED
atenuar alguns dos problemas de convergência e ser mais robusta que o FKEC, valores muito
elevados para as matrizes de covariância iniciais podem impedir a convergência (NELSON,
A. T., 2000). Além disso, o FKED ainda apresenta problemas de aproximação em sistemas
fortemente não-lineares. Para estimação dual, uma alternativa possível é utilizar o FKUD,
cujo desempenho na estimação tende a ser superior (WAN; VAN DER MERWE, 2000).

2.5.2.1 MME para estimação dual

A abordagem proposta neste trabalho para estimação de parâmetros desconhecidos
do sistema, isto é, a formulação com a MME (ver Seção 2.3), apresenta características se-
melhantes aos métodos já existentes para sua utilização na estimação dual. Assim como o
MQR, os parâmetros desconhecidos devem ser escritos na forma da equação 2.6 de modo
que o algoritmo apresentado na Seção 2.3 possa ser aplicado a cada passo de tempo. A Figura
2.7 apresenta o diagrama de blocos da implementação proposta, na qual é possível observar
como o digrama é idêntico ao apresentado para a estimação dual com FK e MQR. Note
que a representação observada no diagrama considera uma formulação dos parâmetros
dependentes dos estados, mas, assim como no FKD, pode ser adotada uma representação
livre de estados sem que haja impedimento para aplicação do método proposto.

FK MME

Figura 2.7 – Diagrama de blocos da estimação dual com FK e MME.

Fonte: Produzido pelo autor.
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3 Estudo de Caso

3.1 Introdução

Este capítulo é dedicado à exploração da estimação simultânea de estados e parâme-
tros em malha fechada em ummodelo no qual não há adaptação da matriz de covariância
de ruído do FK. Para tanto, serão analisadas quatro abordagens (conjunta com FKEC, dual
com FKD, dual com FK e MQR-𝜆, e dual com FK e MME) para estimação de três parâmetros
desconhecidos nas matrizes de transição de estados e de entrada nos seguintes cenários:

1. Diferentes condições iniciais dos parâmetros desconhecidos;

2. Diferentes condições inicias da matriz de covariância do sistema;

3. Diferentes valores dos parâmetros 𝜆, para o MQR, e 𝛼, para a MME.

Assim, a Seção 3.2 apresenta a dinâmica do sistema linear invariante no tempo (SLIT)
estudado, bem como os valores considerados, os parâmetros desconhecidos para análise,
a lei de controle proposta e os critérios de desempenho. Depois, a Seção 3.3 apresenta a
validação da estimação dos estados com o objetivo de verificar a escolha das matrizes do FK
no caso em que se tem conhecimento do sistema. Em seguida, da Seção 3.4 até a Seção 3.7
são apresentados a metodologia e os resultados obtidos para as estimações conjunta com
FKEC, dual com FKD, dual com FK e MQR-𝜆, e dual com FK e MME, respectivamente. Por
fim, a Seção 3.8 apresenta um resumo das abordagens testadas e dos resultados obtidos no
SLIT estudado.

3.2 Modelagem Matemática

O exemplo considerado neste capítulo é o SLIT do modelo linearizado ao redor do
ponto de operação do sistema multi-entradas multi-saídas (em inglês,multi-inputs multi-
outputs - MIMO) de quatro tanques apresentado por Johansson (2000). A escolha por esse
modelo para análise se dá, principalmente, por ser um sistemaMIMOamplamente conhecido
e aplicado como referência para problemas de controle. A Figura 3.8 apresenta o esquemático
do problema abordado no qual é possível observar a disposição dos quatro tanques (dois em
cima e dois embaixo), das duas bombas, das duas válvulas e do reservatório na montagem
do sistema. A partir do balanceamento das massas e da lei de Bernoulli, é possível escrever
as equações dinâmicas do sistema como
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Bomba 1 Bomba 2

Válvula 2Válvula 1

Tanque 4Tanque 3

Tanque 1 Tanque 2

Reservatório

Figura 3.8 – Esquemático do problema de quatro tanques.

Fonte: Produzido pelo autor.

ℎ̇1 = −
𝑎1
𝐴1

√
2𝑔ℎ1 +

𝑎3
𝐴1

√
2𝑔ℎ3 +

𝛾1𝑘1
𝐴1

𝑣1;

ℎ̇2 = −
𝑎2
𝐴2

√
2𝑔ℎ2 +

𝑎4
𝐴2

√
2𝑔ℎ4 +

𝛾2𝑘2
𝐴2

𝑣2;

ℎ̇3 = −
𝑎3
𝐴3

√
2𝑔ℎ3 +

(1 − 𝛾2)𝑘2
𝐴3

𝑣2;

ℎ̇4 = −
𝑎4
𝐴4

√
2𝑔ℎ4 +

(1 − 𝛾1)𝑘1
𝐴4

𝑣1;

𝑦1 = 𝑘𝑐ℎ1;

𝑦2 = 𝑘𝑐ℎ2,

(3.1)

em que:

• 𝑔: Aceleração gravitacional;

• 𝐴𝑖: Área de seção circular do tanque 𝑖;

• 𝑎𝑖: Área de seção circular do orifício de saída do tanque 𝑖;

• ℎ𝑖: Nível do líquido no tanque 𝑖;

• 𝛾𝑖: Configuração de abertura da válvula 𝑖;
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• 𝑣𝑖: Tensão elétrica na bomba 𝑖;

• 𝑘𝑐: Parâmetro que relaciona tensão elétrica e nível de líquido;

• 𝑘𝑖: Parâmetro que relaciona vazão volumétrica e tensão.

Na representação proposta, as entradas do processo são as tensões elétricas nas bom-
bas e as saídas são os níveis de líquido nos tanques 1 e 2 (os dois de baixo) multiplicados por
uma constante 𝑘𝑐. Como o sistema apresentado é não-linear, faz-se necessária a linearização
deste em um ponto de operação. Com a introdução das variáveis 𝑥𝑖 ∶= ℎ𝑖−ℎ0𝑖 e 𝑢𝑖 ∶= 𝑣𝑖−𝑣0𝑖 ,
o modelo linearizado, em espaço de estados, é dado por

�̇� =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

− 1
𝑇1

0
𝐴3

𝐴1𝑇3
0

0 − 1
𝑇2

0
𝐴4

𝐴2𝑇4
0 0 − 1

𝑇3
0

0 0 0 − 1
𝑇4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝐱 +

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝛾1𝑘1
𝐴1

0

0
𝛾2𝑘2
𝐴2

0
(1 − 𝛾2)𝑘2

𝐴3
(1 − 𝛾1)𝑘1

𝐴4
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝐮,

𝐲 = [
𝑘𝑐 0 0 0
0 𝑘𝑐 0 0

] 𝐱,

(3.2)

em que o índice 0 sobrescrito denota o valor daquele parâmetro no ponto de operação
desejado e os parâmetros 𝑇𝑖 são da forma

𝑇𝑖 =
𝐴𝑖

𝑎𝑖

√
2ℎ0𝑖
𝑔 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4. (3.3)

A Tabela 3.1 apresenta os parâmetros base utilizados no problema de quatro tanques
para os outros parâmetros as áreas de seção circular, aceleração da gravidade e constante
de saída. Além disso, optou-se que o processo estivesse em um ponto de operação de fase
mínima. Para isso, os parâmetros da linearização, das bombas e das válvulas foram definidos
como apresentado na Tabela 3.2.

Tabela 3.1 – Parâmetros base do problema de quatro tanques.

Parâmetro Valor Unidade
𝐴1, 𝐴3 28 cm2

𝐴2, 𝐴4 32 cm2

𝑎1, 𝑎3 0,071 cm2

𝑎2, 𝑎4 0,057 cm2

𝑘𝑐 1,0 V/cm
g 981 cm/s2

Fonte: Adaptado de Johansson (2000).
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Tabela 3.2 – Parâmetros do ponto de operação de fase mínima do problema de quatro tanques.

Parâmetro Valor Unidade
(ℎ01, ℎ

0
2) (12,4, 12,7) cm

(ℎ03, ℎ
0
4) (1,8, 1,4) cm

(𝑣01, 𝑣
0
2) (3,0, 3,0) V

(𝑘1, 𝑘2) (3,33, 3,35) cm3/Vs
(𝛾1, 𝛾2) (0,7, 0,6) -

Fonte: Johansson (2000).

A partir dos valores apresentados nas tabelas acima, o modelo linearizado contínuo
do processo pode ser escrito como

�̇� =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−0,0159 0 0,0419 0
0 −0,0111 0 0,0333
0 0 −0,0419 0
0 0 0 −0,0333

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝐱 +

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,0833 0
0 0,0628
0 0,0479

0,0312 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝐮;

𝐲 = [
1,0 0 0 0
0 1,0 0 0

] 𝐱.

(3.4)

Então, considerando um período de amostragem igual a 100ms, omodelo linearizado
contínuo do processo pode ser discretizado por um segurador de ordem zero e escrito no
formato da equação 2.21 como

𝐱𝑘+1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,9984 0 0,0042 0
0 0,9989 0 0,0033
0 0 0,9958 0
0 0 0 0,9967

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝐱𝑘 +

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,0083 0
0 0,0063
0 0,0048

0,0031 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

{𝐮𝑘 +𝐰𝑘} ;

𝐲𝑘 = [
1,0 0 0 0
0 1,0 0 0

] 𝐱𝑘 + 𝐯𝑘,

(3.5)

em que as matrizes de entrada, Γ, e de entrada de ruído de processo, Υ, são iguais.

Nas seções seguintes, para fins de análise e projeto, o sistema discretizado será
utilizado. Para todas as simulações realizadas neste trabalho para esse problema, os vetores
de ruído de processo e de medição,𝐰𝑘 e 𝐯𝑘, foram definidos commédia nula e desvio padrão
igual a 0,5 e 0,03, respectivamente. Além disso, as entradas foram limitadas entre 0 e 10
V por meio de um saturador e a condição inicial dos estados, em centímetros, foi definida
como

𝐱0 =
[
4,0 6,0 0 0

]𝑇
, (3.6)

em que se considera o cenário no qual o sistema passou um longo período com as válvulas
dos tanques superiores fechadas e os níveis dos tanques de baixo se estabilizaram.
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3.2.1 Parâmetros desconhecidos

Para estimação simultânea, três parâmetros das matrizes de transição de estados e
de entrada serão considerados desconhecidos. Os parâmetros

𝑎11 = − 1
𝑇1
;

𝑎24 =
𝐴4

𝐴2𝑇4
;

𝑏32 =
(1 − 𝛾2)𝑘2

𝐴3
,

(3.7)

foram escolhidos para serem estimados nos testes realizados. A escolha por esses parâmetros
tem o intuito de abranger ao menos um parâmetro relacionado à dinâmica do sistema e um
parâmetro da matriz de entrada. Nesse sentido, uma porcentagem (até 30% de diferença para
representar, inclusive, casos mais extremos) do parâmetro original em tempo contínuo foi
tomada como valor inicial e, depois, discretizada como apresentado anteriormente. Apesar
da discretização afetar outros parâmetros além dos parâmetros escolhidos, essas variações
são muito pequenas e foram desconsideradas. A Tabela 3.3 apresenta os valores inicias
considerados para os parâmetros escolhidos, tanto os contínuos quanto os discretizados
correspondentes.

Tabela 3.3 – Condições inicias para os parâmetros desconhecidos (𝜃0).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

Contínuo
𝑎11 -0,0112 -0,0128 -0,0144 -0,0175 -0,0191 -0,0207
𝑎24 0,0233 0,0267 0,0300 0,0367 0,0400 0,0433
𝑏32 0,0335 0,0383 0,0431 0,0526 0,0574 0,0622

Discreto
𝜙11 0,9989 0,9987 0,9986 0,9982 0,9981 0,9979
𝜙24 0,0023 0,0027 0,0030 0,0037 0,0040 0,0043
𝛾32 0,0033 0,0038 0,0043 0,0053 0,0057 0,0062

Fonte: Produzido pelo autor.

3.2.2 Estabilidade, controlabilidade e observabilidade

Antes de passar para as etapas de definição da lei de controle e da estimação simul-
tânea, é preciso verificar a estabilidade, controlabilidade e observabilidade do sistema em
análise. Considerando um sistema na forma

⎧

⎨
⎩

𝐱𝑘+1 = Φ𝐱𝑘 + Γ𝐮𝑘;

𝐲𝑘+1 = 𝐶𝐱𝑘+1,
(3.8)

este é dito marginalmente estável se e somente se todos os autovalores de Φ tem magnitude
menor ou igual a 1. Além disso, este é dito assintoticamente estável se e somente se todos os
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autovalores de Φ tem magnitude menor que 1 (CHEN, 1998). Os autovalores da matriz Φ no
problema de quatro tanques apresentado são

[
0,9984 0,9989 0,9958 0,9967

]
, (3.9)

e, portanto, o sistema é assintoticamente estável.

O par (Φ, Γ) é dito controlável se e somente se a matriz de controlabilidade

C =
[
Γ ΦΓ ⋯ Φ𝑛−1Γ

]
, (3.10)

de dimensão 𝑛 × 𝑛𝑝, tem posto 𝑛, ou seja, posto linha completo (CHEN, 1998). A matriz de
controlabilidade do problema proposto é dada por

C =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

8,3184 0,0100 8,3051 0,0299 8,2919 0,0497 8,2787 0,0694
0,0052 6,2778 0,0156 6,2708 0,0259 6,2639 0,0361 6,2570
0 4,7757 0 4,7558 0 4,7359 0 4,7161

3,1167 0 3,1063 0 3,0960 0 3,0857 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

× 103, (3.11)

cujo posto é igual a 4 e, portanto, o sistema é controlável.

Analogamente, o par (Φ, 𝐶) é dito observável se e somente se a matriz de observabili-
dade

O =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐶
𝐶Φ
⋮

𝐶Φ𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.12)

de dimensão 𝑛𝑚 × 𝑛, tem posto 𝑛, ou seja, posto coluna completo (CHEN, 1998). A matriz
de observabilidade do problema proposto é dada por

O =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1,0 0 0 0
0 1,0 0 0

0,9984 0 0,0042 0
0 0,9989 0 0,0033

0,9968 0 0,0084 0
0 0,9978 0 0,0066

0,9952 0 0,0125 0
0 0,9967 0 0,0099

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.13)

cujo posto também é igual a 4, ou seja, o sistema é observável. Além disso, para todas as
condições inicias apresentadas na seção anterior, o modelo se mantém estável, controlável e
observável.
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3.2.3 Definição da lei de controle

Para que o sistema seja capaz de rastrear uma entrada degrau e tenha polos emmalha
fechada em posição adequada, a lei de controle proposta é da forma

𝐮𝑘 = 𝐺𝐫𝑘 − 𝐹𝐱𝑘, (3.14)

em que 𝐹 e 𝐺 são matrizes de ganho de realimentação e da referência, e 𝐫 é o sinal de
referência. Como o par (Φ, Γ) é controlável (verificado na subseção anterior), o par (Φ−Γ𝐹, Γ)
também é controlável e todos os autovalores de (Φ−Γ𝐹) podem ser alocados arbitrariamente
pela seleção correta do ganho 𝐹 (CHEN, 1998).

Para sistemas MIMO, existem diversas estratégias de alocação de polos, como projeto
cíclico. A estratégia adotada para calcular o ganho 𝐹 foi a alocação robusta, apresentada
por Kautsky, Nichols e Van Dooren (1985), porque, além posicionar os polos na localização
desejada, minimiza a sensibilidade do sistema emmalha fechada a alterações nos parâmetros
da planta e já está implementado no softwareMATLAB® por meio do comando place. Os
polos do modelo em malha aberta são os mais lentos possíveis quando o valor inicial do
parâmetro 𝑎11 é 70% do seu valor nominal (ver Tabela 3.3). Então, escolhendo os polos
do sistema em malha fechada como 1,15 vezes mais lentos que estes, temos que os polos
desejados em tempo contínuo são dados por

𝐩𝑐 =
[
−0,0097 −0,0096 −0,0364 −0,0290

]
, (3.15)

de modo que os polos desejados em tempo discreto são dados por

𝐩𝑑 =
[
0,9990 0,9990 0,9964 0,9971

]
. (3.16)

Os modelos adotados para representar sistemas físicos, frequentemente, contêm
simplificações associadas a dinâmicas desprezadas, tipicamente de alta frequência (LEVINE,
2011). Isso implica que osmodelos utilizados tendem a representar melhor o comportamento
dos sistemas quando embaixa frequência. Dessa forma, a escolha por polos emmalha fechada
mais lentos tem o intuito de diminuir a intensidade da ação de controle e aumentar a adesão
do modelo ao sistema real evitando excitar frequências não modeladas. Além disso, o valor
de 1,15 vezes mais lento foi escolhido para evitar que as entradas do sistema saturem para as
diferentes condições iniciais nos primeiros instantes de simulação. Assumindo conhecimento
completo dos parâmetros, a matriz de ganho 𝐹 é calculada, via alocação robusta, como

𝐹 = [
−0,1564 0,0301 −0,0802 −0,0520
0,1071 −0,0361 −0,0037 0,0078

] . (3.17)

Enquanto isso, a matriz 𝐺 deve ser escolhida de modo que o sistema rastreie uma
entrada degrau. Para tanto, considerando a lei de controle proposta e a estabilidade do
sistema, a resposta em regime permanente é dada por

𝐲[∞] = 𝑙𝑖𝑚𝑧→1
(
1 − 𝑧−1

)
𝐺
(
𝐶(𝐼4𝑥4𝑧 − Φ + Γ𝐹)−1Γ

)
𝑅(𝑧), (3.18)
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em que 𝑅(𝑧) é o sinal de referência e 𝐼𝑛×𝑛 é a matriz identidade de dimensão 𝑛×𝑛. Aplicando
o limite para uma entrada degrau, a saída do sistema é dada por

𝐲[∞] = 𝐺
(
𝐶(𝐼4𝑥4 − Φ + Γ𝐹)−1Γ

)
[
1,0
1,0

] , (3.19)

de modo que, para que o erro estacionário seja zero, a matriz 𝐺 deve ter a seguinte estrutura

𝐞[∞] = 𝐫[∞] − 𝐲[∞];

[
0,0
0,0

] = [
1,0
1,0

] − 𝐺
(
𝐶(𝐼4𝑥4 − Φ + Γ𝐹)−1Γ

)
[
1,0
1,0

] ;

𝐼2𝑥2 = 𝐺
(
𝐶(𝐼4𝑥4 − Φ + Γ𝐹)−1Γ

)
;

𝐺 =
(
𝐶(𝐼4𝑥4 − Φ + Γ𝐹)−1Γ

)−1
,

(3.20)

em que 𝐞 é o vetor de erro. É importante observar que a função de transferência do sistema
deve ser inversível. Então, considerando a matriz 𝐹 calculada, a matriz 𝐺 é dada por

𝐺 = [
0,1110 −0,1275
−0,0237 0,2086

] . (3.21)

Como os valores calculados para as matrizes 𝐹 e 𝐺 levam em consideração o correto
conhecimento das matrizes do sistema, estes não podem ser diretamente aplicados no
contexto de estimação simultânea. Inicialmente, o chute inicial dos parâmetros deve ser
utilizado para calcular os ganhos e, depois, estes devem ser atualizados a cada nova estimação.
Assim, o algoritmo de adaptação do controlador e da lei de controle deve seguir as seguintes
etapas a cada passo de tempo:

1. Estimar os parâmetros desconhecidos e atualizar as matrizes Φ, Γ e Υ;

2. Calcular as matrizes 𝐹 e 𝐺 com os valores atualizados das matrizes do sistema;

3. Aplicar a lei de controle 𝐮𝑘 = 𝐺𝐫𝑘 − 𝐹�̂�𝑘, em que �̂�𝑘 é o vetor de estados estimado.

Dessa forma, o diagrama de blocos do problema estudado pode ser representado
como disposto na Figura 3.9. Primeiro, o modelo linear contínuo do processo (bloco amarelo)
discretizado por um segurador de ordem zero (𝐺𝑧𝑜ℎ). Depois, o estimador (bloco em verde),
que estima estados e parâmetros desconhecidos a partir da ação de controle e da saída do
sistema. Então, o bloco do controlador adaptativo (bloco azul), que recebe os estados e parâ-
metros estimados, além da referência, calcula seus novos parâmetros (como discutido acima)
e calcula a ação de controle. Por fim, o bloco do saturador (bloco branco com uma curva no
centro), que limita a ação de controle entre 0 e 10 V, como apresentado anteriormente.
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Planta do processo

Estimador

Controlador

Figura 3.9 – Diagrama de blocos do sistema de quatro tanques no problema estudado.

Fonte: Produzido pelo autor.

É importante destacar que os polos desejados para o sistema emmalha fechada foram
mantido fixos ao longo da simulação. Uma alternativa seria calcular os polos 1,15 vezes mais
lentos que os polos em malha aberta estimados e projetar o sistema de controle para eles. No
entanto, experimentalmente, foi observado que essa abordagem aumenta, significativamente,
a oscilação nas entradas do sistema e, por isso, não foi escolhida.

3.2.4 Critérios de desempenho

Por fim, com o intuito de avaliar quantitativamente os resultados obtidos no controle
e estimação para as abordagens estudadas, serão calculados os índices de desempenho de
controle tradicionais e métricas de precisão da estimação (LIMAVERDE FILHO, 2019). Para
avaliar o desempenho do controle de cada saída, os seguintes índices serão utilizados:

• Integral do Erro Quadrático (ISE):

𝐼𝑆𝐸 =
𝑛∑

𝑘=1
(𝑟𝑘 − 𝑦𝑘)

2 ∆𝑡; (3.22)

• Integral do Erro Quadrático ponderada pelo Tempo (ITSE):

𝐼𝑇𝑆𝐸 =
𝑛∑

𝑘=1

𝑡𝑘 (𝑟𝑘 − 𝑦𝑘)
2 (∆𝑡)2 ; (3.23)

• Integral do Erro Absoluto (IAE):

𝐼𝐴𝐸 =
𝑛∑

𝑘=1

|||𝑟𝑘 − 𝑦𝑘|||∆𝑡; (3.24)

• Integral do Erro Absoluto ponderada pelo Tempo (ITAE):

𝐼𝑇𝐴𝐸 =
𝑛∑

𝑘=1

𝑡𝑘 |||𝑟𝑘 − 𝑦𝑘||| (∆𝑡)
2 . (3.25)
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Enquanto isso, para avaliar a magnitude dos esforços sobre os atuadores, o critério
utilizado será a Variação Total da Ação de Controle (TVC), que é definida como:

𝑇𝑉𝐶 =
𝑛∑

𝑘=1

|||𝑢𝑘 − 𝑢𝑘−1|||∆𝑡. (3.26)

Por fim, para avaliar a precisão das estimativas dos estados não-medidos e dos parâ-
metros desconhecidos, as métricas adotadas serão as seguintes:

• Raiz do Erro Quadrático Médio (RMSE):

𝑅𝑀𝑆𝐸 =

√
√√√1

𝑛

𝑛∑

𝑘=1
(𝑥𝑘 − �̂�𝑘)

2; (3.27)

• Erro Absoluto Médio (MAE):

𝑀𝐴𝐸 = 1
𝑛

𝑛∑

𝑘=1

|||𝑥𝑘 − �̂�𝑘||| . (3.28)

3.3 Estimação dos estados com FK

Assumindo, inicialmente, as matrizes 𝐹 e 𝐺 calculadas na seção anterior (todos
os parâmetros do sistema são conhecidos) e o conhecimento completo das propriedades
estatísticas do ruído dos parâmetros, a matrizes de covariância para aplicação do FK foram
definidas fixas e com o valor exato da variância dos ruídos, ou seja,

𝑄𝑘 = 0,52𝐼2×2;

𝑅𝑘 = 0,032𝐼2×2, ∀ 𝑘 ≥ 0,
(3.29)

em𝑄 é amatriz de covariância do ruído de processo e𝑅 do ruído demedição. Então, o sistema
em malha fechada foi simulado no Simulink do MATLAB® ao longo de 2.0001 segundos.
Para tanto, a matriz de covariância inicial foi definida como 𝑃0 = 0,01𝐼4𝑥4, o vetor de estados
inicial foi mantido como apresentado na equação 3.6 e o sinal de referência foi definido
como um degrau de amplitude 5 V, ou seja,

𝐫𝑘 = [
5,0
5,0

] , ∀ 𝑘 ≥ 0. (3.30)

A Figura 3.10 apresenta a evolução das saídas, entradas e estados não-medidos para
o FK ideal. É possível observar que tanto a saída 𝑦1 quanto a saída 𝑦2 alcançou a referência
desejada. Além disso, as ações de controle não apresentaram grandes picos e, após o primeiro
de valor de tensão, foram suaves. Por fim, os dois estados não-medidos, 𝑥3 e 𝑥4, semantiveram
1 Valor escolhido para garantir que todas as abordagens testadas alcancem o regime permanente.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.
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(c) Evolução da entrada 𝑢1.
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(d) Evolução da entrada 𝑢2.
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(e) Evolução do estado 𝑥3.
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(f) Evolução do estado 𝑥4.

Figura 3.10 – Evolução das saídas, entradas e estados não-medidos para o FK ideal.

Fonte: Produzido pelo autor.

próximos do valor esperado (valor simulado) ao longo da simulação. Esse resultado valida
qualitativamente os parâmetros ajustados para o FK e a escolha dos polos emmalha fechada.

Depois, com o intuito de poder avaliar os resultados das abordagens de estimação
simultânea e os comparar com o caso do FK ideal, os critérios de desempenho foram calcu-
lados a partir das expressões apresentadas na seção anterior (ver Subseção 3.2.4). Para tanto,
definiu-se que o intervalo entre 1.500 e 2.000 segundos representa o regime permanente
(denotado intervalo 1) e, em seguida, aplicou-se os critérios de desempenho nesse intervalo.
As Tabelas 3.4 e 3.5 apresentam os resultados obtidos. Para facilitar o entendimento dos
resultados das próximas seções, os valores dos critérios de desempenho de controle serão
apresentados de forma relativa percentual em comparação com o FK ideal, ou seja, serão
apresentados pela seguinte fórmula:

𝐼𝑁𝐷𝐼𝐶𝐸% = (
𝐼𝑁𝐷𝐼𝐶𝐸𝑚𝑒𝑡𝑜𝑑𝑜
𝐼𝑁𝐷𝐼𝐶𝐸𝐹𝐾𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙

− 1) ⋅ 100%, (3.31)

em que 𝐼𝑁𝐷𝐼𝐶𝐸 representa um dos índices de desempenho de controle avaliados. Para os
critérios de precisão, o FKEC, por ser o primeiro apresentado, será utilizado como base.
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Tabela 3.4 – Índices de desempenho de controle com FK ideal (intervalo 1).

ISE ITSE IAE ITAE TVC
𝑦1 8,36×100 1,46×104 5,49×101 9,59×104 -
𝑦2 2,84×100 5,04×103 3,12×101 5,49×104 -
𝑢1 - - - - 2,70×10−1
𝑢2 - - - - 1,73×10−1

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.5 – Precisão dos estados não-medidos com FK ideal (intervalo 1).

RMSE MAE
𝑥3 2,37×10−3 1,89×10−3
𝑥4 1,48×10−3 1,18×10−3
Fonte: Produzido pelo autor.

3.4 Estimação conjunta com FKEC

Agora, já considerando os três parâmetros desconhecidos, seja o vetor de parâmetros
dado por

𝜽𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜙11
𝜙24
𝛾32

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥5
𝑥6
𝑥7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.32)

com 𝑥5, 𝑥6 e 𝑥7 sendo os estados aumentados do sistema, temos que as equações de estado e
de saída são escritas como

𝑥1,𝑘+1 = 𝑥5,𝑘𝑥1,𝑘 + 0,0042𝑥3,𝑘 + 0,0083
(
𝑢1,𝑘 + 𝑤1,𝑘

)
;

𝑥2,𝑘+1 = 0,9989𝑥2,𝑘 + 𝑥6,𝑘𝑥4,𝑘 + 0,0063
(
𝑢2,𝑘 + 𝑤2,𝑘

)
;

𝑥3,𝑘+1 = 0,9958𝑥3,𝑘 + 𝑥7,𝑘
(
𝑢2,𝑘 + 𝑤2,𝑘

)
;

𝑥4,𝑘+1 = 0,9967𝑥4,𝑘 + 0,0031
(
𝑢1,𝑘 + 𝑤1,𝑘

)
;

𝑥5,𝑘+1 = 𝑥5,𝑘;

𝑥6,𝑘+1 = 𝑥6,𝑘;

𝑥7,𝑘+1 = 𝑥7,𝑘;

𝑦1,𝑘+1 = 𝑥1,𝑘+1 + 𝑣1,𝑘+1;

𝑦2,𝑘+1 = 𝑥2,𝑘+1 + 𝑣2,𝑘+1,

(3.33)

em que é possível observar as relações não-lineares resultantes do novo vetor de estado. Foi
verificado, experimentalmente, que manterw𝜃 igual a zero resultava em menores oscilações
da ação de controle para as mesmas condições iniciais. Em função disso, esse termo foi
retirado das equações. Então, com o sistema na forma da equação 2.32, é possível aplicar o
FKEC para realizar a estimação conjunta dos estados e parâmetros. Para tanto, de acordo
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com o algoritmo apresentado na Seção 2.4 para o FKE tradicional, é preciso calcular as
matrizes Jacobianas. No sistema aumentado, estas são dadas por

𝐷𝑓(𝐱𝑘) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥5 0 0,0042 0 𝑥1 0 0
0 0,9989 0 𝑥6 0 𝑥4 0
0 0 0,9958 0 0 0 𝑢2 + 𝑤2

0 0 0 0,9967 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;

𝐷𝑓(𝐰𝑘) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,0083 0
0 0,0063
0 𝑥7

0,0031 0
0 0
0 0
0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐷ℎ(𝐱𝑘+1) = [
1,0 0 0 0 0 0 0
0 1,0 0 0 0 0 0

] , 𝐷𝑓(𝐯𝑘+1) = 𝐼2𝑥2.

(3.34)

O FKEC foi inicializado com condição inicial 𝐱0 para o estados e de acordo com a
Tabela 3.3 para os parâmetros. Além disso, a matriz de covariância inicial foi definida como

𝑃𝑗0 = diag{10−2, 10−2, 10−2, 10−2, 𝑝5, 𝑝6, 𝑝7}, (3.35)

em que diag{∙} define uma matriz diagonal com os elementos listados, 𝑗 é um identificador
da matriz e 𝑝5, 𝑝6 e 𝑝7 são valores que foram variados ao longo dos testes. Assim como
realizado para o caso com FK ideal, o sistema em malha fechada foi simulado no Simulink
do MATLAB® ao longo de 2.000 segundos.

3.4.1 Resultados

A condição inicial de 130% representa o cenário no qual os polos do sistema estão
mais afastados dos polos desejados. Em função disso, essa condição será utilizada para
discutir os efeitos da variação da matriz de covariância inicial. Cabe destacar que, para
reduzir o número de variáveis testadas, somente os valores referentes aos parâmetros foram
variados. O desenvolvimento para as outras condições foi semelhante, e apresentaremos
apenas um dos melhores resultados obtidos para cada caso. Neste capítulo, FKEC 𝑗𝑖 denota
o FKEC com a matriz 𝑃𝑗0 e condição inicial 𝑖 dos parâmetros desconhecidos.

A Tabela 3.6 apresenta alguns dos valores testados para a matriz 𝑃0 experimental-
mente na condição de 130% dos parâmetros desconhecidos. Em seguida, a Tabela 3.7 exibe
os resultados percentuais de desempenho de controle para cada 𝑃0. Com exceção de 𝑃60, todas
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as outras condições demonstraram, em regime permanente, um desempenho de controle das
saídas superior ao caso com FK ideal. A principal diferença ocorre no TVC, no qual apenas
𝑃10 e 𝑃

5
0 apresentam resultados superiores. Vale ressaltar que a matriz 𝑃0, com o melhor

resultado na saída 𝑦1, também exibe um dos piores desempenhos na saída 𝑦2, sugerindo
uma relação de dualidade no desempenho. Considerando um balanço entre todos os índices,
𝑃50 apresentou o melhor desempenho nos critérios de controle, seguido por 𝑃10.

Tabela 3.6 – Parâmetros da matriz de covariância inicial no FKEC 𝑗130 (𝑃0).

𝑃10 𝑃20 𝑃30 𝑃40 𝑃50 𝑃60
𝑝5 5×10−7 10−7 10−7 10−7 10−6 10−8
𝑝6 5×10−7 10−7 10−7 5×10−8 5×10−7 10−8
𝑝7 7,5×10−7 5×10−7 2,5×10−7 7,5×10−7 10−6 10−8

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.7 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FKEC para
diferentes 𝑃0 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

𝑃10 𝑃20 𝑃30 𝑃40 𝑃50 𝑃60

ISE%
𝑦1 -46,38% -22,92% -19,65% -10,96% -47,38% 162,87%
𝑦2 -4,36% -13,44% -17,68% -1,56% -2,37% -15,24%

ITSE%
𝑦1 -45,87% -23,19% -20,20% -11,40% -46,85% 152,01%
𝑦2 -4,78% -13,99% -18,35% -1,77% -2,75% -17,17%

IAE%
𝑦1 -26,45% -11,65% -9,86% -5,09% -27,17% 71,33%
𝑦2 -2,66% -7,73% -10,23% -1,02% -1,59% -9,44%

ITAE%
𝑦1 -25,83% -11,61% -9,99% -5,22% -26,54% 67,06%
𝑦2 -2,79% -7,94% -10,52% -1,01% -1,69% -10,35%

TVC%
𝑢1 -2,88% 15,38% 19,55% 10,67% -6,59% 24,65%
𝑢2 -1,27% 22,32% 31,68% 14,47% -4,37% 55,03%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.11 – Evolução das saídas com o FKEC para diferentes 𝑃0.

Fonte: Produzido pelo autor.

O comportamento observado nos índices da Tabela 3.7 também pode ser visualizado
nas Figuras 3.11 e 3.12. Para 𝑦2, todos os casos conseguiram atingir a referência desejada
(linha preta tracejada), enquanto, para 𝑦1, apenas 𝑃60 não a alcançou (curva marrom). Isso
pode ser explicado pelos valores escolhidos, que foram baixos e impediram a convergência
dos valores estimados. Além disso, é possível observar uma sobreposição das saídas no par
𝑃10 e 𝑃

5
0 (curvas azul e roxa, respectivamente). Quanto às ações de controle, é exatamente

esse par que apresenta os maiores picos e variações. No entanto, em regime permanente,
todos os casos convergem para 0,6 V para as duas entradas. De fato, isso se reflete na saída
𝑦2, uma vez que o sistema alcançou a referência mais rapidamente nesses dois casos.
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(a) Evolução da ação de controle 𝑢1.
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(b) Evolução da ação de controle 𝑢2.

Figura 3.12 – Evolução das ações de controle com o FKEC para diferentes 𝑃0.

Fonte: Produzido pelo autor.

A Tabela 3.8 apresenta os resultados de desempenho de precisão na estimação dos
estados não-medidos e nos parâmetros desconhecidos. A partir dos valores, ficamais evidente
que 𝑃60 não conseguiu convergir 𝜃3 e 𝑥3, o que, por sua vez, prejudicou o desempenho da
saída 𝑦1. De fato, todos os casos conseguiram estimar 𝑥4 com erro na ordem de 10−3 e os
parâmetros 𝜃1 e 𝜃2 de 10−5. Apesar disso, somente 𝑃10 e 𝑃

5
0 apresentaram erro na ordem de

10−3 para o estado 𝑥3 e somente o primeiro conseguiu estimar 𝜃3 na ordem de 10−5. Isso
sugere que o parâmetro mais complexo de ser estimado é o 𝜃3, em função da incerteza na
sua equação. Em comparação com o FK ideal, o erro na estimação dos estados foi maior
para todos os casos. De maneira geral, 𝑃10 apresentou o melhor desempenho na estimação.

Tabela 3.8 – Precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos com o FKEC para
diferentes 𝑃0 (intervalo 1).

𝑃10 𝑃20 𝑃30 𝑃40 𝑃50 𝑃60

RMSE

𝑥3 4,68×10−3 5,20×10−2 6,76×10−2 3,45×10−2 9,24×10−3 1,22×10−1
𝑥4 6,34×10−3 4,00×10−3 3,66×10−3 3,67×10−3 6,39×10−3 8,35×10−3
𝜃1 1,27×10−5 5,03×10−5 6,27×10−5 3,49×10−5 4,88×10−6 9,34×10−5
𝜃2 2,91×10−5 1,74×10−5 1,85×10−5 1,11×10−5 2,91×10−5 4,56×10−5
𝜃3 2,73×10−5 3,85×10−4 4,95×10−4 2,69×10−4 5,72×10−5 8,63×10−4

MAE

𝑥3 3,81×10−3 5,18×10−2 6,74×10−2 3,42×10−2 8,14×10−3 1,22×10−1
𝑥4 6,15×10−3 3,57×10−3 3,14×10−3 3,28×10−3 6,19×10−3 7,09×10−3
𝜃1 1,24×10−5 5,02×10−5 6,26×10−5 3,48×10−5 4,27×10−6 9,33×10−5
𝜃2 2,73×10−5 1,48×10−5 1,59×10−5 9,58×10−6 2,73×10−5 4,41×10−5
𝜃3 2,28×10−5 3,85×10−4 4,95×10−4 2,68×10−4 5,36×10−5 8,63×10−4

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.13 – Evolução dos estados não-medidos com o FKEC para diferentes 𝑃0.

Fonte: Produzido pelo autor.

O comportamento descrito na Tabela 3.8 também é observado nas Figuras 3.13 e 3.14.
Em regime permanente, as estimativas do estado 𝑥3 ficaram entre 0,6 e 0,8 cm, enquanto
as do estado 𝑥4 se aproximaram de 0,6 cm, como no FK ideal. Os valores para 𝜃1 ficaram
entre 0,9983 e 0,9984 e é notável a oscilação na estimação para as curvas azul e roxa (𝑃10 e 𝑃

5
0,

respectivamente). O comportamento é análogo para 𝜃2, mas os valores foram mais próximos,
com uma grande oscilação nas curvas azul e roxa. Por fim, em 𝜃3, é possível visualizar as
maiores diferenças. Por exemplo, diminuir o valor de 𝑝7 fez com que 𝜃3 se afastasse do
valor correto (curvas laranja, verde e marrom). É possível observar que, apesar de 𝑃10 e
𝑃60 apresentarem os melhores resultados, também apresentaram as curvas com maiores
oscilações na estimação dos parâmetros. As implicações desse resultado serão discutidas
mais à frente na seção.
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(a) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃1.
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(b) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃2.
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(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.14 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FKEC para diferentes 𝑃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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Agora, considerando a variação na condição inicial dos parâmetros desconhecidos, a
Tabela 3.9 dispõe os valores de 𝑃0 de um dos melhores resultados obtidos experimentalmente
para cada caso. Em seguida, pela Tabela 3.10, é possível notar que os valores calculados são
próximos ou menores que o caso com FK ideal, indicando que o sistema conseguiu alcançar
a referência desejada, como verificável pela Figura 3.15. Apesar disso, pela Figura 3.16, é pos-
sível observar que as curvas marrom, roxa e vermelha (130%, 120% e 110%, respectivamente)
apresentaram grandes oscilações na ação de controle, especialmente para 𝑢1.

Tabela 3.9 – Parâmetros da matriz de covariância inicial no FKEC 𝑗𝑖 (𝑃0).

70% 80% 90% 110% 120% 130%
𝑃70 𝑃80 𝑃90 𝑃100 𝑃110 𝑃10

𝑝5 10−6 10−6 10−6 2,5×10−8 2,5×10−7 5×10−7
𝑝6 10−6 10−6 10−6 5×10−8 2,5×10−7 5×10−7
𝑝7 7,5×10−6 5×10−6 2,5×10−6 2,5×10−7 5×10−7 7,5×10−7

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.10 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FKEC para
diferentes 𝜃0 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

ISE%
𝑦1 -51,37% -50,81% -50,08% -42,46% -46,35% -46,38%
𝑦2 4,24% 4,56% 4,72% 2,80% -2,62% -4,36%

ITSE%
𝑦1 -50,85% -50,31% -49,60% -42,11% -45,86% -45,87%
𝑦2 3,90% 4,25% 4,43% 2,62% -2,99% -4,78%

IAE%
𝑦1 -30,12% -29,68% -29,12% -23,61% -26,42% -26,45%
𝑦2 1,82% 1,99% 2,08% 1,20% -1,72% -2,66%

ITAE%
𝑦1 -29,49% -29,07% -28,53% -23,11% -25,81% -25,83%
𝑦2 1,75% 1,93% 2,03% 1,23% -1,81% -2,79%

TVC%
𝑢1 -24,10% -23,59% -22,62% -4,05% -4,49% -2,88%
𝑢2 -12,40% -12,27% -12,03% -2,00% -2,60% -1,27%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.15 – Evolução das saídas com o FKEC para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da ação de controle 𝑢1.
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(b) Evolução da ação de controle 𝑢2.

Figura 3.16 – Evolução das ações de controle com o FKEC para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.

Enquanto isso, a Tabela 3.11 apresenta os resultados obtidos para precisão da esti-
mação. É possível notar que 𝑥4, 𝜃1 e 𝜃2 foram estimados bem em todas as condições, mas
somente para condições iguais ou acima de 110%, 𝑥3 e 𝜃3 foram estimados corretamente. Esse
comportamento é visualizável na Figura 3.17, na qual, para 𝑥3, o valor estimado se separou
em dois grupos, e na Figura 3.18, na qual os valores de 𝜃3 se aproximaram de 0,0044. Durante
os testes, foi observado que o FKEC não conseguiu convergir bem quando 𝜃3 era menor
que sua condição nominal. De fato, grandes variações na covariância inicial resultavam em
pequenas mudanças na estimação do parâmetro em troca de um aumento significativo na
oscilação das entradas. Para as próximas abordagens, os valores apresentados serão compa-
rados com o desempenho do FKEC, conforme apresentado na equação 3.31, em cada valor
de 𝜃0 considerado para tentar facilitar o entendimento.
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Tabela 3.11 – Precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos com o FKEC para
diferentes 𝜃0 (intervalo 1).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

RMSE

𝑥3 6,09×10−2 5,93×10−2 5,61×10−2 5,32×10−3 5,00×10−3 4,68×10−3
𝑥4 6,13×10−3 6,07×10−3 6,01×10−3 6,16×10−3 6,35×10−3 6,34×10−3
𝜃1 4,07×10−5 3,95×10−5 3,70×10−5 7,28 ×10−6 8,63×10−6 1,27×10−5
𝜃2 2,90×10−5 2,87×10−5 2,82×10−5 1,91×10−5 2,73×10−5 2,91×10−5
𝜃3 4,48×10−4 4,36×10−4 4,12×10−4 1,94×10−5 2,18×10−5 2,73×10−5

MAE

𝑥3 6,06×10−2 5,90×10−2 5,59×10−2 4,43×10−3 4,03×10−3 3,81×10−3
𝑥4 5,86×10−3 5,80×10−3 5,74×10−3 5,96×10−3 6,16×10−3 6,15×10−3
𝜃1 4,07×10−5 3,95×10−5 3,69×10−5 7,11×10−6 8,38×10−6 1,24×10−5
𝜃2 2,72×10−5 2,68×10−5 2,63×10−5 1,63×10−5 2,54×10−5 2,73×10−5
𝜃3 4,48×10−4 4,36×10−4 4,12×10−4 1,76×10−5 1,80×10−5 2,28×10−5

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.17 – Evolução dos estados não-medidos com o FKEC para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃1.
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(b) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃2.

0 250 500 750 1.000 1.250 1.500 1.750 2.000
Tempo (s)

0,002

0,003

0,004

0,005

0,006

3 (
cm

/V
s)

Simulado
FKEC 770
FKEC 880
FKEC 990

FKEC 10110
FKEC 11120
FKEC 1130

(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.18 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FKEC para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.

É possível observar pelas curvas azul, laranja e verde que a estimação dos parâmetros
já oscila bastante, então aumentar ainda mais essa oscilação não parece uma solução razoá-
vel. Esse resultado sugere que o FKEC possui uma limitação de estimação nesse sistema e
com esses parâmetros desconhecidos, ainda que o desempenho de controle das saídas seja
comparável com o caso ideal. Em aplicações práticas, existem dinâmicas que não são mode-
ladas, representadas, usualmente, em alta frequência. As oscilações bruscas nas entradas ou
nos parâmetros, que modificam o controlador muito rapidamente, podem acabar por excitar
essas frequências não modeladas e levar o sistema a responder de forma inesperada. Em
função disso, a aplicação do FKEC para estimação simultânea em malha fechada pode não
ser adequada em sistemas reais, nos quais essas dinâmicas realmente afetam o sistema.
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3.5 Estimação dual com FKD

Enquanto isso, para a estimação dual com FKD, a dinâmica dos parâmetros foi
escrita na representação dependente de estados, para evitar as não-linearidades resultantes
da representação livre de estados e simplificar a implementação. Para tanto, as equações de
estado foram escritas no formato da equação 2.6. Dessa forma, a equação para o primeiro
parâmetro, 𝜙11,𝑘−1, pode ser escrita como

𝑥1,𝑘 = 𝜙11,𝑘−1𝑥1,𝑘−1 + 0,0042𝑥3,𝑘−1 + 0,0083𝑢1,𝑘−1,
𝑥1,𝑘 − 0,0042𝑥3,𝑘−1 − 0,0083𝑢1,𝑘−1 = 𝜙11,𝑘−1𝑥1,𝑘−1,

𝑧1,𝑘 = 𝜙11,𝑘−1𝑥1,𝑘−1.
(3.36)

Analogamente, para os parâmetros 𝜙24 e 𝛾32, temos as seguintes equações

𝑥2,𝑘 = 0,9989𝑥2,𝑘−1 + 𝜙24,𝑘−1𝑥4,𝑘−1 + 0,0063𝑢2,𝑘−1,
𝑥2,𝑘 − 0,9989𝑥2,𝑘−1 − 0,0063𝑢2,𝑘−1 = 𝜙24,𝑘−1𝑥4,𝑘−1,

𝑧2,𝑘 = 𝜙24,𝑘−1𝑥4,𝑘−1;
(3.37)

𝑥3,𝑘 = 0,9958𝑥3,𝑘−1 + 𝛾32,𝑘−1𝑢2,𝑘−1,
𝑥3,𝑘 − 0,9958𝑥3,𝑘−1 = 𝛾32,𝑘−1𝑢2,𝑘−1,

𝑧3,𝑘 = 𝛾32,𝑘−1𝑢2,𝑘−1.
(3.38)

Assim, colocando o sistema na forma matricial, a expressão para a saída do modelo
pode ser escrita como

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑧1,𝑘
𝑧2,𝑘
𝑧3,𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1,𝑘−1 0 0
0 𝑥4,𝑘−1 0
0 0 𝑢2,𝑘−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜙11,𝑘−1
𝜙24,𝑘−1
𝛾32,𝑘−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

;

𝐳𝑘 = 𝐷𝑇
𝑘 𝜽𝑘.

(3.39)

Então, tomando a equação 2.31 como equação de estado, temos que a dinâmica dos
parâmetros pode ser representada por

⎧

⎨
⎩

𝜽𝑘+1 = 𝜽𝑘 +𝐰𝜃𝑘;

𝐳𝑘 = 𝐷𝑇
𝑘 𝜽𝑘.

(3.40)

O FK dos estados foi inicializado igual ao caso ideal, ou seja, condição inicial 𝐱0
para os estados e matriz de covariância inicial 𝑃0 = 0,01𝐼4×4. Enquanto isso, para o FK dos
parâmetros, a condição inicial foi definida conforme a Tabela 3.3 e as matrizes de covariância
de ruído foram definidas como
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⎧

⎨
⎩

𝑄𝜃,𝑘 = 10−10𝐼3×3;

𝑅𝜃,𝑘 = 𝐼3×3,
(3.41)

em que a matriz 𝑅𝜃,𝑘 foi definida de forma equivalente à realizada por L. Nelson e Stear
(1976) e a matriz 𝑄𝜃,𝑘 foi ajustada experimentalmente para equilibrar o nível de oscilação e a
habilidade de estimação do FK. Além disso, a matriz de covariância inicial foi definida como

𝑃𝑗𝜃,0 = diag {𝑝1, 𝑝2, 𝑝3} , (3.42)

em que os valores 𝑝1, 𝑝2 e 𝑝3 foram variados ao longo dos testes e 𝑗 é um identificador da
matriz. Assim como para o caso ideal, o sistema emmalha fechada foi simulado no Simulink
do MATLAB® ao longo de 2.000 segundos.

3.5.1 Resultados

A abordagem adotada para o FKD é semelhante à adotada para o FKEC, e, portanto, o
impacto da matriz de covariância será discutido para a condição inicial de 130%. Novamente,
somente os valores referentes aos parâmetros foram variados. Para as outras condições,
apresentaremos apenas um dos melhores resultados obtidos. Neste capítulo, FKD 𝑗𝑖 denota
o FKD com a matriz 𝑃𝑗𝜃,0 e condição inicial 𝑖 dos parâmetros desconhecidos.

A Tabela 3.12 apresenta alguns dos valores testados para a matriz 𝑃𝜃,0 experimen-
talmente. Em seguida, a Tabela 3.13 mostra os resultados percentuais de desempenho de
controle para cada 𝑃𝜃,0. Apenas 𝑃3𝜃,0 e 𝑃

4
𝜃,0 foram melhores que o FK ideal em todos os crité-

rios, mas é possível observar que 𝑃1𝜃,0 se aproximou deste para todos os critérios nos quais não
é melhor ou igual. Além disso, em função dos erros calculados, nota-se que 𝑃2𝜃,0 e 𝑃

5
𝜃,0 não

conseguiram alcançar a referência desejada de forma satisfatória. O termo comum nesses
dois casos é o valor de 𝑝3, que, por ser pequeno, pode ter impedido a convergência adequada
dos parâmetros. Considerando um balanço entre todos os índices, 𝑃4𝜃,0 apresentou o melhor
desempenho nos critérios de controle.

Tabela 3.12 – Parâmetros da matriz de covariância inicial no FKD 𝑗130 (𝑃𝜃,0).

𝑃1𝜃,0 𝑃2𝜃,0 𝑃3𝜃,0 𝑃4𝜃,0 𝑃5𝜃,0 𝑃6𝜃,0
𝑝1 6,5×10−5 5×10−5 5×10−5 5×10−5 2,5×10−5 7,5×10−5
𝑝2 7,5×10−4 7,5×10−4 7,5×10−4 7,5×10−4 2,5×10−4 5×10−4
𝑝3 5×10−3 2,5×10−3 5×10−3 7,5×10−3 2,5×10−3 7,5×10−3

Fonte: Produzido pelo autor.
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Tabela 3.13 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FKD para
diferentes 𝑃𝜃,0 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

𝑃1𝜃,0 𝑃2𝜃,0 𝑃3𝜃,0 𝑃4𝜃,0 𝑃5𝜃,0 𝑃6𝜃,0

ISE%
𝑦1 -47,13% 52,59% -50,87% -30,17% 269,43% -43,09%
𝑦2 14,71% 4,58% -3,48% -6,69% 522,60% 94,29%

ITSE%
𝑦1 -46,62% 44,03% -50,20% -28,90% 261,63% -41,81%
𝑦2 14,89% 4,05% -3,81% -7,57% 548,20% 95,25%

IAE%
𝑦1 -27,04% 25,39% -30,00% -21,71% 102,38% -29,92%
𝑦2 7,44% 1,78% -2,14% -3,96% 153,25% 42,76%

ITAE%
𝑦1 -26,40% 21,45% -29,25% -21,02% 100,84% -29,08%
𝑦2 7,73% 1,82% -2,20% -4,34% 162,09% 43,63%

TVC%
𝑢1 -2,85% 33,41% -0,80% -25,30% 246,94% -34,69%
𝑢2 -2,26% 49,31% -0,78% -13,96% 174,31% -12,54%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.19 – Evolução das saídas com o FKD para diferentes 𝑃𝜃,0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da ação de controle 𝑢1.
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(b) Evolução da ação de controle 𝑢2.

Figura 3.20 – Evolução das ações de controle com o FKD para diferentes 𝑃𝜃,0.

Fonte: Produzido pelo autor.

Em relação ao desempenho de precisão nos estados não-medidos e nos parâmetros
desconhecidos, somente 𝑃1𝜃,0 conseguiu estimar estados e parâmetros desconhecidos com
erros melhores ou próximos ao FKEC, como apresentado na Tabela 3.14. Em função disso,
𝑃1𝜃,0 apresentou o melhor desempenho geral. É importante destacar 𝑃

3
𝜃,0, cuja precisão geral

se aproximou do FKEC, mas apresentou erros elevados em 𝑥3 e em 𝜃3. A diferença entre os
dois casos é o ajuste no parâmetro 𝑝1 da matriz 𝑃𝜃,0. Para as outras condições de 𝑃𝜃,0, os erros
apresentados foram maiores, com maiores variações na precisão de 𝜃1 e 𝜃3. Assim como
observado para o FKEC, em comparação com o FK ideal, o erro na precisão dos estados
não-medidos foi maior para todos os casos.
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Tabela 3.14 – Resultado percentual da precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos
com o FKD para diferentes 𝑃𝜃,0 em comparação com o FKEC (intervalo 1).

𝑃1𝜃,0 𝑃2𝜃,0 𝑃3𝜃,0 𝑃4𝜃,0 𝑃5𝜃,0 𝑃6𝜃,0

RMSE%

𝑥3 -47,72% 2573,15% 123,38% 1304,78% 3356,95% 2398,53%
𝑥4 27,63% -4,96% 21,34% 146,84% 306,56% 193,65%
𝜃1 10,67% 723,42% 73,01% 115,47% 899,26% 411,05%
𝜃2 -67,79% 67,17% -2,57% 142,94% 472,19% -58,43%
𝜃3 19,02% 3303,75% 221,99% 1681,45% 4733,22% 2934,51%

MAE%

𝑥3 -48,62% 3172,87% 167,07% 1621,70% 3988,09% 2964,74%
𝑥4 29,47% -16,01% 22,81% 151,97% 275,50% 199,58%
𝜃1 12,39% 739,13% 76,10% 118,87% 918,23% 420,38%
𝜃2 -72,11% 75,12% 0,79% 157,36% 507,13% -62,75%
𝜃3 33,06% 3982,64% 283,56% 2036,54% 5697,22% 3539,48%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.21 – Evolução dos estados não-medidos com o FKD para diferentes 𝑃𝜃,0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃1.
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(b) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃2.
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(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.22 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FKD para diferentes 𝑃𝜃,0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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Na Figura 3.21, que apresenta as estimativas 𝑥3 e 𝑥4, é possível observar a diferença
na evolução dos estados para cada um dos casos. Cabe ressaltar que, apesar da estimativa de
𝑥3 apresentar valores negativos, os valores desse estado simulados na planta foram saturados
em 0 cm, para tentar representar o sistema de forma mais realista. Enquanto isso, pela
Figura 3.22, é possível notar que as curvas laranja e roxa (𝑃2𝜃,0 e 𝑃

5
𝜃,0) erraram o valor de 𝜃1

para menos, enquanto as curvas vermelha e marrom (𝑃4𝜃,0 e 𝑃
6
𝜃,0) o fizeram para mais. A

situação se inverteu para 𝜃3. Esse resultado ilustra o efeito da escolha de 𝑝3 na convergência
dos parâmetros. É preciso notar que, apesar da curva vermelha estimar 𝜃3 abaixo do valor
esperado, 𝑃4𝜃,0 apresentou o melhor desempenho nos índices de controle. Outro ponto de
destaque é a forma muito mais suave com a qual os parâmetros convergiram no FKD se
comparado com o FKEC.

Agora, considerando a variação na condição inicial dos parâmetros desconhecidos, a
Tabela 3.15 dispõe os valores de 𝑃𝜃,0 de um dos melhores resultados obtidos para cada caso.
Em seguida, pela Tabela 3.16, é possível notar que todos os valores calculados são próximos
oumenores que o caso comFK ideal, indicando que o sistema conseguiu alcançar a referência
desejada, como verificável pela Figura 3.23. Além disso, pela Figura 3.24, é possível observar
que as curvas da ação de controle oscilaram bem menos que as apresentadas para o FKEC.
Inclusive, para valores menores ou iguais a 110% na condição inicial dos parâmetros, as
curvas se aproximaram bastante das observadas no caso com FK ideal.

Tabela 3.15 – Parâmetros da matriz de covariância inicial no FKD 𝑗𝑖 (𝑃𝜃,0).

70% 80% 90% 110% 120% 130%
𝑃7𝜃,0 𝑃8𝜃,0 𝑃9𝜃,0 𝑃10𝜃,0 𝑃11𝜃,0 𝑃1𝜃,0

𝑝1 2,75×10−2 2,25×10−2 8,5×10−3 5×10−5 7,5×10−5 6,5×10−5
𝑝2 1,5×10−2 10−2 7,5×10−3 5×10−4 7,5×10−4 7,5×10−4
𝑝3 1,5×10−2 10−2 7,5×10−3 1,5×10−3 3,25×10−3 5×10−3

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.16 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FKD para
diferentes 𝜃0 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

ISE%
𝑦1 -53,01% -52,64% -51,08% -42,89% -46,24% -47,13%
𝑦2 -16,68% -16,83% -14,96% 15,84% 17,82% 14,71%

ITSE%
𝑦1 -52,26% -51,91% -50,42% -42,49% -45,75% -46,62%
𝑦2 -18,22% -18,35% -16,22% 16,04% 18,04% 14,89%

IAE%
𝑦1 -31,75% -31,43% -30,08% -23,97% -26,37% -27,04%
𝑦2 -9,99% -10,07% -8,88% 8,02% 9,00% 7,44%

ITAE%
𝑦1 -30,96% -30,64% -29,34% -23,43% -25,76% -26,40%
𝑦2 -10,72% -10,80% -9,47% 8,31% 9,32% 7,73%

TVC%
𝑢1 -7,52% -6,71% -7,01% -1,72% -3,19% -2,85%
𝑢2 -8,17% -7,53% -7,64% -1,44% -2,64% -2,26%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.23 – Evolução das saídas com o FKD para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da ação de controle 𝑢1.
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(b) Evolução da ação de controle 𝑢2.

Figura 3.24 – Evolução das ações de controle com o FKD para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.

Enquanto isso, a Tabela 3.17 apresenta os resultados percentuais obtidos para precisão
da estimação. É possível notar que, para todas as condições estudadas, o FKD apresentou
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desempenho superior em 𝑥3 e próximo em 𝑥4 quando comparado ao FKEC. Além disso, o
erro em 𝜃3 para as condições inicias abaixo do valor nominal foi muito menor (cerca de 50
vezes menor) em troca de um aumento moderado no erro de 𝜃2. Esse resultado por si só já
aponta uma vantagem na aplicação do FKD em relação ao FKEC. A Figura 3.25 apresenta a
estimação dos estados, na qual a partir de 500 segundos todos estão próximos a 0,6 cm, e a
Figura 3.26 a dos parâmetros, na qual é possível observar como a estimativa se aproximou
do valor esperado (linha preta tracejada) em todos os casos.

No entanto, é notável a diferença na forma de convergência dos parâmetros com
valores inicias acima e abaixo do valor nominal. De fato, para conseguir alcançar a con-
vergência neste caso, foi preciso elevar os valores da matriz 𝑃𝜃,0 e, essa alteração, resultou
no aumento de picos e oscilações como as observadas nas curvas azul, laranja e verde da
Figura 3.26. Ainda que as oscilações apresentadas sejam bastante menores que as observadas
no FKEC, realizar essas trocas bruscas no valor dos parâmetros pode não ser adequado
em aplicações práticas porque pode excitar frequências não modeladas e levar o sistema a
responder inesperadamente.

Tabela 3.17 – Resultado percentual da precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos
com o FKD para diferentes 𝜃0 em comparação com o FKEC (intervalo 1).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

RMSE%

𝑥3 -94,96% -92,04% -94,58% -35,16% -42,46% -47,72%
𝑥4 -6,38% -6,62% -7,26% 21,97% 27,90% 27,63%
𝜃1 -71,55% -66,45% -69,67% 108,42% 48,45% 10,67%
𝜃2 102,65% 104,59% 82,81% -52,39% -67,59% -67,79%
𝜃3 -97,59% -97,86% -98,25% 167,72% 13,60% 19,02%

MAE%

𝑥3 -95,89% -92,96% -95,59% -35,44% -42,16% -48,62%
𝑥4 -5,49% -5,83% -6,64% 23,43% 29,68% 29,47%
𝜃1 -71,61% -66,50% -69,74% 112,82% 52,26% 12,39%
𝜃2 114,34% 117,11% 94,02% -49,25% -68,38% -72,11%
𝜃3 -97,93% -98,28% -98,53% 190,14% 21,89% 33,06%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.25 – Evolução dos estados não-medidos com o FKD para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.26 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FKD para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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3.6 Estimação dual com FK e MQR-𝝀

Para a estimação dual com FK e MQR-𝜆, as equações de estado foram escritas como
na equação 2.6, assim como utilizado para o FKD (ver Seção 3.5). Dessa forma, a equação
para os parâmetros desconhecidos na forma matricial é dada por

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑧1,𝑘
𝑧2,𝑘
𝑧3,𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1,𝑘−1 0 0
0 𝑥4,𝑘−1 0
0 0 𝑢2,𝑘−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜙11,𝑘−1
𝜙24,𝑘−1
𝛾32,𝑘−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

;

𝐳𝑘 = 𝐷𝑇
𝑘 𝜽𝑘.

(3.43)

Com o sistema na forma da equação 2.6, é possível aplicar o MQR (ou MQR-𝜆) para
realizar a estimação dos parâmetros. Para tanto, o FK foi inicializado com condição inicial
𝐱0 para o estados e o MQR-𝜆 de acordo com a Tabela 3.3 para os parâmetros. Além disso, a
matriz de covariância inicial do FK foi definida como 𝑃0 = 0,01𝐼4×4 e a matriz do MQR-𝜆 foi
definida como

𝑃𝑗𝜃,0 = diag{𝑝1, 𝑝2, 𝑝3}, (3.44)

em que 𝑝1, 𝑝2 e 𝑝3 são valores que foram variados aos longo dos testes e 𝑗 é um identificador
da matriz. Assim como para o caso ideal, o sistema em malha fechada foi simulado no
Simulink do MATLAB® ao longo de 2.000 segundos.

3.6.1 Resultados

A abordagem adotada para o FK e MQR-𝜆 é semelhante à adotada nas seções anteri-
ores. Neste capítulo, FK e MQR-𝜆𝑖 𝑗𝑖 denota o FK e MQR-𝜆 com o conjunto 𝑖 de parâmetros
𝜆, a matriz 𝑃𝑗𝜃,0 e condição inicial 𝑖 dos parâmetros desconhecidos.

Para tanto, a Tabela 3.18 apresenta alguns dos valores testados para a matriz 𝑃𝜃,0
experimentalmente. Inicialmente, todos os casos testados para a condição de 130% foram
realizados com a matriz 𝐿 = 𝐼3×3, ou seja, o algoritmo clássico do MQR em sua versão para
múltiplas saídas. Essa condição será denotada por 𝜆1. Em seguida, a Tabela 3.19 apresenta
os resultados percentuais de desempenho de controle para cada 𝑃𝜃,0. É possível notar que
nenhum dos resultados apresentados conseguiu ser melhor que o FK ideal em todos os
critérios; no entanto, somente 𝑃5𝜃,0 e 𝑃

6
𝜃,0 têm desempenho pior em todos os índices. Para os

outros casos, o TVC nas ações de controle e o desempenho da saída 𝑦1 foram melhores ou
próximos ao FK ideal. Vale destacar que, até este ponto, a estimação dual com FK e MQR
apresentou os piores desempenhos nos índices de controle. Considerando um balanço de
todos os índices, 𝑃4𝜃,0 apresentou o melhor desempenho nos critérios de controle.
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Tabela 3.18 – Parâmetros da matriz de covariância inicial no FK e MQR-𝜆 𝑗130 (𝑃𝜃,0).

𝑃1𝜃,0 𝑃2𝜃,0 𝑃3𝜃,0 𝑃4𝜃,0 𝑃5𝜃,0 𝑃6𝜃,0
𝑝1 10−4 5×10−4 2,5×10−4 10−4 10−4 10−4
𝑝2 7,5×10−4 10−3 10−3 7,5×10−4 7,5×10−4 7,5×10−4
𝑝3 4,75×10−3 5×10−3 7,5×10−3 7,5×10−3 2,5×10−3 3,5×10−3

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.19 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FK e MQR-𝜆 para
diferentes 𝑃𝜃,0 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

𝑃1𝜃,0 𝑃2𝜃,0 𝑃3𝜃,0 𝑃4𝜃,0 𝑃5𝜃,0 𝑃6𝜃,0

ISE%
𝑦1 -33,25% 5,07% -52,91% -51,74% 56,69% 36,77%
𝑦2 54,02% 96,70% 66,21% 44,97% 33,82% 37,93%

ITSE%
𝑦1 -33,17% 4,21% -52,28% -50,49% 50,90% 34,85%
𝑦2 54,77% 97,55% 67,03% 45,56% 34,96% 38,64%

IAE%
𝑦1 -17,66% 3,34% -31,44% -35,12% 28,78% 18,66%
𝑦2 26,30% 45,04% 31,30% 21,56% 16,44% 19,06%

ITAE%
𝑦1 -17,37% 2,90% -30,73% -34,16% 26,02% 17,62%
𝑦2 27,03% 45,94% 32,05% 22,11% 17,43% 19,77%

TVC%
𝑢1 -0,62% 4,88% -18,48% -26,69% 22,47% 19,34%
𝑢2 0,34% 7,06% -11,54% -13,09% 55,82% 30,14%

Fonte: Produzido pelo autor.

A partir das Figuras 3.27, é possível observar que, apesar dos resultados adversos
nos índices de controle, o sistema conseguiu convergir para a referência desejada na saída
𝑦2 em todos os casos. Além disso, em 𝑦1, somente as curvas roxa e marrom (𝑃5𝜃,0 e 𝑃

6
𝜃,0) não

conseguiram alcançar a referência. Depois, a Figura 3.28 apresenta as ações de controle, e é
possível notar que são semelhantes às apresentadas para o FKD e, assim como observado
para estas, possuem menos oscilações e picos que as apresentadas para o FKEC.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.27 – Evolução das saídas com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝑃𝜃,0.

Fonte: Produzido pelo autor.

0 250 500 750 1.000 1.250 1.500 1.750 2.000
Tempo (s)

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

u 1
 (V

)

FK e MQR- 1 1130
FK e MQR- 1 2130
FK e MQR- 1 3130

FK e MQR- 1 4130
FK e MQR- 1 5130
FK e MQR- 1 6130

(a) Evolução da ação de controle 𝑢1.
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(b) Evolução da ação de controle 𝑢2.

Figura 3.28 – Evolução das ações de controle com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝑃𝜃,0.

Fonte: Produzido pelo autor.

Em relação ao desempenho de precisão nos estados não-medidos e nos parâmetros
desconhecidos, tanto 𝑃1𝜃,0 quanto 𝑃

2
𝜃,0 conseguiram estimar estados e parâmetros com resul-

tados próximos ou melhores que o FKEC, conforme apresentado na Tabela 3.20. Desses,
aquele apresentou o melhor desempenho geral para a condição inicial estudada. Com exce-
ção de 𝑃5𝜃,0, todos os casos conseguiram estimar os parâmetros 𝜃1 e 𝜃2 com erros próximos
do FKEC. De 𝑃4𝜃,0 para 𝑃

5
𝜃,0, nota-se uma piora em todos os valores, exceto 𝑥4, e de 𝑃5𝜃,0 para

𝑃6𝜃,0 uma melhora no desempenho geral. A diferença entre cada um desses casos é o ajuste
do parâmetro 𝑝3. Assim como observado nas seções anteriores, em comparação com o FK
ideal, o erro na precisão dos estados foi maior para todos os casos.
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Tabela 3.20 – Resultado percentual da precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos
com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝑃𝜃,0 em comparação com o FKEC (intervalo 1).

𝑃1𝜃,0 𝑃2𝜃,0 𝑃3𝜃,0 𝑃4𝜃,0 𝑃5𝜃,0 𝑃6𝜃,0

RMSE%

𝑥3 32,20% -44,21% 1052,24% 1669,55% 1892,13% 849,53%
𝑥4 30,60% 13,77% 67,36% 140,15% -36,14% -31,30%
𝜃1 -23,64% 1,51% 111,85% 234,43% 547,59% 252,54%
𝜃2 21,79% 171,85% -21,39% -44,13% 262,59% 137,15%
𝜃3 -11,32% 253,48% 1177,36% 2026,05% 2723,15% 1352,23%

MAE%

𝑥3 48,90% -45,37% 1312,20% 2069,93% 2339,41% 1062,02%
𝑥4 32,60% 14,63% 70,54% 145,33% -42,21% -37,42%
𝜃1 -22,55% 3,21% 115,68% 240,54% 559,97% 259,26%
𝜃2 23,90% 184,38% -27,02% -50,41% 282,73% 148,91%
𝜃3 -13,68% 317,93% 1431,18% 2449,72% 3285,73% 1640,75%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.29 – Evolução dos estados não-medidos com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝑃𝜃,0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃1.
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(b) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃2.
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(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.30 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝑃𝜃,0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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A Figura 3.29 apresenta as estimativas dos estados 𝑥3 e 𝑥4, na qual cabe destacar,
assim como feito para o FKD, que os valores negativos observados só foram permitidos no FK,
porque na planta foram saturados em 0 cm, para tentar representar o sistema de forma mais
realista. Enquanto isso, pela Figura 3.30, é possível observar que as curvas verde e vermelha
(𝑃3𝜃,0 e 𝑃

4
𝜃,0) erraram o valor de 𝜃1 para mais, enquanto as curvas roxa e marrom (𝑃5𝜃,0 e 𝑃

6
𝜃,0) o

fizeram para menos. A situação se inverteu para 𝜃3. Assim como observado no FKD, esse
resultado ilustra o efeito da escolha de 𝑝3 na convergência dos parâmetros. Novamente, é
interessante notar que, apesar das curvas verde e vermelha estimarem 𝜃3 abaixo do valor
esperado, 𝑃3𝜃,0 e 𝑃

4
𝜃,0 apresentaram os melhores desempenhos nos índices de controle. De

forma semelhante ao FKD, a convergência dos parâmetros foi muito mais suave.

Agora, considerando somente 𝑃5𝜃,0, ainda para a condição inicial de 130% nos parâme-
tros desconhecidos, a Tabela 3.21 dispõe alguns casos estudados para a escolha dos fatores
de esquecimento da matriz 𝐿. Em seguida, pela Tabela 3.22, é possível observar que ajustar
o valor de esquecimento pode melhorar o desempenho do sistema, uma vez que as novas
informações passam a ser mais relevantes, como visto em 𝜆2, 𝜆4 e 𝜆6. No entanto, tornar o sis-
tema muito sensível a novas informações pode piorar o seu desempenho, como apresentado
em 𝜆3 e na saída 𝑦2 de 𝜆5. Além disso, todas as ações de controle apresentaram variância
menor em regime permanente. Esses resultados podem ser visualizados graficamente nas
Figuras 3.31, para as saídas, e 3.32, para as entradas.

Tabela 3.21 – Parâmetros da matriz 𝐿 no MQR-𝜆 (𝜆).

𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6
𝑙1 0,9998 0,999 0,9999 0,9995 0,9995
𝑙2 0,9999 1,0 0,9999 1,0 0,9995
𝑙3 0,9997 1,0 0,9995 0,9995 0,9995

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.22 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FK e MQR-𝜆 para
diferentes 𝜆 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6

ISE%
𝑦1 56,69% -42,66% 2,75% -37,01% -60,86% -45,42%
𝑦2 33,82% 33,99% 78,01% 20,21% 176,98% -22,98%

ITSE%
𝑦1 50,90% -42,85% 5,76% -34,09% -60,55% -45,44%
𝑦2 34,96% 34,12% 75,67% 20,22% 178,49% -24,33%

IAE%
𝑦1 28,78% -24,13% -1,26% -28,45% -37,81% -25,31%
𝑦2 16,44% 16,66% 38,72% 9,66% 74,35% -11,45%

ITAE%
𝑦1 26,02% -24,09% 0,24% -26,76% -37,46% -25,19%
𝑦2 17,43% 16,93% 38,01% 9,77% 75,64% -12,26%

TVC%
𝑢1 22,47% -11,38% -68,50% -28,76% -64,75% -28,60%
𝑢2 55,82% -5,76% -32,83% -15,32% -22,49% -1,96%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.31 – Evolução das saídas com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜆.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da ação de controle 𝑢1.
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(b) Evolução da ação de controle 𝑢2.

Figura 3.32 – Evolução das ações de controle com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜆.

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.23 – Resultado percentual da precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos
com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜆 em comparação com o FKEC (intervalo 1).

𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6

RMSE%

𝑥3 1892,13% 150,21% 1110,77% 1497,17% 2370,59% 961,39%
𝑥4 -36,14% 58,05% 85,50% 161,29% 102,82% 33,18%
𝜃1 547,59% 105,78% 388,67% 155,68% 500,64% 332,49%
𝜃2 262,59% -5,43% 275,42% 63,77% 113,36% 222,99%
𝜃3 2723,15% 387,04% 1942,67% 1896,70% 2889,43% 1234,90%

MAE%

𝑥3 2339,41% 155,91% 1379,34% 1845,61% 2912,63% 1200,82%
𝑥4 -42,21% 59,63% 45,10% 166,60% 102,00% 22,49%
𝜃1 559,97% 106,28% 383,56% 158,23% 502,59% 335,76%
𝜃2 282,73% -9,79% 295,38% 54,93% 121,40% 189,04%
𝜃3 3285,73% 414,22% 2348,72% 2267,12% 3449,65% 1474,74%

Fonte: Produzido pelo autor.
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A Tabela 3.23 apresenta os resultados percentuais obtidos para a precisão da estima-
ção, na qual é possível notar que, mesmo para parâmetros constantes, o ajuste do fator de
esquecimento pôde melhorar o desempenho na estimação dos parâmetros na maior parte
dos casos apresentados. No entanto, para os estados, apesar de melhorar para 𝑥3, piorou para
𝑥4. A evolução das estimativas dos estados não-medidos pode ser visualizada na Figura 3.33.
Enquanto isso, pela Figura 3.34, é possível observar que selecionar um fator de esquecimento
também envolve balancear a assimilação de novas informações com o grau de oscilação do
sinal. Por exemplo, apesar de 𝜆6 melhorar o desempenho das saídas, também fez com que o
valor de 𝜃2 oscilasse bem mais (curva marrom). Além disso, para valores muito pequenos, o
valor estimado pode ultrapassar o valor esperado, como visto nas curvas vermelha e roxa
(casos de 𝜆4 e 𝜆5).
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(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.33 – Evolução dos estados não-medidos com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜆.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃1.

0 250 500 750 1.000 1.250 1.500 1.750 2.000
Tempo (s)

0,0032

0,0034

0,0036

0,0038

0,0040

0,0042

2 (
1/

s)

Simulado
FK e MQR- 1 5130
FK e MQR- 2 5130
FK e MQR- 3 5130

FK e MQR- 4 5130
FK e MQR- 5 5130
FK e MQR- 6 5130

(b) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃2.
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(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.34 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜆.

Fonte: Produzido pelo autor.
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Por fim, considerando a variação na condição inicial dos parâmetros desconhecidos,
a Tabela 3.24 dispõe os valores de 𝑃𝜃,0 e 𝜆 de um dos melhores resultados obtidos para cada
caso. Assim como discutido para o FKEC, não foram encontradas matrizes 𝑃𝜃,0 com boa
convergência nos parâmetros para valores de 𝜃0 abaixo da condição nominal com 𝜆1. No
entanto, ajustando experimentalmente os valores de 𝜆 na matriz 𝐿, foi possível alcançar a
convergência. Os valores utilizados na matriz 𝐿 também estão dispostos na Tabela 3.24.

Tabela 3.24 – Parâmetros da matriz de covariância inicial no FK e MQR-𝜆 𝑗𝑖 (𝑃𝜃,0).

70% 80% 90% 110% 120% 130%
𝑃7𝜃,0/𝜆7 𝑃8𝜃,0/𝜆8 𝑃9𝜃,0/𝜆9 𝑃10𝜃,0/𝜆1 𝑃11𝜃,0/𝜆1 𝑃1𝜃,0/𝜆1

𝑝1 2×10−3 2,5×10−3 10−3 2,5×10−4 10−4 10−4
𝑝2 10−3 6×10−4 2,5×10−4 7,5×10−4 7,5×10−4 7,5×10−4
𝑝3 2×10−3 2,5×10−3 10−3 3,5×10−3 3,25×10−3 4,75×10−3
𝑙1 0,9995 0,9996 0,99975 1,0 1,0 1,0
𝑙2 0,9999 0,9999 0,9999 1,0 1,0 1,0
𝑙3 0,9994 0,9996 0,99975 1,0 1,0 1,0

Fonte: Produzido pelo autor.

Em seguida, pela Tabela 3.25, é possível observar que todos os valores calculados
se aproximaram, apesar de estar um pouco pior para a saída 𝑦2 em parte dos resultados,
do caso com FK ideal. De fato, isso indica que o sistema conseguiu alcançar a referência
desejada, como verificável pela Figura 3.35. Além disso, pela Figura 3.36, é possível notar
que as curvas da ação de controle oscilaram bem menos que as apresentadas para o FKEC
e de forma bastante semelhante à observada no FKD. No entanto, cabe destacar que, para
obter este resultado, foi preciso ajustar, além dos valores de 𝑃𝜃,0, os valores do fator de
esquecimento de cada parâmetro. Essa necessidade aumenta a complexidade de uso do
MQR-𝜆 em comparação com o FK para estimar parâmetros.

Tabela 3.25 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FK e MQR-𝜆 para
diferentes 𝜃0 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

ISE%
𝑦1 -51,32% -52,39% -50,00% -36,84% -41,27% -33,25%
𝑦2 -5,63% -12,32% -14,79% 16,90% 33,80% 53,87%

ITSE%
𝑦1 -51,44% -52,19% -49,73% -36,58% -40,89% -33,15%
𝑦2 -6,55% -13,69% -16,87% 17,06% 34,33% 54,76%

IAE%
𝑦1 -30,60% -30,78% -28,96% -19,85% -22,77% -17,67%
𝑦2 -3,53% -7,37% -9,29% 8,65% 16,99% 26,28%

ITAE%
𝑦1 -30,55% -30,66% -28,57% -19,50% -22,31% -17,41%
𝑦2 -3,83% -8,01% -10,20% 8,74% 17,49% 26,96%

TVC%
𝑢1 -46,30% -38,89% -26,67% -3,70% -1,48% -0,74%
𝑢2 -31,21% -28,32% -20,81% -3,47% -1,16% 0,58%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.35 – Evolução das saídas com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da ação de controle 𝑢1.
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(b) Evolução da ação de controle 𝑢2.

Figura 3.36 – Evolução das ações de controle com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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Enquanto isso, pela Tabela 3.26, é possível notar que, para todos os casos estudados,
o FK e MQR-𝜆 apresentou desempenhos semelhante ao observado no FKD, inclusive na
melhora de desempenho em estimação de 𝑥3 e 𝜃3 em relação ao FKEC para 𝜃0 abaixo da
condição nominal. A Figura 3.37 apresenta a estimação dos estados, na qual a partir de 500
segundos todos estão próximos a 0,6 cm, e a Figura 3.38 a dos parâmetros, na qual é possível
identificar como a estimativa se aproxima do valor esperado (linha preta tracejada) em todos
os casos. Além disso, em comparação com o FKD, é possível observar que a estimação de
todos os parâmetros é mais suave, ainda que 𝜃1 tenha uma oscilação maior no começo. No
entanto, essa troca vem com o aumento da oscilação em regime permanente, como observado
nas curvas azul, laranja e verde do 𝜃3.

Tabela 3.26 – Resultado percentual da precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos
com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜃0 em comparação com o FKEC (intervalo 1).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

RMSE%

𝑥3 -84,62% -91,04% -93,98% -6,79% -8,47% 32,25%
𝑥4 21,74% 2,19% -25,74% 2,62% 30,72% 30,53%
𝜃1 -67,83% -69,36% -78,88% -0,41% 29,73% -23,66%
𝜃2 67,04% 100,54% 134,56% -44,90% -32,67% 21,74%
𝜃3 -81,90% -89,01% -89,56% -46,45% 1,99% -11,32%

MAE%

𝑥3 -86,99% -92,34% -95,08% -0,53% -0,69% 48,80%
𝑥4 14,55% -1,89% -29,84% 3,18% 32,73% 32,60%
𝜃1 -70,99% -71,87% -80,43% 1,26% 33,64% -22,52%
𝜃2 62,08% 105,37% 147,61% -42,71% -38,99% 23,97%
𝜃3 -84,60% -90,70% -91,02% -50,01% 2,12% -13,85%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.37 – Evolução dos estados não-medidos com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃1.
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(b) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃2.
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(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.38 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FK e MQR-𝜆 para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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3.7 Estimação dual com FK e MME

De forma análoga às realizadas até então para a estimação dual, as equações de estado
foram escritas na forma da equação 2.6 (ver Seção 3.5). Dessa forma, a equação para os
parâmetros desconhecidos na forma matricial é dada por

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑧1,𝑘
𝑧2,𝑘
𝑧3,𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1,𝑘−1 0 0
0 𝑥4,𝑘−1 0
0 0 𝑢2,𝑘−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜙11,𝑘−1
𝜙24,𝑘−1
𝛾32,𝑘−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

;

𝐳𝑘 = 𝐷𝑇
𝑘 𝜽𝑘.

(3.45)

Com o sistema na forma da equação 2.6, é possível aplicar a abordagem descrita nas
equações 2.18 e 2.19 para estimar os parâmetros desconhecidos com a MME. Para tanto, o
FK foi inicializado com condição inicial 𝐱0 para o estados e a MME de acordo com a Tabela
3.3 para os parâmetros. Além disso, a matriz de covariância inicial do FK foi definida como
𝑃0 = 0,01𝐼4×4 e a matriz 𝐴𝛼 da MME foi definida como

⎧

⎨
⎩

𝛼𝑖 = 1 − exp
[
𝑇𝑝𝑚𝑙∕

√
𝛽𝑖
]
, 𝑖 = 1,2,3;

𝐴𝛼,𝑗 = diag {𝛼1, 𝛼2, 𝛼3}
(3.46)

em que 𝑝𝑚𝑙 é o polo mais lento do sistema emmalha fechada, ou seja, -0,0096 e 𝛽1, 𝛽2 e 𝛽3 são
valores que foram variados aos longo dos testes. Alémdisso, foi observado experimentalmente
que a MME apresentava melhor desempenho com 𝑘0 ≠ 0 e, portanto, seu valor foi ajustado
para 𝑘0 = 5 segundos, de modo que a MME só estima os parâmetros quando 𝐷† existe e o
tempo de simulação émaior que 5 segundos. Caso contrário, omodelomantém o último valor
estimado ou o valor inicial, se só tiver ele. Esse comportamento pode ser relacionado com
algum transiente presente durante os primeiros segundos e modificar o começo da estimação
da MME é equivalente a pular esses valores. Assim como para o caso ideal, o sistema em
malha fechada foi simulado no Simulink do MATLAB® ao longo de 2.000 segundos.

3.7.1 Resultados

Assim como realizado nas outras abordagens, o impacto da seleção dos parâmetros
𝛽 será discutido para a condição inicial de 130%. Para as outras condições, será apresentado
somente um dos melhores resultados obtidos. Neste capítulo, FK e MME 𝑗𝑖 denota o FK e
MME com a matriz 𝐴𝛼,𝑗 e a condição inicial 𝑖 dos parâmetros desconhecidos.

Para isso, a Tabela 3.27 apresenta alguns dos valores testados experimentalmente
para amatriz𝐴𝛼. Em seguida, a Tabela 3.28 mostra os resultados percentuais de desempenho
de controle para cada 𝐴𝛼. Observa-se que todos os resultados apresentados são melhores
ou aproximam-se do FK ideal quando não o superam. Isso implica que todos conseguiram
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alcançar a referência desejada em regime permanente de forma adequada. Além disso, o
TVC apresentado é menor do que o visualizado no FKEC, FKD e FK com MQR-𝜆 (até
cerca de 7 vezes menor que FK ideal). Considerando um balanço de todos os índices, 𝐴𝛼,4

apresenta o melhor desempenho nos critérios de controle. As Figuras 3.39 e 3.40 ilustram os
resultados discutidos na Tabela 3.28. Além das observações já realizadas, é possível notar que
o formato das curvas, tanto nas saídas quanto nas ações de controle, é bastante semelhante
ao observado nos outros casos de estimação dual, portanto, não serão feitos comentários
adicionais nessa parte.

Tabela 3.27 – Parâmetros da matriz 𝐴𝛼 no FK e MME 𝑗130.

𝐴𝛼,1 𝐴𝛼,2 𝐴𝛼,3 𝐴𝛼,4 𝐴𝛼,5 𝐴𝛼,6

𝛽1 2 1,3333 2,5 2,5 1,4286 2
𝛽2 10 6,6667 7,5 10 10 10
𝛽3 400 200 150 40 200 100

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.28 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FK e MME para
diferentes 𝐴𝛼 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

𝐴𝛼,1 𝐴𝛼,2 𝐴𝛼,3 𝐴𝛼,4 𝐴𝛼,5 𝐴𝛼,6

ISE%
𝑦1 -42,18% -39,00% -47,36% -58,76% -37,27% -50,67%
𝑦2 -4,33% -21,58% -4,19% 12,51% -13,44% 5,33%

ITSE%
𝑦1 -40,80% -37,12% -46,24% -58,05% -35,44% -49,63%
𝑦2 -6,22% -23,68% -5,98% 11,16% -15,51% 3,60%

IAE%
𝑦1 -24,12% -22,50% -27,20% -35,77% -21,66% -29,72%
𝑦2 -1,41% -10,76% -1,34% 6,74% -6,24% 3,43%

ITAE%
𝑦1 -22,94% -20,98% -26,17% -35,02% -20,22% -28,74%
𝑦2 -2,48% -12,07% -2,35% 6,06% -7,48% 2,50%

TVC%
𝑢1 -52,31% -46,10% -55,89% -85,93% -48,24% -70,84%
𝑢2 -44,86% -14,03% -50,37% -54,35% -28,06% -61,35%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da saída 𝑦1.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.39 – Evolução das saídas com o FK e MME para diferentes 𝐴𝛼.

Fonte: Produzido pelo autor.

Quanto ao desempenho de precisão nos estados não-medidos e nos parâmetros des-
conhecidos, todos conseguiram estimar 𝜃1 e 𝜃2 com erros de ordem próxima à observada no
FKEC. No entanto, somente 𝐴𝛼,1 obteve bom desempenho na estimação dos estados e parâ-
metros desconhecidos, como apresentado na Tabela 3.29. Em função disso, 𝐴𝛼,1 apresentou
o melhor desempenho geral na precisão. É importante destacar 𝐴𝛼,3, cuja precisão geral é
boa, mas apresenta erros elevados em 𝑥3 e 𝜃3. Assim como observado para as abordagens
anteriores, em comparação com o FK ideal, o erro na precisão dos estados foi maior para
todos os casos.
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Figura 3.40 – Evolução das ações de controle com o FK e MME para diferentes 𝐴𝛼.

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.29 – Resultado percentual de precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos
com o FK e MME para diferentes 𝐴𝛼 em comparação com o FKEC (intervalo 1).

𝐴𝛼,1 𝐴𝛼,2 𝐴𝛼,3 𝐴𝛼,4 𝐴𝛼,5 𝐴𝛼,6

RMSE%

𝑥3 79,39% 1182,90% 396,19% 2543,47% 827,48% 868,59%
𝑥4 48,49% 68,23% 40,90% 31,90% 63,42% 42,96%
𝜃1 19,46% 376,14% -7,60% 639,70% 267,90% 128,18%
𝜃2 103,02% 137,96% 129,46% 105,56% 101,87% 104,01%
𝜃3 26,57% 1535,72% 470,48% 3253,68% 1112,08% 1078,34%

MAE%

𝑥3 94,35% 1449,85% 478,73% 3141,19% 1009,72% 1077,25%
𝑥4 17,12% 23,74% 14,13% 12,16% 22,55% 16,56%
𝜃1 0,54% 377,75% -21,29% 650,92% 265,53% 120,54%
𝜃2 81,85% 113,09% 105,25% 83,33% 80,95% 82,54%
𝜃3 48,74% 1861,66% 582,83% 3922,26% 1353,67% 1312,39%

Fonte: Produzido pelo autor.

A Figura 3.41 apresenta a evolução da estimação dos estados 𝑥3 e 𝑥4. É possível notar
que as curvas apresentaram comportamento semelhante para 𝑥4, todas muito próximas a
partir de 500 segundos. Para 𝑥3, a diferença entre as curvas ficamais evidente, principalmente
as curvas laranja, vermelha e roxa (𝐴𝛼,2, 𝐴𝛼,4 e 𝐴𝛼,5). Enquanto isso, pela Figura 3.42, é
possível observar que a diferença apresentada em 𝑥3 também ocorre em 𝜃1. Além disso, o
formato apresentado pelas curvas 𝜃1 e 𝜃2 lembra o comportamento observado na estimação
com FK e MQR-𝜆 com a inserção do fator de esquecimento. Na prática, o funcionamento do
fator de esquecimento é equivalente a uma média móvel ponderada, na qual informações
mais recentes têm relevância maior. A diferença se dá na forma de assimilação.



90

0 250 500 750 1.000 1.250 1.500 1.750 2.000
Tempo (s)

0,2

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8
x 3

 (c
m

)

FK e MME 1130
FK e MME 2130
FK e MME 3130

FK e MME 4130
FK e MME 5130
FK e MME 6130

(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.41 – Evolução dos estados não-medidos com o FK e MME para diferentes 𝐴𝛼.

Fonte: Produzido pelo autor.

No entanto, é possível observar que a curva 𝜃3 é bastante distinta das apresentadas
anteriormente. Como o padrão de resposta se mantém para as diferentes combinações da
matriz 𝐴𝛼, é seguro entender que esse comportamento está relacionado com a condição
inicial na qual a MME foi submetida. A variação acentuada no valor do parâmetro coincide
com a queda nos valores de 𝑥3 e 𝑢2, como observável nos gráficos. Em função da estrutura
da equação, o valor não filtrado diminui muito rapidamente, de modo que nem mesmo o
ajuste de 𝛼3 conseguiu suavizar a curva. Dada a estrutura da MME, reformular o FK para
considerar as restrições físicas nos estados estimados (valores maiores ou iguais a zero) deve
suavizar a curva desse parâmetro e flexibilizar a escolha de 𝛼𝑖 dos outros dois para melhorar
os resultados na estimação.
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(b) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃2.
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(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.42 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FK e MME para diferentes 𝐴𝛼.

Fonte: Produzido pelo autor.
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Agora, considerando a variação na condição inicial dos parâmetros desconhecidos,
a Tabela 3.30 apresenta os valores de 𝐴𝛼 de um dos melhores resultados obtidos para cada
caso. Em seguida, pela Tabela 3.31, é possível observar que todos os valores calculados são
próximos ou melhores que o caso com FK ideal, indicando que o sistema conseguiu alcançar
a referência desejada (verificável na Figura 3.43). Além disso, o TVC apresentado é o menor
entre as abordagens estudadas e até cerca de 2 vezes menor que FK ideal. Além disso, pela
Figura 3.44, é possível notar que, assim como já observado para os outros casos de estimação
dual, as curvas da ação de controle oscilam bem menos que as apresentadas para o FKEC.

Tabela 3.30 – Parâmetros da matriz 𝐴𝛼 no FK e MME 𝑗𝑖.

70% 80% 90% 110% 120% 130%
𝐴𝛼,7 𝐴𝛼,8 𝐴𝛼,9 𝐴𝛼,10 𝐴𝛼,11 𝐴𝛼,1

𝛽1 5 6,67 10 10 6,67 2
𝛽2 100 100 100 40 18,18 10
𝛽3 5 6,67 10 20 133,33 400

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 3.31 – Resultado percentual dos índices de desempenho de controle com o FK e MME para
diferentes 𝜃0 em comparação com o FK ideal (intervalo 1).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

ISE%
𝑦1 -51,22% -48,67% -45,46% -47,86% -42,58% -42,18%
𝑦2 -9,86% -10,34% -1,11% 1,44% -1,85% -4,33%

ITSE%
𝑦1 -51,29% -48,80% -45,65% -47,60% -41,95% -40,80%
𝑦2 -13,00% -11,81% -1,68% 0,84% -2,94% -6,22%

IAE%
𝑦1 -29,92% -27,98% -25,58% -27,13% -23,46% -24,12%
𝑦2 -7,09% -6,32% -0,99% 0,56% -0,76% -1,41%

ITAE%
𝑦1 -29,87% -27,94% -25,54% -26,74% -22,83% -22,94%
𝑦2 -8,54% -6,99% -1,20% 0,27% -1,37% -2,48%

TVC%
𝑢1 -43,93% -35,83% -29,01% -28,47% -31,61% -52,31%
𝑢2 -29,71% -25,04% -20,74% -23,59% -28,95% -44,86%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(b) Evolução da saída 𝑦2.

Figura 3.43 – Evolução das saídas com o FK e MME para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(b) Evolução da ação de controle 𝑢2.

Figura 3.44 – Evolução das ações de controle com o FK e MME para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.

Enquanto isso, a Tabela 3.32 apresenta os resultados obtidos para a precisão da
estimação. É possível notar que, para todos os casos estudados, o FK e MME apresenta
resultado semelhante às abordagens duais já discutidas e consegue melhorar o desempenho
na estimação de 𝜃3 quando comparado ao FKEC. A Figura 3.45 apresenta a estimação dos
estados, na qual a partir de 750 segundos todos estão próximos a 0,6 cm, e a Figura 3.46 a dos
parâmetros, na qual é possível observar como a estimativa se aproximou do valor esperado
(linha preta tracejada) em todos os casos. Além disso, é possível identificar que a curva roxa
(caso 120%) também apresenta uma queda mais acentuada no valor do parâmetro 𝜃3, assim
como valores negativos em 𝑥3. Esse resultado corrobora a discussão realizada para o caso de
130% sobre a causa dessa variação brusca nos valores estimados para esse parâmetro.
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Outro ponto de destaque é a forma como os parâmetros convergem. De fato, ela é
bem mais suave que as do FKD e do FK comMQR-𝜆, no qual foi preciso regular o fator de
esquecimento para as condições abaixo dos valores nominais. Observa-se como as curvas
azul, laranja, verde e vermelha se aproximam dos valores esperados mais lentamente. Esse
tipo de resultado sugere que a abordagem com a MME tem grande potencial para aplicações
práticas, uma vez que consegue incorporar as novas informações de forma gradual sem
precisar de mais parâmetros (além dos valores 𝛼𝑖 e do instante 𝑘0). Por levar em conta a
dinâmica do sistema (polos mais lentos), essa abordagem busca evitar que frequências não
modeladas sejam excitadas e garante que os parâmetros se alterem mais lentamente que os
estados.

Tabela 3.32 – Resultado percentual de precisão dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos
com o FK e MME para diferentes 𝜃0 em comparação com o FKEC (intervalo 1).

70% 80% 90% 110% 120% 130%

RMSE%

𝑥3 -90,91% -89,85% -90,21% -2,68% 11,82% 79,39%
𝑥4 -24,01% -3,43% 9,43% 20,47% 17,23% 48,49%
𝜃1 -82,06% -68,18% -70,13% 37,27% 10,86% 19,46%
𝜃2 166,17% 77,85% 12,78% 91,11% 71,65% 103,02%
𝜃3 -84,24% -89,87% -89,08% 100,75% -25,48% 26,57%

MAE%

𝑥3 -92,55% -91,28% -91,89% 1,22% 14,83% 94,35%
𝑥4 -33,68% -8,76% 7,74% 18,92% 5,51% 17,12%
𝜃1 -84,57% -70,72% -72,60% 25,77% -1,80% 0,54%
𝜃2 181,34% 83,13% 3,27% 81,93% 54,63% 81,85%
𝜃3 -86,08% -91,10% -90,33% 82,68% -25,91% 48,74%

Fonte: Produzido pelo autor.
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(a) Evolução da estimativa do estado 𝑥3.
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(b) Evolução da estimativa do estado 𝑥4.

Figura 3.45 – Evolução dos estados não-medidos com o FK e MME para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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(c) Evolução da estimativa do parâmetro 𝜃3.

Figura 3.46 – Evolução dos parâmetros desconhecidos com o FK e MME para diferentes 𝜃0.

Fonte: Produzido pelo autor.
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3.8 Resumo dos Resultados

Neste capítulo, a estimação simultânea em malha fechada foi explorada em um
sistema MIMO linearizado através de quatro abordagens, uma conjunta e três duais. Para
tanto, três parâmetros da planta foram definidos como desconhecidos. Em cada abordagem,
foram variados a condição inicial dos parâmetros desconhecidos, a configuração da matriz
de covariância inicial, o valor do parâmetro 𝜆 ou o valor do parâmetro 𝛼. O resultados foram
avaliados em termos de critério de controle e critérios de precisão, e comparados com o FK
ideal (caso no qual se conhecem as características estatísticas do ruído e os parâmetros da
planta). A seguir, são apresentados um resumo dos resultados obtidos para cada método
estudado e uma discussão sobre os resultados gerais:

• Estimação conjunta com FKEC: O FKEC obteve desempenho próximo ao FK ideal
nos índices de controle para todas as condições iniciais, mas não convergiu o valor
de 𝜃3 para as condições iniciais abaixo do valor nominal. De fato, o FKEC apresentou
desempenho de controle próximo ao FK ideal em 𝑦2, até 2 vezes melhor em 𝑦1 e
até 1,32 vezes melhor nas entradas. Além disso, a precisão do FKEC na estimação
se mostrou sensível à escolha da matriz de covariância inicial. Por fim, apesar de
apresentar bons resultados, o FKEC apresentou curvas com fortes oscilações, tanto
nas ações de controle quanto nos valores estimados dos parâmetros, o que pode excitar
frequências não modeladas em aplicações reais;

• Estimação dual com FKD: De forma análoga ao FKEC, o FKD obteve desempe-
nho nos índices de controle próximo ao FK ideal para todas as condições iniciais
(semelhante ao FKEC, mas com maior variação nos resultados de 𝑦2) e, além disso,
convergiu para os valores corretos dos parâmetros desconhecidos em todos os casos. O
FKD melhorou em até 50 vezes os resultados do FKEC no 𝜃3 com uma piora de até
2 vezes no 𝜃2 para valores abaixo da condição nominal de 𝜃0. Para cenários acima, o
desempenho entre os dois foi próximo. Os resultados de estimação do FKD também
se mostraram sensíveis à escolha da matriz de covariância inicial. Por fim, o FKD
conseguiu suavizar as curvas de ação de controle e de estimação em relação ao FKEC,
mas, para os casos abaixo da condição nominal, os parâmetros não foram estimados
tão suavemente como observado para os casos acima da condição nominal;

• Estimação dual com FK eMQR-𝝀: O FK comMQR-𝜆 também obteve resultados
próximos ao FK ideal nos índices de controle, mas piores que os observados para as ou-
tras abordagens para os casos acima da condição nominal. A precisão na estimação foi
semelhante ao FKD, tanto para valores acima quanto para valores abaixo da condição
nominal de 𝜃0. A matriz de covariância inicial também afetou a precisão na estimação
dos estados e, além disso, o fator de esquecimento 𝜆 permitiu uma melhora no desem-
penho da abordagem, mesmo para parâmetros constantes. Os melhores resultados são
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obtidos com o ajuste de um 𝜆 para cada saída do MQR. Em função da flexibilidade do
fator de esquecimento, o FK comMQR-𝜆 também convergiu para os valores corretos
dos parâmetros desconhecidos em troca de uma aumento na oscilação dessas curvas
em regime permanente. De fato, esse ajuste permitiu que os resultados obtidos para as
condições abaixo do valor nominal fosse mais suaves que no FKD, com TVC até 1,86
vezes melhor que o FK ideal nas entradas.

• Estimação dual com FK eMME: Assim como as outras abordagens de estimação
dual, o FK comMME convergiu para os valores corretos dos parâmetros desconhecidos
para todas as condições iniciais e obteve resultados próximos ao FK ideal nos índices de
controle (semelhantes aos observados no FKEC). O TVC apresentado nesta estratégia
foi até 2 vezes melhor que o FK ideal. O destaque ocorre na forma com a qual os
parâmetros convergiram, que foi suave para todos os parâmetros e em quase todos os
casos (a exceção foi 𝜃3 para as condições iniciais de 130% e 120% do valor nominal, em
função da falta de restrição no FK). Assim como observado com amatriz de covariância
inicial nas outras abordagens, o FK comMME foi sensível à escolha do parâmetro 𝛼 da
média móvel e os melhores resultados foram obtidos com a escolha adequada de um
𝛼 para cada parâmetro estimado. Por fim, um recurso introduzido nessa abordagem
foi o parâmetro 𝑘0, que regula o instante no qual a estimação começa e permite saltar
transientes fortes;

• Desempenho geral no controle: Considerando, exclusivamente, o desempenho
apresentado nos índices de controle e as curvas de ação de controle e saída, é possí-
vel afirmar que o FK com MME apresentou os melhores resultados. Mesmo que os
resultados no controle das saídas sejam semelhante entre as abordagens para todas as
condições iniciais, a estimação dual com FK e MME apresentou os menores valores de
TVC em regime permanente e as ações de controle com menos oscilações no começo
da simulação. Como abordado ao longo do capítulo, isso sugere que essa abordagem
tem potencial para aplicações reais, uma vez que evita que frequências não modeladas
sejam excitadas;

• Desempenho geral na estimação: Levando em conta somente o desempenho na
precisão da estimação e as curvas dos estados não-medidos e parâmetros desconhecidos,
os destaques são as abordagens de estimação dual. De fato, a estimação conjunta não
conseguiu bom desempenho em metade das condições testadas. De maneira geral, os
métodos duais apresentaram resultados próximos nos parâmetros e o FKD se destacou
positivamente nos estados. Apesar de não ter os melhores resultados na precisão,
somente o FK com MME conseguiu estimar os parâmetros de forma suave para a
maioria dos casos;

• Complexidade de ajuste: Neste trabalho, os valores de 𝑃0 relacionados aos estados
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originais permaneceram inalterados e os outros parâmetros foram ajustados experi-
mentalmente em cada uma das abordagens. Nesse contexto, no FKEC, foi necessário
o ajuste de 3 parâmetros e o cálculo das matrizes Jacobianas. Enquanto isso, o FKD
precisou do ajuste de até 6 parâmetros, 3 de 𝑃𝜃,0 e 3 de 𝑄𝜃. Analogamente, o FK com
MQR-𝜆 também precisou do ajuste de até 6 parâmetros, 3 de 𝑃𝜃,0 e 3 fatores 𝜆. Por fim,
no FK comMME, foi necessário ajustar 4 parâmetros, 3 fatores 𝛼 e o 𝑘0. Então, levando
em conta o número de valores a serem ajustados e os cálculos a serem realizados, o FK
com MME é a abordagem com a menor complexidade. Em aplicações reais, menos
parâmetros implica em menos hipóteses, o que pode reduzir a quantidade de pontos
de falha.

A Figura 3.47 abaixo apresenta as curvas obtidas em cada um dos métodos testados
na condição inicial de 70% nos parâmetros desconhecidos para os resultados com maiores
diferenças entre as abordagem, ou seja, entradas e parâmetros. De fato, os resultados resumi-
dos nos tópicos acima sobre a forma suave de estimação, o alcance das referências desejadas
e a variação nas ações de controle podem ser facilmente observados nas figuras.

0 250 500 750 1.000 1.250 1.500 1.750 2.000
Tempo (s)

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

u 1
 (V

)

FKEC
FKD

FK e MQR-
FK e EMA

(a) Evolução da entrada 𝑢1.

0 250 500 750 1.000 1.250 1.500 1.750 2.000
Tempo (s)

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

u 2
 (V

)

FKEC
FKD

FK e MQR-
FK e EMA

(b) Evolução da entrada 𝑢2.

0 250 500 750 1.000 1.250 1.500 1.750 2.000
Tempo (s)

0,99725

0,99750

0,99775

0,99800

0,99825

0,99850

0,99875

0,99900

0,99925

1 (
1/

s)

Simulado
FKEC
FKD

FK e MQR-
FK e EMA

(c) Evolução estimativa do parâmetro 𝜃1.
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Figura 3.47 – Comparação das ações de controle e estimação dos parâmetros desconhecidos para as
abordagens testadas na condição inicial de 70% nos parâmetros desconhecidos.



99

4 Conclusões

Ao longo deste trabalho, a estimação simultânea de estados e parâmetros foi explorada
no contexto de sistemas lineares em malha fechada. Para tanto, as seguintes etapas foram
realizadas:

• Inicialmente, foram apresentados os principais conceitos teóricos relacionados com a
estimação simultânea, filtro de Kalman e métodos de mínimos quadrados;

• Em seguida, foi introduzida a formulação proposta neste trabalho para estimar os
parâmetros desconhecidos de um sistema a partir do filtro demédiamóvel exponencial.
Para tanto, foi considerada a aproximação da média móvel como um filtro contínuo
de primeira ordem de modo que o estimador pudesse levar em conta a dinâmica do
sistema e aspectos presentes em sistemas reais de forma simples de entender e aplicar.
A abordagem proposta também foi integrada com o filtro de Kalman para estimação
dual em sistemas lineares;

• Depois, as principais estratégias de estimação simultânea e a estratégia proposta foram
testadas para diferentes condições iniciais dos parâmetros desconhecidos em um
sistema MIMO linearizado amplamente conhecido na literatura de controle. Para
tanto, as abordagens de estimação foram implementadas em ambiente simulado, por
meio do Simulink do MATLAB®, em malha fechada com um controle adaptativo;

• Por fim, alguns dos fatores que influenciam cada abordagem foram investigados e
os resultados de cada teste foram comparados de forma quantitativa por meio de
índices de desempenho de controle e métricas de precisão. Essa estratégia permitiu
comparar os métodos de estimação simultânea em mais aspectos além da qualidade
da estimativa. A partir de uma análise qualitativa das curvas obtidas, foi possível
relacionar o resultado de cada abordagem com problemas que podem ser observados
na implementação em sistemas reais.

Em função disso, é possível afirmar que tanto o objetivo geral quanto os objetivos
específicos propostos para este trabalho na Seção 1.5 foram atingidos. Além disso, a for-
mulação proposta para estimação dual com FK e MME se apresenta como uma estratégia
com potencial de aplicação em sistemas reais por levar em conta a dinâmica do sistema em
questão, aspectos de robustez e facilidade de implementação. Os resultados apresentados
por essa abordagem são comparáveis aos melhores resultados observados, tanto em relação
ao controle quanto na precisão dos valores estimados, no entanto são necessárias mais
validações da proposta antes de planejar sua implementação em um sistema real.
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4.1 Contribuições

Este trabalho destaca as seguintes contribuições:

1. Desenvolvimento de uma nova abordagem de estimação dual com FK e MME levando
em consideração a dinâmica do sistema estimado, as características da ação de controle
e facilidade de implementação (ver Seção 2.3 e 3.7);

2. Análise quantitativa e qualitativa da influência das principais técnicas estimação
simultânea no controle em malha fechada de sistemas lineares, bem com a discussão
sobre os fatores que as influenciam na presença de cenários com diferentes condições
iniciais (ver Capítulo 3);

4.2 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros, recomenda-se as seguintes tarefas:

1. Investigar as abordagens apresentadas para outros cenários de estimação, isto é, sistema
MIMO linear com parâmetros desconhecidos variantes no tempo e sistemas não-
lineares (com parâmetros variantes ou não);

2. Investigar as abordagens descritas para sistemas MIMO lineares e não-lineares com
adaptação das matrizes de covariância de ruído de processo e de medição do FK;

3. Investigar o desempenho das abordagens apresentadas para outros conjuntos de parâ-
metros desconhecidos em malha fechada ou com variação dos parâmetros do covari-
ância dos estados;

4. Investigar o desempenho das estratégias apresentadas com controlesmais agressivos ou
com outras técnicas presentes na literatura, como controlador PI e controle escalonado;

5. Formular uma estrutura matemática de seleção dos parâmetros 𝛼 da MME para sim-
plificar o ajuste desse filtro para diferentes sistemas;

6. Implementar as estratégias estudadas em sistemas reais para validar os resultados
observados durante as simulações.
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