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Resumo

A Diferenciacdo Automatica (DA), é um conjunto de técnicas para avaliar derivadas, de fungoes
matematicas diferenciaveis a partir de um programa que calcule seu valor num determinado
ponto. Este trabalho visa importar uma biblioteca de DA em um algoritmo classico de otimi-
zagdo, o Gradiente Espectral Projetado (SPG). A intencdo é automatizar a rotina responsavel
pelo célculo das das derivadas de primeira ordem, eliminando a necessidade de configuracao
manual por parte do usudrio. A pesquisa foi dividida em duas partes: a definicdo de uma bi-
blioteca DA adequada, a partir da andlise de algumas das bibliotecas de DA disponiveis na
comunidade, e a integracao dessa técnica ao algoritmo SPG. O resultado obtido é uma versao
do SPG simplificada, que dispensa o célculo das derivadas de primeira ordem, tornando seu uso

mais simples do ponto de vista de implementacao do problema de otimizagao a ser resolvido.

Palavras-chave: diferenciacao automéatica. SPG. otimizagao.



Abstract

Automatic Differentiation (AD) is a set of techniques for evaluating derivatives of differentiable
mathematical functions from a program that calculates their value at a certain point. This work
aims to import an AD library into a classic optimization algorithm, the Projected Spectral
Gradient (SPG). The intention is to automate the routine responsible for calculating first-
order derivatives, eliminating the need for manual configuration by the user. The research
was divided into two parts: the definition of a suitable AD library, based on the analysis of
some of the AD libraries available in the community, and the integration of this technique into
the SPG algorithm. The result obtained is a simplified version of the SPG, which dispenses
with the calculation of first-order derivatives, making its use simpler from the point of view of

implementing the optimization problem to be solved.

Key-words: automatic differentiation. SPG. optimization.
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1 Introducao

A Diferenciagdo Automética (DA) consiste em um conjunto de técnicas que se baseiam
na regra da cadeia e sao utilizadas para calcular as derivadas de uma fun¢ao de forma precisa
e eficiente (BAYDIN et al., 2018). Existem diversas &reas de aplicagdo para a Diferenciacao
Automatica, incluindo otimizagao de funcgoes, controle de processos, modelagem matematica,
aprendizado de maquina, entre outros. No entanto, é no ramo de otimizacao de fungdes nao line-
ares que a DA tem maior destaque (GRIEWANK; WALTHER, 2003). H4 duas técnicas de DA:
a diferencia¢io automdtica direta e a diferenciagio automdatica reversa (BARTHOLOMEW-
BIGGS et al., 2000).

Na diferenciacdo automatica direta, a funcao é representada como uma combinacao de
operacoes elementares, como adi¢ao, multiplicacao, exponenciagao, entre outras. Cada opera-
¢ao elementar ¢ definida por uma regra matematica simples, que permite calcular a derivada
da funcao em relacao as suas variaveis independentes. Essas regras sao combinadas em uma
estrutura de dados chamada grafo de computacao, que permite calcular a derivada da funcao
em um ponto especifico (BAYDIN et al., 2018).

Em contrapartida, na diferenciacdo automatica reversa, a funcao é avaliada em uma
direcao reversa, partindo de sua saida em direcao as variaveis de entrada. Essa abordagem
permite calcular as derivadas parciais de uma fun¢dao em relagao a cada uma de suas variaveis
independentes simultaneamente, com um nimero minimo de avaliagoes da funcao. Essa técnica
revela-se especialmente 1til ao lidar com func¢des que possuem muitas variaveis independentes

ou quando a fungdo tem varias entradas e apenas uma saida (CORLISS et al., 2002).

Como mencionado anteriormente, a otimizagdo desempenha um papel fundamental na
computacao, levando ao desenvolvimento de diversos algoritmos para abordar esse tipo de
desafio. Um desses métodos notéveis é o SPG (Spectral Projected Gradient - SPG)*, conhecido
por minimizar fungdes suaves em um conjunto fechado e convexo. O algoritmo SPG realiza
iteracoes projetando o gradiente de uma fungdo em um subespago que respeita as restri¢coes do
problema. Apesar de ser considerado um método lento, devido ao uso exclusivo de derivadas
de primeira ordem, destaca-se por sua simplicidade de implementacao e eficacia em problemas
de larga escala (BIRGIN; MARTINEZ; RAYDAN, 2000).

O SPG foi originalmente implementado em Fortran 77. De acordo com Birgin, Martinez
e Raydan (2001), para utilizar o pacote, o usuario deve fornecer trés rotinas: uma para avaliar
a funcao objetivo, outra para avaliar seu gradiente e uma terceira para projetar um ponto arbi-
trario na regiao viavel do problema. Por sua simplicidade e eficdcia pratica, esse software é am-
plamente utilizado em diversas areas, incluindo financas (JUNIOR; PAMPLONA; SALOMON,
2014), melhoria de previsoes de trilha de ciclones tropicais (ZHOU; TOTH, 2020), reconheci-

1

<https://www.ime.usp.br/~egbirgin/tango/codes.php#spg>
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mento de expressoes faciais (BEJAOUI; GHAZOUANI; BARHOUMI, 2019) e otimiza¢ao na
resolucao de imagens (LIMA, 2012). Pela sua simplicidade e ampla aplicacao, escolheu-se o SPG
como método de otimizacao para importar uma biblioteca de diferenciacdo automatica, com o
objetivo de eliminar a necessidade do usuario fornecer uma rotina para calcular o gradiente da

funcao.

Diante do exposto, o desafio é, objetivar as pesquisas acerca das bibliotecas que utilizam
a Diferenciagdo Automatica, selecionar a mais adequada para ser utilizada no SPG. Isso se deve
ao fato de que a configuracao manual das rotinas pelo usuario pode ser complexa e suscetivel
a erros. A biblioteca de DA assumira a responsabilidade de calcular os gradientes, eliminando
a necessidade do usuario de configurar essa rotina. Isso resultara na automacao desse aspecto,

facilitando o uso do solver.

1.1 Problema

A primeira etapa deste trabalho consistiu em compreendermos como poderiamos usar
a diferenciacdo automatica para auxiliar na automatizacao das rotinas de calculo. Isso é par-
ticularmente relevante, considerando que o desenvolvimento manual de cédigo para avaliar as
derivadas parciais de uma func¢do é um processo tedioso e propenso a erros (BARTHOLOMEW-
BIGGS et al., 2000). Apesar de ser uma técnica amplamente utilizada, persistem duvidas e

desafios significativos em relacao ao seu uso.

A segunda etapa deste trabalho envolve a selecao de uma biblioteca que contemple a
implementagao do algoritmo de Diferenciagdo Automatica (DA), a ser posteriormente integrada
ao software SPG. Dado que o SPG é um método de primeira ordem, ou seja, lida com derivadas
de primeira ordem da funcao objetivo, a aplicacao de técnicas de DA torna-se relevante para
o projeto. Essa escolha visa proporcionar ao usudario a conveniéncia de nao precisar calcular
manualmente as derivadas parciais de uma funcao especifica, que consequentemente resulta na

reducao do tempo gasto em configuragoes manuais, facilitando o uso do solver para o usuario.
Diante disso, a questao de pesquisa desse trabalho é:

Como integrar diferenciagdo automdtica num método de otimizac¢io como o SPG?

1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é implementar uma estratégia de Diferenciagao Automatica

(DA) no algoritmo SPG. Para alcangar esse objetivo, serao realizados os seguintes passos:

1. Fazer um levantamento das bibliotecas que implementam DA.
2. Avaliar a popularidade das bibliotecas de DA na literatura.

3. Integrar uma biblioteca de DA na implementac¢ao do SPG.
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4. Validar a implementagao do SPG com DA por meio de experimentacao numérica.

1.2.1 Procedimentos Metodoldgicos

Com o proposito de alcangar o objetivo almejado, serd executada uma revisao biblio-
grafica sobre a técnica de Diferenciacao Automatica (DA), suas aplicagoes e implicagdes para
a otimizacdo, incluindo uma analise das diferentes bibliotecas de DA existentes, avaliando suas

caracteristicas e adequacao para o proposito deste trabalho.

1.3 Organizacao do Trabalho

Este trabalho de conclusao de curso esta organizado em cinco capitulos, cada um abor-

dando uma etapa do processo de pesquisa.

o Capitulo 1 - Introducgao: neste capitulo sao apresentados o contexto do trabalho, o

problema que foi estudado e os objetivos deste trabalho.

o Capitulo 2 - Referencial Tedrico: sdo apresentadas as principais técnicas de Diferenci-
acao Automatica, suas aplicagoes e implicagoes para a otimizacao, as principais bibliotecas
de DA, e como implementar e integrar essa técnica em solvers. Também foi descrito so-
bre o software de Gradiente Espectral Projetado, além de explicar em sintese a projecao

ortogonal.

o Capitulo 3 - Implementacao da Diferenciacao Automatica no SPG: é descrito
o processo de integragdo da técnica de Diferenciagdo Automatica (DA) no algoritmo de
Gradiente Espectral Projetado (SPG). Foram abordados os principais pontos relacionados
a estrutura do SPG, detalhando como a DA foi incorporada ao algoritmo. Foram apre-
sentados os objetivos e motivagoes para essa implementacgao, além de discutir as etapas
e desafios envolvidos no processo. Ao final do capitulo, sdo destacadas as contribui¢oes
e os resultados obtidos com essa importacao da biblioteca de DA junto ao solver SPG,
reforcando que esse processo facilita na utilizagdo do solver, pois nao precisara configurar

manualmente as derivadas de primeira ordem do SPG.

o Capitulo 4 - Analise dos Resultados: é apresentada a avaliagao dos resultados obtidos

a partir da implementacao da Diferenciacdo Automéatica no SPG.

o Capitulo 5 - Discussao e conclusao ¢ apresentada uma sintese dos principais resul-
tados alcancados. Consideracoes finais sobre a eficacia das metodologias empregadas, a
aplicabilidade dos resultados e as perspectivas para pesquisas futuras. Enfatizamos a im-
portancia deste trabalho na ampliacao do entendimento sobre o tema estudado e como

pode servir de base para futuros estudos e aplica¢oes praticas.
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?2 Referencial Teérico

No processo de realizagao da revisao bibliografica, foram adotadas estratégias para iden-
tificar fontes de informacao relevantes para o tema em questdo. Para isso, foram utilizadas
palavras-chave especificas, como: DA, AutoDiff, AD, Automatic Differentiation, SPG, AD pac-
kages, optimization, entre outras. Apds isso, delimitou-se um periodo de tempo especifico, para
ter fontes relativamente recentes sobre o tema. Além disso, foram consultadas as principais ba-
ses de dados académicas, como Scopus, Siam, Periddico Capes, ACM Digital Library e Google
Scholar visando obter uma ampla cobertura da literatura disponivel. A revisao bibliografica
adotada neste trabalho seguird uma estrutura de revisao narrativa, na qual serao apresenta-
das as diversas areas de pesquisa abrangidas pela revisao. Isso inclui explorar o histérico do
tema, analisar as aplicagOes praticas relacionadas e identificar as tendéncias recentes na area de
estudo. Essa abordagem permite uma andlise abrangente e contextualizada do conhecimento

existente, proporcionando uma visdo mais completa do estado atual da pesquisa.

Ao adotar essa metodologia, é esperado uma compreensao aprofundada sobre o tema,
desafios e lacunas de conhecimento na drea em questao. Isso possibilita embasar de forma soélida
as discussoes e argumentagoes apresentadas ao longo do trabalho, além de fornecer um contexto
relevante para a formulagdo de hipoteses e a definicao dos objetivos da pesquisa. Portanto, o
referencial tedrico desempenha um papel fundamental nesta etapa inicial do trabalho, provendo
um panorama abrangente e atualizado das pesquisas existentes, auxiliando na identificacao de

hiatos a serem exploradas, contribuindo para o embasamento tedrico e cientifico do estudo.

2.1 Gradiente Espectral Projetado (SPG)

O SPG (BIRGIN; MARTINEZ; RAYDAN, 2001) é uma extensio do método do gradi-
ente projetado, que foi originalmente desenvolvido para otimizacao com restri¢oes de igualdade
e desigualdade. Essa técnica adiciona uma etapa de projecao do gradiente no conjunto viavel do
problema, em cada iteragao, para garantir que o proximo ponto esteja dentro do conjunto viavel.
E um método eficaz para miniminizar funcdes suaves em conjuntos convexos, e foi introduzido

em um estudo pioneiro de Barzilai e Borwein Birgin, Martinez e Raydan (2014).

Para entender melhor o SPG, é importante notar que a ideia central do método ¢é a
atualizagdo da solucao com base em um passo de tamanho variavel ao longo da direcao do
gradiente, mas também incorporando uma projecao dentro das condigdes do problema. Como
ja foi destacado, o algoritmo foi projetado para lidar com problemas de otimizacao que incluem
restri¢Oes, isso significa que ha limitagoes em que as variaveis de decisao devem ser mantidas
dentro de determinados intervalos. Essas restricoes podem ser definidas pelas caracteristicas do
problema ou pelas regras impostas pelas leis fisicas ou regulatérias. Vale a pena ressaltar que o

método possui duas etapas principais, o calculo do gradiente da func¢ao objetivo e projecao do
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passo do gradiente dentro do conjunto definido pelas restrigoes do problema.

No céalculo do gradiente da fungao objetivo, a sua magnitude indica a taxa de mudanca
da funcdo em relagao as variaveis do problema. Em cada iteracao do algoritmo, o gradiente é
calculado e usado para definir a direcao da busca pela solugao 6tima. O algoritmo entao segue
na direcdo oposta do gradiente, procurando minimizar a fungdo objetivo. Por outro lado, a
projecao do passo é necessaria para garantir que a solucao se mantenha dentro das restri¢oes
do problema (BIRGIN; MARTINEZ; RAYDAN, 2000).

O algoritmo SPG possui varias vantagens, destacando-se nos seguintes aspectos:

o Versatilidade: Além de sua aplicagao geral, o SPG demonstra versatilidade ao ser apli-
cavel a uma ampla classe de problemas de otimizacgao, incluindo, mas nao se limitando a,
problemas de programacao quadratica (BIRGIN; MARTINEZ; RAYDAN, 2000), proble-

mas de programacao semidefinida e problemas de programacao nao-linear.

» Boas Propriedades de Convergéncia: O SPG é conhecido por apresentar uma rapida
taxa de convergéncia, aproximando-se da solucao em um numero limitado de iteragoes
(BIRGIN; MARTINEZ; RAYDAN, 2000). Sua capacidade de convergéncia global faz com

que seja eficaz na busca de minimizadores locais aproximados da fungao objetivo.

o Facilidade de Implementacao: A implementacao do SPG é relativamente facil e pode
ser adaptada para lidar com diferentes tipos de restrigoes (LLAVE, 2012). Isso contribui

para sua acessibilidade e uso em diferentes contextos de otimizacao.

o Efetividade para Restrigoes de Caixa: O SPG destaca-se por sua efetividade em pro-
blemas de otimizacao com restri¢coes de caixa, comuns em muitas aplicacoes praticas. A
projecao utilizada no SPG, explorando a propriedade da caixa, contribui para sua efetivi-
dade, procurando encontrar solugdes que satisfacam as restrigoes estabelecidas (BIRGIN;
MARTINEZ; RAYDAN, 2001).

Além disso, o algoritmo SPG é amplamente utilizado em muitas areas de pesquisa e
aplicacao, incluindo ciéncia da computacgao, engenharia, financgas, biologia, entre outras. Abaixo
serao apresentados alguns exemplos de problemas onde o algoritmo SPG foi aplicado, que

comprovam como o software esta sendo utilizado em diferentes contextos:

e Melhorias de previsoes de trilha de ciclones tropicais: O software foi aplicado com
o objetivo de minimizar o erro de previsao da trajetoria de ciclone, o estudou apresentou

uma melhora significativa na otimizac¢ao das previsdes (ZHOU; TOTH, 2020).

o Otimizacgao de portfélio de investimentos: O SPG foi utilizado para resolver proble-
mas de otimizagao de portfélio de investimentos com restrigoes de caixa em que o objetivo
era maximizar o retorno do investimento sujeito a restri¢oes de risco e diversificagdes (JU-

NIOR; PAMPLONA; SALOMON, 2014).
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 Reconhecimento de expressoes faciais: Foi utilizado para otimizar a fungdo de perda
do modelo de aprendizado de maquina usado para classificar as expressoes faciais (BE-
JAOUI; GHAZOUANI; BARHOUMI, 2019).

o Otimizacao de redes neurais: O SPG foi usado em problemas de otimizacao de redes
neurais com restrigoes de caixa em que o objetivo era ajustar os pesos e viés da rede
para minimizar a funcao de perda sujeita a restricdes de capacidade de processamento e
armazenamento (KEERTHI et al., 2001).

e Ajuste de modelos de regressao linear com restrigoes lineares: O projeto foi

aplicado para auxiliar um modelo de regressao linear sujeito a um conjunto de restrigoes
nas variaveis de entrada (POLYAK; JUDITSKY, 1992).

e Otimizacao na resolugcao de imagem: O software foi utilizado para solucionar um
problema de Compressive Sensing, que consiste em recuperar o sinal original a partir das
amostras (LLAVE, 2012).

o Otimizacao associados a maquinas de suporte vetorial: O software SPG foi utili-
zado para otimizar na tarefa de encontrar o hiperplano 6timo que separa as duas classes

de dados com a maior margem possivel (CORES et al., 2008).

o Calculo de perturbacgoes condicionais nao-lineares 6timas: Foi aplicado para en-
contrar uma perturbacao 6étima em um sistema nao-linear, que minimiza a norma de uma
fungéo objetivo sob uma restrigdo dada (LIMA, 2012).

Para utilizar o SPG, um usuario precisa fornecer trés rotinas que definem o problema:
uma que calcule a func¢ao objetivo num determinado ponto, outra que calcule sua derivada de

primeira ordem e outra que calcule a projecao de um ponto no conjunto viavel do problema.

2.1.1 O algoritmo

De acordo com Birgin, Martinez e Raydan (2001) o método do Gradiente Espectral

Projetado ¢ usado para resolver o seguinte problema:

min f(x)

(2.1)
suj. a x € A,

onde f:R"” — R é uma func¢ao que possui pelo menos derivadas de primeira ordem continuas

e A é o conjunto de pontos viaveis para o problema.

A ideia do algoritmo é a seguinte: na iteracdo k, calculamos uma direcao de descidal
d* e calculamos um tamanho de passo ¢, < 1 para que z* + t,d* satisfaca alguma condicdo
de decréscimo suficiente da funcdo objetivo. A direcdo d* é calculada com base na projecao

k

ortogonal do negativo do gradiente da funcdo objetivo em z* no conjunto A, de tal forma a

garantir ainda que o novo ponto z* + d* € A.

1 Uma direcdo de descida é uma direcdo ao longo da qual garante-se decréscimo da funcio.
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2.1.2 Rotinas do software SPG

O projeto SPG inicialmente foi desenvolvido em Fortran 77, e C?. Para encontrar uma
solugdo aproximada para o problema (2.1), o usudrio deve fornecer trés subrotinas que definem

o problema:

subroutine evalf(n,x,f,flag), que recebe um vetor x de tamanho n e calcula o valor

da fungao objetivo f avaliada em x,

» subroutine evalg(n,x,g,flag), que recebe um vetor x de tamanho n e calcula o gra-

diente da funcao objetivo g avaliada em x,

e subroutine proj(n,x,flag), que recebe um vetor x de tamanho n e calcula a projecao

ortogonal de x no conjunto viave

2.2 Diferenciacao Automatica

A Diferenciacao Automadtica de acordo com Griewank e Walther (2008), também cha-
mada de diferenciacao algoritmica ou diferenciacao computacional, consiste em um conjunto
de técnicas computacionais, construidas com base na teoria do calculo diferencial, que avaliam

numericamente a derivada de uma funcao especificada por um programa de computador.

Em muitos problemas de computacao cientifica, é comum a utilizagdo de func¢oes mate-
maticas que sao definidas através de programas que constroem as fungoes a partir de uma série
de operacoes mateméticas elementares. E possivel aplicar o método de Diferenciacio Automéa-
tica (DA) para explorar o fato de que esses programas executam uma sequéncia de operagoes
aritméticas elementares, tais como adi¢ao, subtracao, multiplicacao, divisdo, entre outras, e
também fungodes elementares como exponenciagao, logaritmo, seno, cosseno, e outras. Dessa
perspectiva, um programa pode ser visto como uma composicao de varias fun¢oes primitivas
que possuem derivadas conhecidas. Assim, o calculo da derivada de uma funcido composta
torna-se um exercicio de aplicacao da regra da cadeia de forma criteriosa, e partir do uso dessa

técnica é possivel calcular derivadas de ordem arbitraria automaticamente e com alta precisao

(GRIEWANK; WALTHER, 2008).

Além de ser uma ferramenta fundamental para o calculo de derivadas de fungdes compos-
tas, a regra da cadeia é muito 1til para a resolucao de problemas em varias areas da matematica
e das ciéncias. Essa regra é baseada na ideia de que, ao derivar uma funcao composta, é neces-
sério levar em consideracio as variacoes de ambas as funcées que a compoem. E por isso que
a derivada de uma funcao composta é o produto da derivada da funcdo externa pela derivada

da func¢ao interna, como mencionado anteriormente.

2 <https://www.ime.usp.br/~egbirgin/tango/downloads.php>
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Por exemplo, vamos considerar uma funcao f(z) = (2% + 3z — 1)3. Para calcular sua
derivada, é necessario aplicarmos a regra da cadeia, considerando que a funcao externa é a

fungdo ctibica e a fungdo interna é a expressio (z% + 3z — 1):

f(x) =3(2* + 32— 1)* x (2z + 3)

Nesse caso, a derivada da fungio externa (cibica) é igual a 3(z? + 3z —1)?, e a derivada
da funcdo interna (expressao) é igual a 2z + 3. Ao multiplicar essas duas derivadas, obtém-se

a derivada da funcao composta f(z).

Portanto, a regra da cadeia ¢ uma ferramenta essencial para o calculo de derivadas de

funcoes compostas e pode ser aplicada em varios contextos.

Um outro exemplo, suponhamos que queiramos calcular a derivada da funcao f(x) =
sin(x?) que é uma fungao trigonométrica composta com uma fungao quadratica no ponto = = a.

O método de DA representaria essa fungdo como uma sequéncia de operagoes:

u=ux
v = sin(u)
f=v

Entao, seria possivel aplicar a regra da cadeia para calcular a derivada da funcao f em

a, usando as derivadas das funcoes intermediarias u e v:

f'(a) = v'(u(a)) x u'(a) = cos(u(a)) x 2a = 2a x cos(a*)

Assim, o método de DA permite calcular a derivada de qualquer funcdo em um ponto
especifico, com precisdo arbitrariamente alta, apenas aplicando a regra da cadeia em uma

sequéncia de operacoes elementares.

-

E importante ressaltar que o método de DA néao é o mesmo que diferenciacao numérica,
que usa diferencas finitas para estimar a derivada de uma funcao. A diferenciagdo automatica
¢ mais precisa e eficiente, ja que utiliza informacgoes exatas sobre as derivadas das funcoes

intermediarias.

Existem duas sequéncias de operagoes basicas para o calculo da diferenciacao automa-
tica: a sequéncia direta (ou direta para frente ou modo direto) e a sequéncia reversa (ou reversa

para tras ou modo reverso).

2.2.1 Modo Direto

O modo direto, também conhecido como sequéncia direta, é um método de diferencia-

¢ao automatica que calcula as derivadas de uma func¢ao em relacdo a todas as suas variaveis
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independentes simultaneamente. Utilizado em problemas de otimizacao e ajuste de curvas, esse
método avalia as operagoes da fungdo na ordem em que aparecem na expressao, calculando
derivadas parciais de forma recursiva. Uma vantagem é a precisao e eficiéncia ao calcular gra-
dientes de fun¢oes multivariaveis. No entanto, é mais adequado para fun¢des com um ntimero
limitado de variaveis independentes, devido ao aumento do custo computacional com o ntimero
de variaveis Griewank e Walther (2008).

2.2.2 Modo Reverso

De acordo com (GRIEWANK; WALTHER, 2008), o modo reverso, ou sequéncia reversa,
é um método de diferenciagdo automéatica que calcula a derivada de uma funcao em relacao
a uma varidvel especifica, mantendo as outras constantes. Util em problemas de otimizacio e
aprendizado de méaquina, esse método avalia as operagoes da func¢ao na ordem inversa a sua
expressao, calculando derivadas parciais de forma recursiva. Sua vantagem esta na eficiéncia ao
calcular gradientes em relagao a muitos parametros, sendo util em aprendizado de maquina para
atualizagao iterativa de parametros. Entretanto, sua implementacao pode ser mais complexa,
especialmente em funcdes com operagoes nao lineares ou nao diferenciaveis, e pode demandar

mais memoria, limitando seu uso em conjuntos de dados extensos.

Diversos trabalhos na literatura tém aplicado o método de diferenciacao automatica

para resolver problemas em diferentes areas do conhecimento. Alguns exemplos incluem:

1. O objetivo desse trabalho de Lobao (2015) foi de investigar o potencial de algoritmos
computacionais evolutivos, construidos a partir das técnicas de programacao genérica,
combinados com diferenciacdo automatica, na obtencao de solugoes analiticas, exatas ou
aproximadas, para problemas de equagoes diferenciais ordinarias (EDQO), parciais (EDP)

e estocasticas.

2. O trabalho de “Automatic Differentiation in Machine Learning: a Survey” de
Baydin et al. (2017) teve por objetivo de pesquisa a intersecgao de AD e aprendizado
de méaquina. Ademais, o artigo fornece uma visao geral sobre como essa técnica de di-
ferenciacao é utilizada em varias tarefas, incluindo otimizacao, inferéncia estatistica e

modelagem.

3. Bartholomew-Biggs et al. (2000) “Automatic Differentiation of Algorithms” apre-
senta uma abordagem geral basicas para a diferenciagao automatica, conhecida como di-
ferenciacao direta, que permite calcular gradientes e hessianos de forma precisa e eficiente.
Além disso, este trabalho também fornece uma analise tedrica da precisao e complexidade

computacional da diferenciacao automatica.

4. Outro estudo interessante ¢ o de Griewank e Walther (2008) que discute a utilizacao
de DA em conjunto de algoritmos genéricos para resolver problemas de otimizacao, essa

juncao pode melhorar significativamente a assertividade para encontrar a soluc¢ao 6tima.
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A importacao de uma biblioteca de diferenciacao automatica em um solver de otimizacao
tem como objetivo simplificar o processo para o usuario, eliminando a necessidade de programar
as derivadas da fungdo objetivo. A técnica de DA permite o calculo automatico de derivadas
de ordem arbitraria com alta precisdo. Isso se mostra util em uma variedade de aplicagoes,

incluindo otimizacao, modelagem e simulacao, controle de processos, entre outras.

2.3 Bibliotecas que implementam DA

As bibliotecas de Diferenciacdo Automatica (DA) sao ferramentas de software que forne-
cem suporte para calcular automaticamente derivadas de fung¢oes matematicas. Essas bibliotecas
sao frequentemente usadas em problemas de aprendizado de maquina, otimizagdo e modelagem
matematica. Existem varias bibliotecas de software que implementam a técnica de DA e estao
disponiveis para diferentes linguagens de programacao, acessando ao site autodiff.org® pode-se

observar uma gama de bibliotecas.

1. CasADi (ANDERSSON; AKESSON; DIEHL, 2012)
2. OpenAD/F (UTKE et al., 2008)

3. Tapenade (HASCOET; PASCUAL, 2013)

4. JuliaDiff*

5. ADOL-C O (GRIEWANK; JUEDES; UTKE, 1996a)

Como foi descrito acima, foram levantadas algumas bibliotecas de DA, e a primeira a
ser escrita é a CasADi de (ANDERSSON; AKESSON; DIEHL, 2012), que é uma ferramenta de
c6digo aberto para otimizagdo nao linear e diferenciacao algoritmica. A base fundamental da
CasADi consiste em um framework simbélico que incorpora os modos direto e reverso de Dife-
renciacdo Automatica (DA) em grafos de expressoes, esse mecanismo é utilizado para construir
gradientes, Jacobianas extensas e esparsas, além das Hessianas®. Na figura 1 podemos analisar

as métricas de citagoes na base de dados Scopus:

<https://www.autodiff.org/?module=Tools>
4 <https://arxiv.org/abs/1607.07892>
5 <https://web.casadi.org/>



Capitulo 2. Referencial Tedrico 24

CasADi: A symbolic package for automatic
differentiation and optimal control

Andersson, Joel® = . Akesson, Johan® & . Diehl, Moritz? I

[5} Save all to author list

® Electrical Engineering Department (ESAT), Optimization in Engineering Center (OPTEC), K.U. Leuven,
Heverlee 3001, Kasteelpark Arenberg 10, Belgium

b Department of Automatic Control, Faculty of Engineering, Lund University, Lund 21100, BOX 118, Sweden

244 5oy percentile 40.99

Citations in Scopus FWCl @

al

Views count () A

View all metrics »

Figura 1 — Métricas CasADi. Fonte: https://shorturl.at/tSZ39

Outra biblioteca que estd crescendo é a Open/ADF (UTKE et al., 2008), é uma ferra-
menta de Diferenciagdo Automética (DA) de cédigo aberto que se concentra na diferenciacao
de cédigo Fortran. A sigla “OpenAD /F” significa “Open Source Automatic Differentiation for
Fortran”. Essa biblioteca é projetada para permitir o calculo eficiente de derivadas de fungoes
implementadas em codigo Fortran, tornando a diferenciacdo automatica acessivel para pro-
gramas escritos nessa linguagem®. Observa-se na Figura 2, o comportamento das métricas de

citacoes da biblioteca:

OpenAD/F: A modular open-source tool for
automatic differentiation of fortran codes

Utke,jean‘-F = . Naumann, Uwe® &; Fagan, Mike®";
Tallent, Nathan®":  Strout, Michelle®: Heimbach, Patrick®;
Hill, Chris®J): Wunsch, Carl®]

[E} Save all to author list

 Argonne National Laboratory
b RWTH Aachen University
®Rice University

9 Colorado State University

View additional affiliations

11

Views count () A

View all metrics »
Citations in Scopus

90 90th percentile ‘ 2.51

FWCl (D

Figura 2 — Métricas OpenAD/F. Fonte: https://t.ly/yvCqT

6 <https://www.anl.gov/mcs/openadf-automatic-differentiation-of-fortran-codes>



Capitulo 2. Referencial Tedrico 25

Agora uma biblioteca que esta um pouco mais consolidada na comunidade é a Tape-
nade (HASCOET; PASCUAL, 2013). E mais uma biblioteca de Diferenciacio Automética que
permite calcular derivadas de forma acurada em programas escritos em Fortran, C e C++. A
ferramenta oferece suporte a varias linguagens e é capaz de calcular derivadas de ordens supe-
riores (HASCOET; PASCUAL, 2013). Observa-se na Figura 3, o comportamento das métricas
da biblioteca:

The tapenade automatic differentiation tool:
Principles, model, and specification

=1 s
Hascoet, Laurent ¥ - Pascual, Valérie

[, Save all to author list

* INRIA Sophia-Antipolis, France

309 95th percentile

Citations in Scopus

9.45

FWCl @

31

Views count (7) A

View all metrics »

Figura 3 — Métricas Tapenade. Fonte: https://t.ly/q75C1

Ja a biblioteca JuliaDiff é escrita em Julia e suporta varios tipos de dados e estrutu-
ras de dados. O ForwardDiff é uma ferramenta que oferece métodos para calcular derivadas,
gradientes, Jacobianas, Hessiana e derivadas de ordem superior de fungoes nativas do Julia
(ou qualquer objeto chamével) usando a técnica de diferenciacio automdtica de modo direto .

Observa-se na Figura 4, o comportamento das métricas de citagoes da biblioteca:

Corpus ID: 16835565 e e b el

Forward-Mode Automatic Differentiation in Julia

Jarrett Revels, M. Lubin, T. Papamarkou + Published 26 July 2016 + Computer Science + ArXiv 263 Citations

Highly Influential Citations @ 14
Tor ForwardDiff takes advantage of just-in-time (JIT) compilation to transparently recompile AD- Background Citations 42
unaware user code, enabling efficient support for higher-order differentiation and differentiation Methods Citations 109
using custom number types.Expand Results Citations 1
; i View All
View PDF on arXiv M SavetoLibrary & Create Alert & Cite

Figura 4 — Métricas JuliaDiff. Fonte: https://t.ly/46y1T

A biblioteca ADOL-C é uma ferramenta estabelecida na comunidade, tendo sido desen-
volvida em C++ e C para facilitar a avaliacao de derivadas de primeira e ordens superiores.
As rotinas resultantes para avaliacdo de derivadas podem ser chamadas a partir de C, C++,
Fortran ou qualquer outra linguagem que possa ser vinculada com C. Nesse site® de busca

cientifica, podemos observar como a biblioteca ¢é relevante conforme mostra a Figura 5:

T <https://github.com/JuliaDiff/ForwardDiff.jl>
8  <https://dl.acm.org/doi/abs/10.1145/229473.229474 >
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Algorithm 755: ADOL-C: A Package for the
Automatic Differentiation of Algorithms Written
in C/C++

Griewank, Andreas®©; Juedes, David® @ Utke, Jean®©

[} Save all to author list

* Technical University Dresden

b Ohio University

®Inst. F. Wissenschaftliches Rechnen, Technical University Dresden, D-01062, Germany
o Department of Computer Science, Ohio University, Athens, OH 45701, United States

468 99th percentile 988
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Figura 5 — Métricas ADOL-C. Fonte: https://t.ly/PKCds

Para determinar a biblioteca mais consolidada pela comunidade, realizaremos uma com-
paracao das métricas apresentadas na Figura 6. A biblioteca mais citada sera selecionada para a
implementagdo em conjunto com o software SPG, pois indica que a mesma esta ha mais tempo
consolidada na comunidade cientifica e, portanto, é mais provavel que tenha uma ampla gama

de materiais disponiveis e mais individuos ativos que possam prestar suporte.

468
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263
250 | 244 |
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Quantidade de Citacoes
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100 [ 90 1

50 |- :

! ! !
CasADi Open/ADF Tapenade JuliaDiff ADOL-C
Bibliotecas

Figura 6 — Grafico mostrando as bibliotecas e suas métricas em relagdo a quantidade de cita-
¢oes. Fonte: Autores



Capitulo 2. Referencial Tedrico 27

Essas bibliotecas oferecem uma variedade de funcionalidades para calcular derivadas
automaticamente, e cada uma pode ser adequada para diferentes tipos de problemas e neces-
sidades. E importante verificar a documentacio e os exemplos de uso para determinar qual
biblioteca é a melhor op¢ao para o seu problema especifico. Como a biblioteca ADOL-C foi a

escolhida, a biblioteca serd descrita com mais detalhes a seguir.

ADOL-C é um acronimo para Automatic Differentiation by Overloading in C++, a
esséncia da ferramenta ¢é utilizar essa técnica de sobrecarga. Em contraste com abordagens de
transformacao de cédigo-fonte, que geram novos trechos de codigos para calcular as derivadas, a
sobrecarga de operadores (overloading) nao gera um cédigo-fonte intermediario (GRIEWANK;
JUEDES; UTKE, 1996b). A biblioteca é open-source e gratuita para uso académico e comercial,

além disso a ferramenta possui algumas vantagens.

Uma dessas vantagens ¢ que os valores numéricos dos vetores de derivadas sdo obtidos
livres de erros de truncamento, e o programa de avaliagao de funcao necessario requer apenas
uma pequena quantidade de meméria de acesso aleatorio para avaliagao da fungao objetivo. O
calculo das derivadas envolve uma quantidade consideravel de dados, porém sempre previsivel.
A maior parte desses dados é acessada em ordem sequencial. Isso significa que, se necessario, po-
dem ser automaticamente armazenados em arquivos externos para gerenciar o uso de memoria

de forma mais eficiente (GRIEWANK; JUEDES; UTKE, 1996b).

Como mencionado anteriormente, a técnica ADOL-C é baseada na sobrecarga de ope-
radores. No entanto, é importante destacar que o conceito de variaveis ativas é fundamental
para o funcionamento dessa técnica. Isto é, todas as variaveis que podem ser consideradas como
quantidades diferencidveis em algum momento durante a execugao do programa devem ser do
tipo ativo. Portanto, todas as variaveis que estao no caminho desde as variaveis de entrada,
ou seja, as independentes, até as variaveis de saida, ou seja, as dependentes, precisam ser re-
declaradas como do tipo ativo. Para esse propésito, o ADOL-C introduz o novo tipo de dado
“adouble”; cuja parte real ¢ do tipo padrao “double”; esses tipos de varidveis sao essenciais na
fase de gravagao (WALTHER, 2009).

De acordo com Walther (2009) durante a fase de gravacao (taping), o calculo da de-
rivada é realizado com base em uma representacao interna da funcgao. Essa fase inicia com
a chamada da rotina “trace_on”, fornecida pelo ADOL-C, e é finalizada com a chamada da
rotina “trace_off” do ADOL-C. Todas as operagoes matematicas que envolvem variaveis ati-
vas e ocorrem entre as chamadas de fungao “trace_on(tag,...)” e “trace_off(...)” sao

registradas em um conjunto sequencial de dados chamado “tape”.

Essa biblioteca suporta varios tipos de problemas de otimizagao, incluindo problemas de
programagcao nao-linear e problemas de equacgoes diferenciais. A ferramenta também suporta
diferenciacdo de ordem superior, o que significa que é possivel calcular derivadas de ordem
superior de uma funcao. Além das funcionalidades mencionadas anteriormente, a biblioteca
ADOL-C também possui algumas caracteristicas adicionais que a tornam atrativa para muitos

usuarios:
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1. Suporta diferenciacao parcial: Fornece suporte diferenciacao parcial, o que significa
que ¢ possivel calcular derivadas parciais de uma funcao. Isso pode ser 1til em aplicagoes

como andlise de sensibilidade e projetos de experimentos.

2. Suporta diferenciagao vetor-por-escalar: diferenciagdo vetor-por-escalar, o que signi-
fica que é possivel calcular derivadas de func¢oes que dependem de vetores e escalares. Isso
pode ser util em aplicagoes como otimizacao de sistemas dinamicos e equacgoes diferenciais

parciais.

Outro beneficio da biblioteca que vale a pena mencionar é a capacidade de lidar com
fungoes nao-diferenciaveis, como minimos locais, maximos locais, pontos de inflexdo e singu-
laridades. A biblioteca é intuitiva e de facil uso, permitindo aos usuarios realizar calculos de

derivadas com apenas algumas linhas de codigo.

Essa facilidade para utilizar a ADOL-C faz com que a mesma seja amplamente utilizada
em diversas areas, tais como otimizacao, controle, dindmica de sistemas, inteligéncia artificial,
entre outras. Varios trabalhos cientificos recentes utilizam essa biblioteca para implementar
algoritmos de Diferenciacao Automatica e aplicd-los em problemas reais. Dada a sua ampla

utilizacao, é importante entender como utilizar a biblioteca ADOL-C para calcular derivadas.

De acordo com Griewank, Juedes e Utke (1996b) para calcular a derivada de uma fungao

utilizando a biblioteca Adol-C, os seguintes passos sao necessarios. 1:

Inclusao de Cabecalhos

o Certifique-se de incluir os cabecalhos necessarios para utilizar as fungoes da biblioteca
Adol-C.

o Utilize a diretiva #include <adolc.h> para isso.

Definicao da Regidao para DA

» Marque a secao ativa onde a DA serd aplicada.

o Utilize os comandos trace_on(tag) para o inicio da secao ativa e trace_off (file) para

o fim.

trace_on(1);

adouble *ax = new adouble[n];

for (int i = 0; i < n; i++)
ax[i] <<= x[i];

Listing 1 — Cabecalhos
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af >>= *f;
delete[] ax
trace off();

Listing 2 — Rodapé

Essas declaragoes definem a parte do programa para a qual uma representagao interna sera

criada.

Selecdo de variaveis ativas:

o Escolha o conjunto de variaveis que serao ativas na DA.

e Troque os tipos dessas variaveis de double ou float para adouble.

Inicializacao de variaveis independentes:

e Selecione uma sequéncia de variaveis independentes e inicialize-as utilizando atribuicoes

«= a partir de varidveis ou vetores passivos.

Selecdo de variaveis dependentes:

e Selecione uma sequéncia de variaveis dependentes entre as variaveis ativas.

« Passe seus valores finais para variaveis ou vetores passivos através de atribuigoes »=.

A seguir no algoritmo 3, apresentamos um exemplo de como calcular a derivada de uma

funcao simples usando a biblioteca Adol-C na linguagem de programacao C++-.

O objetivo desse cdédigo é demonstrar como usar a biblioteca ADOL-C para calcular a
derivada de uma funcao. A biblioteca permite que se registre as variaveis independentes, calcule
a funcao desejada e obtenha as derivadas parciais com facilidade. Neste exemplo, ¢é calculada a

derivada parcial da fungao f(z) = (2% + 22 + sin(2x)) em relagdo a varidvel z.

O resultado é impresso no console.A saida do exemplo se apresenta da maneira a se-

guinte:

Derivada parcial em relacao a x: 18.6927.
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#include <iostream>
#include <adolc/adolc.h>
#include <cmath>

int main()
{
// Ndmero de varidvets independentes:n e dependentes:m
const int n = 1;
const int m = 1;
double x = 2.0; // Valor da varidvel independente
// Vetor de varidveis independentes
double xadl[n];
xad[0] = x;
// Vetor de varidveis dependentes
double yad[m];
trace_on(1); // Iniciar gravacdo
// Registrar varidueis independentes
adouble ax;
ax <<= xad[0];

// Calcular fungdo
adouble af = pow(ax, 3) + 2.0 * pow(ax, 2) + sin(2.0 * ax);

// Registrar wvaridveis dependentes

af >>= yad[0];

trace off(); // Parar gravacd@o
double grad[n]; // Vetor de derivadas

// Calcular derivadas

gradient (1, n, xad, grad);

std::cout << "Derivada parcial em relagdo a x:
" << grad[0] << std::endl;

delete[] xad;
delete[] yad;
return O;

Listing 3 — Implementagao em C++ para calcular a derivada de uma fun¢ao com Adol-C

S ./simple _example

Derivada parcial em relagao a x: 18.6927

Figura 7 — Saida obtida no terminal. Fonte: Autores

Fazendo uso da mesma funcao num solver WolframAlpha® observamos na Figura 8 que

os resultados sdo idénticos.

9 <https://www.wolframalpha.com />
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% WolframAlpha

partial derivative (x*3 + 2x*2 + sin(2x)), where x=2 8

[k NATURAL LANGUAGE | [z MATH INPUT EE EXTENDED KEYBOARD 33} EXAMPLES % UPLOAD 34 RANDOM

Input interpretation

d(x3 + 2x% +sin(2x))

dx

where x = 2

Result Exact form | [ [ Step-by-step solution |

18.6927
Alternate form
20+ 4 oM

Expanded form

20+ 2cos(4)

Expanded cosine form [« Step-by-step solution

20 + 2 cos(4)

Plot

(% from =1.610 5.6)

(=]

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Figura 8 — Saida obtida num solver. Fonte: https://www.wolframalpha.com

Neste exemplo, a fungao a ser derivada ¢ f(z) = (234222 +sin(2z)), e queremos calcular
sua derivada em relagdo a x no ponto x = 2. Primeiramente, definimos a fungao que retorna o
valor da fungao para um dado valor de z. Em seguida, definimos as variaveis n e m para indicar
o numero de variaveis independentes e funcoes a serem derivadas, respectivamente. Definimos
também o valor inicial de z e criamos as variaveis x e y como objetos adouble da biblioteca
Adol-C.

Em seguida, utilizamos as fungoes trace_on e trace_of f para definir a funcao a ser
derivada e parar a gravagao de operagoes, respectivamente. Por fim, utilizamos a funcao gradient

para calcular a derivada da funcdo em relacdo a x e imprimir o resultado na tela.
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A biblioteca possui diversas outras funcionalidades, como suporte a func¢oes. E possivel

19, Para

encontrar mais informagoes e documentagao sobre a biblioteca Adol-C no site oficia
executar este codigo, é necessario instalar a biblioteca Adol-C e compilar o c¢6digo usando um

compilador C que suporta a Adol-C.

2.4 Consideracoes Finais

No capitulo atual, abordamos o Gradiente Espectral Projetado (SPG) e seu beneficio em
relagao a Diferenciacdo Automatica (DA) na simplificacao do calculo das derivadas parciais de
problemas especificos. Exploramos diferentes bibliotecas que implementam a DA, com destaque
para o ADOL-C, fornecendo uma explicagdo detalhada sobre seu funcionamento e como a
biblioteca pode ser integrada ao SPG. Ao longo deste capitulo, discutimos os fundamentos
tedricos do SPG e sua importancia na otimizacao de problemas nao lineares sujeitos a restri¢oes
convexas. Enfatizamos o papel da DA em fornecer as derivadas necessarias para otimizar as

funcgoes relevantes, eliminando a necessidade de realizar manualmente esses calculos complexos.

Além disso, apresentamos uma analise das principais bibliotecas disponiveis para im-
plementacao da DA, destacando suas caracteristicas, vantagens e desvantagens. Dentro desse
contexto, o ADOL-C se destacou como uma opgao robusta e amplamente utilizada, fornecendo
uma interface amigédvel para incorporar a DA em algoritmos como o SPG. Ao combinar a DA
com o SPG, esperamos simplificar o processo de otimizacao, permitindo que os usuarios se
concentrem na formulacao do problema e na definicdo das restrigoes, enquanto a computacao

das derivadas é tratada de forma automaética.

Este capitulo serve como uma introdugao ao Gradiente Espectral Projetado (SPG) e a
Diferenciagao Automatica (DA), estabelecendo um alicerce para o trabalho subsequente. Discu-
timos os principais conceitos e principios subjacentes ao SPG e a DA, bem como suas aplicacoes,
proporcionando ao leitor uma visao geral de suas funcionalidades. Com este conhecimento, ser-

vird como base para explorar essas técnicas no decorrer do nosso trabalho.

10 <https://github.com/coin-or/ADOL-C>
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3 Implementacao da Diferenciacao Automatica

No SPG

Nesta se¢ao, iniciamos a discussao sobre a implementacao da Diferenciacdo Automatica
(DA) no SPG (Gradiente Espectral Projetado), abordando consideragoes essenciais. Explorare-
mos a estrutura atual do SPG e como a DA serd incorporada a esse algoritmo de otimizacao nao
linear. Além disso, apresentaremos os objetivos e motivagoes que impulsionam a implementacao
da DA no SPG, fornecendo uma visao geral das etapas e desafios envolvidos nesse processo.
Esta secao é fundamental para estabelecer o contexto e as bases necessarias para a compreensao

da implementacao da DA no SPG, que sera discutida detalhadamente nos proximos tépicos.

3.1 Estrutura do SPG Atualmente

Para fazer o uso do software SPG os usuarios devem fornecer algumas sub-rotinas para
computar a fungao objetivo f(x), o gradiente de f(x) e as projegoes de pontos arbitrarios dentro
de um conjunto(BIRGIN; MARTINEZ; RAYDAN, 2001). As funcbes responsaveis por isso sio:
evalf, evalg e proj. Essas funcoes definem o problema e sdo invocadas por SPG apropria-

damente ao longo de sua execucao.

O evalf recebe algumas informagdes essenciais, como o nimero de variaveis do problema
e um conjunto de coordenadas que representam um ponto especifico no espago de solugoes. Em
seguida, a partir de iteracoes, a fungao evalf realiza calculos e retorna o valor da funcao objetivo
correspondente a esse ponto especifico. A funcao evalf é responsével por analisar e quantificar a
adequagao de uma solucao candidata em relacao ao objetivo. Com base nos resultados fornecidos
por essa funcao, o algoritmo SPG pode direcionar seus esforgos para explorar regioes promissoras
do espago de solugoes, buscando sempre melhorar o desempenho da fung¢ao objetivo. Em suma,
a funcao evalf desempenha um papel critico ao fornecer informagdes essenciais para o algoritmo
tomar decisdes para otimizar o processo de busca pela solugdo 6tima. A seguir, a assinatura

dessa funcao:
void evalf (int n, double *x, double *f, int *flag);

E crucial ter conhecimento do gradiente da funcao objetivo. Nessa parte que entra a
funcao evalg que nos fornece informagdes valiosas sobre a direcio de maior crescimento da
funcao objetivo em um determinado ponto do espago. A funcao evalg recebe como entrada o
numero de variaveis do problema e as coordenadas de um ponto especifico. Essa funcao evalg
desempenha um papel muito importante ao fornecer informacoes sobre a direcao que o algoritmo
deve seguir para otimizar o desempenho da funcéo objetivo. E gracas a essa orientacao fornecida
pela funcao evalg que o algoritmo SPG consegue explorar de forma eficiente o espago de solugoes

em busca da solugdo 6tima. A seguir, a assinatura dessa funcao:
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void evalg(int n, double *x, double *g, int *flag);

Por fim, mas ndo menos importante, temos a funcao proj. Essa funcao desempenha um
papel crucial ao garantir que as solu¢oes encontradas pelo algoritmo estejam dentro dos limites

estabelecidos pelas restrigoes do problema em questdo. A seguir, a assinatura dessa funcao:

void proj(int n, double *x, int xflag) ;

3.2 Agregacio da Diferenciacdo Automatica no SPG

A diferenciacao automatica foi adotada como uma abordagem para melhorar a automa-
tizagdo no processo de configuragoes de rotinas de otimizagoes. A principal motivagao por tras
dessa escolha foi a busca por um algoritmo que proporciona uma alta qualidade para lidar com

o calculo de derivadas parciais.

Ao aplicar a diferenciacao automatica, o software é capaz de lidar com o gradiente sem
a rotina evalg. Isso significa que evitamos possiveis erros dos usudrios a computar derivadas de
equagoes complexas, além dos erros numéricos que podem surgir quando utilizamos métodos

de diferenciacao aproximada.

Dessa forma, ao empregar a diferenciagao automatica, podemos confiar em resultados de
maior qualidade ao lidar com o gradiente. Essa maior qualidade no calculo de derivadas parciais
contribui para aprimorar a busca por solugoes 6timas e otimizar o processo de otimizagao como

um todo.

Em resumo, a adocao da diferenciacao automatica demonstrou que a qualidade da de-
rivada parcial calculada por este método tem um impacto significativo no SPG. Isso nao sé
elimina a necessidade do usuario configurar a rotina do gradiente, mas também evita possiveis
erros humanos na programagcao dessa fungao, os quais poderiam atrapalhar ou até mesmo gerar

resultados inconsistentes.

3.3 Experimento numérico

Apoés a integragao da diferenciagdo automatica no SPG, foram realizados testes e valida-
¢oOes para verificar a corretude dessa implementacao. Esses testes foram essenciais para garantir
que a nova versao do algoritmo estivesse funcionando conforme o esperado. Foram comparados
os resultados obtidos com a versao original do SPG e observou-se uma melhoria no desempenho

e na capacidade do algoritmo em encontrar solu¢oes 6timas em alguns cenarios de problemas.

Os testes realizados envolveram diferentes aspectos. Primeiramente, foi analisada a con-
vergéncia do algoritmo, ou seja, a capacidade de atingir uma solugao 6tima dentro de um ntimero
razoavel de iteracoes. Também foram avaliadas a precisdo das derivadas calculadas pela dife-
renciacao automatica e a comparacao dos resultados com solugoes conhecidas de problemas de

otimizagao.



Capitulo 3. Implementacio da Diferencia¢io Automdtica No SPG 35

E importante ressaltar que, apesar dos beneficios trazidos pela diferenciacio automé-
tica, existem algumas limitagoes e consideracoes adicionais a serem levadas em conta. Por
exemplo, certas restricoes podem estar presentes em relacdo as caracteristicas das fungoes a
serem otimizadas, como a continuidade ou a existéncia de derivadas de ordem superior. Além
disso, a implementacao da diferenciagao automatica pode exigir recursos computacionais adici-
onais, como memoria e tempo de processamento. Em alguns problemas do conjunto de teste do
MORE, Garbow e Hillstrom (1981) foram constatados um aumento na quantidade de iteragoes
e avaliagoes funcionais necessarias para encontrar a solugao 6tima. Também vale ressaltar que
esses testes foram programados tendo como base o cédigo de John L. Cardoso Gardenghi que

pode ser encontrado no github?.

No entanto, mesmo com essas consideragoes, a agregacao da diferenciacao automatica
no SPG apresentou resultados interessantes em algumas funcoes, como a queda de iteragoes
e reducdo do ntimero de avaliagoes funcionais. Essa integracao oferece uma abordagem mais
automatizada, tendo em vista que é uma rotina a menos para o usuario configurar e eficaz
para resolver problemas complexos de otimizagao, pois em todos os casos que convergiam sem

a biblioteca, continuaram convergindo com o uso da mesma.

Os resultados obtidos sdo apresentados no grafico de barras nas Figuras 9 a 11, onde
comparamos o numero de iteragoes que foram necessarias para cada problema do conjunto con-
vergir a uma solugao. As barras azuis representam os resultados obtidos sem o uso do ADOL-C,
enquanto as barras verdes correspondem aos resultados obtidos com o uso do ADOL-C. E ne-
cessario destacar que, apenas os problemas que convergiram que farao parte dos graficos. Ana-
lisando os resultados, é possivel comparar as diferengas de desempenho entre os dois métodos

para cada problema especifico.

1 <https://github.com/johngardenghi/mgh>
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Em resumo, a agregacdo da diferenciagdo automatica no SPG foi validada por meio de

testes que podem ser encontrados no github?.

3.4 Consideracoes Finais

Destacamos os principais resultados e contribuicoes alcangados por meio dessa imple-
mentacao, bem como discutimos suas limitagoes e possiveis aprimoramentos a serem realizados
no futuro. Enfatizamos os beneficios obtidos com a utilizacao da DA no SPG, como uma possivel
melhoria dos niimeros de iteragoes necessarias para convergir em alguns casos, e principalmente
permite uma otimizacao de tempo para o usuario nao ter que configurar a rotina evalg para
utilizar o software. Por fim, oferecemos consideragoes finais sobre o trabalho realizado, ressal-
tando a importancia da integracao da DA no SPG como uma contribui¢do promissora para

utilizar o solver.

2 <https://github.com/NilvanPeres/AutoDiff>
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4 ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo, realizaremos uma analise aprofundada dos resultados obtidos em nossas
pesquisas, com o objetivo de avaliar o desempenho e a eficicia das abordagens adotadas. Os
resultados aqui apresentados sao fruto de estudo e esforco dedicado a resolucao dos problemas

propostos.

4.1 Procedimentos Metodologicos

Para atingir o objetivo proposto neste trabalho, foram realizados cuidadosamente dois
passos fundamentais. O primeiro deles consistiu numa revisao bibliogréafica, onde foram explo-
radas diversas fontes de referéncia relacionadas a técnica de Diferenciagdo Automética (DA),
suas aplicacoes e como ela se relaciona com o campo da otimizacao. Nessa fase, buscou-se com-
preender os fundamentos tedricos da DA, suas vantagens e desafios, bem como seus campos de

aplicacao em diferentes dreas do conhecimento.

A revisao bibliografica também permitiu identificar os avancos recentes na area de oti-
mizacao com a utilizagdo da DA, bem como as principais contribui¢oes de pesquisadores e as
tendéncias emergentes. Essa andlise critica do estado-da-arte da DA na otimizagao forneceu um

embasamento para a selecao da melhor abordagem a ser adotada neste trabalho.

Em seguida, o segundo passo envolveu uma analise das diferentes bibliotecas de DA
disponiveis atualmente. Foram avaliadas suas caracteristicas, funcionalidades e desempenho,
bem como sua compatibilidade e adequacao para ser integrada ao proposito especifico deste
trabalho. Diversos critérios foram considerados, como a documentacao disponivel, a facilidade
de uso, a comunidade de suporte e a escalabilidade da biblioteca para lidar com problemas de

diferentes dimensoes e complexidades.

Essa analise foi essencial para garantir a escolha da biblioteca mais adequada ao contexto
do trabalho e para assegurar que a implementagao da DA no algoritmo de otimizacao SPG fosse
feita com qualidade e precisao. Com base nos resultados dessa avaliacao, foi possivel selecionar
a biblioteca que apresentou as melhores caracteristicas e que melhor se alinhou aos objetivos e

requisitos deste trabalho.

Ambos os passos, a revisao bibliografica e a andlise das bibliotecas de DA, foram essen-
ciais para o embasamento do desenvolvimento deste trabalho. Essa abordagem metodoldgica
proporcionou uma compreensao embasada sobre a técnica de Diferenciacdo Automatica e per-
mitiu a escolha da biblioteca mais adequada para a implementacdo do método de otimizacao
SPG, segundo nossos requisitos. Com essa base estabelecida, o trabalho prosseguiu para a fase

de implementacao, e avaliacao da eficicia da DA no algoritmo proposto.

O cronograma de execugao do trabalho foi dividido em etapas, cada uma delas teve



Capitulo 4. ANALISE DOS RESULTADOS 44

um objetivo especifico e uma data de término cumprido. Algumas das atividades incluidas no

cronograma foram listadas na tabela 1.

Tabela 1 — Atividades que foram desenvolvidas durante todo o trabalho

ID Atividade

01 | Revisao bibliografica;

02 | Estudo das bibliotecas que implementam DA;
03 | Escolher uma das bibliotecas;

04 | Implementar no SPG;

05 | Elaboracgao do relato;

06 | Apresentacao;

Segue uma descricao de cada uma das etapas das atividades realizadas:

o Atividade 01: Nessa etapa, foram identificados os principais autores e trabalhos relacio-
nados ao assunto, bem como as principais tendéncias e desenvolvimentos recentes na area.
Além disso, foram identificadas lacunas de pesquisa e possiveis areas de estudo futuro. A
revisao bibliografica foi realizada utilizando bases de dados como Socpus, Scielo, IEEE
Xplore, ACM Digital Library, entre outras. O objetivo dessa atividade foi desbravar essa
area de conhecimento, garantindo que a pesquisa fosse embasada na literatura existente

e que os resultados obtidos fossem comparaveis com os trabalhos ja publicados;

o Atividade 02: Essa atividade consistiu em buscar e estudar as principais referéncias
sobre a técnica de Diferenciacdo Automaética (DA) e sobre as bibliotecas disponiveis,

selecionando uma delas para implementacao desta técnica no trabalho;

o Atividade 03: A escolha de uma das bibliotecas foi uma atividade importante no processo
de implementagao da técnica de Diferenciagdo Automatica (DA) utilizando o algoritmo
SPG. Nessa etapa, revisamos diversas bibliotecas disponiveis que implementam a técnica
de DA, com o objetivo de selecionar aquela que melhor se adequava as necessidades do
nosso projeto. Essa decisao foi fundamental para garantir a qualidade e eficiéncia do

trabalho, e foi realizada com cuidado e atencao aos detalhes;

o Atividade 04: A atividade de implementar o algoritmo SPG foi realizada utilizando
uma das bibliotecas de Diferenciacio Automéatica (DA) selecionada anteriormente. Nessa
etapa, configuramos e personalizamos o c6digo do solver SPG para atender as necessida-
des especificas do nosso trabalho. Além disso, validamos os resultados obtidos por meio
de testes e comparagoes com trabalhos semelhantes ja publicados na literatura. Essa
etapa exigiu conhecimentos em programacao, matematica e sobre a biblioteca escolhida.

Dedicamos tempo e esforco para garantir uma implementacao correta e eficiente;

o Atividade 05: A atividade de elaboracgao do relato foi concluida, documentando todas
as etapas e resultados do trabalho de conclusao de curso. O relato incluiu uma descricao

detalhada dos objetivos, resultados obtidos e conclusoes alcancadas. Foram adicionadas
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referéncias bibliograficas relevantes, graficos e tabelas para facilitar a compreensao e in-
terpretacao dos resultados. O relato foi escrito de forma clara, objetiva e coerente, com
o intuito de ser compreensivel tanto para especialistas na area quanto para leitores nao
especialistas. Além disso, foram seguidas as normas e padroes adequados para garantir a

qualidade e a consisténcia do relato final;

4.2 Resultados

Foram realizados testes em um conjunto de problemas do MGH (MORE; GARBOW;
HILLSTROM, 1981) denominado: testando software de otimizacao irrestrita(Testing Uncons-
trained Optimization Software) com o objetivo verificar a viabilidade de uso da técnica DA
e de um conjunto de bibliotecas que a implementam, em relacdo ao método SPG. Para cada

problema, foram coletados os seguintes dados:

1. Ntmero do Problema: Identificacdo numérica do problema do MGH.

2. Numero de Iteragoes: Quantidade de iteragdes necessarias para atingir a convergéncia do

algoritmo.

3. Numero de Avaliagoes Funcionais: Contagem do ntmero de vezes que a fungao objetivo

foi avaliada durante o processo de otimizacao.
4. Valor da Fungao Objetivo: Valor minimo da fungao objetivo obtido pelo algoritmo.

5. Sup-norma do Gradiente Projetado: Valor maximo do gradiente projetado em relacao as

restri¢coes do problema.

6. Pontos Finais: Pares de coordenadas que representam os pontos finais encontrados pelo
SPG.

7. Utilizando Adol-c: Indicacao se a biblioteca ADOL-C foi utilizada no teste (Sim ou Nao).

Foram conduzidos todos os trinta e cinco testes, dos quais dezoito sao direcionados a
minimizagao irrestrita, quatorze sao de sistemas nao lineares de equacoes e dezoito de sistemas
minimos quadraticos nao lineares. Dentro desses subconjuntos, destacamos que, lamentavel-
mente, os testes: NumP 10 Meyern - NumP 24 - Penalty Function II, NumP 35 - Chebyquad
function nao alcangaram a convergéncia com ou sem o uso da biblioteca de diferenciacao auto-
matica. Outrossim, os testes NumP 31 - Broyden Banded e Nump 34 - Linear Function Rank
One With Zero Columns and Rows convergiram apenas utilizando a biblioteca ADOL-C. Essa
informacao é relevante para compreender a eficacia do algoritmo com e sem o uso da biblioteca

em problemas complexos.

Vale a pena ressaltar que, além do sistema operacional Ubuntu 20.04, os testes foram

conduzidos em uma maquina com as seguintes especificacoes:
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Processador: Intel Core i5 6200U CPU, com velocidade de 2.30GHz
Memoéria RAM: 12 GB

Cores: 2

Threads: 4

Velocidade média do Core: 2690.40MHz

A seguir, apresentam-se os resultados dos testes com as seguintes observagoes em relacao

aos nomes das colunas da tabela: NumP - Ntmero do Problema, NI - Numero de Iteracoes, VFO

- Valor da Funcao Objetivo, SNGP - Sup-norma do Gradiente Projetado, Conv - Convergéncia,

PF - Pontos Finais e Conv -Convergéncia ao resultado esperado.

As numeracoes dos problemas estao alinhadas com a classificacdo apresentada por

MORE, Garbow e Hillstrom (1981). A seguir, sdo fornecidas as descrigoes associadas a cada
NumP:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. NumP 1: Refere-se ao teste de Rosenbrock.

NumP 2: Corresponde a Freudenstein and Roth.

NumP 3: Esta associado ao Powell badly scaled.

NumP 4: Relaciona-se ao Brown badly scaled.

NumP 5: E associado & Beale function.

NumP 6: Representa a funcao de Jennrich and Sampson.
NumP 7: Caracteriza a Helical Valley function.

NumP 8: Caracteriza a Bard function.

NumP 9: Corresponde a Gaussian function.

NumP 10: Corresponde a Meyern function.

NumP 11: Refere-se a Gulf research and development function.
NumP 12: Esta relacionado a Box three-dimensional function.
NumP 13: Relaciona-se a Powell Singular.

NumP 14: E atribuido ao teste de Wood.

NumP 15: E atribuido ao teste de Kowalik and Osborne.

NumP 16: Representa a Brown and Dennis function.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

NumP 17:

NumP 18:

NumP 19:

NumP 20:

NumP 21:

NumP 22:

NumP 23:

NumP 24:

NumP 25:

NumP 26:

NumP 27:

NumP 28:

NumP 29:

NumP 30:

NumP 31:

NumP 32:

NumP 33:

NumP 34:

NumP 35:

Representa a Osborne One function.

Caracteriza a Biggs EXP6 function.

Caracteriza a Osborne 2 Function.

Refere-se a Watson function.

Corresponde a Extended Rosenbrock function.

Esta associado a Extended Powell singular function.
Refere-se a Penalty function I.

Relaciona-se a Penalty function II.

Corresponde a Variably dimensioned function.
Representa a Trigonometric function.

Esta associado a Brown almost-linear function.
Representa a Discrete boundary value function.
Relaciona-se a Discret Integral Equation function.
Corresponde a Broyden Triadigonal function.
Caracteriza a Broyden Banded function.
Representa a Linear Function Full Rank.
Relaciona-se a Linear Function Rank One.
Representa a Linear Function Rank One With Zero Columns and Rows.

Caracteriza a Chebyquad function.
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Tabela 2 — Tabela comparando resultados sem e com ADOL-C no conjunto de testes MGH
(MORE; GARBOW; HILLSTROM, 1981)

NumP NI | NAF VFO SNGP ADOL-C | Conv
1 61 286 1.300765e-22 | 7.227963e-11 Nao Sim
1 61 286 1.300717e-22 | 7.232348e-11 Sim Sim
2 46 63 | 4.898425e+4-01 | 8.803225e-07 Nao Sim
2 46 63 | 4.898425e+01 | 8.803226e-07 Sim Sim
3 568 | 2775 | 2.372760e-07 | 5.833374e-07 Nao Sim
3 440 2186 | 3.398725e-07 | 8.101755e-07 Sim Sim
4 20 102 | 8.673617e-19 | 1.862645¢-09 Nao Sim
4 20 102 | 2.168404e-19 | 9.313226e-10 Sim Sim
5! 45 47 3.485428e-16 | 1.699635e-07 Nao Sim
o 45 47 3.481427e-16 | 1.697674e-07 Sim Sim
6 3 19 1.243622¢4-02 | 1.764647¢e-08 Nao Sim
6 3 19 1.243622¢+4-02 | 1.764642¢-08 Sim Sim
7 72 73 4.295152e-16 | 4.144949¢-07 Nao Sim
7 74 75 2.540061e-20 | 5.043803e-09 Sim Sim
9 o 15 1.127933e-08 | 3.607592e-08 Nao Sim
9 o 15 1.127933e-08 | 3.607592¢-08 Sim Sim
10 50000 | 218330 | 4.242790e4-04 | 1.662505¢+05 Nao Nao
10 50000 | 211231 | 4.327260e+-04 | 4.208585¢+-07 Sim Nao
11 1669 | 2351 | 5.193199¢-09 | 3.759287e-07 Nao Sim
11 1525 | 2386 | 1.588291e-10 | 7.854052e-07 Sim Sim
12 48 49 7.407840e-11 | 3.752579¢-07 Nao Sim
12 48 49 7.408134e-11 | 3.755033e-07 Sim Sim
13 172 175 1.176568e-09 | 1.424779e-09 Nao Sim
13 178 179 1.404320e-09 | 7.475338¢e-07 Sim Sim
14 228 331 6.142911e-14 | 3.753757e-07 Nao Sim
14 187 290 | 2.529588e-17 | 3.860930e-08 Sim Sim
15 145 190 | 3.075058e-04 | 7.635512e-07 Sim Sim
15 155 199 | 3.075056e-04 | 2.652392e-07 Sim Sim
16 57 60 | 8.582220e+4-04 | 3.513384e-07 Nao Sim
16 57 60 | 8.582220e+4-04 | 3.131764e-07 Sim Sim
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Tabela 3 — Tabela comparando resultados sem e com ADOL-C no conjunto de testes MGH
(MORE; GARBOW; HILLSTROM, 1981)

NumP NI | NAF VFO SNGP ADOL-C | Conv
17 32452 | 49838 | 5.465218e-05 | 5.900058e-07 Sim Sim
17 46582 | 72833 | 5.465320e-05 | 7.919591e-07 Sim Sim
18 573 760 | 5.655650e-03 | 6.365884e-07 Nao Sim
18 642 854 | 5.655653e-03 | 9.594937e-07 Sim Sim
19 1371 | 14910 | 4.013774e-02 | 9.857003e-07 Nao Sim
19 1144 | 1209 | 4.013774e-02 | 7.511502e-07 Nao Sim
20 2043 | 2265 | 2.287670e-03 | 4.923332¢-07 Nao Sim
20 1771 1925 | 2.287670e-03 | 4.587229e-07 Sim Sim
21 61 286 | 6.504088e-22 | 7.232437e-11 Nao Sim
21 61 286 | 6.503195e-22 | 7.227863e-11 Sim Sim
22 134 135 | 3.108093e-09 | 7.944080e-07 Nao Sim
22 134 135 | 3.107123e-09 | 7.982340e-07 Sim Sim
23 717 | 21540 | 7.087652e-05 | 2.631438e-07 Nao Sim
23 717 | 21540 | 7.087652¢-05 | 2.631438¢e-07 Sim Sim
24 293 706 1.218010e-02 | 3.764135e-07 Nao Nao
24 469 1712 | 1.218010e-02 | 4.436872e-07 Sim Nao
25 63 64 2.131230e-23 | 4.924172¢-12 Nao Sim
25 63 64 2.130557e-23 | 6.009859¢-12 Sim Sim
26 o 9 1.133278e-17 | 6.633368¢-09 Nao Sim
26 5 9 1.133278e-17 | 6.633368e-09 Sim Sim
27 109 110 | 5.976438¢-12 | 1.163003e-07 Nao Sim
27 141 143 | 3.695838¢-13 | 4.573764e-08 Sim Sim
28 3383 | 500000 | 6.058900e-04 | 1.521699¢+55 Nao Sim
28 340 384 | 2.277533e-11 | 5.728448¢e-07 Sim Sim
29 8 11 5.639813e-15 | 7.962947e-08 Nao Nao
29 8 11 4.258513e-15 | 7.030925¢-08 Sim Sim
30 44 46 7.530949e-15 | 6.623607e-07 Nao Sim
30 14 46 7.530949¢-15 | 6.623607e-07 Sim Sim
31 4 500000 | 9.263956e+-00 | 3.285131e+01 Nao Nao
31 ol 54 2.148069e-15 | 3.777006e-07 Sim Sim
32 2 3 0.000000e+00 | 0.000000e+00 Nao Sim
32 2 3 4.930381e-32 | 4.440892¢-16 Sim Sim
33 2 8 2.142857e+00 | 4.973799e-13 Nao Sim
33 2 8 2.142857e4-00 | 5.062617e-13 Sim Sim
4 2355 | 500000 | 2.618020e+05 | 2.602880e+36 Nao Nao
34 2 3 3.647059¢e+00 | 1.705303e-12 Sim Sim
35 496 648 1.421201e-01 | 7.470309e-07 Nao Nao
39 782 1252 | 1.421201e-01 | 9.372234e-07 Sim Nao
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A partir da andalise da tabela, podemos extrair alguns graficos que auxiliam a elucidar

sobre a adigao de uma biblioteca de DA junto ao SPG.

NC
8.6%

CSCA:CONVERGIRAM

SOMENTE COM ADOLC

Reforga o qudo util & a adigdo de biblioteca
de DA ao projeto SPG

85.7%

Figura 15 — Grafico de Convergéncia. Fonte: Autores

Também, podemos destacar as seguintes observacoes a partir da andlise dados da tabela:

O SPG mostrou-se robusto em relacao aos diferentes tipos de problemas do MGH, apre-
sentando um desempenho consistente em todos os cenarios testados tirando os problemas
Nump 10 - Meyern, NumP 24 - Penalty Function II e NumP 35 - Chebyquad function

que nao alcangaram a convergéncia, isto é, com e sem a biblioteca ADOL-C.

A utilizacao da biblioteca ADOL-C apresentou dois tipos de resultados diferentes: em
alguns casos teve uma reducao significativa do nimero de avaliagoes funcionais e, conse-
quentemente, do nimero de iteragoes em alguns problemas. Entretanto, em outros casos

teve um aumento no nimero de iteragoes para alcangar o resultado( a convergéncia ).

Em geral, a utilizacdo do ADOL-C proporcionou resultados de qualidade em relacao as
derivadas parciais calculadas com DA, levando em consideracao que em dois problemas

(Nump 34 e Nump 31), o resultado sé foi alcangando utilizando a biblioteca de DA.

Os pontos finais obtidos pelo SPG foram préximos aos valores 6timos para ambos os
cenarios, com e sem o uso do ADOL-C, demonstrando a eficacia do algoritmo na busca
por solugoes proximas ao minimo global. Também comprovando que é possivel utilizar a

biblioteca escolhida no SPG, sem perder a precisao para encontrar o resultado.
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Os resultados evidenciam que a utilizacao da biblioteca ADOL-C mostrou-se benéfica,
por facilitar a configuracao das rotinas, trazendo uma certa automacao para o usuario, além de
proporcionar uma otimizacao mais rapida em alguns cenarios. As solugdes apresentadas neste
relatorio estabelecem uma base para futuros estudos e aplicagoes praticas na area de otimizacao.
Além disso, seria proveitoso conduzir uma série de testes em problemas oriundos de diversos
contextos, nao se limitando apenas aqueles que nao possuem restricoes. O SPG com o suporte
da biblioteca ADOL-C se provou promissor ao se destacar como uma ferramenta poderosa para
lidar com as derivadas parciais e confidavel pois nao houve perda de precisao dos calculos para

resolver problemas complexos de otimizacao.
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5 Conclusao

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram alcancados os objetivos propostos,
sendo estudado o caso de aplicacdo da DA na implementacao do algoritmo SPG. Ao investigar

as bibliotecas disponiveis, selecionamos a op¢ao mais amplamente utilizada pela comunidade.

A compreensao da técnica de DA revelou sua utilidade e beneficios no contexto da
otimizacao. A DA calcula automaticamente e com precisao as derivadas das fungoes, evitando

os erros numeéricos associados a métodos de diferenciacao aproximada.

Durante o processo, observamos que o uso de DA no SPG simplificou o processo de
programacao do problema de otimizagao, fazendo com que o usuéario ndo precise desenvolver
uma rotina para calcular a derivada de primeira ordem. Isso também implica que DA evita

erros humanos na codificagao.
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