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RESUMO

A modelagem e o estudo de como escoamentos se desenvolvem no interior de dutos retangulares
possui grande abrangéncia na industria mecanica bem como na modelagem de sistemas comple-
xo0s, de forma que os resultados obtidos aqui podem ser implementados na otimizacao de produtos
e processos. O presente estudo propde-se a investigar uma solucao cldssica da dinamica dos flui-
dos para escoamentos em dutos com secdo transversal retangular partindo-se das equacdes de
Navier-Stokes para um escoamento de um fluido newtoniano, incompressivel e laminar e de uma
solugdo para escoamentos entre placas planas paralelas. No que se refere a modelagem, utiliza-se
a solucgdo para o escoamento de Poiseuille (1844) plano e o desenvolvimento por séries de Fourier
para que o problema seja resolvido analiticamente. Ademais, realiza-se um estudo do problema
através do Método das Diferencas Finitas (MDF) que se baseia na resolu¢do de equagdes dife-
renciais através da aproximacdo de derivadas por diferencas finitas tomadas sobre uma malha
apropriada. Estrutura-se um estudo comparativo entre os resultados obtidos no presente trabalho
e os j4 obtidos pela literatura no que tange as metodologias utilizadas. Por fim, resolve-se o esco-
amento, para trés geometrias de interesse, através de um software voltado para simulacdes fluido
dindmicas objetivando a observaciao de como se distinguem os regimes laminar e turbulento.

ABSTRACT

The modeling and the study of how flows develop inside rectangular pipelines has a wide range
in the mechanical industry as well as in the modeling of complex systems, so that the results
obtained here can be implemented in the optimization of products and processes. The present
study proposes to investigate a classical solution of fluid dynamics for flows in pipelines with
rectangular cross section, starting from the Navier-Stokes equations for a flow of a Newtonian,
incompressible and laminar fluid and a solution for flows between parallel flat plates. With regard
to modeling, the solution for the flat Poiseuille flow (1844) and the development by Fourier series
are used so that the problem is solved analytically. Furthermore, a study of the problem is carried
out using the Finite Difference Method (FDM) which is based on the solution of differential
equations through the approximation of finite difference derivatives taken over an appropriate
mesh. A comparative study is structured between the results obtained in this work and those
already obtained in the literature regarding the methodologies used. Finally, the flow is solved,
for three geometries of interest, through a software aimed at fluid dynamic simulations aiming to
observe how the laminar and turbulent regimes are distinguished.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZACAO

Sistemas de aquecimento e refrigeragdo, sejam eles industriais ou prediais, compreendem uma
solu¢do da engenharia capaz de promover o escoamento de fluidos no estado tanto liquido quanto
gasoso, através de uma rede de distribuicdo estruturada através de dutos. Esses, por sua vez,
podem se apresentar através de geometrias com secdes transversais das mais variadas podendo
elas ser circulares ou ndo circulares.

Para o escoamento de liquidos a pratica mais comum consiste na ado¢@o de dutos com secao
transversal circular, visto que, tal formato proporciona a rede de distribui¢do maior capacidade
para suportar gradientes altos de pressdo entre o exterior € o interior do tubo de modo a mitigar
a ocorréncias de danos e distor¢des significativas na rede. Dessa forma, segundo Cengel e Cim-
bala (2007), dutos ndo circulares sdo mais comumente adotados para sistemas de aquecimento e
refrigeracdo de prédios, onde os gradientes de pressdo e os custos de fabricacdo e instalacdo sdao
relativamente baixos. Para dutos retangulares, por exemplo, a aloca¢do e manufatura bem como a
flexibilidade na mudanca da geometria caso haja necessidade, sdo caracteristicas inerentes deste
em detrimento do duto circular.

Os painéis (a) e (b) da Figura 1.1 trazem aplicacOes reais encontradas em dois laboratdrios da
Universidade de Brasilia. Como pode ser observado, o sistema de circulagdo de ar € formado por
dutos nao circulares com se¢do transversal retangular. Tal configuragdo € largamente utilizada na
refrigeracdo de prédios devido a sua fécil disposi¢cdo e montagem bem como uma manutengdo
bem menos onerosa se comparada a de tubos.

(a) (b)

Figura 1.1: Laboratério de Termociéncia e Metrologia Dindmica (a) e Unidade de Laboratdrios de Ensino de Gradu-
acdo (b).



Na érea de conforto térmico, a titulo de exemplo, é de suma importancia para um engenheiro
mecanico o completo dominio de como escoamentos se desenvolvem no interior de dutos de
ventilacdo. Isso porque tal solucdo mecénica é a mais eficaz em promover tanto o escoamento
quanto a ciclagem do ar refrigerado, pois a utilizacdo de uma rede de dutos € capaz de anular a
necessidade de alocar inimeros ventiladores em locais especificos ao longo de toda a configuracao
predial, sendo capaz de promover o conforto térmico necessario ao ambiente de trabalho aliando
a isso baixos custos operacionais e de manutencao.

Numa andlise comparativa rapida, que considere somente a eficiéncia associada, é possivel
afirmar que dutos circulares sdo mais eficientes que os de secdo retangular. Isso porque a primeira
configuracio possui maior fluxo massico em detrimento da primeira, o que permite o escoamento
de uma maior quantidade de fluido para um mesmo espago alocado. Tal caracteristica imprime
a uma rede de dutos circulares menor quantidade de material para a sua manufatura de forma a
reduzir custos. Nesse contexto, a utilizagdo de dutos retangulares se d4 muitas vezes pelo apreco
estético associado ao facil acabamento e manuseio e por restricdes advindas da altura do forro
observada no espago disponivel.

O maior fluxo massico citado como vantagem para o duto circular ocorre devido aos obsté-
culos encontrados pelo escoamento em ambas configura¢des. Comparativamente, além do atrito
na interface fluido-parede, para o duto retangular também h4 perdas dindmicas associadas aos
cantos vivos e as mudancas de direcOes que imprimem diversas instabilidades. Tal caracteristica
€ responsével pela menor velocidade do escoamento para essa configuracao.

Apesar de suas limitagdes, como dito, o duto retangular possui inimeras aplicagdes industri-
ais. Ademais, também € uma importante ferramenta na modelagem de escoamentos em sistemas
de geometrias mais complexas de forma a permitir boas simplificacbes. Um exemplo impor-
tante utilizando a teoria por trds do escoamento em dutos retangulares € proposta por Middleman
(1965) ao estudar o problema da extrusdo por fusos, por Kongnuan e Pholuang (2012) ao mode-
larem o escoamento de medicamentos do tipo aerossol no trato respiratério humano e por Ellahi
et al. (2013) ao estudarem os efeitos da magneto-hidrodinamica no fluxo peristéltico simplificado
como um duto retangular com porosidade média e parede oscilante.

Assim, a modelagem e o estudo de como escoamentos se desenvolvem no interior de dutos
retangulares possui grande abrangéncia na indudstria mecinica bem como na modelagem de siste-
mas complexos, de forma que os resultados obtidos aqui podem ser implementados na otimizacao
de produtos e processos.



1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

1.2.1 Objetivos Gerais

O presente trabalho se propde a realizar um estudo comparativo entre métodos analiticos e nu-
méricos computacionais na resolu¢do de um problema base: o escoamento laminar no interior de
um duto com sec¢do transversal retangular. Propde-se, também, a comparar os resultados advindos
das metodologias aqui adotadas com os ja observados na literatura.

1.2.2 Objetivos Especificos

Para que os resultados finais sejam coerentes € com o intuito de garantir a correta aplicacao
e interpretacdo das metodologias implementadas aqui, faz-se necessario tracar alguns objetivos
especificos que serdo responsdveis por nortear todas as etapas do processo metodologico. Sao
eles:

* Determinar uma expressao analitica para o campo de velocidade associado ao escoamento;
* Determinar uma expressao analitica para a vazao associada;

* Determinar uma expressao analitica para o nimero de Poiseuille associado;

* Determinar numericamente as solu¢des obtidas para os itens supracitados;

* Comparar os resultados obtidos e discutir a validade dos modelos adotados;

* Por fim, realizar uma simula¢do numérica utilizando um software de andlise fluido dinamica
computacional de forma que seja possivel a observacao de como as grandezas se comportam
para diferentes razdes de aspecto e regimes de escoamento.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

* Capitulo 1: O capitulo de abertura propde-se a realizar uma explanagdo geral acerca das
motivacdes que impulsionaram o presente trabalho, uma revisdo bibliografica sobre o tema
em questdo e uma breve discussdo acerca de importantes conceitos advindos da Mecanica
dos Fluidos.

» Capitulo 2: Nessa se¢do objetiva-se determinar relacdes analiticas que descrevam fendme-
nos e grandezas advindas do escoamento no interior do duto retangular tais como o fluxo
associado e o campo de velocidade. Para isso o ponto de partida adotado serd o escoamento
de Poiseuille entre duas placas planas paralelas.



* Capitulo 3: Tendo em posse os resultados analiticos, tal capitulo busca determinar solugdes
numéricas, através do conhecido Método das Diferencas Finitas aliado a regras de integra-
¢do numéricas.

* Capitulo 4: Aqui serd realizada uma discussdo comparativa acerca dos resultados obtidos
através das metodologias analiticas e numéricas. Propde-se dispor alguns resultados visuais
tais como perfis de velocidade, mapas de calor e curvas de isovelocidades obtidas nume-
ricamente para alguns casos particulares do escoamento no interior de dutos retangulares.
Ademais, um estudo comparativo € realizado tendo como pardmetro base resultados ja ob-
servados na literatura.

* Capitulo 5: Esse capitulo traz uma breve explanagdao de como funcionam os softwares de
andlise fluido dindmica computacional bem como as principais etapas que compdem a so-
lucao do escoamento a partir destes pacotes comerciais.

* Capitulo 6: Por fim, tal secio traz um um estudo completo do escoamento através de simu-
lagdes numéricas das Equagdes de Navier-Stokes sem utilizar de hipéteses simplificadoras
lancando mao da ferramenta de anélise Ansys Fluent®.

* Capitulo 7:Esse capitulo de encerramento traz as principais conclusoes obtidas no presente
estudo bem como proposi¢des para trabalhos futuros.

1.4 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Essa sess@o se prontifica a realizar uma maior contextualizacdo sobre o problema do duto
retangular, abordando desde uma revisiao abrangente do problema de tor¢do estudado por Saint-
Venant, o primeiro a propor uma metodologia de resolucao para equacdes similares as que carac-
terizam o escoamento em estudo, até os impactos tecnoldgicos, tanto na industria mecanica como
em dareas da sauide, trazidos pelo o estudo dessa configuragdo.

1.4.1 O problema de Saint-Venant

O problema da tor¢do em corpos rigidos, comumente conhecido como problema de Saint-
Venant em homenagem ao matematico franc€s Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, res-
ponsdvel pela sua formulacdo mais completa, € um problema classico largamente utilizado por
fisicos e matematicos na solucao de problemas advindos das mais diversas dreas do conhecimento.

Apesar de sua relevancia e abrangéncia em indmeras aplicacdes, o desenvolvimento proposto
por Saint-Venant, bem como o reconhecimento dado a ele, infelizmente se reserva a publicacdes
de baixa circulagdo e, por diversas vezes, esse importante trabalho ndo € sequer mencionado em
trabalhos voltados a teoria eldstica.

O primeiro a estudar e propor uma teoria que descrevesse o problema da tor¢do de um prisma



provocada por um binéario de forgas aplicadas tangencialmente a superficie desse foi Coulomb
(1784). Em seus trabalhos deduziu e confirmou experimentalmente que o momento torsor M de
um soélido prismatico com secdo transversal circular € proporcional ao produto entre 7, ou seja, a
unidade de tor¢do angular, e D%, sendo D o didmetro associado 2 se¢do do prisma.

A teoria proposta por Coulomb considerava que as secdes transversais planas ao longo do
sOlido prismético permaneciam imutdveis durante a torcdo do prisma, o que nao condiz com
a teoria eldstica atual. A relacdo proposta por Coulomb, no entanto, foi utilizada para todo e
qualquer tipo de secdo transversal por um periodo de 50 anos sem contraposi¢des.

Algumas décadas depois, contudo, Cauchy (1829), com o intuito de confrontar a metodologia
proposta por Coulomb e propor uma mais completa e abrangente, lancando mao das equagdes
classicas da teoria geral de elasticidade, propds uma formulacdo para o cidlculo do momento
torsor aplicado a um prisma de secao retangular.

A formulagdo proposta por Cauchy ja possuia um nivel significativo de complexidade quando
Saint-Venant, mais de uma década depois da publicacdo, se dispds a estuda-la e a complementa-
la. Ap6s uma série de observagdes, o engenheiro francés verificou algumas defasagens na teoria
proposta por Cauchy, ao passo que essa deixava importantes lacunas. Propds, entdo, uma nova
relac@o para o cdlculo do momento torsor associado ao prisma de sec¢do retangular. Diante desse
contexto, em uma série de trés artigos, Saint-Venant (1847) formulou corretamente o problema
geral de tor¢do aplicado a prismas de se¢do retangular e elipsoidal.

Saint-Venant deduziu, partindo de consideracdes fisicas, as equagdes que descreviam o des-
locamento longitudinal w associado ao momento torsor. Em seu terceiro artigo determinou o
deslocamento longitudinal associado a qualquer se¢do transversal uniforme, ndo necessariamente
circular, através da solu¢do da equagdo de Laplace

Viw =0 (1.1)

sobre a se¢do transversal e

(&)o@ oo e

ao longo do seu contorno sendo a Equacao (1.1) consequéncia das condicdes de equilibrio impos-
tas e a (1.2) em decorréncia da auséncia de trac@o superficial longitudinal.

O préximo arevisitar o problema de tor¢ao foi Boussinesq (1871) que, em seu trabalho, propos
um analogo hidrodinadmico para o problema. Introduzindo o conceito de fungdo de stress ¥, ele foi
capaz de observar que as equacdes formuladas por Saint-Venant poderiam descrever o escoamento
laminar e permanente de um fluido viscoso em tubos com secdo transversal equivalente ao de
prismas sem tor¢do. Propds, também, que as curvas onde W = constante poderiam descrever
linhas de tensdes de cisalhamento e que a derivada normal de W em um ponto sobre tais curvas
deveria ser proporcional a tensdo cisalhante nesse ponto.



Através de tais observacdes, Boussinesq demostrou que o problema de tor¢do era um problema
potencial plano e que os diversos métodos advindos da teoria potencial poderiam ser utilizados
para obter a solucdo desejada. E possivel afirmar, assim, que o desenvolvimento adotado para a
solucdo de tais equagdes € o mesmo adotado em varios problemas com condi¢des de contorno,
inclusive o apresentado aqui. Nesse contexto, as solugdes obtidas por Saint-Venant para o pro-
blema da tor¢dao podem ser extremamente tteis no estudo de varios outros de importancia técnica.
Conforme Higgins (1942), os problemas encontrados no design moderno de avides, motores €
dispositivos que operam a alta velocidade possuem significativa equivaléncia associada a tor¢ao
de prismas solidos.

1.4.2 O problema do parafuso extrusor

Adiante serdo discutidas, em trés exemplos distintos, sendo o primeiro uma aplicacio indus-
trial e os demais aplicacdes em sistemas organobioldgicos, algumas aplicagdes praticas onde a
utilizacdo do duto retangular € verificada.

A primeira aplicacio consiste na maquina extrusora do tipo fuso. Em termos simples, extru-
sora € uma maquina projetada com o objetivo de transportar um fluido através de uma matriz ou
molde. Uma de suas extremidades € alimentada com polimero sélido ou fundido e o escoamento
do fluido ocorre pela agdo de um parafuso girando dentro de um compartimento.

A extrusora de parafuso é uma tecnologia amplamente empregada em diversas areas, tais
como, no processamento de polimeros bem como na producdo e processamento continuo de ali-
mentos. No entanto, conforme Alves, Barbosa e Prata (2009), apesar de ser uma das mais im-
portantes operacdes industriais, a fundamentacgdo tedrica sobre como o escoamento do fluido se
desenvolve no interior do mecanismo ainda é escassa, de modo que, o que se sabe hoje sobre o
tema nao € suficiente diante da crescente necessidade de métodos mais precisos para sua correta
compreensao. Tal defasagem entre os atuais métodos utilizados e a real necessidade de aprimora-
mento do processo em questdo pode ser compreendida visto que esse possui grande complexidade
operacional.

Segundo os autores, ao se levar em considerac@o todos as aspectos relevantes para descri¢ao
do processo, entende-se que a extrusdo envolve um escoamento ndo isotérmico tridimensional
de um fluido sensivel ao cisalhamento compressivel. Em pouquissimos casos, geralmente com
baixa aplicabilidade pratica, alguns parametros podem ser ignorados. De fato, na maioria dos
problemas encontrados no cotidiano, todos devem ser levados em consideracgao.

Infelizmente, apesar da complexidade inerente ao problema, grande parte da teoria de extrusao
encontrada hoje € estruturada através de modelos simplificados. A geometria da extrusora, rela-
tivamente complexa, € simplificada, por exemplo, ao "desenrolar"o parafuso helicoidal de modo
que seja possivel considerar o escoamento como uma composi¢do entre arrasto e fluxo de pressao
no interior de um duto retangular. Lan¢ando mao de tal simplificacdo e considerando o fluxo
isotérmico de um fluido newtoniano, € possivel resolver o problema analiticamente. As solug¢des



baseadas nessas simplificagdes sdo bem conhecidas e sdo apresentadas, por exemplo, no trabalho
de McKelvey (1962) e no artigo de Alves, Barbosa e Prata (2009).

Em muitas situacdes préticas, o canal do parafuso possui uma pequena profundidade se com-
parada a dimensdo respectiva a sua largura. Diante de tal observagdo, o efeito de parede sobre
o escoamento pode ser negligenciado de modo a tornar a modelagem matematica unidimensio-
nal. Nesse contexto, é possivel descrever o problema através de equacdes diferenciais ordindrias
com uma varidvel independente. Supor que o canal é raso possui validade para muitas extrusoras
comerciais. No entanto, sob algumas condi¢des industrialmente importantes, isso ndo € verifi-
cado de modo que o efeito de parede torna-se significativo. Além de incluir tais efeitos, uma
andlise ideal acerca do problema deve ser capaz de prever o comportamento da extrusao em uma
abordagem mais generalizada se comparado ao escoamento isotérmico newtoniano geralmente
encontrado na literatura.

Ao considerar o efeito de parede sobre o escoamento, a descri¢io desse passa a envolver equa-
coes diferenciais parciais. Ademais, a suposicdo de ndo isotermicidade imprime imediatamente
nao linearidades ao problema de forma que resolvé-lo tanto analiticamente quanto numericamente
torna-se, entdo, uma tarefa extremamente ardua. As ilustragdes (a) e (b) observadas na Figura 1.2
trazem uma representacdo do problema da extrusdo por parafuso, bem como a simplificacao ado-
tada para a implementagdo do duto retangular como forma de obtenc¢ao de solu¢des aproximadas.
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Figura 1.2: a) Desenho esquemdtico do dispositivo extrusor e b) simplificacdo por duto retangular. Retirado de
Middleman (1965).

1.4.3 Escoamento no interior do trato respiratério humano

A teoria advinda de escoamentos em dutos retangulares pode ser utilizada na modelagem de
sistemas que compdem o organismo humano, tais como os sistemas respiratorio e o digestivo. O
entendimento de como o ar escoa pelos 6rgaos que compdem determinado sistema € imprescin-
divel no tratamento de doencas no que tange, principalmente, a administracdo de medicamentos
do tipo aerossol.

As particulas de aerossoéis, além de apresentar baixa probabilidade de efeitos colaterais, sdo
facilmente difundidas e agem efetivamente nas regides que apresentam alguma patologia. Em
termos de mecanismo, € o gradiente de pressdo que atua diretamente no transporte de goticulas do
medicamento. Dessa forma, segundo Kongnuan e Pholuang (2012), € possivel propor um modelo
em que essa pressao € descrita por uma funcao senoidal no tempo, que simule a respiracdo humana
e possibilite a obtencao de uma expressao analitica que descreva o comportamento do fluxo.



Devida a alta complexidade geométrica do trato respiratdrio, para a andlise de um escoamento
nessa geometria Kongnuan e Pholuang (2012) o dividiram em subdominios, preferencialmente re-
tangulares, que se dispdem horizontal e verticalmente ao longo do sistema conforme necessdrio.
A transformacdo do dominio original para um canal retangular foi implementada aproximando
cada limite geométrico do trato respiratério a uma curva matemdtica capaz de aproximar as fron-
teiras originais a uma reta. A Figura 1.3 ilustra brevemente a metodologia implementada na
transposicao do dominio original para o novo dominio composto por subsequentes canais retan-
gulares.

Lo ‘ a { Y = Yupper
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Figura 1.3: Divisdo do dominio original e transformagio para uma regido composta por canais retangulares. Retirado
de Kongnuan e Pholuang (2012).

Ap6s a adequacdo no dominio e uma andlise tanto do escoamento horizontal quanto do verti-
cal, os autores foram capazes de encontrar uma expressao analitica aproximada para a dispersao
das goticulas de aerossol no trato respiratério. Em trabalhos subsequentes, como o de Kongnuan,
Na-Thakuatung e Pholuang (2013) ha a realizacdo de um estudo que objetiva melhorar a com-
preensdo e propor uma metodologia mais precisa na andlise do fluxo de ar no trato respiratério.
Para garantir a validade do estudo, nesse artigo, € apresentado um método computacional eficaz
de andlise de elementos finitos, conforme Figura 1.4 em comparacdo com os resultados obtidos
analiticamente.

Figura 1.4: Malha utilizada na discretizacdo do dominio por elementos finitos; Retirado de Kongnuan, Na-
Thakuatung e Pholuang (2013).



Nesse trabalho, a caracteristica oscilatéria do fluxo de ar em diferentes momentos da respi-
racdo € estudada analiticamente e numericamente para efeitos de comparacdo. As metodologias
propostas no artigo mostram uma boa concordancia com o fluxo de ar real em uma via aérea
humana e com outras publicagdes relacionadas.

1.4.4 Escoamento de um fluido associado ao movimento peristaltico

O bombeamento peristéltico, comumente observado na fisiologia, ¢ uma forma de transporte
de biofluidos que ocorre quando uma onda progressiva de contracao ou expansio se propaga
ao longo do comprimento de um duto distensivel (ELLAHI et al., 2013). Dentre os diversos
exemplos desse tipo de fendmeno pode-se citar a urina ao ser transportada do rim para a bexiga
através dos ureteres, a comida se movendo no trato digestivo, o movimento da linfa nos vasos
linfaticos e a circulagc@o sanguinea nos pequenos vasos.

O peristaltismo também possuem projecdes praticas em aplicagdes na mecanica industrial,
por exemplo, em bombas de roletes, bombas de tubos, bombas de mangueira, maquinas para o
bombeamento de sangue, maquinas que simulam o comportamento pulmonar e cardiaco e em
méaquinas de didlise. A Figura 1.5 apresenta um modelo aproximado utilizado no estudo do
escoamento de um biofluido presente em duto distensivel com movimento peristéltico.

Figura 1.5: Diagrama esquematico do fluxo peristaltico em um duto retangular. Retirado de Ellahi et al. (2013).

Alguns trabalhos tais como os de Khan, Ellahi e Vafai (2012) e Medhavi (2008), estudaram a
influéncia do movimento peristaltico sobre diferentes tipos de fluidos ndo newtonianos. Outros,
como Reddy et al. (2005) analisaram a influéncia das paredes laterais no fluxo peristaltico mode-
lado como um duto retangular. Outro trabalho interessante é o de Tsangaries e Vlachakis (2003)
onde, com o auxilio de hipéteses simplificadoras, os autores determinam a solug¢do exata das
equagdes de Navier-Stokes para um escoamento pulsante com velocidade constante totalmente
desenvolvido em um duto retangular.



1.5 FUNDAMENTACAO TEORICA

Realizado o estudo da arte para o problema que vird a ser discutido, faz-se necessdria uma
breve discussao a respeito de alguns conceitos relevantes para o completo entendimento do feno-
meno. Tal secdo dedica-se a esse proposito.

1.5.1 Numero de Reynolds e diametro hidraulico

O nimero de Reynolds ¢ um pardmetro adimensional proposto por Reynolds (1883) apds
diversas observacdes experimentais. Tal pardmetro basicamente consiste na busca em caracterizar
o regime de escoamento através do balango de forcas inerciais e viscosas atuantes sobre ele.
Assim, pode-se definir a relagdo

Forcas inerciais
e = - . (1.3)
Forcas viscosas

Considerando um escoamento com viscosidade associada v, uma velocidade U e um compri-
mento caracteristico ¢, pode-se reescrever a Equacao (1.3) como

e

v

Re (1.4)

Para entender a importancia desse parametro adimensional € importante notar que as derivadas

. ou .
das componentes do campo de velocidade u, como por exemplo —, terdo basicamente a ordem

Ox
U
de 7 assumindo que as componentes de u mudam de acordo com as quantidades de ordem U e
o? U
distancias de ordem /. Ademais, as segundas derivadas, tais como a—g possuem a ordem de 7
x
(ACHESON, 1990). Dessa forma, na Equacdo (1.3), tem-se que

U2
Termo de inércia : [(u- V)u| ~ & (7> (1.5)
) 9 vU
Termo viscoso : [vV*u| ~ & ) (1.6)
ou seja,

U

Termos de inércia A
~ —— | ~ O(Re). 1.7
Termos viscosos vU (Re) a7

/2

Portanto, a importancia do nimero de Reynolds decorre do fato que que esse € capaz de indicar
a magnitude dos dois termos que compdem a equacdo de movimento do fluido, sendo possivel,
assim, a visualizac@o de caracteristicas bem distintas entre escoamentos a baixos e a altos Re.

Para escoamentos internos em tubulag¢des, o comprimento caracteristico ¢ costuma ser o di-
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ametro. Para secdes ndo circulares, porém, trabalha-se com o chamado didmetro hidrdulico D,,
onde

4A
Dh = ?7

em que A refere-se a darea de secdo transversal da tubulagdo e P ao seu perimetro molhado. O

(1.8)

raio hidrdulico rp, ao contrario do que o seu nome pode sugerir, ndo é a metade do didmetro
hidraulico, como mostra a Equagao (1.9), em que
Dy
Th = ——. (1.9)
4
O principio da aderéncia permite assumir que a velocidade em determinada se¢do do escoa-
mento estd compreendida entre 0, na interface fluido-parede, e u,; no eixo de simetria do duto.
Por conseguinte, para cdlculos de vazao, carga cinética, perda de carga, entre outras grandezas
importantes no estudo de escoamentos, é preferivel a utilizacdo de uma velocidade média w as-
sociada. Assim, de acordo com a Equacdo (1.8) e (1.4), o nimero de Reynolds pode ser escrito

como _
UDh

v

Re = (1.10)

1.5.2 Laminaridade, transicao e turbuléncia

Conforme o escoamento se desenvolve podem ser observadas caracteristicas fisicas bem dis-
tintas capazes de delined-lo basicamente em trés regides: a laminar, a de transicao e a turbulenta.

Um escoamento € classificado como laminar quando seu campo de velocidade, para quaisquer
regides do mesmo, encontra-se livre de flutuagdes macroscépicas. Caso também seja permanente,
todas as velocidades em um ponto estaciondrio do campo mantém-se constante com o tempo
mesmo que em diferentes pontos isso ndo ocorra (SHAH; LONDON, 1978).

O escoamento de transi¢do, como o proprio o nome sugere, ocorre na regido de fluéncia entre
o escoamento laminar e o turbulento. J4 o escoamento turbulento caracteriza-se por flutuagdes
aleatdrias de altas velocidades através de redemoinhos de fluido denominados vértices. Tais flutu-
acOes imprimem a esse tipo de escoamento um mecanismo extra de transferéncia tanto de energia
quanto de quantidade de movimento, conforme explicita Cengel e Cimbala (2007). Ao contrario
do laminar, o escoamento turbulento difunde massa, quantidade de movimento e energia em taxas
muito maiores. Dessa maneira, a turbuléncia é um fendmeno que se caracteriza por altos valores
de Reynolds.
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1.5.3 Equacao de Navier-Stokes

Supondo o escoamento de um fluido newtoniano, incompressivel e de viscosidade constante
a equacdo do movimento que o rege é dada por
ou 1
E—i—(u'V)u:——Vp—i—l/VQu (1.11)
p

V-.-u=0, (1.12)

em que u corresponde ao campo de velocidade, ¢ a varidvel tempo, p corresponde a massa
especifica, v a viscosidade cinematica e p ao campo de pressdo atuante sobre o fluido.

1.5.4 Camada limite

A camada limite de velocidade ou simplesmente camada limite corresponde a uma regiao do
escoamento de espessura finissima e adjacente ao corpo por onde escoa o fluido. Nessa regido
o escoamento tem sua velocidade diminuida devido a influéncia da fric¢do na interface fluido-
parede. Esse retardo, de acordo com Anderson e John (2001), ocorre devido as forcas de cisalha-
mento provocadas pela viscosidade do fluido.

Na regido de camada limite os efeitos viscosos e as variacOes de velocidade sdo fendmenos
que nao podem ser desprezados, o que pode ser feito na regido de escoamento irrotacional, visto
que, nessa regido central do escoamento o atrito € desprezivel e a velocidade mantém-se constante
na direcdo radial ao escoamento, como pode ser observado na Figura 1.6.

Regiao de escoamento  Camada limite Desenvolvimento do Perfil de velocidade
irrotacional (central) de velocidade perfil de velocidade completamente desenvolvido
Umed Umed Uméd Uméd Umed
| | — —
— e —
T 1 U= \,,,\7&;; 1 T 1
] 1 ) \\\’\*~—,L,\ 773\7 1 1
: =7 =
—— [ E L1
—

T |

Regido de entrada hidrodindmica

Regido hidrodindmica
completamente desenvolvida

Figura 1.6: Desenvolvimento da camada limite em tubula¢des. Adaptado de Cengel e Cimbala (2007).

A espessura da camada limite aumenta gradativamente a medida que o escoamento se de-
senvolve no interior da tubulagdo. A regido do escoamento que corresponde desde a entrada
da tubulacdo até o ponto em que a camada limite incorpora o eixo central é chamada regido de
entrada hidrodindmica e, nessa regido, diz-se que o escoamento estd hidrodinamicamente em
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desenvolvimento. Apds isso diz-se que o escoamento estd completamente desenvolvido.

1.5.5 Fator de atrito de Fanning

A razdo entre a tensdo de cisalhamento na interface fluido-parede, 7, e a energia cinética do
-2

fluxo por unidade de volume, &, ¢ definida como o fator de atrito de Fanning (SHAH; LON-
DON, 1978). Dessa forma, a média periférica do fator de atrito de Fanning, definida axialmente

¢ dada por
Tx
fo=—5. (1.13)
u

2

Assim, na regido de entrada hidrodinamica pode-se definir a seguinte expressao para o fator
de atrito médio de Fanning:

_ 1 [ 7

f=—/ fde:—zz. (1.14)
T Jo u”
P

Nessa regido a queda de pressdo (Ap) é resultado do cisalhamento na interface fluido-parede
e da mudanca na taxa de fluxo de momento nas duas secdes transversais do duto. Essa queda
de pressdo, de uma se¢do x = 0 a x, pode ser obtida ao aplicar a segunda lei de Newton da
conservacao do movimento tal qual

Ap —x 2 u\ 2
?—frﬁz/A(a) dd -2, (115
Py

onde f é obtido da Equacdo (1.14) e u corresponde ao perfil de velocidade em uma segio z.

A representagdo obtida pela Equacdo (1.15), segundo Shah e London (1978), ndo € a mais
eficaz em termos de aplicabilidade em problemas de engenharia, visto que necessita de informa-
¢des acerca de f, do campo de velocidade u e do valor numérico da integral na 4rea. Assim, por
conveniéncia, implementa-se o conceito de fator de atrito aparente de Fanning ( f,,), onde

Ap
Apyy = —5 =
Dap 2

Py

fapDih. (1.16)

Na situac@o em que o escoamento encontra-se totalmente desenvolvido, o perfil de velocidade
€ constante para quaisquer secoes transversais do fluxo. Dessa forma, a tensao de cisalhamento na
interface fluido-parede também é constante axialmente, e o fator de atrito médio € numericamente
igual ao fator de atrito local em determinada regido do duto apds o comprimento de entrada
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hidrodindmica . Assim,

ou seja,

ApDh
= —— 1.17

onde f corresponde ao fator de atrito para um regime de escoamento totalmente desenvolvido.
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2 METODOLOGIA ANALITICA

2.1 O ESCOAMENTO DE POISEUILLE

Quando o fluido escoa somente devido ao gradiente de pressao atuante sobre ele, 0 escoamento
¢ dito de Poiseuille.

Jean Léonard Marie Poiseuille publicou pela primeira vez suas observacdes cientificas acerca
do tema em 1818. Partindo de uma abordagem acerca de escoamentos em tubos sanguineos,
foi capaz de compreender melhor o comportamento de escoamentos em tubulacdes. Em 1844
publicou Recherches expérimentales sur le mouvement des liquides dans les tubes de tres-petits
diametres, obra onde discorreu sobre suas descobertas utilizando o desenvolvimento matematico
realizado pelo engenheiro Gotthilf Hagen em 1839. Hoje o equacionamento resultante desse
processo de constru¢do € denominado Lei de Hagen-Poiseuille devido a contribuicdo de ambos
os pesquisadores. Tal lei descreve o escoamento permanente e laminar de um fluido viscoso e
incompressivel em tubos cilindricos.

O escoamento de Poiseuille plano propriamente dito € respectivo ao que ocorre entre duas
placas planas e € uma das solu¢des cldssicas da Mecanica dos Fluidos. Por sua simplicidade, de
acordo com Cengel e Cimbala (2007), pode ter seu perfil de velocidade determinado através de
uma balango integral das forgas atuantes sobre o fluido ou a partir das Equagdes de Navier-Stokes,
como mostrado posteriormente na Secao 2.3.

O presente estudo parte do pressuposto de que o escoamento de Poiseuille plano € uma solu-
¢do caracteristica do escoamento generalizado observado no interior de dutos retangulares. Dessa
forma, o escoamento de Poiseuille plano serd o ponto de partida no processo de obtengdo dos
resultados almejados, sendo imprescindivel uma abordagem matematica que explicite a codepen-
déncia entre esses dois.

Para a situagcdo-problema assume-se a hipétese de um escoamento permanente, unidirecio-
nal, viscoso e laminar de um fluido newtoniano. A principio, objetiva-se determinar o perfil de
velocidade associado ao escoamento completamente desenvolvido no interior do duto.

Considera-se que a se¢do transversal retangular pode ser descrita em funcdo de uma razao de

2c .
aspecto — onde 2c corresponde a altura e 2b a largura do duto, respectivamente, como mostrado
na Figura 2.1, com a direcdo do escoamento orientado pelo eixo x positivo.

15



2c

N

i

Figura 2.1: Geometria de um canal de se¢@o retangular.

A determinacdo do campo de velocidade associado ao escoamento em estudo € de suma im-
portancia visto que através dele € possivel determinar diversas grandezas de interesse, tais como
o coeficiente de fric¢ao na interface fluido-parede e a vazao volumétrica associada.

As Equacdes (2.1),(2.2) e (2.3) correspondem as equacdes gerais de Navier-Stokes, que irdo
nortear todo o trabalho, dispostas em notacdo cartesiana. Para a anélise do problema, desprezar-
se-4 toda e qualquer for¢ca de campo. Assim:

ou  Ou  Ou ou dp Pu 0%u  O*u
p(a*“%”a—y”&):—a—x”(awayﬁaz?) @b

ov ov ov ov Op v v 0%
P(a*“a—x”a—y”@):—a—y”(@*a—yz*@)’ =2

0 0 0 0 0 0? 0? 0?
p(w w w w):_p ( w w w)’ (2.3)

ot or Ty T as 92 M\ 22 T o T a2

em que p € a densidade de massa (massa por unidade de volume); u, v € w sdo as componentes do
campo de velocidade em x, y e z, respectivamente; p corresponde ao campo de pressao atuante;
1 € a viscosidade cinemadtica do fluido e ¢ € varidvel descritiva para o tempo.

E importante destacar que, caso fosse adicionado o campo gravitacional as equacdes Navier-
Stokes, ao implementar o conceito de pressdao modificada, o termo de gravidade seria, de qualquer
maneira, removido, conforme visto nas Equagdes (2.4) e (2.5).

—Vp*=pg—Vp (2.4)

)
o (8—‘; tu- Vu) — Vp' + uV2u (2.5)

Pela hipotese de escoamento unidirecional, segue que

v=w=0. (2.6)
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Dessa maneira, a equacdo da continuidade para um fluido incompressivel,

ou Ov Ow
o toy T &7
torna-se
ou
_—= 2.
9 0, (2.8)

ou seja, a componente de velocidade em = ndo muda na direcdo do escoamento, 0 que incorre
dizer que esse € independente de x. Logo, para um regime de escoamento permanente,

u=u(y,z). (2.9)

Satisfeitas as condi¢Oes impostas pelas equagdes (2.6) e (2.9), diz-se que o escoamento esté
totalmente desenvolvido. E importante aqui destacar que, conforme explicita Papanastasiou et
al. (1999), o conceito de escoamento desenvolvido pode ser aplicado a qualquer duto de secdo
uniforme (retangular, circular, eliptico, triangular, etc.) suficientemente longo.

Assim, as equagdes de Navier-Stokes reduzem-se a

*u  0*u
a—y2+@ = -G, (2.10)
dp
— = 2.11
By 0, (2.11)
Jp
—_— = 2.12
em que
G- _Ldr (2.13)
udx

¢ uma constante. Para demonstrar a dltima afirmacdo, € importante observar primeiro que o lado
esquerdo da Equacdo (2.10) depende somente de y e 2z pela Equacdo (2.9). Por outro lado, pode-se
concluir pelas Equacdes (2.11) e (2.12) que

p=p(), (2.14)
ou seja, o lado direito da Equacgdo (2.10) depende apenas de x. Como o lado direito e o lado

esquerdo sdo iguais, segue o resultado.

Devido a orientacao adotada para o eixo z, conforme ilustrado na Figura 2.1, o gradiente de
pressdo tende a ser adverso, possuindo, assim, sinal negativo. Dessa forma, G, além de ser uma
constante, adquire sinal positivo.

Utilizando a defini¢do conhecida para o nimero de Reynolds apresentada na Equacao (1.10),
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pode-se reescrever a Equacdo (1.17) em termos desse parametro adimensional. Segue que

. ApDh Dhﬂp
20wl
_ 1ApD?

u L 2u

fRe

O parametro fRe é conhecido, também, como niimero de Poiseuille (Po). Assim,

2
Po = Gl_)h. (2.15)
2u

A Figura 2.2 relaciona diversas geometrias para dutos aos seus respectivos nimeros de Poi-
seuille, considerando um escoamento laminar totalmente desenvolvido. Os valores dispostos fo-

ram obtidos a partir de Cengel e Cimbala (2007).
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Sec¢ao do duto [E) ou @ Po

- 16
1 14,23
2 15,55
3 17,09
¢ 4 18,23
6 19,70
8 20,58

o0 24

b

1 16
2 16,82
c 4 18,24
8 19,15
16 19,54

b

10° 13,07
\9/ 30° 13,33
60° 13,15
90° 12,74
120° 12,70

Figura 2.2: Ndimero de Poiseuille (Po) associado ao escoamento laminar completamente desenvolvido para diferentes
segdes transversais.
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Ap6s as explanagdes feitas anteriormente, o problema em questdo se resume a determinacao
do campo de velocidade associado ao escoamento através da conhecida equagdo de Poisson

Pu  0%u
— +— =-C 2.16
o2 922 ! (2.16)
sujeita as condi¢des de contorno

a )

a—Z =0 em y=0

0

0z

u=0 em y=»

u=>0 em z=c

As duas primeiras condi¢des de contorno descritas sdo resultado da simetria verificada no
problema. Para andlises numéricas, impor esse tipo de condi¢do de contorno reduz em 75% o
dominio computacional. As condicdes de simetria sdo impostas nas interfaces, conforme Figura
2.3, para que o escoamento de um lado funcione como um espelho do escoamento nos lados

opostos.
<
=0 (b
ou
oy 0 u=0
p Y
U
— =0
0z

Figura 2.3: Condi¢des de contorno associadas ao problema.

As duas tultimas condicdes de contorno sdo conhecidas como condi¢des de nao deslizamento,
visto que, o fluido, em contato com a parede, sempre adquire a velocidade da mesma. Como
para o problema em questdo o dominio encontra-se fixo, a velocidade do fluido nessas regides de
contato € nula.
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2.2 SOLUCAO PARA PLACAS PARALELAS

Para dar sequéncia a metodologia empregada na resolucdo do escoamento no duto retangular,
faz-se necessario langar mao da solugdo carateristica referente ao escoamento de Poiseuille plano,
objetivo dessa secao.

Grande parte dos escoamentos unidirecionais € permanentes podem ser modelados assumindo
que
O*u __ 0%u
927 oy
ou seja, para um regime permanente, o perfil de velocidade € muito mais sensivel a modificagdes
na dire¢do de crescimento z do que na dire¢do y. Tal simplificagdo pode ser adotada sempre que
c>boub > c,isto é, sempre que a influéncia das paredes for muito menor em uma direcao em

detrimento da outra.

Dessa maneira, a Equacdo (2.9) se reduz a

u=u(z). (2.18)

Assim, a Equacgdo (2.10) toma a seguinte forma:

d?u
dz?

=—G. (2.19)

A Equagdo (2.19) é uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem e pode ser resolvida
através de integracdo direta. O campo de velocidade resultante de tal integragado é

u(z) = —gzz + Ciz + Cs. (2.20)

A partir desse resultado observa-se que o perfil de velocidade, para o escoamento em questao
definido através das hipéteses feitas até aqui, € parabdlico e depende das constantes de integracao
(' e C5 que podem ser obtidas através das respectivas condi¢des de contorno. De acordo com a
situacdo-problema ilustrada na Figura 2.4, a origem do planos coordenados cartesianos € tomada
no plano de simetria do escoamento e a distancia entre uma das placas paralelas até o eixo, tomada
Como c.

T

} _____________________________ ol B L

Figura 2.4: Escoamento de Poiseuille entre duas placas planas paralelas.
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As condi¢des de contorno para o escoamento em questdo, podem, entdo, ser definidas como

u(—c) =0 (2.21)

u(c) = 0. (2.22)

onde (2.21) e (2.22) sdo obtidas a partir da condi¢do de ndo-deslizamento na interface fluido-
placa. Dessa maneira, pela Equacao (2.20), segue que

—%62 +Cic+Cy =0
e
—GTcz — Cic+ Cy =0.
As duas incégnitas sdo C e Cs. Resolvendo simultaneamente, obtém-se
Ci=0
) Gc?
Cy = 5

Desse modo, chega-se ao campo de velocidade de um escoamento do tipo Poiseuille entre
placas planas paralelas, dado por
G a2
= — (¢ — . 2.23
u(z) 5 (= 2% (2.23)
Em posse do campo de velocidade (2.23) € possivel determinar a vazdo volumétrica (), entre
duas placas paralelas por unidade de comprimento L onde

%:/Cudz:G/C(Cz—ZQ)dz. (2.24)
L e 0

Portanto, )
Qop = §Gc?’L. (2.25)

Tal resultado traz importantes observacdes a cerca dos fendmenos fisicos que decorrem do
escoamento entre placas planas paralelas. Constata-se que quanto maior o gradiente de pressao
atuante sobre o fluxo méassico, maior serd a respectiva vazao volumétrica e, caso o gradiente de
pressdo seja inexistente, simplesmente o escoamento torna-se impossibilitado de ocorrer. Ade-
mais, observa-se também, que quanto mais viscoso for o fluido de trabalho, menor serd (), visto
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que impde mais forga viscosa de atrito ao escoamento.

Além da vazao volumétrica, com o campo de velocidade calculado, pode-se obter a velocidade
maxima e a média do perfil de velocidade do escoamento.

A velocidade maxima, gy pp, OCOITE justamente no plano de simetria do escoamento, em que

z = 0. Logo,
_ Gy 2
Umaxpp = (0) = 5 (c*—0%),
ou seja,
Gc?
Umax,pp = T (226)

A velocidade média do perfil de velocidade associado ao escoamento entre placas planas para-
lelas, iy, pode ser determinada pela razao entre a vazao volumétrica e a area da se¢@o transversal
no plano zz. Logo,

_ Qpp Gc?
=— = —. 2.27
T er T 73 (27
Com a velocidade média obtida pela Equagdo (2.27) € possivel determinar uma relagdo para
o numero de Poiseuille Pop, associado ao escoamento entre duas placas paralelas. Conforme

Equacio (2.15) tem-se que

GD? 3D?
Po,, = TC’; = ?j (2.28)
3

O diametro hidraulico respectivo as duas placas planas paralelas € uma solugao assintética da
Equacao (1.8). Assim, considerando duas placas paralelas espagadas de 2¢, conforme Figura 2.4,
4(2bc) 4c

Dhpp = blggo %+ 4c blinoé n 2c = 4. (2:29)
b

Dessa forma, pela Equacao (2.28)

3(4c)?

Po,, =

E importante ressaltar que o valor obtido para o escoamento entre placas planas paralelas é nu-
mericamente igual ao valor obtido para Po em um duto de se¢do retangular com razdo de aspecto
infinita, como ilustrado na Figura 2.2, confirmando, assim, a ideia inicial de que o escoamento de
Poiseuille plano é uma solugdo caracteristica para o problema do duto retangular abordado nesse
estudo.
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2.3 SOLUCAO PARA DUTOS RETANGULARES

De acordo com Papanastasiou et al. (1999), a metodologia utilizada na resolucio do escoa-
mento entre duas placas planas paralelas nao pode ser implementada quando o estudo de caso for
feito préximo as paredes laterais do duto retangular, visto que tal situa¢do configura um regime de
escoamento bidimensional. Impulsionado somente por uma gradiente de pressdo ou pela gravi-
dade, o escoamento de Poiseuille entre placas planas paralelas €, por sua vez, apenas um modelo
assintético do problema que serd trabalhado aqui. A Equagao (2.18) € resultado de uma simplifi-
cagdo que permite que o campo de velocidade u = u(y, z) seja modelado como um escoamento
unidirecional na dire¢do z. Nessa secdo, buscar-se-4 a resolu¢do do escoamento em um duto de
secdo retangular sem utilizar as simplificacOes da Sec¢do 2.2.

Por conveniéncia, introduz-se uma varidvel auxiliar, u*(y, z), tal que

u(y,2) = uly, =) - §<c2 -2, (2.31)
ou seja,
u(y, z) = %(8 — 22) +u*(y, 2). (2.32)

E conveniente observar que a mudanca de varidvel proposta é justificavel visto que, para A = 0
0 campo proposto recupera aquele obtido para placas planas paralelas, de forma a reforcar a
hipétese inicial de que esse € uma solucao assintética para o duto retangular. Assim, substituindo
(2.32) em (2.16), tem-se a conhecida equacdo de Laplace

*u* 0*u*

=0 2.33
sujeita as condi¢des de contorno
ou* )
81; =0 em y=0
uw=——(*—2%) em y=0
. ( ) Y (2.34)
Ou = em z=0
0z
u* =0 em z=c

Para resolver esse problema de valor de contorno, serd utilizado o método de Fourier, também
conhecido como separagdo de varidveis que consiste basicamente em procurar solu¢des u*(y, z)
na forma

u(y,z) =Y(y) Z(z). (2.35)

Como o artificio matematico utilizado para resolver o problema consiste na separacao de va-
ridveis, faz-se necessério que as condi¢des de contorno para Y (y) e Z(z) também sejam obtidas.
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Isso pode ser feito substituindo a Equagdo (2.35) nas condic¢des descritas em (2.34).

Assim, para a primeira condi¢ao de contorno, aplicada em y = 0, tem-se

ou*
oy

=Y'(0)- Z(2)=0.
Admitindo que Z(z) # 0 é possivel concluir, entdo, que
Y'(0) = 0. (2.36)
A segunda, correspondente a condi¢cdo imposta em y = b, mostra que
u (b, 2) =Y (b) - Z(2) = ——(c* — 2?). (2.37)

Para a terceira condi¢do, aplicada em z = 0, tem-se que

ou*
0z

=Y(y)- Z'(0) =0 (2.38)

Analogamente ao observado na primeira condi¢@o, para que u*(y, z) # 0, Y (y) necessaria-
mente precisa ser diferente de 0. Assim,

7'(0) = 0. (2.39)

Finalmente, ao aplicar a Equacdo (2.35) a quarta condi¢do de contorno, associada a z = c,
obtém-se
u (y,¢) =Y (y) - Z(c) = 0.

Conclui-se, entdo, que
Z(c)=0. (2.40)

Introduzindo a Equacgdo (2.35) na Equacdo (2.33), segue que

d?y d2Z
—Z+Y—=0. 241
dy? + dz? 241

A aplicacao da metodologia proposta por Fourier permite separar as varidveis Y e Z de forma
que cada membro da equacdo seja independente da varidvel presente no outro. Dessa forma,

1d2Y 1427

- = 2.42
Y dy? 7 dz? (2.42)

Da Equacao (2.42), ao considerar que o lado direito independe de y e o lado esquerdo inde-
pende de z, é possivel afirmar que ambos os lados devem independer de y e z. Consequentemente,
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tanto o termo esquerdo quanto o direito devem ser iguais a uma constante. Assim,

d*Z
= CZ, (2.43)
d*y

O sinal da constante C' a ser adotado deve ser analisado com cautela, visto que pode fazer com
que a solucdo seja trivial. O estudo serd feito para a constante na forma da Equagao (2.43) e o
resultado expandido para a constante na equagao (2.44).

No caso mais simples, em que o valor adotado para a constante C' € igual a 0, tem-se que

d?Z
—— =0
dz?
e, portanto,
Z = C1Z + Co.

Sabendo que Z' = ¢; e que, de acordo com as condi¢@o de contorno Z(c) = 0e Z'(0) = 0,
conclui-se que

61202:()

€, consequentemente
Z =0.

Assim, como pode ser observado, a ado¢do de C' = 0 leva a uma solucio trivial. Logo,

C #0.

Ao adotar um valor positivo para a constante C' tem-se que

&2z,
Rl

Para resolver a equacdo diferencial de segunda ordem homogénea com coeficientes constan-
tes, utiliza-se as raizes da equagdo caracteristica associada a mesma. De onde segue que,

Z = 1% + cpe” (2.45)
onde ¢; € ¢y sdo constantes a serem determinadas. Como
cosh(az) = =(e** 4+ e ) (2.46)

sinh(az) = = (e — e™%), (2.47)
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pode-se reescrever a Equacgdo (2.45) da seguinte maneira:
Z = cgsinh (az) 4 ¢4 cosh (az), (2.48)

onde c3 e ¢4 sd0, agora, as constantes a serem determinadas.

Lancando mdo da condi¢do de contorno nimero (2.39), em que Z’(0) = 0 e sabendo que
Z'(z) = c3 cosh (az) + ¢4 sinh (az), € possivel dizer que

Z'(0) = acs = 0.

Como « # 0 por hipétese, segue que

CgZO.

Portanto, Z(z) = ¢4 cosh («z). Agora, para a determinagdo da constante ¢, utiliza-se a condi-
¢do de contorno (2.40), em que Z(c) = 0, ou seja, ¢4 cosh (az) = 0. Assim,

cqcosh (az) = 0.

Como cosh (az) > 1, segue que
cy = 0. (2.49)

Como observado, a solu¢do proposta em que o valor da constante C' € positivo, como no
primeiro caso, também resulta em uma solug¢do trivial (Z = 0). Logo,

C # o

Finalmente, adotando um valor negativo para a constante C' tem-se que

d2Z

_ 2
@——@Z.

Novamente depara-se com uma equacdo diferencial de segunda ordem homogénea com coe-
ficientes constantes. A solugdo, neste caso, possui a forma

Z = cysin (az) + ¢y cos (az).

Conforme a condi¢do de contorno nimero (2.39), em que Z'(0) = 0 e sabendo que Z'(z) =
acy cos (az) — acy sin (az), segue que

Z'(0) = acy = 0.
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Assim como no caso anterior, o # 0. Portanto,

0120.

Dessa forma, Z(z) = cycosaz. Para determinar a constante c, utiliza-se a condigdo de
contorno nimero (2.40), em que Z(c) = 0. Assim,

Z(c) = cycos (ac) = 0.

Observa-se que, para a relacdo possuir validade, é necessério que ou ¢, = 0 ou cos (ac) = 0.
Caso a primeira seja cumprida, a solucdo recaird numa trivialidade, como nos casos estudados
anteriormente. Logo,

cos(ac) = 0. (2.50)
A Equacdo (2.50) € satisfeita se
s
ac = qp = (2k—1)§, (2.51)
emque k = 0,+1,£2,.... Portanto,
Zy. = ¢}, COS <%) (2.52)
c

Determinado o sinal da constante na Equagdo (2.43), pode-se afirmar que C' = a? > 0 para a
Equagdo (2.44). Por conseguinte,

d?y
— = —a%,
dy?
ou seja,
Y (y) = cgsinh (ay) + ¢4 cosh (ay). (2.53)

Conforme condigdo de contorno (2.36), em que Y’ (0) = 0, e sabendo que Y’ (y) = a3 cosh (ay)+
acy sinh (), segue que

Y'(0) = aez = 0,

de onde segue que
C3 = 0.

A equacdo remanescente é, portanto,

Yy = dy, cosh (%> (2.54)

C

Realizado o estudo para que o sinal das constantes nas Equacdes (2.43) e (2.44) ndo acarretem
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em solugdes triviais do tipo Z = 0 e Y = 0 e de posse das relagdes descritas nas Equagdes (2.52)
e (2.54), conclui-se, pela Equacgdo (2.35), que

up(y, 2) = Yy Zy = cgdy cosh (%) coS <%) = (), cosh (%) coS (%) (2.55)
Cy,

Devido ao fato de a equacao diferencial original (2.33) ser linear, a soma de qualquer numero
de solucdes constitui um solugdo. Assim, a Equacgdo (2.55) pode ser escrita como a soma de uma
série infinita, onde

up(y, z) = i C, cosh <%> cos (%) = f(y, 2). (2.56)
k=1

A constante C', deve, enfim, ser determinada. Para o processo, a condi¢do de contorno nimero
(2.37) sera utilizada. Assim,

G, o o = agb gz
— E(C —Z ) = ;Ck cosh (T) COS (T) (257)

De acordo com a teoria desenvolvida por trds das séries de Fourier é importante discutir sobre
dois pontos chaves para a determinacio da constante C}. S@o eles as relacdes de ortogonalidade
e a determinacao dos coeficientes de uma série de Fourier.

B . 2mrnx 2mrnx
Dadas as fungdes sin e CoS

), comm = 1, 2, ..., essas formam um con-

junto mutualmente ortogonal de funcdes em 0 < x < 7. Segundo Figueiredo (1977), se m e
n € 77, as relagdes de ortogonalidades sdo dadas por :

r 2 2 0, sem #n
/ cos ( m7rw> cos ( mm)da: =T (2.58)
0 T T —,sem=n
2
r 2 2 0, sem #n
/ sin ( mmc) sin ( mm:)dx =7 (2.59)
0 T T o sem=mn
T
2 2
/0 cos ( mwa) sin ( T;m)d:c =0,Vm,n. (2.60)

Para a determinacao dos coeficientes associados, seja

f(z) = % + Z ay, cos (nwoz) + by, sin (nwox)

n=1
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uma série de Fourier qualquer com os coeficientes ao, a,, € b, a determinar. Segue que,

o [T

ag = T/o f(z)dx; (2.61)
o [T

an = —/ f(z) cos (nwoz)dx; (2.62)
T Jo
o [T

b, = —/ f(z) sin (nwoz)dz. (2.63)
T Jo

As Equagdes (2.61), (2.62) e (2.63) sao chamadas Férmulas de Euler-Fourier e se destinam
ao cdlculo dos coeficientes de Fourier de uma determinada funcio f periddica de periodo 7'. A
dedugdo dessas férmulas € feita integrando sobre o intervalo [0, 7']. No entanto, como f, cos nwox

, 2m e , . ~
e sin nwyx, sendo wy = — sdo todas fungdes periddicas de mesmo periodo 7', tal integracdo pode
ser feita sobre qualquer intervalo de comprimento 7'. Dito isto, da Equacdo (2.57) segue que

C} cosh (&ka) = %/ch(z) oS (%)dz
= —g /C(c2 — 2%) cos <%>dz. (2.64)
0

Cc

Utilizando o processo de integracao por partes obtém-se

c o : o 2
C}, cosh (O‘_’Cb> — _g/ (¢ — 22) cos (%)dz _ 2(sin o, — a cos oy )¢ G. (2.65)
0

3
C Cc Cc ag

Levando em consideracdo a periodicidade e a paridade das fungdes seno e cosseno € possivel
escrever que

™

sinay = sin (2k — 1) (—1)F 1 (2.66)

o N

cosay = cos (2k —1)= = 0. (2.67)

Reescrevendo a Equacgdo (2.65) em funcao das relacdes obtidas pelas Equacgdes (2.66) e (2.67),
tem-se que

2(—1)kc?
C1 cosh (@_kb) _2(=D)reG

3
c ay,

Gl

3
2 ay,

Dessa forma, o valor correspondente a constante C, €
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(2.68)
c

Y 3
2 % cosh (a—kb)

Da Equacao (2.56) obtém-se, entdo, o campo de velocidade complementar ao campo caracte-
ristico obtido na solugdo para placas planas e paralelas. Assim,

oy

(~1yt cosh (57)

=1 Yk cosh (a—kb>
c

Retomando o argumento base de toda a andlise, tem-se que u(y, z) = u, + u*. Pela Equagdo

I
*

<
&

Il
| Q
Q
(3%
(]

W
w

cos (O‘k’z> (2.69)

C

(2.23) conclui-se, assim, que o campo de velocidade resultante para um escoamento laminar em
um duto de secdo retangular € descrito por

_1)k cosh (%>

c (077%4
a; b COS( c )’
cosh < )

C

G G x4
u(y, z) = 5(02 -2+ 502 Z (
k=1

ou ainda,

cos (sz> . (2.70)

De posse do campo de velocidade, € possivel determinar a vazao volumétrica (). respectiva
ao escoamento no interior de um duto retangular através de uma integral sobre a area transversal
do duto. Assim,

¢ b 9 oo _1kCOSh
au=[ [ 52 p-C) Ty

k=1 k' cosh

Y
T> cos (%) dydz

C

AA
‘Q =
o | x>
S
N~
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Resolvendo a integral em y, obtém-se
c 2 o0 k
_ 2 ? (_1) akb (67 %4
Qret = Ge /c b(l—g) —1—402 oz% tanh (T cos <T> dz

b ad (—1)k kb ¢ ARz

§+Z ozi tanh — /_ cos <T>dz )

k=1
Resolvendo a integral em z, obtém-se

b > (—1)k Oékb
5—1—202 5 tanh(T sen ay, | .

k=1 k

= 4G

Qret - 4GC3

Pela Equacdo (2.66), segue que

1 1\2k—1
Qret = 4GS 9 + 202 # tanh (Oé—kb)]

b o tanh (a—kb>
= 4G | L — 20y — L

Tomando a razdo de aspecto respectiva a um duto retangular como

\ = 2.71)

c
57
a vazao associada € descrita por

>~ tanh (%)

4
Qree = 3G | 1= 6 > (2.72)
k=1

5
Q.

E importante observar que para A = 0, a Equacdo (2.72) recupera o resultado obtido na

Equacio (2.25), para o caso assintético respectivo a duas placas planas paralelas e L = 2b.

Sabendo que a vazdo associada ao escoamento € dada pelo produto entre a velocidade do fluxo

pela drea da se¢do transversal no qual ele transpassa, € possivel obter uma relacdo adimensional

para (), em funcdo de A\. Dada a drea do dominio igual a 4bc e a velocidade utilizada como

parametro a mixima associada ao fluxo entre duas placas planas paralelas, conforme Equacdo
(2.26),

Qret

G’
4 -
bC 5

(2.73)

Qret =

32



Logo, apds simplificagdes matematicas, conclui-se que a vazdo adimensional obtida pelo mé-
todo analitico proposto é dada por

> tanh <%>

5 2
Qret:§ 1_6)\2 az
k=1

(2.74)

A curva que relaciona a vazdo obtida analiticamente com a razdo de aspecto de um duto
retangular resultante da Equacdo (2.74) é, entao, ilustrada na Figura 2.5.

0-70 T I I I T

0.65 |

T
L]

T
|
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T T
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T
L]
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L]

0.35

T
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T
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Figura 2.5: Grafico relacionando a razdo de aspecto A de um duto retangular com o fluxo adimensional Get.

Verifica-se pela Equagdo (2.74) e pela Figura 2.5, que, para o caso assintético respectivo as

placas paralelas, o valor assumido pela vazao adimensional € tal que Gy; = 3 ~ 0, 66, sendo esse
o valor mdximo assumido.

Agora, objetiva-se determinar um equacionamento que relacione a razio de aspecto do duto
retangular e o seu respectivo numero de Poiseuille Po,.. Dada a Equacdo (2.15) e sabendo que a
velocidade média associada ao escoamento no interior do duto pode ser determinada por U, =

Qret
4bc

, tem-se que

GD;  8GW*¢  32Gbc
et Tret(b+ )% Qua(b+ )%

P Oret =

Dessa forma, dada a expressao para a vazao respectiva ao duto retangular descrita em (2.72),
segue que
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POret =

Dada a relagdo fornecida na Equacdo (2.71) para a razdo de aspecto obtém-se, entdo, que

24

(14 A2) 1—6>\Zana—<5/\>
k=1 k

(2.75)

Poret =

Aqui é importante dar destaque ao equacionamento analitico obtido para o cdlculo do numero
de Poiseuille, pois, pela Equagdo (2.75), caso A tenda a 0,

097
> tanh (7)
lim ¢ A ; (" 0. (2.76)
Consequentemente,
24
Po, = = 24. (2.77)

1+ 02)(1—0)

Como discorrido na Secao 1.5.5 e ilustrado na Figura 2.2, para uma razdo de aspecto igual a
0, o valor numérico de Po, para o duto retangular tende exatamente para o valor obtido quando
se estuda o escoamento de Poiseuille plano, onde Poy, € igual a 24. Esse resultado retoma aquele
obtido anteriormente e descrito na Equacdo (2.30).

A Figura 2.6 traz a curva resultante da equacdo obtida em (2.75) e relaciona cada A associado
ao duto retangular ao seu respectivo nimero de Poiseuille. A Tabela 2.1 apresenta alguns valores
para Po, e as respectivas razdes de aspecto para efeito de comparacdo com os resultados obtidos
aqui. Da Figura 2.6, é possivel constatar que, para A = 1, situagdo onde o duto retangular adquire
geometria quadrada, com as quatro paredes exercendo o mesmo efeito sobre o escoamento, o
ndmero de Poiseuille associado € cerca de 14,23.
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Figura 2.6: Gréfico relacionando a razdo de aspecto A de um duto retangular com o nimero de Poiseuille Po.

A Pore;

0 24
0,05 22,48
0,10 21,17
0,125 20,58
0,166 19,70
0,25 18,23
0,40 16,37
0,50 15,55
0,75 1447
1,00 14,23

Tabela 2.1: Valores discretos do nimero de Poiseuille para alguns valores de \. Retirado de Pitts e Sissom (1981).

E possivel observar, também, que existe uma razio de aspecto \ para o duto retangular equi-
valente a de uma secdo transversal circular. Sabendo que o nimero de Poiseuille associado ao
duto circular € 16 o A equivalente para o duto retangular é obtido pelo ponto de intersecdo entre
as duas curvas. Esse resultado mostra que, no contexto da mecanica dos fluidos, existe um duto
com secdo transversal retangular que possui as mesmas propriedades relativas a um com secao
circular visto que, nessa situagdo, ambos possuem a mesma dissipacdo de energia mecanica por
atrito viscoso. Esse duto retangular caracteristico possui uma razio de aspecto aproximadamente
igual a 0, 44.

Aqui, faz-se necessario apontar a rapida convergéncia do somatdrio presente na Equacdo
(2.75). Considerando um critério de convergéncia onde a diferenca entre a resultado obtido na
iteracdo k£ menos o obtido na iteracdo k£ — 1 seja menor que 0,0001, verifica-se que para baixos
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valores de ), o resultado esperado para a Equacdo (2.75) apresenta convergéncia ja na quarta casa
decimal. E notdvel a tendéncia de aumento na quantidade de iteragdes necessdrias conforme a
razao de aspecto avaliada se aproxima de 1.

A rapida convergéncia do somatdrio advindo da metodologia analitica € constatada, também,
por Shah e London (1978) e tal observacao € utilizada pelos autores na obten¢ao de uma equagao
que aproxime os valores para o nimero de Poiseuille com relativa acuracidade, como serd discu-
tido no Capitulo 4. Na Tabela 2.2 € possivel encontrar o valor obtido aqui para Po, associado a
distintas razdes de aspecto para diferentes iteracdes.

A k Poyet A k Poyet A k Poret A k Poyet
1 19,0581 1 16,3433 1 14,3147 1 14,1320
2 19,0694 2 16,3659 2 14,3721 2 14,2184
02 3 19,0703 3 16,3676 3 14,3766 3 14,2252
’ 4 19,0704 | 04 4 16,3679 | 0,8 4 14,3774 4 14,2265
5 19,0705 5 16,3680 5 14,3776 10 5 14,2268
100 19,0705 6 16,3681 6 14,3777 | 6 14,2270
100 16,3681 7 14,3778 7 14,2270
100 14,3778 8 14,2270
9 14,2271
100 14,2271

Tabela 2.2: Iteragdes necessdrias para convergéncia do resultado associado a Equacdo (2.75).

Diante das observagdes realizadas e a devida verificagdo com os valores encontrados na bibli-
ografia, € possivel concluir que a metodologia analitica adotada aqui € valida e possui resultados
convergentes com estudos anteriores. Seguindo adiante no estudo, o problema € resolvido nume-
ricamente, conforme o Capitulo 3 e Capitulo 4, onde serd realizada uma discussao mais ampla
acerca do problema de forma a confrontar as metologias analitica e numérica. O Capitulo 5 e o
Capitulo 6, por sua vez, propdem um estudo numérico para 0 escoamento em regime transiente
e uma simulac¢do direta utilizando um software de andlise, respectivamente. Alguns resultados
visuais poderdao ser encontrados, entre eles mapas de calor, curvas de isovelocidade e perfis do
escoamento laminar no interior de dutos com secao transversal retangular para diversas razdes de
aspecto.
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3 METODOLOGIA NUMERICA

3.1 O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

Uma breve descri¢c@o conceitual acerca do Método das Diferencgas Finitas (MDF) é proposta
por Grossmann, Roos e Stynes (2005). Segundo os autores, o0 método em questao trata-se de um
procedimento com aplicabilidade principalmente em problemas onde ha existéncia de condicdes
de contorno bem definidas. De facil compreensdo, com uma discretiza¢do ndo tdo refinada e
consequentemente baixo custo computacional, o método € capaz de fornecer bons resultados, que
usualmente basta para anélises praticas do problema.

A aplicacdo e manuseio do MDF ¢é bem simples para problemas unidimensionais e, caso a
geometria associada ao problema em questdo nio possua significativa complexidade, é possivel
estender sua ideia bdsica para problemas com maiores dimensdes sem grandes esforcos.

Pode-se inferir que a maior desvantagem do método consiste na necessidade em realizar varias
suposi¢cOes sobre a suavidade da solucio desejada, visto que, € estruturado através de estimativas
de consisténcia através de expansdes em séries de Taylor com determinada ordem para o erro
associado.

Ao se utilizar o MDF na resolugdo de equacdes diferenciais parciais, como no caso da equa-
cdo de Poisson (3.2.1), a solucdo final, na verdade consiste, em uma aproximacdo através de
determinada funcdo de discretizagdo. Nesse contexto, na resolu¢do da EDP, cada derivada deve
ser substituida por uma diferenca dividida que represente e descreva o valor da funcdo em cada
respectivo ponto do dominio discretizado por uma malha. Tais diferencas divididas podem ser
obtidas, geralmente, através de trés maneiras. A primeira, mais usual, utiliza expansdes em série
de Taylor; a segunda lanca mao de equagdes de balanceamento locais e a terceira utiliza-se de
volumes finitos.

Considere, entdo, a equacdo de Poisson aplicada no bordo e no interior de um dominio re-
tangular Qtalque Q =Y x Z = {(y,2) [y € Y Az € Z}onde Y = [-b,b] e Z = [—¢,(].
Nesse caso, o problema a ser resolvido € chamado de problema de Dirichlet e o objetivo principal
consiste em encontrar uma fun¢do que satisfaca a EDP

Pu ot
oy? 022

dada no interior do dominio 2, tomados valores prescritos na fronteira desta, que no caso do pro-

=—G em (, (3.1

blema proposto de um escoamento no interior do duto retangular configura-se matematicamente
como

u=0 em 0, (3.2)
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ou seja, todos os pontos localizados no bordo do dominio utilizado apresentam velocidade nula.

A Figura 3.1 traz uma representacdo geral da malha possivel de ser utilizada para discretizar
o dominio computacional respectivo ao duto retangular. Nela é possivel identificar os pontos cor-
respondentes a fronteira do dominio retangular, com coloracdo alaranjada, e os pontos interior ao
bordo, em azul. E possivel observar que a distincia entre dois pontos imediatamente consecutivos
em y e z € dada, respectivamente, por Ay e Az.

z
Ay
(@] O O )
I Az
C D
2c o o d Yy
CJ G rJ J &)
(J A\ AN AN O
2b

Figura 3.1: Malha para discretizagdo de um dominio retangular.

Na malha genérica em questdo, impde-se que espagcamentos entre pontos em uma mesma
direcdo, Ay para a direcdo y e Az para a direcdo z, sejam sempre uniformes. Dessa forma,
ao definir o ndmero de pontos necessarios a discretizacdo em y como n € o nimero de pontos
necessdrios a discretizagdo em z como m, segue que

Ay = Az=——. (3.3)

As Equagdes presentes em (3.3) descrevem o passo da discretizacdo tanto na dire¢do y quanto
na direcdo z em funcio do nimero de pontos requeridos para cada respectiva direcdo. Por con-
seguinte, observa-se que conforme os valores escolhidos para n e m tornam-se maiores, 0s res-
pectivos passos Ay e Az assumem valores cada vez menores, o que influencia diretamente no
refinamento da solucdo. Isso pois, quanto menor o passo associado a discretizacdo do dominio
computacional, maior a quantidade de pontos do dominio original dos quais € possivel obter as
informacdes desejadas.

Caso seja requerida a localizagdo de quaisquer pontos do dominio discretizado, é possivel
obté-la através do par ordenado

yi=-b+(i— 1Ay, =z =—-c+(j—1)Az (3.4)

onde:=1,2,....,nej =1,2,...,m sdo contadores espaciais.
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Cabe ressaltar que o problema em questdo nao € resolvido em um dominio continuo, mas sim
discreto, onde uma quantidade limitada de pontos pré-definidos pode ser acessada. Dessa forma,
caso seja requerida a obtenc@o do valor associado a um ponto intermedidrio faz-se necessaria a
criacdo de uma nova malha que o transpasse ou, como alternativa, seja realizada uma interpolacao
entre os pontos existentes.

Segundo Zill e Cullen (2009), a equagao original que descreve o escoamento no interior do
duto retangular, a Equagio de Poisson (2.16), possui duas derivadas parciais sendo elas u,, € u,
possiveis de serem aproximadas através dos coeficientes de diferenca, onde

0%u 1
0%u 1
a9z E [u(y, z + Az) — 2u(y, z) + u(y, 2 — Az)]. (3.6)

Adotando-se a notacao indicial, as Equagdes (3.5) e (3.6) podem ser escritas como

0*u 1
o2 = (Ay)? (i1 = 2uij + i), (3.7
0%u 1
@ ~ (AZ)Q (ui7j+1 - 2ul7] + ui,j—l)- (38)

Até aqui considerou-se que a malha utilizada para discretizar o problema pudesse ter valores
para Ay e Az distintos entre si. No entanto, ao utilizar-se uma malha com méxima ortogona-
lidade, o elemento unitdrio que a compde deve possuir uma razdo de aspecto igual a 1. Assim,
impdem-se que Ay = Az = h e, consequentemente, que n = m. Portanto, somando-se as
Equacdes (3.7) e (3.8), obtém-se a equacdo de aproximacao

9 1
Vu =~ ﬁ[u“_l,j + Ui, j4+1 + Ui—1,5 + Ui j—1 — 4“2‘,]’]- (39)

E possivel observar que a técnica utilizada pelo MDF busca equacdes algébricas que aproxi-
mem a solugdo requerida para cada ponto (y;, z;) envolvendo a solucdo de pontos circunvizinhos.
A aproximacao em si pode ser obtida de diversas maneiras, tais quais dependem da precisdo e da
acuracidade desejada para os resultados e até mesmo da natureza do problema e das condicdes de
contorno. De comum senso, no entanto, a premissa basilar dessas aproximacao serd sempre uma
aproximacdo em série de Taylor em torno de cada ponto.

Aos pontos localizados na fronteira do bordo {2 podem ser numericamente atribuidas as condi-
coes de contorno dadas pela condicao de ndo deslizamento. J4 para determinado ponto localizado
interior ao bordo, a velocidade associada a este, aqui denotada por u; ; como ilustrado na Figura
3.2, deve ser obtida por métodos de aproximacao, tais quais o MDF. A Equagdo (3.9), obtida an-
teriormente, entao, consiste em uma equagao de aproximacao em cinco pontos para o Laplaciano,
que utiliza além do préprio termo central, outros quatro circunvizinhos, conforme ilustrado na
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Figura 3.2.

Ui, 541
@

@ ® @

@
Uq,5—1

Figura 3.2: Pontos utilizados na aproximacio por diferengas finitas.

Como todo método numérico, o valor da grandeza avaliada possui sempre um erro inerente
a metodologia. Dessa forma, busca-se sempre mitigar a imprecisao associada a resoluc¢do das
equacdes. Assim, para que a velocidade u; ; calculada em determinado ponto do dominio discre-
tizado possua a maior proximidade possivel com o valor real associado, as condi¢des descritas
por Grossmann, Roos e Stynes (2005) devem ser levadas em consideracao. Tais condi¢des visam
reduzir o erro associado, principalmente ao MDEF. Sao estas:

1. O dominio computacional adotado para a resolucdo da equacgao diferencial fornecida deve
conter um nimero suficientemente grande de pontos de discretizacao.

2. Todas as derivadas necessdrias nos pontos de discretizacdo devem ser substituidas por dife-
rencas finitas aproximadas que usam valores da funcdo calculada nos pontos adjacentes.

3.2 SOLUGCAO NUMERICA VIA MDF

3.2.1 Adimensionalizacao

Como o presente estudo se propde a estudar o comportamento de grandezas importantes asso-
ciadas ao escoamento laminar no interior de dutos retangulares com diferentes razdes de aspectos,
para a metodologia numérica € importante realizar uma adimensionalizacdo das grandezas pre-
sentes na equacdo de Poisson para que a malha utilizada na transposi¢do do dominio fisico para
o computacional possua, para qualquer valor requerido de A, um comportamento unitdrio. Em
outras palavras, a adimensionalizacdo deve ser realizada com o intuito de evitar que, para cada
andlise, uma malha de dimensdes distintas seja utilizada. Nesse contexto, independente da razao
de aspecto objeto de estudo, a malha utilizada permanece quadrada.

Para isso, considera-se utilizar os seguintes parametros adimensionais associados as dimen-
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soes do duto retangular, onde

j="2
b

.2z
, Z=-.
c

(3.10)

Para o campo de velocidade a normalizacdo é realizada utilizando-se a velocidade maxima

associada ao escoamento entre duas placas planas e paralelas obtida na Equacgao (2.26). Assim,

u u

’ZL: = —

2
Umaxpp  GC

Dessa forma, a equagdo que descreve o escoamento no interior de um duto retangular

’u  O*u

o o

adimensionalizada por (3.10) e (3.11), torna-se

=—G.

a(yb)? 9(zc)?

Simplificando, obtém-se
2 0% L 1 0%
202 052 2022

Dado que a razdo de aspecto é dada por

A=<
b?

segue, apds manipulagdes algébricas simples, que

0% 0%

guL g _ o
o0 o

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Da Equacao (3.15) algumas importantes conclusdes podem ser tomadas. Sabe-se que na equa-

cdo de Navier-Stokes o termo representado pelo Laplaciano esta ligado diretamente as forgas vis-

cosas dissipativas atuantes no fluido. Assim, quando a razdo de aspecto A do duto tende a 0, ou

seja, quando o duto se aproxima da configura¢do de duas placas planas paralelas, o termo viscoso

¢ enfraquecido, sobrando somente a contribuicao associada a direcdo z. Espera-se, portanto, que

para A = 0, o escoamento adquira a maior velocidade maxima dentre as demais razdes de aspecto

possiveis.

Diante da adimensionalizac¢io proposta, a malha ilustrada anteriormente na Figura 3.1 adquire

cardter unitdrio. Dessa forma, o dominio fisico retangular original é transposto para um dominio

computacional quadrado. Assim, pode-se dizer que o dominio utilizado para a implementacao do
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MDF édadopor Q =Y x Z = {(y,2) |[ly€e YAz € Z}ondeY = [-1,1] e Z = [-1,1],
conforme observado na Figura 3.3, onde Az = Ay = h e n = m, independentemente do valor
de A em estudo.

PN

n o—o0—0—=0 o—0—0—20 I
(\ C ) ) \\ C ) ) \\ C )
7 D C ) D C ) D C
4 < A 4 < A 4 <
6 (J \\ A r./ \\ A r./ \)

21 5 o—0—0—0—4 Y
4 (\ C ) ) \\ \\ C ) ) \\ C )
3 (J \\ A r./ r./ \\ A r./ \)
2 (J \\ A r./ r./ \\ A r./ \)
10 o o © 06— 06— 0—0
J — T 1 2 3 4 5 6 7 n
' 2

Figura 3.3: Dimensdes associadas ao dominio computacional.

Nesse contexto, o passo da discretizacdo pode ser obtido em funcdo do niimero de pontos n a
serem utilizados, este agora igual tanto para a direcdo de discretizacdo em y, antes definido como
Ay quanto em z, antes definido como Az, conforme Equagao (3.16), onde

(3.16)

3.2.2 Discretizacao

Utilizando-se os coeficientes de diferengas obtidos nas Equacdes (3.7) e (3.8) € possivel trans-
formar a Equagdo (3.15) em um conjunto de equagdes algébricas com maior simplicidade na
resolucdo. Assim, segue que

1 1
)\2 ﬁ(ui+1’j - 2ui,j + uil,j>:| + [ﬁ(umﬂ — 2um + um-,l) = 2. (317)
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Ao explicitar os termos referentes aos coeficientes de diferencas obtém-se

— )\2ui+1’j + 2)\2’1111"]' — )\2114;1,]' — Ui j+1 + 2ui7j —Ujj—1 = 2h2 (318)

Dessa forma, agrupando os termos comuns, a Equacdo (3.18) torna-se, finalmente,

(2)\2 -+ 2)'&@'7]‘ — )\QUZ',L]‘ — )\2ui+17]‘ — Ujj—1 — Ujj+1 = 2h2 (319)

A Equacdo (3.19) é chamada equagdo de discretizagdo. Como pode ser observado, ela con-
siste basicamente em um sistema de equagdes do tipo A u = b, que tem como objetivo deter-
minar a velocidade u; ; associada ao ponto P ; presente na malha através de pontos adjacentes
a ele, onde A € uma matriz de coeficientes quadrada e simétrica, que multiplica um vetor u cu-
jos componentes sdo os valores da fungdo em cada ponto, onde para cada A u existe um valor
correspondente alocado em uma tnica posi¢ao no vetor b.

Verifica-se, também, pelas condi¢des de contorno associadas ao problema fisico estudado,
que, Ui ; = Upj = U1 = Ui, = 0, €, paral < 4,5 < n o sistema de equagOes apresenta uma

tnica solugdo u; ;.

A matriz A € uma matriz esparsa, ou seja, apresenta grande quantidade de elementos com
valor nulo. Ao dividi-la em distintos blocos de igual ordem, verifica-se um padrdo de repeti¢ao
entre eles, caracteristica esta que facilita a constru¢do da matriz.

Considerando que 7 corresponde a ordem de cada bloco presente na matriz A, a quantidade de
blocos que compdem a matriz é, entdo, n?. O passo, anteriormente obtido em fun¢io do niimero
de pontos, agora pode ser escrito em fun¢do da ordem respectiva aos blocos que compdem a

matriz esparsa. Assim,
2

h=——m-. (3.20)
n+1
E possivel observar que quanto maior o valor de 1 imposto 2 ordem dos blocos, menor serd o
valor do passo &, e, consequentemente maior o refino da discretizacao.

Convém aqui destacar e enfatizar a relagdo entre alguns parametros da malha utilizada bem
como as varidveis que os definem. Seja, n o nimero de pontos de discretizacdo tanto na dire¢ao

y quanto na z, p a quantidade de subintervalos compreendidos nos intervalos Y = [—1,1] e
Z = [~1,1] e n a ordem dos blocos que compdem a matriz esparsa A. Segue que

n=n+2 (3.21)
e

p=n+1, (3.22)
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ou ainda,

p=mn-—1. (3.23)

Feita as devidas explanacdes, para exemplificar como se dd a implementa¢cdo das matrizes na
resolucio do sistema de equagdes obtido na Equagdo (3.19), utiliza-se o caso paran = 3. A
matriz é para a situacao descrita, entdo, toma a seguinte forma:

(2X242) -1 .
-1 (2X0+2) 1 N2
—1  (2X\2+2) —\2
S R e 2
A= —\? -1 (2042 -1 —\
A% —1  (2X2+2) —\2
””””””””””””””””” I O s I
‘ —\2 -1 (20242) -1
| A2 1 (2A%42)

Por sua vez, o vetor u, aqui representado em sua forma transposta, € definido como

T _
Ug —<U1,1 U1 U3zl Ur2 U2 U3z U3 U3 U3 )

O vetor b, por fim, também representado em sua forma transposta, assume a forma

l_agT:(Qh? 2h2 2K 2h2 2K 2h2 2K 22 2h2>.

E possivel observar padrdes de repeticdes bem claros na matriz de coeficientes A. E sio tais
padrdes que permitem a fécil construcdo numérica da matriz em qualquer software computacio-
nal.

Para o padrao observado nos elementos da diagonal principal e as diagonais imediatamente
superior e inferior da matriz, pode-se escrever o bloco &« como

(2)\* +2) -1
Q33 = —1 (2)\2 + 2) -1
—1 (2M\% +2)

Para os blocos compostos somente por —\?, pode-se escrevé-los como uma matriz /3, tal qual

—)\2
ﬁ3,3 = —\?
—)\2
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Desse modo, a matriz esparsa associada aos coeficientes do sistema de equagdes obtido pela
Equacdo de discretizacdo (3.19) pode ser generalizada para

=™ 9
=™ 2 ™
T ™

=n?n?

s
o

= ©
™ 0 ™

A matriz de coeficientes estruturada em blocos busca facilitar a implementagdo numérica do
MDF, visto que sua constru¢do em qualquer software computacional torna-se muito mais rapida
e compreensivel. E possivel observar que sdo necessarios 7 blocos do tipo « (ordem 1) e n — 1
blocos do tipo 3 (ordem 7)) para a composi¢cdo da matriz.

Em posse, entdo, das matrizes que descrevem o sistema associado a solu¢do das equagdes
algébricas respectivas as diferencas finitas, € possivel determinar uma aproximacao para v dada
pelos pontos solucdo do sistema A u = b.

3.2.3 Implementacao

A presente secdo do trabalho visa esclarecer como foi realizada a implementacdo do Método
das Diferencas Finitas no software escolhido, sendo este o MATLAB®, conforme orientagcdes
obtidas a partir de MathWorks (2012). Ademais, busca-se aqui, também, indicar passo a passo
como foi realizada a construcao das matrizes associadas ao sistema de equacgdes que fornece os
valores da velocidade u respectiva aos pontos do dominio discretizado ilustrado na Figura 3.3.

3.2.3.1 Definicdo de parametros

Na rotina implementada, o primeiro passo a ser dado € definir os parametros essenciais aliado
ao problema bem como o dominio computacional adotado, como pode ser observado na rotina a
seguir.

eta=10; %ordem de cada bloco
s=eta”2; %quantidade de blocos
lambda=0.0;

h=2/ (eta+l); $%passo da discretizacdo
y=[-1:h:1]"'; ?%intevalo em y

z=[-1:h:1]"; %intervalo em z

Todos os pardmetros definidos computacionalmente, a ordem do bloco associada a matriz
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de coeficientes, a respectiva quantidade de blocos, o passo e o dominio, foram sumariamente
estudados e definidos matematicamente nas se¢des anteriores. Com relacdo a razao de aspecto, €
possivel verificar que esta foi definida como um input a ser dado e ndo como uma lista, visto que
tal escolha permite maior flexibilidade do c6digo e uma maior liberdade de andlise para possiveis
configuracdes do duto retangular.

3.2.3.2 Construgdo da matriz dos coeficientes A

Como dito anteriormente, a matriz A é composta por padrdes de repeticdo bem definidos e é
nesse contexto que a estrutura for facilita a sua construcao.

Primeiramente, constrdi-se uma matriz nula como base, de ordem s. A alocacdo dos valores
que compdem a matriz final A €, entdo, obtida através do loop for. Para a diagonal principal onde
i = j, formada somente por (2)\? + 2), tem-se que

for i=1:1:s
for j=1:1:s
if i==7
A(i, 3)=((2* (lambda”™2))+2); %diagonal principal
end
end
end

Na matriz A verifica-se a existéncia de duas diagonais compostas somente por —A\. A locali-
zacdo dos elementos da diagonal superior € fornecida pela linha ¢ e a coluna ¢ + 1 da matriz. A
constru¢do € dada, entdo, pela seguinte estrutura

for i=l:1:s-eta
A(i,it+teta)=-lambda”2; $%lambda de cima

end

A localizagdo dos elementos da diagonal inferior é fornecida pela linha ¢ + 7 e a coluna ¢ da
matriz. Desta forma, a alocacdo dos valores € obtida através da estrutura

for i=l1:1:s-eta
A(iteta, i)=-lambda”2; %lambda de baixo

end
Verifica-se também a existéncia de duas diagonais compostas por —1, imediatamente acima e

abaixo da diagonal principal. Para a superior, a localiza¢do dos pontos € dada pela linha ¢ e pela
coluna 7 + 1 da matriz. Assim,
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for i=1:1:s5-1
A(i,i+1)=-1; %diagonal 1 de cima

end

Para a inferior, a localizacdo dos pontos € dada pela linha ¢ 4+ 1 e pela coluna ¢ da matriz.
Dessa forma,

for i=1:1:s-1
A(i+l1,1i)=-1; $%diagonal 1 de baixo
end

Nas diagonais compostas por —1 observa-se a existéncia de um elemento nulo na transi¢ao de
um bloco diagonal e outro subsequente. Em consequéncia disso a alocagdo desses elementos para
a diagonal superior € dada pela posicdo ¢ - 7 respectiva as linhas e 7 - 7 + 1 as colunas da matriz.
Assim,

for i=1:1:eta-1
A(ixeta,ixeta+l)=0; %zeros intercalados de cima

end

A alocacdo dos elementos nulos, para a diagonal inferior € dada pela posi¢do ¢-1+1 respectiva
as linhas e 7 - 17 as colunas da matriz. Portanto,

for i=l:1:eta-1
A(i*xeta+l,i*xeta)=0; %zeros intercalados de baixo

end

Ap6s a alocagdo de todos os elementos que compdem a matriz dos coeficientes A, parte-se
para a constru¢do do vetor b.

3.2.3.3 Construgao do vetor b

O vetor b, pela Equagdo (3.19), € formada por uma coluna tnica composta somente por 2h2.
Sua construgdo € de facil implementacdo no software e pode ser obtida conforme a estrutura a

seguir.

for w=1:1:s
b(w)=2%(h."2);

end

b=b.'; S%vetor b
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3.2.3.4 Obtengéao do vetor u

Em posse da matriz A e do vetor b é possivel obter o vetor que aloca os valores para u; ;.
Deve-se atentar que o sistema matricial original é dado por A u = b. Portanto, para obtencdo de
u, faz-se necessdria a matriz inversa de A. Assim,

Y=inv (A) ;
u=Y«*b;

u; dvetor u

O vetor u obtido, no entanto, ndo € o objeto de interesse final pois, como pode ser observado,
consiste basicamente em um vetor coluna cuja memdaria armazena os valores do campo de veloci-
dade sem, contudo, associd-los as suas respectivas posi¢des ; ; do dominio discretizado. Nesse
contexto, o que se tem ¢ somente uma lista com informagdes sem validade fisica significativa.
Dessa forma, o objeto de desejo da rotina implementada € a matriz V, pois esta € a responsavel
por alocar os valores respectivos ao campo de velocidade em cada ponto do dominio discretizado.

3.2.3.5 Obtengao da matriz V.

A matriz V. possui significancia fisica por atribuir os valores de u; ; as suas respectivas posi-
coes. Nesse contexto, para que cada valor do campo de velocidade seja atribuido corretamente a
sua posi¢éio no dominio, a matriz V. deve ser de ordem (7 +2) x (1 + 2) e as posigdes associadas
as condicdes onde 2 <7 < n+1e2 < 35 <n+ 1devem receber as devidas correspondéncias
da matriz u dadas pela expressdo V (i,5) = u(i — 1 4+ n(j — 2)). Para as posi¢des fora de tais
condi¢des, ou seja, para as primeiras e tltimas linhas e colunas da matriz, o valor atribuido é 0,
respeitando a condic¢do de contorno de ndo-deslizamento associada ao escoamento. Assim, segue
que

for i=1:1:eta+2
for j=1:1:eta+2
if (2<=1 && i<=eta+l) && (2<=7 && j<=eta+l)
v(i,J)=u(i-l+eta*(7-2));
else
v(i,3)=0;
end
end
end

No caso especifico onde A = 0 (resultado assintético respectivo as placas planas paralelas),
o que se observa € o desaparecimento de duas paredes e consequentemente dos efeitos viscosos
que essas imprimiam ao escoamento. Ao considerar tal cendrio, entdo, implementa-se uma con-
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dicao de espelhamento entre a primeira e utltima colunas da matriz, com excecio dos elementos
interseccionais com a primeira e Ultima linhas. A rotina implementada, entdo, consiste em

for i=l:1:eta+2
if lambda==0
v(i,1l)=v(i,2);
v(i,etat2)=v(i,eta+l);
end
end

v; %matriz V

Criada a matriz V, essa permite a construcdo de importantes ferramentas de visualizacdo
grifica que permitem melhor compreensdo acerca dos fendmenos inerentes ao escoamento, tais
como as suas curvas de isovelocidade, os perfis de escoamento e os mapas de calor para o campo

de velocidade em estudo. Todas as ferramentas de visualizacdo sdao melhor exploradas no Capitulo
4.

3.2.4 Determinacao da vazao numérica

Através do campo de velocidade obtido em funcdo de A € possivel determinar numericamente
o fluxo através do perfil do escoamento. Isso é possivel através de uma integral definida ao
longo da secdo pelo qual o fluxo transpassa. Verifica-se que ndo ha uma equagdo que descreva
numericamente o perfil, no entanto, o que se possui € a velocidade associada a finitos pontos
da malha. Dessa forma, para a obtencdo do fluxo requerido faz-se necessaria uma abordagem
estruturada por uma integracdo numeérica.

Com o intuito de obter uma relacdo capaz de fornecer a vazao associada a determinada ge-
ometria do duto retangular, dados os valores discretos para o campo de velocidade oriundos da
utilizacdo do MDF, utilizar-se-4 da expressdo adimensional para a vazdo descrita pela Equacdo
(2.74). Portanto, como

~ Qre
Gret = # (3.24)
4be - ——
7
onde (), € dado pela Equacio (2.72), tem-se que
Gc?
Qret = 4bCTQret~ (3.25)

Como a vazdo @) também pode ser escrita como um integral dupla do campo de velocidade
sobre o dominio limitado pelas regides do duto retangular, segue que

b c 2
/ / wdydz = 4ch70%. (3.26)
—bJ—c
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Dada a normalizacdo e as adimensionalizacOes propostas na Sec¢ao 3.2.1 é possivel afirmar

que
2 1 1 2
15eE G = be / / GTcadgdz. (3.27)
—1J-1

C—
2

Portanto, da Equacdo (3.27), € possivel concluir que

1 1 1
Gret = 7 / / adj dz. (3.28)
—-1J-1

A integral dupla, por ser calculada sobre valores discretos do campo de velocidade, pode
ser efetuada através de diferentes maneiras, sendo a Regra dos Trapézios e a Regra de Simpson
as mais comumente utilizadas. O método utilizado aqui consiste numa integra¢do pelo método
dos trapézios devido a simplicidade aliada ao baixo custo computacional e boa convergéncia dos

resultados.

3.2.4.1 Regra dos Trapézios

Seja a fungdo z = f(y), conforme ilustrado na Figura 3.4.

a b J

Figura 3.4: Modelo ilustrativo para a Regra dos Trapézios Simples.

De acordo com Burden e Faires (2010), uma aproximacdo valida para ff f(y)dy pode ser
obtida utilizando o conhecido polindmio linear de Lagrange, onde, para yo = a,y; = be h =
b — a, tem-se que

Pi(y) = %f@o) ' %ﬂyl). (3.29)
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Dessa forma,

’ " [y =y (y — vo) " B
IRCIE )+ | / FEW=w) y(?jz)

E possivel observar que, como o produto (3 — 4o)(y — ¥1) ndo muda de sinal no intervalo
[Y0, y1], 0 teorema do valor médio ponderado para integrais pode ser aplicado ao termo respectivo
ao erro, fornecendo, para determinado £ presente em (o, y1),

e — )y — y))dy =€) / 0= o)y — )y

0 y03 "
=f"(€) {% - w?f + yoyly}
h3 "
=-5 /"9

Assim, da Equacao (3.30), é possivel concluir que

/ab Fly)dy = /y:l {Mf(yo) + Mf(@h)} " _ h_3f,,(£) (3.31)

2(yo — y1) 2(y1 — vo) o 12
= M[f(yo) + fly)] = %f”(&)- (3.32)

Por fim, ao aplicar h = y; — ¥, tem-se a conhecida Regra dos Trapézios Simples, tal qual
h3
[ rwa=1r0) + sl - 576 (3.33)

Pode-se concluir, entdo, que o erro associado a regra envolve f”. Assim, o método é capaz de
fornecer valores exatos quando aplicado a qualquer fungio na qual f” = 0, ou seja, para qualquer
polindmio de grau menor ou igual a 1.

A regra recebe esse nome pois, como observado na Figura 3.4, para quaisquer funcdes f tais
quais sempre apresentem valores positivos, a integral da drea abaixo da curva pode ser razoavel-
mente aproximada pela drea de um trapézio.

A grande limitacdao da Regra dos Trapézios Simples apresentada consiste em sua precisao
quando aplicada a grandes intervalos. E nesse contexto que uma reformulagcdao conhecida como
Regra dos Trapézios Composta possui grande relevancia.

De acordo com Burden e Faires (2010), dada uma fun¢éo f definida em um intervalo [a, 0],
b—a

um passo h = ey; = a+jh,paracada j =0,1,...,n, existe um p € (a,b) no qual a Regra
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dos Trapézios Composta, para n subintervalos, pode ser escrita como

b —_
[ 1way=35 e

fla)+2)  flyy) + fO)| = = h*f" (). (3.34)

Nessa nova abordagem, ao invés de somente um trapézio, o intervalo é aproximado por meio
de quantos trapézios sejam necessdrios, conforme pode ser observado na Figura 3.5, até que a
precisdo desejada seja atingida. A Regra dos Trapézios Composta requer apenas um intervalo
para cada aplicacdo, portanto o ndmero inteiro n pode ser impar ou par.

<
‘ AN f(y)

"

~__ /]

v
<

a yl | Yi-1 Yi Yn—1 b

Figura 3.5: Modelo ilustrativo para a Regra dos Trapézios Composta.

3.2.4.2 Aplicagao do método

Considere u = (y, z) sobre o dominio associado a regido plana Q2 = {(y,2) :a <y <b, ¢ <
z < d} onde a, b, c e d sdo constantes. O fluxo G, conforme Equacdo (3.28), associado ao
escoamento € definido pela integral sobre a 4drea dada por

Gret = 1// u(y, z) dA. (3.35)
4/ Jo

Nesse contexto, faz-se necessdrio modificar as técnicas associadas a resolucao numérica de
integrais 1D, discutidas anteriormente, para o uso na aproximacao de multiplas integrais, no caso,
uma integracdo dupla sobre uma regiao plana.

Ao escrever a integral dupla em (3.35) como uma integral iterada tem-se que

//ﬂ u(y,z) dA = /ab (/Cdu(y,z)dz) dy. (3.36)

A titulo de simplificacdo admite-se que

d—c:k7 b—a
2

= h. (3.37)
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Desta forma, ao aplicar a Regra dos Trapézios Composta a integral 1D interna, presente em

(3.36), obtém-se, assim, que

d
/ u(y, 2)dz =~ g {u(y, c) +u(y,d) + 2u (ZB, ‘ —5 d)} : (3.38)

Segundo Burden e Faires (2010) essa aproximagéo é de ordem &'[(d — c)3].

Em seguida, ao aplicar a regra do trapézio composta novamente com o intuito de aproximar a
integral desta fungcdo em y tem-se que

/j(/cd (v, )dz)dy%/b(dic) [u(y,c)+2u(y,#)+u(d)} dy
wla, )+ 2u (a0, =0 + ufa, d)
b—a <d4 )( 4 b{ +2a(+bc2—i—c>i+ Ci]:;
(5) () [ (55w (55757 e (57
(b4 )(d4 )lubc +2u(bczd>+u(b,d)}.

Dessa maneira, apds simplificagdes, segue que a Regra dos Trapézios 2D generalizada para

quaisquer regides sob dominio €2 pode ser dada por

/ab </Cd u(y, z)dz) dy ~ %éd_@{u(a, ¢) + u(a, d) + u(b, ¢) + u(b, d)

9 a-+b . a+bd+ c+d N bc—l—d 44 a+b c+d
U 2,0 U 5 ua,2 U — U 5 g )

(3.39)

Segundo Burden e Faires (2010) essa aproximagio € de ordem &((b — a)(d — ¢)[(b — a)? +
(d —¢)?]).

Por conseguinte, sejam n e m correspondentes a quantidade de pontos que discretizam o
dominio em y e em z, respectivamente. Tem-se que, pela Equacdo (3.23),p=n—1leq=m—1
correspondem a quantidade de subintervalos associada a cada direcao discretizada. Assim, através
das Equagdes (3.39) e (3.37), pode-se definir uma equagio, em notacao de somatdrio, para a Regra
dos Trapézios 2D, onde

/ab (/d uly Z)dz) dy = ih’f[u(% ¢) +u(b, ¢) + u(a, d) + u(b, d)+

p—1 p—1 p—1 g—1

QZu(yi,c)+22 u(y;, d +22 u(a, z; +QZ u(b, z;) +4ZZuyZ,z] (3.40)

i=1 i=1 =1 j=1

53



A Equacio (3.40) € generalista, portanto, sua utilizagdo para o cdlculo do dominio computa-
cional associado ao problema em questdo requer algumas consideracdes. Nesse contexto, para o
dominio utilizado aqui, Q =Y x Z = {(y,2) |y € Y Az € Z}onde Y = [-1,1]e Z = [-1,1],
tem-se que n = m e p = ¢. Consequentemente, h = k , 0 que caracteriza a uniformidade e
ortogonalidade da malha, reforcando o resultado obtido pela adimensionalizacdo proposta.

Para o dominio genérico ao qual a Equac@o (3.40) se aplica, o intervalo [a, b] é, entdo, sub-
dividido em p subintervalos {[y;,y; 1]}, de largura h usando pontos igualmente espagados
y; = —b+ (i — 1)h parai = 1,2,...,n. Assim, para o dominio computacional adimensional
utilizado, [a,b] = [-1,1]ey; = =1+ (i — 1)h parai = 1,2,...,n.

Analogamente, o intervalo genérico ¢, d] € subdividido em ¢ subintervalos {[z;, z;41]}7, de
largura k& usando pontos igualmente espacados z; = —c + (j — 1)k para j = 1,2,...,m. Desta
forma, para o dominio computacional adimensional utilizado, [c,d| = [—1,1] e z; = —1+(j—1)h
paraj =1,2,....n.

Com relagdo aos quatro primeiros somatorios que aparecem na Equacdo (3.40) é possivel
observar que a soma € realizada a partir de 7 e j iguais a 1 até uma unidade a menos que a
quantidade de subintervalos existentes para as direcdes y € 2 do dominio, respectivamente. Tais
somatoérios estdo associados as laterais do dominio sem, contudo, incluir seus vértices, que por sua
vez, estdo associados a primeira parte da equacdo. Dessa forma, para efeito de implementacio
na rotina numérica, a contagem estard relacionada ndo mais ao ndmero de subintervalos ou ao
nimero de pontos, mas sim a ordem 7 dos blocos que compdem a matriz A. Assim, para o

primeiro somatdrio
n+1

u(yi,c) =Y _u(yi_i,c). (3.41)

1 =2

3
L

%

O resultado €, entdo, expandido para os demais somatorios.

Tais observagdes permitem a melhor compressao de como a Regra dos Trapézios 2D € aplicada
ao problema em questdo e como seus parametros se adéquam ao dominio computacional a ser
utilizado. Assim, aliando a Equacgdo (3.40) a (3.28), para o dominio adimensionalizado, a equacao
a ser implementada na rotina associada ao cdlculo da vazao numérica requerida torna-se

Gy = }1 / ’ ( / "o, z)dz) dy = 12 [u(a, ¢) + u(b, ¢) + u(a, d) + u(b, d)+

16
n+1 n+1 n+1 n+1
2 Z u(Yi—1,¢) + 2 Z u(yi—1,d) + 2 Z u(a, zj—1) + 2 Z u(b, zj_1)+
i=2 i=2 =2 =2
n+1l n+1
A3 ulyior, z-1) |- (3.42)
=2 j=2
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3.2.5 Implementacao

Agora, tratar-se-a da ldgica de implementacdo da regra do trapézio composta para dominios
2D obtida na secdo anterior. Para melhor entendimento, a Equacao (3.42) serd particionada em 5
etapas que, no final, compdem o célculo da vazdo associada ao perfil do escoamento no interior
do duto. Cada etapa trard uma ilustracdo do dominio com destaque na regido a qual a rotina é
implementada.

Parte I
u(a, c) +u(b, c) + u(a,d) + u(b,d) (3.43)

Conforme a Figura 3.6 os pontos estdo associados aos vértices do dominio, onde cada ponto,
da esquerda para direita correspondem a cor vermelha, azul, verde e amarelo.

<
n+20 O
3 y
2
1 @ O
]'HT 1 2 3 e m42
7

Figura 3.6: Pontos respectivos a parte I da Equagéo (3.42).

A rotina utilizada para a obtencdo da primeira parte consiste basicamente em buscar na matriz
V. os valores requeridos, onde u(a, ¢) corresponde a posigdo V'(1,1), u(b, ¢) corresponde a posi-
¢do V(n+2,1), u(a,d) corresponde a V'(1,n+2) e, por fim, u(b, d) corresponde a V' (n+2,n+2).
Portanto,

Sl=v(1l,1l)+v(etat2,1l)+v(l,etat2)+v(etat2,etat+2); 2%parte T

Parte II:
n+1 n+1

=2 i=2

Conforme a Figura 3.7, os pontos visados pela Parte II estdao associados as laterais esquerda
(primeiro termo) e direita (segundo termo) do dominio (com excecdo dos vértices) onde os pontos
correspondem as cores azul e amarelo, respectivamente.
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2 C O
1 O O
jHT 1 2 3 om+2

Figura 3.7: Pontos respectivos a parte II da Equacdo (3.42).

Analogamente a parte I a rotina utilizada para a obtencdo da segunda parte consiste em buscar
na matriz V_ os valores requeridos, onde u(y;, c) corresponde a posi¢do V'(i, 1), u(y;, d) corres-
ponde a posi¢do V (i, + 2). Dessa forma,

S52=0;
for i=2:1:eta+l
S2=82+ (2*(v(i,1l)+v(i,eta+2))); S%Sparte II

end
Parte III:
n+1 n+1
QZu(a,zj) + QZu(b, ;) (3.45)
j=2 J=2

Conforme a Figura 3.8 os pontos visados pela Parte I1I estdo associados as laterais inferior (pri-
meiro termo) e superior (segundo termo) do dominio com, exce¢ao dos vértices, onde os pontos
correspondem as cores vermelho e amarelo, respectivamente.

i
n+20 o

L)
O

10— e e O
jﬂT 1 2 3 - op+2
i

Figura 3.8: Pontos respectivos a parte III da Equacdo (3.42).
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Para a parte III a rotina utilizada busca na matriz _ os valores requeridos, onde u(a, z;) cor-
responde a posicdo V' (1, j), u(b, z;) corresponde a posigao V(1 + 2, 7). Logo,

S3=0;
for J=2:1:eta+l
S3=S3+ (2% (v (1, ]j)+tv(etat+t2,]))); Sparte 3

end
Parte IV:
n+1 n+1
43 ulyi, z) (3.46)
i=2 j=2

Conforme a Figura 3.9 os pontos visados pela Parte IV, destacados pela cor verde, correspon-
dem aos pontos interiores ao bordo do dominio.

Z
n+20 O
3 o g
2 A\ rJ \\
10 o
jHT 1 2 3 e p+2
i

Figura 3.9: Pontos respectivos a parte IV da Equacao (3.42).

Para a parte IV a rotina utilizada busca na matriz V_ os valores associados a u(y;, 2;) corres-
pondentes a posicéo V' (7, j). Portanto,

S4=0;
for j=2:1:eta+l
for i=2:1:eta+l
S4=S4+ (4% (v (i,]))); sparte IV
end
end

Parte V: Por fim, apds seccionamento da Equagdo (3.42), retine-se todos os termos que a
compdem obtidos em cada parte citada anteriormente. Deste modo, segue que

S=S51+35S2+53+54;
g _ret=(h+h/16)*S %vazdo
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Finaliza-se, aqui, o cédlculo da vazdo numérica associada ao escoamento laminar no interior
de um duto com se¢do retangular. A Figura 3.10 mostra como a vazao evolui quando modificada
sucessivas vezes a razdo de aspecto do duto, bem como a influéncia do nimero de pontos de
discretizag@o na andlise realizada.

0.70 0.60 1
Analitico
I n =20
0.65 Bl 0.68 |- e
i ™ A 11=280
0.60 %% - 0.67 =
055 [ v i Y ()'GGA— A A A A A B
5 0.50 b 1. 0.65% m ] n n =
Qret "a -
0.45 L S 0.64 .
| o . o | ! |
0.40 b ! (-).'_0‘3 0 0.005 0.010
0.35 |- Tog . 7]
0.30 |- e .
0.25 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A

Figura 3.10: Gréfico relacionando a razdo de aspecto A com a vazdo numericamente obtida através do MDF aliado a
Regra dos Trapézios.

Observa-se grande proximidade do modelo numérico ao analitico quanto maior o refinamento
da discretizagao, resultado este esperado. No entanto, € possivel verificar que para baixos valores
de ), mais na vizinhanca de A = 0, hd um distanciamento entre os modelos, mesmo para o maior
refinamento adotado, onde n = 100. O distanciamento pode ser melhor visualizado no grafico
auxiliar na parte superior direita da Figura 3.10.

Esse cardter anomalo no inicio da curva pode estar associado a um erro numérico significativo
para esta regido de andlise visto que consiste em uma regido cada vez mais proxima do resultado
assintotico referente ao escoamento entre duas placas planas paralelas. Propde-se, entdo, um
estudo do erro relativo associado ao célculo da vazao numérica. O resultado obtido é evidenciado
na Figura 3.11.
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Figura 3.11: Erro associado ao célculo da vazao numérica para diferentes valores de 7.

Como observado no grafico da Figura 3.11, quanto mais préximo de A = 0 (placas planas
paralelas), a anélise for realizada, o erro associado cresce de modo vertiginal. O fendmeno ja era
esperado ao se contrapor os dominios fisico e o computacional. Esse dltimo, por ser adimensional
e utilizar uma malha sempre quadrada, independentemente da razao de aspecto em estudo, difere
cada vez mais do dominio fisico a medida que se distancia da configuragdo com razio de aspecto
quadrada. Verifica-se que o menor erro obtido estd associado justamente a A = 1. A configuracio
onde a razdo de aspecto se aproxima do caso de duas placas planas paralelas estd diametralmente
contraposto ao dominio fisico respectivo a esse perfil de escoamento, implicando, assim, no maior
erro relativo verificado.

Essa limitacdo do método numérico explica o porqué do maior distanciamento entre os mo-
delos analitico e numérico para regides com baixas razoes de aspecto. Para mitigar o erro nessa
regido a abordagem mais efetiva € o refinamento da malha utilizada na discretizacdo. De modo a
manter ou até mesmo diminuir o custo computacional requerido para todas as andlises até entio
€ possivel implementar a condi¢do de contorno de simetria, como serd abordado posteriormente.

De formar a retomar e validar resultados obtidos na secdo dedicada a metodologia analitica,
utilizar-se-4 a vazao para que, ap6s realizadas manipulagdes matematicas, seja obtida uma relacao
para o célculo do nimero de Poiseuille numérico.
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3.2.6 Numero de Poiseuille

Pela definicdo de velocidade média de escoamento tem-se que
Q
méd — - 3.47
Umed =~ (3.47)

Sabendo que o dominio computacional adotado consiste numa discretizagdo por uma malha
unitdria, conclui-se, pela normalizagdo proposta na subsecdo 3.2.1, que a drea associada € nume-
ricamente igual a 4. Portanto, conforme Equacgdo (3.47), a velocidade média do escoamento €
dada por

fimed = % (3.48)

Em posse da vazao adimensional ¢, dada pela Equacdo (2.74), é possivel obter, finalmente,

uma relagdo numérica para o calculo do nimero de Poiseuille numérico (Poy), tal qual dado na
Equacido (3.49). Assim,

4

Umea (14 A)? G

Poy =

Através da relacdo obtida, € possivel tracar o grifico da curva que relaciona o nimero de

Poiseuille com a razdo de aspecto associada, analogamente ao obtido na Sec¢do 2.3, no entanto,

agora, comparando o resultado obtido até entdo pela metodologia analitica com a metodologia
numérica implementada pelo MDF, conforme mostra a Figura 3.12.

26 | I 26 1
Analitico
n =20
m =40
24 i— x n =60
n A 1n1=280
n = 100
n 25 - I
22 - n
n
n l ) " ]
POret 20 R 8 i i X - =
-1 A X "
f 24 | N
@ Pa
18 |- TR
16 - i PN - | |
a1 i f o 0 0.005 0.01
14 I ! | TrERAssannnnn
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A

Figura 3.12: Gréfico relacionando a razdo de aspecto A de um duto retangular com o nimero de Poiseuille Po obtido
numericamente através do MDF.
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Uma anélise rdpida e pouco minuciosa permite concluir sobre a significativa proximidade
entre os resultados analitico e numérico obtidos quando comparados, fato este também observado
anteriormente para a vazdo. Como as equacgdes analiticas sdo exatas, tal estudo consiste em
uma forma de aferir se as rotinas de cdlculo implementadas numericamente estdo bem calibradas
em relacdo ao célculo analitico, estimando as diferencas devidas as aproximagdes inerentes ao
Método das Diferencgas Finitas. No entanto, aqui também se observa um relativo distanciamento
entre os modelos para baixos valores de )\, conforme observado no gréfico auxiliar presente na
parte superior direita da Figura 3.12. Dessa forma, para que seja possivel inferir algo sobre a
acuracidade do método numérico faz-se necessdria uma abordagem que estude o erro entre eles.
Assim, na Figura 3.13, € possivel observar o quado distante a metodologia numérica se encontra
dos resultados analiticos em funcao do refinamento utilizado para a andlise.

6 I I I I ——
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O
[]D N
DDDD 1
DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD{]
£ ++++++ ]
BAAAA Tttt ++++++++++ bt bbb+
O | ’ @ Omf\(\r\ L) L Vel Sl O L)L el ae () & fxmhAr\mhmh_L\hh_/j (o @ £ L)l )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A

Figura 3.13: Erro associado ao célculo do nimero de Poiseuille para diferentes valores de 7).

Nao € surpresa a semelhanga observada entre os graficos das Figura 3.11 e 3.13, visto que
tanto a vazao quanto o nimero de Poiseuille sdo medidas integrais do escoamento e guardam
forte relacdo direta entre si. E importante ressaltar, também, que o nimero de pontos utilizado
no somatdrio respectivo a solucdo analitica, conforme referenciado na Tabela 2.2, € relativamente
pequeno para que haja convergéncia. Portanto, para todas as anélises aplicou-se 10 pontos e isso
¢ uma constatacao interessante, que pode permitir a obtencdo de uma expressdo analitica mais
simplificada, em termos somente de \ para o cdlculo da vazao.

Para a solu¢do numérica, o mesmo fendmeno observado para o fluxo ocorre para o estudo do
ndmero de Poiseuille, visto que, quanto maior o valor de 1 adotado, menor o erro associado. Mais
uma vez, observa-se o crescimento vertiginal do erro conforme a andlise se aproxima do caso
assintotico respectivos as placas paralelas. Através desse estudo € possivel observar, que para
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razOes de aspectos proximas, mas ndo necessariamente iguais a 0, o erro associado atinge valores
bem altos que trazem imprecisdo ao método. Como dito, para mitigar esse erro a abordagem a
ser implementada pode consistir em um maior refinamento da malha através da implementacdo
de condicdes de contorno associadas a simetria do problema.

3.3 SIMETRIA

Segundo Cengel e Cimbala (2007), a condi¢do de contorno de simetria forca as varidveis
do campo de escoamento a serem imagens espelhadas com relacdo ao plano de simetria. Para
escoamentos fisicos com um ou mais planos de simetria, como € o caso do escoamento em estudo,
essa estratégia permite modelar somente uma parte do dominio, economizando, assim, recursos
computacionais. Matematicamente, a condi¢do pode ser definida como

0

99 =0, (3.50)
on

onde n € o vetor normal a uma superficie em um dado ponto, caso ¢ seja escalar ou vetor paralelo

a fronteira e ¢ = 0 se ¢ for componente vetorial normal ao plano de simetria.

Ao langar mao dos planos de simetria verificados no dominio computacional quadrado € pos-
sivel reduzir as andlises realizadas até entdo a somente um quarto do dominio, como pode ser
observado na Figura 3.14.

z
PN
n O
[
7
6
11 5
4
3
2
1 & Y
J—, 1 2 3 4 5 6 7 n

Figura 3.14: Dimensdes associadas ao dominio computacional com simetria.
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Com a utilizacdo da simetria ocorre o decesso das paredes respectivas a lateral esquerda e a
lateral inferior, agora ocupadas pelo eixo de simetria. Como pode ser observado, para o dominio
computacional em questio, o passo espacial a ser utilizado corresponde a

h= : (3.51)

Como ilustrado anteriormente na Figura 3.2, para obter uma aproximagao valida respectiva a
velocidade associada a um ponto do dominio discreto, sdo necessarios 5 pontos, sendo o ponto
central objeto da aproximacao e mais 4 outros circunvizinhos a ele. Para o dominio com condi-
cdo de simetria, no entanto, os pontos imediatamente localizados sobre os eixos de simetria nao
possuem a quantidade de pontos necessdria a sua volta, conforme observado na Figura 3.14.

Nesse contexto, entdo, aplica-se a condicao de simetria, ao espelhar os pontos necessarios
externos ao dominio com pontos internos a ele. A titulo de exemplificacdo, toma-se o ponto
u(1,1) do dominio, conforme Figura 3.15

P u21
ui,2
uio @ @ = >
Ui,1
@
Uop,1

Figura 3.15: Esquema ilustrativo de um ponto sobre o eixo de simetria.

Dos 4 pontos circunvizinhos necessarios para aplicar o MDF ao ponto em questdo, somente
2 estdo localizados internamente ao dominio, sendo estes os pontos em azul. Os outros 2 pontos
necessdrios, em vermelho, estdo fora. No entanto, devido a CC de simetria, pode-se afirmar que
08 pontos g € Up,1 SA0 espelhados aos pontos U2 € U2 1, respectivamente e, portanto, assumem
os mesmos valores que estes.

A Equacdo de discretizagdo (3.19), para este ponto € tal qual

(2)\2 + 2)111171 - )\2U071 - )\2U271 — U0 — U2 = 2]12

Como u(0,1) = u(2,1) e u(1,0) = u(1,2), tem-se, entdo, que

(2)\2 + 2)161’1 - 2)\2’&271 — 2U1’2 = 2h2

Por conseguinte, o procedimento descrito € aplicado a todos os pontos localizados sobre o
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eixo de simetria, sempre com a observancia na aplicacdo da CC de ndo deslizamento aplicada as
paredes remanescentes, ou seja, nos pontos em laranja ilustrados na Figura 3.14.

3.3.1 Equacao matricial

O procedimento realizado para a obtencdo da equagdo matricial associada ao problema com
simetria € andlogo ao descrito na Se¢do 3.2.2. No entanto, aqui, devem ser levadas em considera-
cdo as modificacdes na equacgdo de discretizacdo (3.19) para os pontos sobre os eixos de simetria,
ao impor o espelhamento como ilustrado na Figura 3.15.

De modo a exemplificar a eficidcia da implementagdo de simetria no que tange ao custo com-
putacional requerido para as andlises, utiliza-se o caso para n = 3, conforme Figura 3.16.

4 © o o o
3 O O O @)
2 O O O @)

1 O O O O
1 2 3 4

Figura 3.16: Dominio computacional respectivo a um dominio, com utiliza¢ao de simetria, para n = 3.

Aplicando a condic¢do de Dirichlet, de ndo deslizamento, aos pontos de cor laranja tem-se que:

Usj = ujs =0

Para os pontos internos, de cor azul, segue que
e Para u ;:

(2)\2 + 2)’&1,1 — 2)\2’&271 — 2U172 = 2h2
* Para us:

(2>\2 + 2)”2,2 - )\2U1,2 - )\2U3,2 — U1 —U23 = 2h*
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* Para us3:

(2/\2 + 2)1,6373 — )\21,6273 — Uz = 2h2

O procedimento para os demais pontos € andlogo.

A matriz A para a situagdo descrita, entdo, toma a seguinte forma:

(2)24+2) —2A2 L2 |
SN (2042) A% —2 ?
A2 (20242) =
I e U -t
A= ~1 L AT (2X0242) —A% -1
-1 A2 (2)\2+2) ~1
””””””””””””””””” oo N
| —1 A2 (2X242) N2
-1 —X(202+2)

Por sua vez, o vetor u, aqui representado em sua forma transposta, é definido como

T _
Ug —<U1,1 U21 U331 U2 U2 U322 U3 U3 U33 )

O vetor b, por fim, também representado em sua forma transposta, assume a forma

z_ag’:(w 2h2 2K 2% 2h> 2K 2h° 2R’ 2h2).

E possivel observar padrdes de repeticdes bem claros na matriz de coeficientes A associada
ao problema com simetria, analogamente ao problema sem essa implementagcdo. Para o padrio
observado nos elementos da diagonal principal e as diagonais imediatamente superior e inferior
da matriz, pode-se denominar um bloco «, onde

(2X2+2)  —2)2
Q33 = —)\2 (2)\2 + 2) —)\2
A2 (2X2 4 2)

Para os blocos compostos somente por —2, cujos pontos foram aproximados utilizando a
estratégia do espelhamento, pode-se denominar uma matriz [, tal que

-2
B3 = -2
-2

O terceiro bloco v observavel como padrao na constru¢do da matriz de coeficientes A € tal
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que

V3,3 = -1

Desse modo, a matriz esparsa associada aos coeficientes do sistema de equagdes obtido pela
Equacdo de discretizacdo (3.19) pode ser generalizada para

a f
ooy
_ Y
=n2n? a
Yooy
v o«

Em posse, entdo, das matrizes que descrevem o sistema associado a solu¢do das equagdes
algébricas respectivas as diferencas finitas com o auxilio da simetria verificada no problema, é
possivel determinar uma aproximagao para u dada pelos pontos solugdo do sistema A u = b.

3.3.2 Implementacao

O passo a passo da implementacdo numérica para a obtengcdo da matriz A e dos vetores u e
b é andlogo ao descrito na Se¢do 3.2.3. Por conseguinte, aqui serd apresentada somente a rotina

utilizada.

2%%%%% Pardmetros

o\o

o
°

o\e

o
©°

o\o

0000000000
©000000000

o\e

000000
©00000

o\e

o)
°

o\e
o\e
o\e

JoRge)
° 0

o\o
o\o
o\o
o\o

I
a1
(@)

o\o

3

P ; %numero de pontos em y e z
eta=np-1; S%ordem de cada bloco
n=k"2; %quantidade de blocos

lambda=1; $%$lambda 0= pp, lambda 1= quadrado, lambda 0.45= circular

3%3%52%%5%%5%%52%%%%%3%%%%%%5%%5%%5%%%%%%%% Matriz de coeficientes A
for i=1:1:n
for j=1:1:n
if i==7
A(i,3)=—((2x (lambda"2))+2); %diagonal principal
end
end
end

for i=1:1:eta
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A(i,i+eta)=2; %bloco 2 cima
end

for i=k+l:1:n—-eta
A(i,i+eta)=1; %blocos 1 cima
end

for i=k+1:1:n
A(i,i-eta)=1; $blocos 1 baixo
end

for i=1:1:n-1
A(i,i+1l)=lambda"2; % lambda”2 cima
end

for i=l:k:n-eta+l
A(i,i+1l)=2*(lambda”2),; %Z2+xlambda”?2 cima
end
for i=l:1:eta-1
A(ixeta,iretat+tl)=0; $%zeros intercalados de cima
end
for i=1:1:n-1
A(i+1l,1i)=lambda”2; %lambda”2 baixo

end

for i=l:1:eta-1

A(i*xeta+l,i*xeta)=0; %zeros intercalados de baixo

o) (o) ) o) )
5%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%5%5%5%5Vetor b e vetor u

0 0 0 0 o 00 0000000000000000000 .
5000000 000000006 0ooeooevoeoMatriz V

for j=1:1:np
if (i>=2 && i<=np) && (J>=1 && j<=np-1)
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v(i,j)=u(-(1i-1)+(kxj)+1);
else
v(i,J)=0;
end
end
end

Em posse da matriz V€ possivel, entdo, determinar as medidas integrais obtidas anteriormente
tais quais o fluxo associado ao escoamento e o nimero de Poiseuille respectivo a diversas razoes
de aspecto de um duto retangular.

3.3.3 Determinacao da vazao numérica

O procedimento adotado aqui € o mesmo descrito na Secdo 3.2.4, ou seja, para a integracao
numérica dos pontos obtidos para o campo de velocidade sobre a drea, serd utilizado a Regra dos
trapézios composta.

A tdnica mudanca crucial a ser realizada consiste na abordagem sobre o novo dominio, visto
que este agora é i do utilizado anteriormente, pois, 2 = Y x Z = {(y,2) |y € Y Az € Z}
onde Y = [0,1] e Z = [0,1]. Assim, a Equacdo (3.42) também é vélida aqui, no entanto, os
valores aqui obtidos para ¢ serao 1 dos valores obtidos para o dominio sem a implementacao

da simetria.

A rotina utilizada é basicamente a mesma, levando em consideracao somente a mudanca das
fronteiras do dominio.

S4=0;
Sl=v(l,1)+v(np,1)+v(l,np)+v(np,np); Sparte 1

for i=2:1:np-1
S2=S2+ (2*(v(i,1l)+v(i,np))); Sparte 2
end

for j=2:1:np-1

S3=83+ (2% (v(1l,])+v(np, J))); Sparte 3
end
for j=2:1:np-1

for i=2:1:np-1
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S4=S4+ (4% (v (i,]))); %parte 4
end
end
S=51+352+5S3+54;
g _ret=(h+xh/16)*S; $%$vazdo 1/4 do dominio

Q_ret_t=Q+4; S%Svazao total

A Figura 3.17 mostra como a vazio evolui quando modificada sucessivas vezes a razdo de
aspecto do duto, bem como a influéncia do ndmero de pontos de discretiza¢ao na andlise realizada.
Para a constru¢do das curvas os pontos obtidos pela rotina descrita foram multiplicados por 4

para efeito de comparagdo com as curvas obtida para o dominio sem a implementa¢do da simetria
(Figura 3.10).
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A

Figura 3.17: Gréfico relacionando a razdo de aspecto A com a vazdo numericamente obtida através do MDF aliado a
Regra dos Trapézios e auxilio da simetria verificada.

Pode-se verificar, agora, a validade da implantacdo de simetria para resolu¢do do problema.
Como discorrido, o principal objetivo de tal abordagem € mitigar o erro relativo associado ao
resultado numérico quando se comparado com o modelo analitico e, uma breve comparagdo com
as curvas da Figura 3.10 permite observar que o grande distanciamento verificado anteriormente
entre os resultados numéricos e analiticos, para baixos valores de razdo de aspecto, agora estd
visivelmente menor.

Ao utilizar-se n = 100 em somente um quadrante do dominio espera-se que os resultados nu-
méricos advindos da implantacdo de simetria sejam bem mais acurados, visto que a discretizacdo
impde uma malha mais refinada se comparada a utilizada para 77 = 100 no dominio completo, ou
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seja, para os quatro quadrantes.

Na Figura 3.18 € possivel observar o distanciamento entre a metodologia numérica e os resul-
tados analiticos em funcao do refinamento utilizado para cada anélise quando o auxilio da simetria
verificada no problema se faz presente.

2.0 1 ‘ —
0] 20
g n=20 1
i — =40 ||
— n =60
5 — =280 ||
L5 n= 10N
< O |
S i i
e
T |
S 1.0 " 7
2 B [} |
N
[3°1
p—
= i
[
DDD N
DDD
DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD[]
RN TN TSN I AAA S I AN TR
0.4 0.6 0.8 1.0
A

Figura 3.18: Erro associado ao calculo da vazao numérica para diferentes valores de ).

E claramente constatdvel o efeito que a implementacio da simetria verificada no problema
produz sobre o erro associado a obtencdo da vazdo numérica. O fendmeno observado anterior-
mente ainda € verificado, visto que, para razdes de aspectos que tendem ao caso de duas placas
planas paralelas, ou seja, que tendem a distanciar do dominio uniforme utilizado, o erro cresce
vertiginosamente. No entanto, da Figura 3.18 € possivel verificar que mesmo para um baixo re-
finamento, onde 77 = 20, o uso do artificio da simetria proporciona uma reducdo considerdvel no
erro maximo, pois, de 5% obtido para a andlise com o dominio completo, agora obtém-se 2%.

Para o maximo refinamento entdo, obtém-se com o uso da simetria, um resultado numérico
significativamente proximo aos valores analiticos verificados para o problema. A reducao do erro
maximo € claramente observavel ao passar de aproximadamente 1% para cerca de 0,25%.

O gréfico da Figura 3.19, no entanto, mostra uma observacao pertinente e que deve ser levada
em consideracao na escolha do refinamento a ser utilizada para a resolu¢dao do problema.
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Figura 3.19: Comparacdo da reducdo de erro associada a vazio quanto ao uso ou ndo de simetria para 0 minimo e o
maximo refinamento utilizado.

E possivel observar que a reducio do erro quando 7 = 20 é significativa com a introducdo da
simetria. No entanto, para 17 = 100, os resultados obtidos com ou sem implementacdo de simetria
sd@o bem préximos. Portanto, entende-se que quanto mais alto o refinamento utilizado, menor a
reducdo do erro relativo quando se comparados os resultados para o dominio completo e para o
dominio reduzido. E nesse contexto que um bom estudo de convergéncia de malha se faz util.

3.3.4 Numero de Poiseuille

Analogamente ao procedimento adotado na secao anterior, aqui, o nimero de Poiseuille tam-
bém € obtido por intermédio do fluxo adimensional ¢.,. No entanto, como o dominio agora

consiste em 1 do dominio original, tem-se que, diferentemente da Equacao (3.48),
Umed = —- (3.52)

Dessa maneira, o nimero de Poiseuille, para uma dada razio de aspecto associada ao duto
retangular, pode ser determinada pela Equagao

16

a1+ A o

POret =

E possivel tracar agora as curvas que relacionam Po,, \ e o refinamento adotado 7 na utiliza-
cdo do MDF, como ilustrado na Figura 3.20.
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Figura 3.20: Gréfico relacionando )\ de um duto retangular com o Po para uma andlise utilizando MDF e simetria.

Por fim, de forma a retificar a eficicia da implantacdo da simetria, estuda-se os efeitos de tal

abordagem sobre o erro associado a obtencdo do Po, numérico. Da mesmo forma que para a
vazdo, o erro verificado em Po, cresce nas proximidades onde A = 0. No entanto, a Figura 3.21
evidencia a mitigagcao do erro observado se comparado com o obtido anteriormente.
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Figura 3.21: Erro associado ao célculo do niimero de Poiseuille para diferentes valores de 1 quando implementada a

simetria verificada.
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Da mesma forma que para a vazdo, analisa-se até que ponto o refinamento em conjunto da
implantacdo de simetria faz-se benéfico para as anélises em questio, conforme ilustrado na Figura
3.22.
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Figura 3.22: Comparagdo da redugd@o de erro associada ao niimero de Poiseuille quanto ao uso ou ndo de simetria
para o minimo e o maximo refinamento utilizado.

Igualmente, conclui-se que quanto mais alto o refinamento utilizado, menor a reducgao do erro
relativo quando se comparados os resultados para o dominio completo e para o dominio redu-
zido. Por fim, em suma, na andlise computacional sobre qualquer dominio, as linhas de simetria
permitem andlises de sistemas modelados somente por parte destes. Como visto, tal técnica é
capaz de reduzir o tamanho do modelo discretizado a ser implementado concomitantemente ao
aumento da quantidade de nés que compdem a malha. Isso é capaz de mitigar o tempo de execu-
cdo das andlises de forma a poupar recursos computacionais. No entanto, deve-se atentar que o
custo computacional associado ao uso de grandes refinamentos pode ndo compensar as vantagens
obtidas para a redugao do erro relativo.

Um modelo simétrico que ndao lanca mao de simetria produz resultados com grande erro re-
lativo. O uso de apenas 25% do dominio mostrou grande eficdcia na reducdo do erro. Por con-
seguinte, diante das carateristicas da malha unitdria utilizada, o dominio sob anélise pode ser

. 1 D .
reduzido até mesmo a — do dominio original, sempre levando-se em considera¢c@o, no entanto, as
apropriadas condi¢des de contorno que surgirdo advindas dessa nova geometria.

Por meio desse estudo € possivel afirmar que as vantagens do modelo simétrico sobre o modelo
completo consistem em um processamento mais rapido das anélises e um aumento na densidade
dos elementos que compdem a malha de discretizagdo, fato este que imprime maior precisao nos
resultados numéricos obtidos.
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3.3.5 Convergéncia de malha

A rotina utilizada para o cdlculo das grandezas estudadas até aqui foi seccionada para melhor
entendimento de como a implementagdo numérica foi realizada para cada parametro em questao.
Observou-se, conforme resultados apresentados anteriormente, que o refinamento da andlise e a
consequente obtencao de resultados numéricos significativamente préximos aos analiticos estd
aliada ao aumento do nimero de pontos de discretizacdo, caracterizado pelo parametro 7). Dessa
forma, com o intuito de obter uma estimativa do custo computacional requerido para cada andlise,
foi realizado um estudo de convergéncia de malha tendo como dominio escolhido o caso onde
A = 1. A relacdo entre refinamento e tempo computacional € mostrada na Figura 3.23, enquanto
a Tabela 3.1 fornece os valores de vazio e nimero de Poiseuille respectivos a cada andlise.
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Figura 3.23: Tempo computacional ¢, em segundos, requerido para cada refinamento 1 de malha utilizado.

Tabela 3.1: Resultados numéricos do estudo de convergéncia de malha.

n t(S) Gret Poret
10 1.95 | 0.2784 | 14.3700
20 2.00 | 0.2805 | 14.2591
30 2.12 | 0.2809 | 14.2408
40 3.03 | 0.2810 | 14.2347
50 6.16 | 0.2811 | 14.2319
60 14.80 | 0.2811 | 14.2304
70 | 35.50 | 0.2811 | 14.2295
80 | 78.42 | 0.2811 | 14.2289
90 | 157.01 | 0.2811 | 14.2283
100 | 326.98 | 0.2811 | 14.2283

74




Da Figura 3.23 € possivel concluir que o custo computacional até 77 = 50 € baixo e os resulta-
dos obtidos, conforme a Tabela 3.1, podem ser utilizados em uma andlise superficial do problema.
Para malhas mais refinadas, a partir de = 60, o tempo de andlise aumenta consideravelmente
estando, no entanto, aliado a resultados mais consistentes.

Observa-se que, para a vazdo, a convergéncia se faz presente ja para baixos refinamentos, a
partir de 7 = 50. No entanto, o nimero de Poiseuille requer um menor elemento de malha na
discretizacdo do dominio para que estabilize. Verifica-se que o primeiro sinal de convergéncia,
considerando um truncamento na quarta casa decimal, aparece somente em 77 = 90. Dessa forma,
conclui-se que para andlises que requerem maior acurdcia numérica, 7 = 100 € um valor de
refinamento aceitdvel.
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4 METODOLOGIA NUMERICA- RESULTADOS E
DISCUSSAO

O presente capitulo propde-se a realizar uma discussao acerca de alguns resultados tanto qua-
litativos quanto quantitativos oriundos da metodologia numérica implementada através do campo
de velocidade associado ao escoamento em estudo.

Alguns perfis de interesse para a visualizacdo de escoamentos laminares no interior de dutos
com secdo retangular transversal sdo os casos onde a razio de aspecto € igual a 1, situacdo onde
tem-se um duto quadrado; igual a 0, para o caso assintético do escoamento entre duas placas
planas paralelas e, conforme resultado obtido na Sec¢do 2.3, para uma razao de aspecto aproxima-
damente igual a 0,44, associado ao duto retangular com o mesmo nimero de Poiseuille observado
em um duto circular. A seguir é realizada uma descri¢ao acerca de cada caso citado bem como
uma comparacdo com os resultados aqui obtidos com os encontrados na literatura respectiva a
dindmica dos fluidos.

4.1 CASOS PARTICULARES

4.1.1 Duto quadrado

No caso onde a razao de aspecto € igual a 1, tem-se um duto com se¢ao transversal quadrada.
A distribui¢do do campo de velocidade pode ser visualizada na Figura 4.1.

0.8

0.8 10.7

— 0.6 10.6

z -1 Y

Figura 4.1: Perfil de velocidade associado ao escoamento no interior de um duto retangular com A = 1.
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E importante notar que para esse tipo de configuragio, a méaxima velocidade atingida pelo
escoamento € a menor dentre todas as outras obtidas visto que, no ponto central do escoamento,
ela atinge o valor de uy,s = 0, 5885. Outro ponto importante de destaque € a influéncia do efeito
de parede sobre o escoamento, melhor observado na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Mapa de calor associado ao escoamento no interior de um duto retangular com A = 1.

A regido central do mapa de calor apresentado na Figura 4.2 possui uma distribuicao proxima a
de uma circunferéncia, fenomeno esse que permite concluir que nessa regido os efeitos das quatro
paredes do duto sobre o escoamento sdo idénticos e contrapostos. Esse resultado € intuitivo e ja
esperado visto que o achatamento do perfil de velocidade € resultado justamente da aproximacao
ou afastamento das paredes do duto e consequentemente diminui¢ao ou aumento da sua influéncia
sobre o escoamento. Como para o duto quadrado as quatro paredes estdo a uma mesma distancia
do ponto central do escoamento, este sofrera igual influéncia de todos os lados. A Figura 4.3 traz
algumas curvas de isovelocidade encontradas para o escoamento no interior do duto com secao
quadrada.
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Figura 4.3: Curvas de isovelocidade associadas ao escoamento no interior de um duto retangular com A = 1.

Percebe-se uma varia¢do bem uniforme e simétrica da influéncia que os efeitos impostos pelas
quatro paredes acarretam sobre todo o escoamento, ndo somente sobre a regido central.

4.1.2 Duto retangular equivalente ao circular

Conforme discutido em se¢des anteriores, é de grande validade académica e até mesmo no que
tange a aplicagdes industriais, saber qual duto com se¢do retangular equivale a um duto com se¢do
circular, sob um mesmo regime de escoamento € um mesmo nimero de Poiseuille. Foi mostrado
que o duto capaz de exercer essa equivaléncia possui uma razao de aspecto de aproximadamente
0,44. Nesse contexto, a Figura 4.4 traz o perfil de velocidade associado a essa configuragao.

Em comparacio com a Figura 4.1 € possivel observar a clara influéncia da aproximagdo das
paredes superior e inferior e o afastamento das duas paredes laterais sob o escoamento.
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Figura 4.4: Perfil de velocidade associado ao escoamento no interior de um duto retangular com A ~ 0,44.

Aqui, com a diminuicdo de A, a velocidade maxima ainda se mantém na regido central do
escoamento, como no caso do duto quadrado, porém, agora com uma magnitude cerca de duas
vezes maior, visto que, nessa regiao, tem-se umsx = 0,9408. Essa influéncia pode ser melhor
visualizada na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Mapa de calor associado ao escoamento no interior de um duto retangular com A = 0, 44.
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Aqui, como a influéncia das paredes laterais decresce gradativamente, o campo de velocidade
tende a ter um comportamento mais livre € com magnitudes maiores se comparadas a situacao
onde as quatro paredes exercem igual influéncia sobre ele. Devido a condi¢ao de ndo deslizamento
observada na interface fluido-parede, é esperado que nas regides proximas as paredes do duto
o escoamento seja dominado pelos efeitos viscosos. Nesse contexto, quanto mais distante as
paredes estiverem do escoamento, menor serd o retardo imposto por ela ao fluxo que transpassara
a secdo do duto. A Figura 4.6 traz algumas curvas de isovelocidade para a configuracdo em
questao.
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Figura 4.6: Curvas de isovelocidade associadas ao escoamento no interior de um duto retangular com \ ~ 0, 44.

Da Figura 4.6 € possivel observar que a distribuicdo uniforme e circunferencial das veloci-
dades préximas a regido central ja ndao é mais verificada. Nesse contexto, o que se observa é o
achatamento que resulta em uma geometria aproximadamente eliptica com distribuicdes de mag-
nitudes bem maiores se comparadas ao caso particular estudado anteriormente.

4.1.3 Placas planas paralelas

O ultimo caso consiste na configuragdo onde A\ = 0. Aqui jd ndo se tem mais um duto
retangular, mas sim, uma configuracdo assintética onde os efeitos das duas paredes laterais sdao
completamente anulados, conforme pode ser observado na Figura 4.7. Como as paredes estio
distantes no infinito a tal ponto em que os efeitos impostos por elas sobre o fluxo tornam-se nulos,
adentra-se no caso assintético onde o escoamento ocorre entre duas placas planas paralelas.

81



Figura 4.7: Perfil de velocidade associado ao escoamento no interior de um duto retangular com A = 0.

Sofrendo influéncia, entdo, somente das paredes superior e inferior, 0 escoamento possui
muito mais liberdade, de modo que para essa configuracdo a velocidade médxima atingida € a
maior entre todas as obtidas, onde un; = 1. A distribui¢io e a associacdo com 0 escoamento
entre duas placas planas paralelas pode ser melhor visualizado na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Mapa de calor associado ao escoamento no interior de um duto retangular com A = 0.
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As regides em azul, da mesma maneira que para os casos anteriores, representam a superficie
delimitadora do duto e possuem claramente velocidade nula, de modo a atender a condi¢do de
contorno de nao deslizamento. Aqui, pode-se observar a inexisténcia das paredes laterais que
antes exerciam influéncia sobre o fluido, retardando-o. A Figura 4.9 traz algumas curvas de
isovelocidades verificadas para o caso em questdo. E importante ressaltar que o escoamento se dd
no sentido positivo do eixo x, ou seja, "saindo do papel".
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Figura 4.9: Curvas de isovelocidade associadas ao escoamento no interior de um duto retangular com A = 0.

Nesse caso, o fluido possui bem mais independéncia para escoar, o que permite a obtencao
das maiores magnitudes ao longo de todo o campo de velocidade se comparado as configuragdes
anteriores. E importante, também, destacar que o escoamento observado para A = 0 corresponde
ao que ocorre entre duas placas planas paralelas, também chamado de Poiseuille plano. Essa
situacdo € assintdtica ao escoamento no interior de um duto retangular sendo uma idealizag¢ao
deste. Nesse caso, sendo permanente, unidirecional e unidimensional, visto que a quantidade de
varidveis independentes se reduz a somente uma, as linhas de trajetoria e corrente sdo retilineas e
paralelas, conforme observado na Figura 4.9.

4.2 VELOCIDADE MAXIMA

Um dos pontos discutidos e visualizados através do campo de velocidade € a velocidade ma-
xima associada ao escoamento e como a mudanca da razdo de aspecto do duto pode influenciar
tal grandeza. Conforme mencionado, a velocidade maxima que o fluido é capaz de atingir ao
escoar no interior de um duto retangular esta diretamente relacionada a influéncia que este sofre
das paredes que o delimitam. Portanto, conforme os resultados visuais obtidos, conclui-se que
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para o caso assintdtico tal qual A = 0, onde ocorre o fendmeno do desaparecimento de duas pa-
redes laterias, a velocidade médxima € a maior possivel, ou seja, ums = 1, devido a normalizacao
proposta em (3.11).

Nesse contexto, o comportamento da velocidade mdxima com relagdo a variacdo da razdo
de aspecto verificada no duto também € uma caracteristica observdvel. A Figura 4.10 traz essa
distribuigao.
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Figura 4.10: Comportamento da velocidade médxima sob influéncia da razio de aspecto .
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O efeito de parede sobre a velocidade maxima associada ao escoamento ndo possui grande
relevancia para baixas razdes de aspecto, conforme observado na Figura 4.10, visto que, até apro-
ximadamente A = 0,2, a velocidade madxima praticamente nao sofre modificacdes e adquire
valores bem proximos a 1. Conforme a geometria do duto aproxima-se da configuracdo qua-
drangular, onde os efeitos de parede possuem a maior significancia sobre o desenvolvimento do
escoamento, a velocidade méxima apresenta um comportamento estritamente decrescente.

4.3 COMPARAGCAO COM A LITERATURA

De modo a comparar os resultados obtidos no presente trabalho com os ja verificados pela
literatura toma-se a titulo de estudo os trabalhos de Tamayol e Bahrami (2009), Purday (1949) e
Natarajan e Lakshmanan (1972). Esses primeiros apresentam solucdes analiticas para fluxo lami-
nar totalmente desenvolvido em micro/mini-canais de se¢des poligonais hiperelipticas e regulares.
As geometrias consideradas no trabalho abrangem uma ampla variedade de secdes transversais
incluindo circulos, elipses, retangulos, romboides, formatos de estrela, triangulos equilateros,
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quadrados, pentdgonos e hexdgonos. Ja Purday (1949) traz em sua obra uma abordagem mas
didética ao introduzir conceitos proprios associados a escoamentos viscosos enquanto Natarajan
e Lakshmanan (1972) dedicam-se a um estudo mais aprofundado acerca de como escoamentos
laminares se desenvolvem no interior de dutos com sec¢do retangular.

Primeiramente, realizar-se-4 uma comparacao com os resultados obtidos por Tamayol e Bah-
rami (2009). Devido a forma como os autores definem a razdo de aspecto dos dutos em questao,
¢ importante destacar que a similaridade entre os resultados aqui verificados e os obtidos pe-
los autores somente € verificada para o caso onde A = 1, ou seja, quando o duto possuir se¢ao
transversal quadrada.

A estratégia utilizada para definir uma rela¢do que viabilize a obtencdo de magnitudes associ-
ados ao campo de velocidade lanca mao da velocidade médxima respectiva a cada razao de aspecto
em estudo, como definido na Equacao (4.1).

w= 4.1)

Uméx

Por conseguinte, da Equagdo 4.1, conclui-se que para efeitos comparativos com a bibliografia
escolhida faz-se necessdria a consideracdo de como as magnitudes obtidas para as velocidades
maximas respectivas a cada razdo de aspecto analisada, resultado esse ilustrado na Figura 4.10,
influenciam o escoamento. Somente a partir dessa modificacao € possivel construir o grafico que
explicite a similaridade entre os resultados obtidos no presente trabalho e os ja validados pela
literatura.

Para a configuracdo quadrada, entdo, Tamayol e Bahrami (2009) obtiveram as curvas do lado
esquerdo da Figura 4.11. Ao lado, o resultado obtido no presente estudo, para A = 1.
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Figura 4.11: Curvas de isovelocidade para A = 1. Lado esquerdo: Tamayol e Bahrami (2009). Lado direito: Presente
estudo.
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Ressalta-se que as curvas apresentadas na Figura 4.11 possuem validagdo e embasamento
confirmados pela literatura cientifica de certo que, a proximidade que os resultados alcancados
nesse trabalho, tanto analiticos quanto numéricos, dos ja validados exaustivamente por autores da
literatura dedicados a esse campo do conhecimento, mostra que as metodologias implementadas
aqui apresentam significativa eficicia e podem ser utilizadas com seguridade.

Devido a grande complexidade e custo computacional para resolucao da Equacao (2.70), re-
lativa ao campo de velocidade associado ao escoamento no interior de dutos retangulares, Purday
(1949) propds uma equacio de aproximagado simplificada passivel de ser aplicada na resolucdo de
escoamentos em dutos com razdo de aspecto até 0, 5. A Equagdo proposta € tal que

u: B [ - (%)n] [1 - <§>m] ' 4.2)

u Yy ¥ N . . .
" e — correspondem a velocidade normalizada e aos compri-
Umax C
mentos adimensionais do duto, respectivamente. Para efeitos comparativos, ainda, da mesma

E possivel observar que

maneira que foi realizado para os estudos de Tamayol e Bahrami (2009), faz-se necessdria a con-
sideracdo de como as magnitudes obtidas para as velocidades maximas respectivas a cada razio
de aspecto analisada, resultado este ilustrado na Figura 4.10, influenciam o escoamento. A partir
dessa consideragao € possivel, entdo, construir a curvas comparativas elencadas a seguir.

Dessa forma, para que a Equacdo (4.2) possua coesdo com os parametros utilizados até aqui
no presente estudo, pode-se reescrevé-la como

i=(1-7")-(1-2m), (4.3)

onde n = 2 e m € obtido através do principio da minima energia de dissipacdo, segundo Shah
e London (1978). A aplicagdo do principio de acordo com a literatura gera os valores de m
dispostos na Tabela 4.1 para diferentes valores de .

A m
0,5 2,37
1/3 3,78

0,25 5,19

0,20 6,60

0,10 13,6
0 o0

Tabela 4.1: Valores do expoente m para diferentes razdes de aspecto. Retirado de Shah e London (1978).

Em posse da Equacdo (4.2) e dos expoentes n e m € possivel, entdo, realizar uma comparacao
entre os resultados que ela € capaz de fornecer e os obtidos aqui, através do Método das Diferencas
Finitas. Os resultados estdo dispostos a seguir, para cada distinto valor de A estudado.
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* Para a configuracdo onde A = 0,5
Dada essa razdo de aspecto, da Tabela 4.1 tem-se que n = 2 e m = 2,37. Dessa forma, é
possivel realizar o comparativo conforme Figura 4.12.
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Figura 4.12: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Presente estudo (A = 0,5). Lado direito: Purday (1949)
(n=2;m=2,37).

* Para a configuragdo onde A\ = —
Dada essa razdo de aspecto, da Tabela 4.1 tem-se que n = 2 e m = 3, 78. Dessa forma, é
possivel realizar o comparativo conforme Figura 4.13.
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Figura 4.13: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Presente estudo (A = 5). Lado direito: Purday (1949)
(n=2;m=23,78).

* Para a configuracio onde A = 0,25
Dada essa razao de aspecto, da Tabela 4.1 tem-se que n = 2 e m = 5,19. Dessa forma, é
possivel realizar o comparativo conforme Figura 4.14.
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Figura 4.14: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Presente estudo (A = 0,25). Lado direito: Purday (1949)
(n=2;m =15,19).

* Para a configurag¢do onde A = 0, 20
Dada essa razdo de aspecto, da Tabela 4.1 tem-se que n = 2 e m = 6,60. Dessa forma, é
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Figura 4.15: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Presente estudo (A = 0,20). Lado direito: Purday (1949)
(n = 2;m = 6,60).

possivel realizar o comparativo conforme Figura 4.15.
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* Para a configuragdo onde A = 0, 10
Dada essa razdo de aspecto, da Tabela 4.1 tem-se que n = 2 e m = 13,6. Dessa forma, é
possivel realizar o comparativo conforme Figura 4.16.
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Figura 4.16: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Presente estudo (A = 0,10). Lado direito: Purday (1949)
(n = 2;m = 13, 60).

* Para a configura¢do onde A = 0
Dada essa razdo de aspecto, da Tabela 4.1 tem-se que n = 2 e m = oo. Dessa forma, é
possivel realizar o comparativo conforme Figura 4.17.
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Figura 4.17: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Presente estudo (A = 0). Lado direito: Purday (1949)
(n = 2;m = o0).

A comparacdo entre as curvas resultantes da equagado simplificada proposta por Purday (1949)
e as obtidas através do MDF implementado aqui mostra que a acuracidade dos resultados associ-
ados a Equacdo (4.2) realmente encontra obstdculos para um dominio de atua¢do onde A > 0, 5.
De fato, é possivel observar que a partir de m = 5,19, onde A\ = 0, 25, as curvas, principalmente
na regido mais central do escoamento, se distanciam ligeiramente das obtidas numericamente.
Sendo assim, quanto mais a geometria do duto se distancia da configurac¢io assintética respectiva
ao escoamento entre placas planas paralelas, ou seja, quanto mais distante de A = 0, menor a efi-
cdcia da utilizacdo do principio da minima dissipacdo de energia para obten¢do dos coeficientes
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n € m presentes na equagdo proposta por Purday (1949).

Os valores discretos dos expoentes encontrados na Equacao (4.2), retirados de Shah e London
(1978), nao permitem uma andlise mais abrangente de como a formulagdo proposta por Purday
(1949) se aplica em uma diversidade de configuragdes de dutos com se¢do transversal retangular.
E diante dessa problematica que Natarajan e Lakshmanan (1972) buscam resolver a Equagio
(2.16) através do Método das Diferencas Finitas objetivando associar os perfis de velocidade
resultantes, respectivos a diversos valores de A\ estudados, com uma relagdo empirica para os
expoentes n e m, conforme Equacgdo (4.4).

m=1,7+0,5(\"1%)

1
2,se A< —

3 1 (4.4)
240,300 = 3), se A > 2

Através das relagdes obtidas pelos autores € possivel estudar o comportamento do perfil de
velocidade associado a dutos retangulares de quaisquer razdes de aspectos entre O e 1.

Em posse da Equacgdo (4.2) e das relacdes (4.4) € possivel, entdo, realizar uma comparacao
entre os resultados que esse conjunto € capaz de fornecer e os obtidos aqui, através do Método
das Diferencas Finitas. Os resultados estdo dispostos a seguir, para alguns valores de A estudados.

* Para a configuracdo onde A = 0,5
A comparagdo entre as curvas de isovelocidade respectivas a aplicacdo do MDF e as relacoes
empiricas propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972) para A = 0,5 é dada pela Figura
4.18.
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Figura 4.18: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Rocha (2020) (A = 0, 5). Lado direito: Natarajan e Lakshma-
nan (1972).
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1
* Para a configuragdo onde A\ = —
A comparagdo entre as curvas de isovelocidade respectivas a aplicagdo do MDF e as relacdes

1
empiricas propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972) para A\ = 3 ¢ dada pela Figura
4.19.
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Figura 4.19: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Rocha (2020) (A = 1/3). Lado direito: Natarajan e Laksh-
manan (1972).

* Para a configurag¢do onde A = 0, 25
A comparacdo entre as curvas de isovelocidade respectivas a aplicagdo do MDF e as relacoes
empiricas propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972) para A = 0, 25 é dada pela Figura
4.20.
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Figura 4.20: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Rocha (2020) (A = 0,25). Lado direito: Natarajan e
Lakshmanan (1972).

* Para a configurag¢do onde A = 0, 20
A comparagdo entre as curvas de isovelocidade respectivas a aplicagdo do MDF e as relacdes
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empiricas propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972) para A = 0, 20 é dada pela Figura
4.21.
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Figura 4.21: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Rocha (2020) (A = 0,20). Lado direito: Natarajan e
Lakshmanan (1972).

* Para a configuragdo onde A\ = 0, 10
A comparagdo entre as curvas de isovelocidade respectivas a aplicagdo do MDF e as relacdes
empiricas propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972) para A = 0, 10 é dada pela Figura
4.22.
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Figura 4.22: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Rocha (2020) (A = 0,10). Lado direito: Natarajan e
Lakshmanan (1972).

* Para a configura¢do onde A = 0
A comparagdo entre as curvas de isovelocidade respectivas a aplicagdo do MDF e as relacoes
empiricas propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972) para A = 0 é dada pela Figura 4.23.
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Figura 4.23: Curvas de isovelocidade. Lado esquerdo: Rocha (2020) (A = 0). Lado direito: Natarajan e Lakshmanan
(1972).

E possivel observar que a aplicagdo das relacdes empiricas propostas por Natarajan e Laksh-
manan (1972) para os expoentes n € m leva a resultados bem préximos aos obtidos através da
aplicacao de valores discretos advindos do principio da minima energia de dissipacdo. Em ambos
os casos a proximidade com os resultados numéricos obtidos no presente trabalho € mais efici-
ente para razdes de aspecto préximas a configuracdo assintética onde A = 0. Nesse contexto, as
relacdes empiricas propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972), se comparadas a aplicagao so-
mente de alguns valores discretos para os coeficientes n e m se faz mais vantajosa ao permitir uma
gama maior de anélise para diferentes configuracdes de dutos retangulares, dentro do dominio de
validade da Equacdo (4.2).

Agora, estudar-se-4 como uma grandeza integral, no caso a vazao associada ao escoamento,
se comporta quando observada a luz da equagdo sugerida por Purday (1949) e dos coeficientes
empiricos adotados por ele bem como por Natarajan e Lakshmanan (1972).

Diante do campo proposto por Purday (1949), a vazao () associada ao escoamento pode-se
obtida através da integracdo direta da Equacao (4.2). Assim,

1 pl
Qpurday = 4/ / (1 —g")(1—z2™)dgdz. 4.5)
o Jo

Portanto, tem-se que a vazao associada ao campo proposto por Purday (1949) € dada por

1 1
Qpurday = 4 (1 - n——i-l) (1 — m——l-l) . 4.6)

Em posse da Equacio (4.6), entdo, € possivel comparar o fluxo obtido neste trabalho através de
metodologias analiticas e numéricas com o resultante da integracdo da Equacdo (4.2), conforme
apresentado na Figura 4.24.
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Figura 4.24: Comparagido entre a vazdo () obtido através de distintas metodologias.

Para a vazao, verificou-se que os resultados respectivos tanto a Purday (1949) quanto a Nata-
rajan e Lakshmanan (1972) diferenciavam-se dos obtidos no presente estudo, tanto nos resultados
analiticos quanto numéricos, em um fator de 4. Portanto, para efeitos comparativos e melhor
visualizacdo do grafico presente na Figura 4.24, realizou-se o ajuste com base nesse fator. A di-
ferenca devida a tal fator provavelmente esté aliada a alguma adimensionalizacao realizada pelos
autores, distintas das realizadas aqui, e que ndo foram encontradas no discorrer da literatura em
estudo.

O estudo da vazdo, que € uma grandeza integral associada ao escoamento, € de grande relevan-
cia pois, conforme observado na Figura 4.24, o distanciamento entre os resultados respectivos a
aplicacdo de cada método pode ser bem melhor observado e compreendido quando se comparado
a uma observacao superficial do campo de velocidade.

Ao analisar as figuras respectivas as curvas de isovelocidade foi possivel constatar significativa
proximidade visual entre os resultados obtidos através da aplicacdo dos coeficientes discretos
advindos do principio da minima dissipac¢do de energia e dos coeficientes oriundos das relagdes
empiricas propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972). No entanto, da Figura 4.24, constata-se
maior proximidade da segunda abordagem com os resultados obtidos no presente trabalho, em
detrimento do primeiro método. Observa-se ainda, que as relagcdes propostas por Natarajan e
Lakshmanan (1972) se mostram eficientes em uma gama bem maior de geometrias analisadas,
sendo capaz de fitar as curvas obtidas de maneira bem satisfatoria.

Com relacdo ao numero de Poiseuille, Shah e London (1978) apresentam uma equacgdo de
aproximacao para tal grandeza, dependente unicamente da razdo de aspecto do duto, onde
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Po = 24(1 — 1,3553\ + 1,9467)A% — 1, 7012\ 4- 0, 9564\* — 0,2537)\°). 4.7)

E importante destacar que a existéncia dessa equacdo de aproximacgdo s6 € possivel devido
a rapida convergéncia do somatério presente na solug¢do analitica, fendmeno esse discutido em
secOes anteriores.

Em posse da Equacdo (4.7) é possivel comparar os resultados advindos de sua aplicacdo com
os obtidos no presente trabalho, conforme apresentado na Figura 4.25.

26 ,
Analitico Rocha (2020)
Numérico n = 100

2 — Shah e London (1978) ||

Po

14 | | | |
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A

Figura 4.25: Comparag@o entre o ntimero de Poiseuille Po obtido através de distintas metodologias.

Da Figura 4.25 € possivel observar que a equacdo de aproximacao proposta por Shah e London
(1978) possui resultados significativamente proximos aos obtidos através dos métodos utilizados
aqui e portanto, em andlises que nao exijam grande complexidade é completamente passivel de
ser utilizada, bem como a metodologia proposta por Natarajan e Lakshmanan (1972).
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5 DINAMICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL-
CONTEXTUALIZACAO

Embora ao longo dos anos tenham sido desenvolvidas estratégias cada vez mais eficazes na
resolucdo analitica de escoamentos, ainda ha limitacdes aliadas as simplificacdes muitas vezes
requeridas para obtencdo de solu¢des. Um exemplo € o regime turbulento no interior de dutos
retangulares. Nesse contexto, para problemas com nivel mais elevado de complexidade, investi-
gacOes experimentais e modelagens numéricas formam um arcabougo necessério.

Quanto as abordagens experimentais, embora fornecam resultados confidveis, especialmente
com aparelhagem avancada, sdo limitadas pelas incertezas do instrumento e geralmente requerem
altos custos iniciais de preparacdo (ALSALEEM, 2017). Como resultado, as abordagens numé-
ricas € em CFD, sigla em inglés para Computational Fluid Dynamics, sao amplamente utilizadas
para compreender o comportamento de escoamentos turbulentos.

Segundo Bicalho (2015), a fluidodinamica computacional consiste em um conjunto de fer-
ramentas matemdticas e numéricas capazes de obter solugdes para as equagdes de conservagao
associadas as grandezas objetos de estudo em um escoamento, tais como campos de velocidade,
temperatura e pressdo. Fenomenos fisicos de interesse como os processos de difusdo, convecgao,
turbuléncia, entre outros, sdo governados pelas Equacdes de Navier-Stokes. Nesse contexto, as
descricdes fisicas de tais processos possuem muitas vezes ndo linearidades que imprimem impos-
sibilidade na obtencao de solug¢des analiticas.

As leis de conservagdo (massa, momento e energia) estdo associadas a resolucdo de equagdes
diferenciais parciais. O papel da fluidodinamica computacional € discretizar tais equacdes e leva-
las 2 um conjunto de equagdes algébricas com menor complexidade de resolucio. E importante
destacar, segundo Ferzinger e Péric (2002), que, em detrimento das solucdes resultantes de me-
todologias analiticas e experimentais, as solu¢des geradas por CFD sdo uma descricdo numérica
do escoamento, que somente possui validade caso os modelos fisicos adotados, bem como as
condi¢des de contorno, também forem vélidas.

De antemao € importante destacar que simulagdes numéricas por CFD, apesar do avanco fer-
ramental verificado ao longo dos anos, ainda possuem limita¢cdes em dreas como escoamento mul-
tifasicos, turbuléncia e radiagdo. Nesse contexto, resultados analiticos e experimentais, quando
possiveis, possuem significativa relevancia no estudo desses fendomenos fisicos.

A presente se¢do propde um apanhado geral de como simula¢cdes numéricas diretas sdo pro-
cessadas em softwares comerciais de analise CFD. Dessa forma, realizar-se-a uma contextualiza-
cdo acerca da metodologia utilizada desde a concepcao da geometria do dominio bem como a de-
finicdo e implementacdo das condi¢cdes de contorno e criacdo da malha, até o pds-processamento
dos resultados obtidos pelo software.
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5.1 ETAPAS DE ANALISE

A Figura 5.1 ilustra o passo a passo observado na obten¢do de resultados provenientes da
fluidodinamica computacional.

1.[Problema fisico

fffff 2.|Modelagem matemaética Equagoes governantes|——— 3. Discretizagao

5.] Condigbes de contorno Sistema de equacoes algébricas |—— 4.| Geragao de malha

6.| Resolugdo das equagoes ——————— | Solugao aproximada ——— 7.|Andlise e interpretaciol

Figura 5.1: Etapas da resolug@o de problemas em CFD. Adaptado de Bicalho (2015).

Toda simulagdo em CFD segue sistematicamente a cadeia de etapas ilustrada. Primeiramente
um estudo acerca do problema deve ser realizado de modo que esse possa vir a ser modelado,
isto €, de forma que seja possivel setar as grandezas atuantes sobre o escoamento bem como os
parametros externos passiveis de influéncia. Definido o problema fisico, entdo, a modelagem
matematica seré realizada através de leis de conservagdo de massa, momento e energia.

Definido o dominio a ser utilizado na simulagdo, apds a modelagem matematica do problema,
deve-se, entdo, discretiza-lo. Nessa etapa, o dominio € subdividido em uma quantidade finita de
elementos onde as equagdes de conservagio serdo resolvidas numericamente. E nesse momento
que a geracdo de malha é realizada. A malha consiste na transposi¢do de um dominio continuo
para um dominio composto por um conjunto de elementos cujo tamanho e quantidade variam
conforme necessidade. Essa etapa € de suma importancia visto que uma distribui¢do adequada
dos elementos de malha impacta significativamente na obtencdo de resultados coerentes.

Em posse do dominio discretizado através de uma malha adequada, faz-se necessario, entdo,
definir, as condicdes de contorno e/ou condi¢des iniciais sob as quais o escoamento se desenvolve.
Elas serdo necessdrias para a resolucio das equacdes no interior de cada sub-regido do dominio.
Nessa etapa também sdo definidos parametros inerentes ao fluido tais como viscosidade, condu-
tividade térmica, massa especifica, dentre outros. Definidos tais parametros, o conjunto formado
pelas equagdes algébricas associadas €, entdo, resolvido fornecendo o produto final: uma solugdo
numérica para o problema. Nesse ponto é importante um olhar critico, visto que, caso sejam for-
necidos resultados incoerentes, o0 modelo numérico deve ser reajustado bem como, se necessério,
a discretizacdo do dominio.

Estudar-se-4, agora, como tais etapas se organizam dentro de um software de andlise. No
caso do trabalho em questdo, o software escolhido foi o Ansys Fluent®. No geral, as etapas de
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processamento podem ser agrupadas em trés macro categorias, como ilustrado na Figura 5.2.

/ Condigdes de contorno

Geometria\

Pré-processamento

\

Malha \ Delineamento equacional

Processamento

Gréficos \ / Imagens

Pés-processamento

\Animagécs

Anélise de dados/

Figura 5.2: Macro categorias de agrupamento dentro de um software de andlise numérica.

Segundo Zanutto (2015), os c6digos internos de uma anélise CFD se organizam em um pré-
processador, um solver e um pos-processador.

No pré-processamento o problema fisico ¢ implementado em uma interface para que sejam
definidos os parametros de entrada a serem processados pelo solver. Versteeg e Malalasekera
(2007) descrevem as principais atividades do pré-processamento como:

* Defini¢cdo da geometria da regido de interesse: desenho ou importacdo do dominio compu-
tacional;

* Geragdo da malha: a discretizacdo do dominio em um ndmero finito de células;
* Defini¢ao das propriedades termodinamicas do fluido de trabalho;
* Especificacdo de condi¢des de contorno sobre as regides do dominio;

* Defini¢do do método numérico a ser utilizado, bem como funcdes de interpolagdo, etc.

Todas essas informacdes fornecidas no pré-processamento sdo, entdo, levadas ao solver para
serem processadas. Existem diversas abordagens empregadas nessa etapa, entre elas o Método
de Diferencas Finitas, o Método dos Elementos Finitos e o Método dos Volumes Finitos, sendo
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esse ultimo a técnica geralmente mais empregada para solugdo numérica via CFD. Versteeg e
Malalasekera (2007) definem como principais tarefas responsaveis pelo solver a:

* Integracdo das equagdes governantes do escoamento ao longo de todos os volumes de con-
trole que discretizam o dominio;

» Conversao das equag0es resultantes em um sistema de equacdes algébricas;

* Soluc¢do do sistema de equagdes algébricas por meio de um método iterativo.

O processo de integragdo das equacdes governantes € o que distingue o Método de Volumes
Finitos das demais técnicas. A grande vantagem na sua utilizagdo em detrimento dos demais
reside no fato de ser capaz de manter o caréter fisico de cada termo nas equacdes discretizadas,
possibilitando uma maior robustez ao método.

Por fim, ap6s obtencdo dos resultados numéricos pelo solver, esses podem ser visualizados
das mais diferentes formas no pds-processamento. As principais funcionalidades e atribui¢cdes
encontradas no pds-processamento de um software de andlise costumam ser:

* Visualizacao da malha e do dominio geométrico;
e Graficos de vetores;

* Gréficos de linhas e contornos;

* Grificos de superficie em 2D e 3D;

* Trajetdrias de particulas;

* Manipulacgdo grafica (translacio e rotacio);

* Animacdes.

5.2 MALHA

A malha utilizada em uma simulacdo por CFD € um dos principais fatores na obtenc¢ado de solu-
coes precisas. Em uma andlise prévia e superficial € possivel dizer que, quanto maior o nimero de
elementos utilizados na discretizagdo do dominio computacional € menor o tamanho destes, mais
precisos serdo os resultados obtidos. No entanto, um correto estudo de malha frequentemente
retorna configuragdes mais elaboradas, e muitas vezes ndo uniformes, distribuindo os elementos
conforme necessidade de refinamento em determinadas regides do dominio em detrimento das
demais. Segundo Versteeg e Malalasekera (2007), em uma boa andlise CFD a definicdo do domi-
nio computacional e a geracdo de uma malha eficaz s@o etapas capazes de dispender, geralmente,
mais de 50% do tempo requerido para estruturagdo do projeto.
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Em suma, uma malha utilizada em andlises por CFD pode ser classificada entre trés principais
tipos: estruturada, ndo-estruturada ou hibrida, conforme ilustrado na Figura 5.3.

O O O O O O

a) b) c)
Figura 5.3: Principais tipos de malha a) Malha estruturada b) Malha nio-estruturada c¢) Malha hibrida. Adaptado de

ANSYS (2013).

A Figura 5.4 exemplifica como cada tipo de malha se distribui em diferentes dominios de
andlise.

Figura 5.4: Exemplo de aplicacdo de a) Malha estruturada b) Malha ndo-estruturada e c) Malha hibrida. Retirado de
ANSYS (2013).

Malhas estruturadas possuem em sua composi¢cdo elementos hexaédricos permitindo, assim,
que cada célula possua uma quantidade igual de elementos em sua vizinhanga. Segundo Silva
(2016) esse tipo de configuracio possui diversas vantagens em detrimento das demais visto que
proporciona ao usudrio uma elevada controlabilidade. Isso possibilita condensar pontos em re-
gides com altos gradientes de fluxo da grandeza em estudo bem como gerar regides menos densas
quando necessdrio. As ndo-estruturadas, por sua vez, ndo possuem essa caracteristica visto que
sdo formadas por elementos de geometrias diversas tais como prismas, tetraedros, piramides, en-
tre outras. Devido a facilidade com que € gerada, essa configuragdao de malha geralmente é mais
adequada para a discretizacdo de geometrias complexas.

A combinag¢do entre uma malha estruturada e uma ndo-estruturada resulta em malhas hibridas.
A escolha do tipo de malha e sua alocacdo nas distintas regides do dominio estdo relacionadas a
precisdo requerida e o nivel de refinamento que uma regido necessita em comparacao as demais.
E de suma importancia para a obtencdo de solucdes coerentes que no processo de geracdo de
malha sejam escolhidos os tipos adequados de elementos. Além disso deve-se realizar, também,
uma correta verificacdo das métricas envolvidas no calculo da deformacdo desses elementos ao
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longo da malha. Por fim, segundo Silva (2016), deve-se realizar um estudo de convergéncia
e sensibilidade de malha, ou seja, verificar qual o nivel de refinamento necessario para que a
solucdo independa tanto da disposicdo quanto da quantidade de elementos utilizados.

5.2.1 Tipos de elemento

Segundo Bicalho (2015), malhas computacionais sdo compostas, em suma, por elementos
tetraédricos e hexaédricos, conforme ilustrado na Figura 5.5. Os principais fatores levados em
considerag@o na escolha de qual elemento € mais adequado em determinada anélise geralmente
sdo0 o tempo de pré-processamento, o custo computacional requerid e acurdcia numérica desejada.

a) b)

Figura 5.5: Principais tipos de elementos de malha a) Hexaédrico b) Tetraédrico. Adaptado de ANSYS (2013).

A utilizacdo de elementos hexaédricos, a depender do dominio, frequentemente esta relacio-
nada a grandes tempos de pré-processamento visto que fazem uso de decomposi¢cdes geométricas
e ndo raras vezes implicam em constru¢do manual da malha. Elementos tetraédricos, por sua vez,
possuem Otima adequacdo a geometrias com elevado grau de complexidade e frequentemente
possuem geracao automdtica e, por esse motivo, malhas compostas por esse tipo de elemento sdo
utilizadas largamente em aplicacdes industriais. Em contrapartida, conforme ANSYS (2013), ele-
mentos hexaédricos em comparacao com tetraédricos geram malhas que dispendem menor custo
computacional na etapa de processamento.

Para escoamentos direcionais, como no caso do escoamento interno a dutos, recomenda-se
que a malha seja orientada conforme dire¢cdo do escoamento (SILVA, 2016). As faces de ele-
mentos hexaédricos, por sua vez, atendem facilmente essa demanda. Em contrapartida, malhas
tetraédricas necessariamente possuirdo elementos cujas faces interseccionam a dire¢do do fluxo.
Dessa forma, para todas as simulacdes realizadas nesse trabalho, foram utilizadas discretizagoes
por malhas hexaédricas.
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5.2.2 AQualidade dos elementos

A qualidade dos elementos que compdem uma malha estd diretamente relacionada ao nivel de
deformacdo verificado nestes e desempenha um papel significativo na precisao e estabilidade do
calculo numérico. Nesse contexto, os softwares comerciais fornecem diversas métricas capazes
de avaliar tais niveis de deformacgdo sendo a principal delas a qualidade ortogonal. Essa métrica
avalia qudo préximos os angulos entre faces adjacentes dos elementos se aproximam do angulo
6timo, que no caso de elementos hexaédricos é de 90° (SILVA, 2016).

A Figura 5.6 ilustra os principais vetores utilizados no calculo da qualidade ortogonal de uma

. N - .
célula, onde A; corresponde ao vetor normal a face do elemento, f; é um vetor do centroide do

—

elemento até o centroide de sua face e, por fim, ¢; corresponde ao vetor do centroide do elemento

ao centroide do elemento vizinho que compartilha a face em questao.

Paenl

N
4"1:%

Figura 5.6: Vetores usados para calcular a qualidade ortogonal. Adaptado de ANSYS (2013).

Matematicamente o cdlculo da qualidade ortogonal de um dado elemento em termos dos ve-
tores apresentados € tal que

= = =
Ai i A

)
AL fi) 1A

5.1

Ao aplicar-se a Equagdo (5.1) a todas as faces do elemento, segundo ANSYS (2013), as piores
células terdao um qualidade ortogonal mais préxima de 0 enquanto que as melhores células terdo
uma qualidade ortogonal mais préxima de 1. Em suma, define-se a escala presente na Tabela 5.1
para classificacao da qualidade ortogonal.

Tabela 5.1: Classifica¢do da qualidade ortogonal de uma célula. Adaptado de ANSYS (2013).

Inaceitavel

Ruim

Aceitavel

Boa

Muito boa

Excelente

0-0.001

0.001-0.14

0.15-0.20

0.20-0.69

0.70-0.95

0.95-1.00
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Outra importante métrica associada a qualidade dos elementos de uma malha é a razdo de
aspecto, capaz de mensurar o alongamento destes. E calculado como a razdo entre o valor maximo
e o valor minimo de qualquer uma das seguintes distancias: as distancias normais entre o centroide
do elemento e os centroides da face (calculado como um produto escalar do vetor de distincia e
o normal da face), e as distincias entre o centroide e os nds da célula (ANSYS, 2013). Para um
cubo unitdrio, Figura 5.7, a distancia mdxima € 0,866 e a distancia minima € 0,5, dessa forma a
razdo de aspecto associada é de 1,732. Esse tipo de defini¢do pode ser aplicado a qualquer tipo

de malha.
Centroide da face l Centroide da célula

Figura 5.7: Célculo da razio de aspecto de uma célula unitdria. Adaptado de ANSYS (2013).

Por fim, outro parametro utilizado na verificacdo da qualidade de elementos é a assimetria,
definida como a diferenca entre a forma do elemento gerado e a forma do elemento equilateral
de volume equivalente. Células altamente distorcidas podem diminuir a precisdo e desestabilizar
a solucdo. Nesse contexto, malhas quadrangulares ideais terdo angulos de vértice proximos a
90°, no passo que malhas triangulares devem ter angulos proximos a 60°. Uma regra geral é que
a assimetria maxima para uma malha tetraédrica na maioria dos escoamentos deve ser mantida
abaixo de 0,95, com um valor médio significativamente menor. Um valor maximo acima de
0,95 pode levar a dificuldades no processo de convergéncia (ANSYS, 2013). Em suma, para
classificacdo da assimetria, define-se a escala presente na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Classificag@o da assimetria de uma célula. Adaptado de ANSYS (2013).

Excelente | Muito boa Boa Aceitavel Ruim Inaceitavel
0-0.25 0.25-0.50 | 0.50-0.80 | 0.80-0.94 | 0.95-0.97 | 0.98-1.00

5.2.3 Analise de convergéncia

O objetivo de uma constru¢do de malha elaborada consiste em dividir o dominio computaci-
onal em diversos pequenos volumes de controle onde serdo efetivamente resolvidas as equagdes
de conservagdo associadas ao problema em estudo. Segundo Bicalho (2015), a resolugcdo das
equagdes fornece, para cada elemento, varidveis com valores discretos utilizadas como condi¢ao
de contorno para o elemento adjacente. Em tese, mais precisa serd a solucdo final quanto maior
for o nimero de volumes de controle. Em contrapartida, existe um limite onde, a partir deste,
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o refinamento da discretizagdo e consequente acréscimo do custo computacional, ndo alteram os
resultados obtidos. A melhor estratégia para determinacdo desse limite consiste na andlise de
convergéncia, ou seja, simulacdes com malhas de distintos nimeros de volumes de controle. Os
resultados sdo, entdo, avaliados em regides de interesse podendo ser comparados valores em um
ponto, ou valores médios em um plano de corte, por exemplo. A variagdo de resultados nestas
regioes tende a diminuir a medida que a malha € refinada até que a curva de variagdo da gran-
deza em estudo adquira um cardter assinttico. Se a simulacdo for bem sucedida, a assintota
corresponde ao resultado real da grandeza estudada (SILVA, 2016).

A convergéncia de malha realizada nos softwares comerciais mais comuns € monitorada a
partir de residuos numéricos onde, para cada nova iteragao, um residuo, definido como a diferenca
normalizada entre a iteracdo vigente e a anterior, € calculado (SILVA, 2016). H4 basicamente dois
tipos de residuos: o residuo médio (RMS) e o méaximo.

O residuo médio (RMS) € calculado pela Equagao (5.2).

RMS = /) " R? (5.2)

onde I?; € o residuo calculado para cada elemento da malha. E recomendavel, segundo (ANSYS,
2013), para aplica¢des de engenharia bem como para estudos académicos um RMS de 10~°.

O residuo maximo, por sua vez, ¢ uma medida de convergéncia mais apertada que o RMS
visto que representa o residuo méximo, em mdédulo, verificado para todo o dominio de andlise.

5.3 MODELOS FiSICOS

Definidas a geometria e a malha para discretizacao da mesma faz-se necessdria a escolha dos
modelos fisicos apropriados antes que as condi¢cdes de contorno sejam de fato especificadas e
a simulagdo tenha inicio. Para efeito de sumarizacdo, a Tabela 5.3 lista os principais modelos
fisicos comumente disponiveis em simulacdes de escoamentos.
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Tabela 5.3: Lista dos principais modelos fisicos disponiveis para simulagdes CFD. Adapatado de Alsaleem (2017).

Categoria Modelos fisicos
Inviscido, laminar ou turbulento
Newtoniano ou ndo-newtoniano
Compressivel ou incompressivel
Caracteristicas do escoamento Misturas multifasicas
Resisténcia porosa
Aceleracdo gravitacional
Escalares passivos
Assimétrico
Casca
Tridimensional
Bidimensional
Explicito ndo permanente
Balanco harmonico
Implicito ndo permanente
Permanente
Giés
Liquido
Material Sélido
Multi-componente
Multifasico
Fluxo acoplado (gés, liquido)
Fluxo Fluxo segregado (gds, liquido)
Fluxo viscoso (liquido)
Densidade constante (gés, liquido)
Densidade polinomial (gés, liquido)
Equacdo de estado Gaés ideal
Gas real
Definido pelo usudrio (gés, liquido)
k—e
k—w
Sparlat Almaras
Tensdes de Reynolds
Temperatura - Fluido segregado
Entalpia - Fluido segregado
Deformacao de malha
Distancia exata da parede
Remediacao da qualidade da célula
Supressdo de turbuléncia

Espaco

Tempo

Turbuléncia

Modelos opcionais

Dos diversos modelos fisicos disponiveis reserva-se um destaque especial para a categoria
associada aos modelos implementados a resolucao de escoamentos turbulentos, visto que, nos
ultimos anos, uma grande variedade desses modelos tém surgido com o intuito de resolver esco-
amentos encontrados nas mais distintas aplicacdes de engenharia.

Ha trés estratégias numéricas para a modelagem de turbuléncia:
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* RANS (do inglés, Reynolds Averaged Navier-Stokes): langca mao d média das varidveis no
tempo. E a mais empregada em CFD. Os modelos £ — ¢, k — w e Spalart-Allmaras fazem
parte desse grupo.

* LES (do inglés, Large Eddy Simulation): aqui as grandes escalas sdo calculadas e as meno-
res sao modeladas o que torna a malha significativamente mais refinada de modo a requirir
alto custo computacional.

* DNS (do inglés, Direct Numerical Simulation): esse tipo de modelagem resulta em malhas
com elevado nimero de elementos com altissimo custo computacional visto que garante
que todas as escalas turbulentas sejam calculadas diretamente.

Para a maioria dos casos em engenharia ndo € necessario resolver os detalhes das flutuacdes
turbulentas e € suficiente obter informacao das propriedades médias no tempo do escoamento. Por
isso os modelos RANS sdo os mais utilizados. Em comparacao as equagdes N-S convencionais,
as equacdes médias de Navier-Stokes descrevem as grandezas médias do escoamento de forma a
ser possivel a modelagem de todas as escalas de turbuléncia verificadas no problema em estudo.

Os modelos de turbuléncia que compdem a metodologia RANS podem ser classificados de
acordo com a dependéncia ou ndo da viscosidade turbulenta (;;). Ambos os grupos, entretanto,
necessitam de equagdes de transporte adicionais para o célculo de (y;) ou para o fechamento
alternativo das equacdes RANS, sem a utiliza¢do dessa grandeza. Em sintese, pode-se realizar o
seguinte agrupamento:

* Grupo 1: Modelos que dependem da viscosidade turbulenta

— Modelos algébricos (equacao zero)
— Modelos de uma equagdo

— Modelos de duas equacdes
* Grupo 2: Modelos que ndao dependem da viscosidade turbulenta

— Modelo dos tensores de Reynolds (RSM)

Uma breve discussdo serd realizada acerca de cada modelo presente na metodologia RANS
bem como se d4 a sua utilizagdo na resolucdo de escoamentos, suas vantagens e limitacdes em
comparacao com os demais.

5.3.1 Equacao zero

O modelo de turbuléncia conhecido como modelo de equagdo zero langa mdo somente de
uma equacao algébrica, para a descri¢do do transporte das tensdes turbulentas, em detrimento
de equacgdes diferenciais parciais como nos demais modelos. A grande vantagem da utilizacdo
de um modelo algébrico consiste na rdpida e facil implementacdo. Em contrapartida, é limitado
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a problemas simples de escoamentos turbulentos. Além disso, tal metodologia estrutura-se na
teoria do comprimento de mistura para expressar a viscosidade turbulenta cinematica (14). A
viscosidade turbulenta é calculada através de uma velocidade (V) e de um comprimento (I,,)
caracteristicos tal que

v & Vi (5.3)

Para escoamentos com menor complexidade tais como jatos e esteiras, considera-se que o
cisalhamento médio transversal ao escoamento € predominante sobre o cisalhamento médio em
relacdo as outras dire¢des. Dessa forma,

(5.4)

L,

@
oyl

A Equagdo (5.4) é conhecida como hipdtese de Prandtl (1925) e foi uma das primeiras ten-
tativas de se calcular a viscosidade turbulenta. Observa-se que a grande dificuldade encontra-se
justamente na obten¢éo do comprimento de mistura (/,,). Tomando a espessura da camada limite
d(z) como comprimento caracteristico do escoamento tem-se que

I = 6(2) = Ly, = C8(2). (5.5)

A constante C' € empirica e difere para cada tipo de escoamento considerado. Para escoa-
mentos completamente desenvolvidos em dutos ou canais, Nikuradse (1933) propds a seguinte
expressao para o comprimento caracteristico:

%:0,14—0,08(1—%)2—0,06(1—%>4. (5.6)

onde R é o raio para dutos circulares e a meia largura para canais planos. A coordenada y
representa tanto uma coordenada cartesiana quanto uma coordenada cilindrica.

Uma vez que proximo a regido das paredes os efeitos viscosos sdo predominantes sobre os
efeitos turbulentos Nikuradse (1933) propds uma equacdo apropriada para modelar o escoamento
nessas regides utilizando a fun¢do de amortecimento de Van Driest. Assim,

1/2
I = Ky [1 — exp (—y%)} . 5.7

onde A e x sdo constantes sendo essa dltima a constante de von Karman e 7, é a tensdo de
cisalhamento na parede.

Em decorréncia de sua simplicidade e uso limitado na pratica de engenharia, o modelo de
equacao zero € frequentemente ignorado por softwares comerciais de anélise por CFD. Tal modelo
€ incapaz de descrever o escoamento turbulento quando a escala de comprimento turbulento varia,
visto que, mesmo para escoamentos simples, a distribui¢do do comprimento caracteristico de
mistura [,,, ndo € universal. Além disso, o modelo ndo consegue descrever o escoamento quando
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ha presenca de recirculacdo ou separagdo da camada limite.

5.3.2 Modelo de uma equacao

Em detrimento do modelo de equag¢do zero, o modelo de turbuléncia de uma equagdo resolve
uma equacgao diferencial parcial de transporte para energia cinética turbulenta com a escala de
comprimento turbulenta obtida a partir de uma expressao algébrica. Nesse contexto, a viscosi-
dade turbulenta €, entdo, expressa em termos de energia cinética (ALSALEEM, 2017). Existem
varios modelos baseados em uma equagdo, como o modelo de uma equagdo de Prandtl, o modelo
Baldwin-Barth e o modelo Spalart-Allmaras.

Como discorrido, a grande dificuldade do modelo de comprimento de mistura € a relacdo
direta existente entre a viscosidade turbulenta e o gradiente do campo de velocidade. Os modelos
de uma equacao, por sua vez, utilizam uma escala caracteristica de velocidade que pode ser obtida,
por exemplo, pela energia cinética turbulenta k tal que

1 — —
k= §(u’2 + v? + w?), (5.8)
sendo /2, v”2 ¢ w’? a média das flutuacdes da velocidade. Dessa forma, dado que v, = CVL
tem-se que
v = e, VEL, (5.9)

onde C, é uma constante empirica. A Equacdo (5.9) foi proposta tanto por Kolmogorov (1942)
quanto por e Prandtl e Schlichting (1945) independentemente.

Para avaliar a energia cinética, utiliza-se uma equacao de conservacao para k, a qual é obtida
a partir da equagao de Navier Stokes tal que

ok 0
— —(w;k) = Py + Dy — 5.10
pat+paxj(u] ) = Py + Dy, — pe, (5.10)
onde P descreve a taxa de transferéncia de energia do escoamento médio para o mecanismo de

turbuléncia, Dy, representa o transporte de k& por difusdo molecular e turbulenta e pe consiste na
dissipagdo de energia cinética turbulenta (ALSALEEM, 2017).

A avaliacdo de cada termo bem como as correlacdes de terceira ordem que surgem permitem
a obten¢do de uma Equacdo de Conservacao de Energia Cinética Turbulenta onde

Ok o ow; 0w\ ou; e\ 0%k K3/
4 (k) = L Y 11
P ot +p8xj (k) = p (8:6]- * axi> ox; * (,u—i— ak) dx3 P -11)

sendo o, 0 nimero de Prandtl de energia cinética turbulenta e i, = pk'/?l.

Observa-se que, embora o modelo de turbuléncia de uma equacdo seja mais eficiente que o
modelo de equacdo zero se comparado por exemplo a captura dos fendmenos de separacdo e
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recirculacdo, ele ainda possui grandes deficiéncias. Assim como o modelo de comprimento de
mistura, aqui existe a dificuldade de prescrever a escala de comprimento /. Nesse contexto surgem
propostas que utilizam equacdes diferenciais para descricdo de /, dando origem aos modelos de
duas equagdes.

5.3.3 Modelo de duas equacgodes

Os modelos de turbuléncia de duas equacdes de transporte tém sido base de muitas pesquisas
e desenvolvimentos nas duas ultimas décadas. Esses modelos s@o estruturados com base em duas
equagdes diferenciais na descricdo da viscosidade turbulenta e, da mesma forma que nos modelos
de uma equacao, utiliza-se a energia cinética k, devido ao pouco empiricismo associado. Para a
segunda grandeza, diferentes propostas surgiram ao longo dos anos. Kolmogorov (1942) sugeriu
combinar k com a frequéncia de vortices f onde [ = Y2171, Wilcox (1988), por sua vez,
propds uma combinagio com a vorticidade w tal que w = kl~2 e por fim Harlow e Nakayama
(1968) e Launder e Spalding (1974) propuseram a dissipa¢do da energia cinética turbulenta € onde
¢ = k%2171, Esses dois tltimos modelos sdo os mais difundidos e merecem atencio especial.

5.3.3.1 Modelo k& — ¢

Nesse modelo a velocidade caracteristica continua sendo V' = &'/ e o comprimento caracte-

3/2
ristico € obtido em fun¢do da dissipag¢do. Assim, | = ——. A viscosidade turbulenta, por sua vez,
€
k2
€y = wPY Em suma, as Equacdes de Conservacido do Modelo k — ¢ sdo tais que
€
ok 0 0 e\ Ok
— —(uk) = P, + — — | == - 5.12
p8t+p8%(u3 ) k"‘axj K/H%) axj} pe (5.12)
0 0 0 e\ Oe €
— —(puje) = — — | = Py — cocpe)—+ 5.13
09+ e = o (w4 ) E | een- ;69
ou; 0u;\ 0u; . . .
onde P, = i ( 4 + o' ) h e 0. € denominado nimero de Prandtl de dissipacdo de energia
(9:10]- 8:102 0:16]-

cinética turbulenta, sendo um parametro empirico assim como as constantes ci. € Coc.

Contudo, segundo Alsaleem (2017), o modelo k£ — ¢ também possui deficiéncias. As mais
significantes se apresentam em escoamentos na presenca de curvatura de linhas de corrente, sob
acdo de gradientes de pressdo adversos, com regides de separagdo, sob acdo de campos de forga,
e em escoamentos que necessitem de leis de parede.
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5.3.3.2 Modelo k — w

Esse modelo € baseado no transporte de vorticidade w a qual também pode ser considerada
. ~ . € ~ . .
como taxa de dissipacdo especifica —. Nesse contexto, a equagdo para w pode ser derivada a partir
das equagdes do modelo k£ — ¢, resultando em

%(W) + ai(pu_jw) e Ku + i) (9_@)} F(ea —DZP — (o — 1?  (5.14)

Z; ij Oy Oxj k
1 1\1 1 1 1
O O ) W O¢ O k

Por simplicidade, segundo Alsaleem (2017), pode-se considerar o, = 0., 0 que elimina o
ultimo termo da equagao.

O modelo original proposto por Wilcox (1988) também ¢é muito utilizado. De acordo com
Wilcox (1993), no tratamento da camada limite, o modelo k — w € superior ao modelo k — ¢, tanto
na descri¢do da subcamada viscosa na regido proxima a parede, como também € capaz de levar
em conta efeitos de gradiente de pressdo a montante.

Contudo, apesar do modelo k£ — w avaliar com precisdo a regido da parede, o tratamento
de fronteiras livres possui deficiéncias, visto que uma condi¢do de contorno nao fisica para w é
necessdria (w = 0) tonando o escoamento ¢ sensivel ao valor especificado.

5.3.4 Modelo das tensoes de Reynolds- Modelo a seis equacoes

Todos os modelos discutidos anteriormente modelam as tensdes de Reynolds lancando mao
da viscosidade turbulenta, buscando calcular, de formas distintas, escalas de turbuléncia, com
as quais se determina (;. O modelo das tensdes de Reynolds, por sua vez, foi planejado com
o objetivo de deduzir equagdes de transporte diretamente para cada componente das tensdes de
Reynolds.

O modelo em si consiste em um conjunto de seis equagdes para as componentes do tensor de
Reynolds. Em notacao tensorial tem-se que
87'2']' @

onde o segundo membro agrega os termos de producgdo, de difusdo e de dissipacdo da varidvel
conservada, que, nesse contexto, sdo as componentes do tensor de Reynolds 7;;.

Observa-se, entdo, que o modelo a seis equagdes € mais generalista se comparado aos demais.
Dessa forma, em posse de um determinado conjunto de constantes, pode-se simular uma maior
diversidade de escoamentos, com razodvel confiabilidade. Em contrapartida a sua precisio e
acurdcia, porém, o modelo traz consigo um expressivo custo computacional (FILHO, 2017).
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5.4 CONDICOES DE CONTORNO

Depois de selecionar os modelos de fluido apropriados e escolher um modelo de turbuléncia
preciso para o problema CFD de interesse, as condi¢cdes de contorno do problema devem ser
especificadas a fim de resolver as equacdes diferenciais parciais. Caso o termo transiente se faca
presente na solucdo, as condigdes iniciais também necessitam ser especificadas. Para problemas
de escoamentos internos sujeitos a turbuléncia h4 trés tipos principais de condi¢cdes de contorno
possiveis de serem inseridas em um software de andlise numérica: condi¢des de contorno de
entrada, condi¢des de contorno de saida e condi¢des de contorno de parede, conforme disposto
na Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Condig¢des de contorno mais comuns utilizadas em andlises CFD. Adaptado de Alsaleem (2017).

Condig¢do de contorno Condig¢do de contorno

de turbuléncia

turbulenta (I.,)

de entrada de saida
Parametros . - . ~
do escoamento Velocidade (V¢,,) | Pressdo (P.,) | Velocidade (Vi,;) | Pressdo (Psqi)
Viscosidade Viscosidade
turbulenta (11, ) turbulenta (14, )
Parametros Intensidade Intensidade

turbulenta (/g4;)

Escala de comprimento
de turbuléncia (l¢y,)

Escala de comprimento
de turbuléncia (I54;)

E possivel observar que, escoamentos internos e adiabéticos com uma temperatura de su-
perficie isotérmica e cuja turbuléncia é verificada, requerem que um total de seis condi¢des de
contorno sejam especificadas a fim de resolver a continuidade e as equacdes diferenciais parciais
de Navier-Stokes.

Segundo ANSY'S (2013), outro tipo importante de condi¢@o de contorno € a de simetria. Estas
sdo usadas quando a geometria fisica de interesse e o padrdo esperado do escoamento possui si-
metria. Convém destacar que ndo se define nenhuma condi¢ao de contorno propriamente dita nos
planos de simetria, mas deve-se ter cuidado na correta definicdo de onde estardo localizados. A
Figura 5.8 traz uma exemplificacdo da escolha adequada dos eixos de simetria em uma geometria
retangular.

Planos de simetria

Figura 5.8: Utilizacdo dos planos de simetria em um dominio computacional retangular.
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A Figura 5.9, por sua vez, ilustra uma geometria em que a utilizacdo de planos de simetria
seria inapropriada. Observa-se que, nesse caso, a geometria do problema € simétrica, mas o
escoamento em si ndo obedece as condi¢des de contorno de simetria visto que a flutuabilidade
cria um fluxo assimétrico.

frio

|

quente —

o

Figura 5.9: Dominio computacional cuja a simetria ndo pode ser adotada.

frio

E interessante discorrer, também, acerca dos parametros de turbuléncia que podem ser setados
como condicao de contorno.

A intensidade de turbuléncia (/) é utilizada para quantificar o grau de turbuléncia do escoa-
mento e é definida como a razdo entre o Root Mean Square (RMS) das flutuacdes de velocidade
u’ em um determinado local do escoamento, e a respectiva velocidade média w no mesmo local
por um periodo de tempo especificado, ou seja,

I =

SIS

(5.17)

Em escoamentos internos, essa grandeza varia ao longo do comprimento do duto conforme
o nivel de turbuléncia muda continuamente. Dessa forma, em uma simulacdo de CFD, € ne-
cessario especifica-la na entrada e na regido totalmente desenvolvida onde a quantidade se torna
constante. Na entrada, a intensidade da turbuléncia depende principalmente do que ocorre com o
escoamento antes de entrar no duto. Se o fluxo que entra no duto vem de uma turbina ou compres-
sor, por exemplo, ou outra mdquina rotativa complexa, a intensidade da turbuléncia de entrada,
segundo Schlichting e Gersten (2000), pode variar de 5% a um maximo de 20%. Para aplica¢des
moderadas a intensidade de turbuléncia pode ser considerada entre 1% e 5%. Para aplicacdes de
baixa turbuléncia, como escoamentos externos através de carros ou internos em pequenos tubos, a
intensidade da turbuléncia € considerada inferior a 1%. Segundo ANSY'S (2013), o valor padrao
para intensidade de turbuléncia € 5% (intensidade média).

Para a regido totalmente desenvolvida do duto, a intensidade de turbuléncia € principalmente
uma funcdo do nimero de Reynolds. De acordo com Schlichting e Gersten (2000), usando as
solugdes cléssicas para o escoamento desenvolvido dentro dos dutos, a intensidade da turbuléncia
totalmente desenvolvida pode ser estimada usando uma correlagao semi-empirica tal que

I =0,16Re"'/% - 100. (5.18)
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A escala de comprimento de turbuléncia (1), por sua vez, é uma grandeza usada para descrever
o tamanho dos grandes vortices que contém a energia turbulenta em um escoamento turbulento.
E uma condicio de contorno bastante utilizada em simulacdes de escoamento turbulento interno.
De acordo com Schlichting e Gersten (2000), no caso de escoamentos em dutos cujo modelo
implementado seja de duas equagdes, € razodvel adotar um comprimento de turbuléncia tal que

[ =0,07Dy. (5.19)

Segundo ANSYS (2013), o fator de 0.07 é baseado no valor maximo do comprimento de
mistura em escoamentos turbulentos totalmente desenvolvido em tubos.
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6 SIMULACAO EM CFD

A presente sec@o propoe-se a simular através de modelos CFD os casos particulares estudados
no Capitulo 4. O principal objetivo aqui € visualizar como as principais grandezas associadas
ao escoamento em estudo tais como velocidade, pressdo, coeficiente de fric¢ao, entre outros, se
comportam para diferentes razdes de aspecto do duto retangular sob distintos regimes (laminar
e turbulento). Utilizar-se-4 de diferentes valores para a velocidade de entrada com o intuito de
investigar o comportamento do fluxo antes e apds atingir a condi¢cdo de completamente desenvol-
vido. Objetiva-se também, determinar o local aproximado onde tal fendmeno ocorre para dife-
rentes nimeros de Reynolds. O fluido de trabalho escolhido para andlise foi o ar sob condi¢des
atmosféricas de temperatura e pressdao. A Tabela 6.1 traz as principais propriedades termodina-
micas descritivas para o fluido de trabalho.

Tabela 6.1: Propriedades termodinamicas do ar atmosférico.

Propriedade termodinamica Valor
Temperatura (T[K]) 300
Viscosidade cinemdtica (v[m?/s]) | 1,84 x 107°
Massa especifica (p[kg/m?]) 1,18

Estudar-se-4, primeiramente, o caso assintético respectivo ao escoamento entre duas placas
planas paralelas (A = 0), seguido pelo caso com razdo de aspecto equivalente ao de um duto
circular (A & 0,44) e, por dltimo, o caso de um duto quadrado (A = 1).

6.1 PLACAS PLANAS PARALELAS

6.1.1 Regime laminar

A geometria escolhida para observagao e anélise do regime de escoamento que se desenvolve
entre duas placas planas paralelas foi resultante de uma andlise de convergéncia de dominio.
Fixou-se a distancia entre as placas em 2c¢ = 0,05 m de modo que o nimero de Reynolds per-
manecesse 0 mesmo nha andlise de cada caso, possibilitando, assim, que o pardmetro geométrico
variavel fosse unicamente o comprimento L das placas. Nesse contexto, o nimero de Reynolds é

dado por
_1(2¢)
©1,84-10°5

Segundo Papanastasiou et al. (1999) o nimero de Reynolds critico associado a escoamentos in-

Re (6.1)

ternos a placas planas fixas € tal que
Re > 1.400. (6.2)
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Essa constatacdo € de suma importancia na escolha adequada de qual modelo numérico mais
se adequa a resolucdo de cada regime bem como da malha a ser utilizada na discretizagdo do
problema.

A andlise de convergéncia de dominio, em suma, objetiva a determinacdo do comprimento L
tendo como critério de parada uma convergéncia no valor das varidveis envolvidas, entre elas o
gradiente de pressdo dp/dz, ou a obten¢do de um valor associado a velocidade maxima do escoa-
mento resultante da simulacao préximo ao valor validado pela metodologia analitica discutida no
Capitulo 2, onde, da Equacido (2.26), obteve-se

Gc?
Umax,pp = T
1d
Dado que G = - tem-se, entdo, que
dx
1 dp (0,05/2)? dp
max = - > =-1 s - .
Umixer = TR 105 dr 2 0,98 ©.3)

Observa-se que a determinacao da velocidade maxima através da metodologia analitica neces-
sita da obtencao do gradiente de pressao ao longo do escoamento longitudinal, matematicamente
dado pelo coeficiente angular respectivo ao grifico p x x para 0 < x < L. Nesse contexto,
fixando uma velocidade de entrada, tal que v,,, = 0, 3 m/s, de modo a garantir a laminaridade do
escoamento obtém-se as curvas presente na Figura 6.1 .

08T 7T 7T T 1T T T ]

O L=2m [

0.16 + L=25m|

A L=3m []|

O L=3,5m]

0.14 - L—4m [
""" L=5m []

0.12.0 i

= ]
& _
2 i
§ 0.08 .
[aW i ]
0.06 E
0.04 E
0.02 E

Figura 6.1: Distribuicdo de pressdo para v., = 0,3 m/s associada a diferentes valores de L - Regime laminar.

E importante destacar que o coeficiente angular associado ao gradiente de pressio foi obtido
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para a regido onde as curvas se aproximam a uma reta. Isso porque, como pode ser observado nos
gréaficos anteriormente apresentados, para valores de  proximos a origem, ou seja, imediatamente
apo6s a entrada do escoamento, a curva possui uma leve ascendéncia visto que, em tal regido ha
uma queda de pressdo logo na entrada do escoamento devido as bordas das placas, como pode ser
observado na Figura 6.2. Portanto, o coeficiente angular foi obtido considerando o escoamento ja
completamente desenvolvido.

Pressure
1.034e-002
9.793e-003
92450003

4.8966-
4.352e-003
3.808-003
3.2640-003
2.720e-003
2.176e-003
1.632e-003

1.088e-003
5.4408-004
0.000e+000
o i

Figura 6.2: Pico de pressao na regido de entrada do escoamento.

Uma explicacdo mais adequada para essa queda de pressdo € dada por Alsaleem (2017). Se-
gundo o autor, na entrada do duto, onde a camada limite de velocidade € menos espessa, o gra-
diente de pressdo atinge seu valor maximo. A medida que a camada limite se desenvolve e se
torna mais espessa na dire¢do do escoamento, o gradiente de pressdo diminui até atingir um va-
lor constante em algum lugar a jusante da entrada do duto, significando que o fluxo totalmente
desenvolvido € alcancado, conforme ilustrado na Figura 6.3. Nesse contexto, além do perfil de
velocidade, o gradiente de pressdao pode ser utilizado na localizagdo do ponto onde atinge-se a
condicdo de escoamento totalmente desenvolvido.

p
Regido de Escoamento completamente desenvolvido
- 9p _
entrada 5E=constante
Queda de pressao
na entrada J: J{
Ap
X
z1 =0 Ty =l T3

Figura 6.3: Variacdo da pressao na dire¢do do escoamento. Adaptado de Alsaleem (2017).

A Tabela 6.2, em conjunto com o grafico da Figura 6.4 sumarizam os resultados obtidos
através do estudo de convergéncia de dominio para o caso onde o regime de escoamento € laminar.
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Tabela 6.2: Convergéncia de dominio para ve, = 0,3 m/s.

L [m] % [Pa/m] | Umax Ansys [M/S] | Umgx,anaic [M/s] | Erro relativo (%)

0,5 -0,047 0,379 0,798 52,51

1 -0,035 0,409 0,594 31,14

2 -0,030 0,419 0,509 17,68

3 -0,027 0,428 0,458 6,55

4 -0,026 0,432 0,441 2,04

5 -0,026 0,433 0,441 1,81
0.44 B
0.43
2 042
E B
z B
-\5 0.41 -
E |
= B
S 040 |
= i
5 i
3 i
2 039
0.38 -

0.37 - ‘ ‘ ‘

0 1 3 4

x(m)

Figura 6.4: Convergéncia de dominio para placas planas paralelas - Regime laminar.

Considerando o baixo erro relativo associado a velocidade méxima do escoamento e a conver-
géncia das varidveis de estudo, bem como a necessidade de garantir um dominio que contemple
a regido onde o escoamento torna-se completamente desenvolvido, escolheu-se o dominio de
comprimento 5m. Dessa forma, o dominio resultante do estudo de convergéncia € tal, como

exemplificado na Figura 6.5.

2¢=0,05m

Figura 6.5: Geometria resultante da convergéncia de dominio para placas planas paralelas.

L=5m
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Determinado o dominio computacional faz-se necessdria a definicdo da malha mais adequada
para discretizd-lo. Levando-se em consideracdo os regimes de escoamento associados a cada
andlise € importante destacar que os parametros de definicdo da malha recebem tratativas distintas
se considerado um contexto de escoamento laminar e outro turbulento.

Para geracdo dos elementos de malha foi escolhido o método Quadrildtero Dominante fixando-
se uma razdo de proporcdo entre o nimero de divisdes para as paredes direita/esquerda (Ng/.) e

inferior/superior (IN;/;) tal que

Nis _ 5 _ 109 (6.4)
Nge 0,05 '

de modo a manter uma boa qualidade ortogonal da malha. Ainda utilizou-se um recurso chamado
Face Meshing utilizado para criar uma malha mapeada. A utilizacdo de tal recurso possibilita
nao somente uma melhoria na qualidade dos elementos, como também uma melhor apresentacao
visual (ANSYS, 2013). Para o estudo utiliza-se como velocidade de entrada do escoamento livre
Ve, = 0,3m/s. A Tabela 6.3, em conjunto com o grafico da Figura 6.6 sumarizam os resultados
obtidos através do estudo de convergéncia de malha para o caso onde o regime de escoamento é

laminar.
Tabela 6.3: Convergéncia de malha - Escoamento laminar.
Ngje | Niss | N°dends | N° de elementos | Iteragdes | umax [m/s]
5 500 3.006 2.500 174 0,385
10 | 1.000 11.011 10.000 351 0,425
20 2000 42.021 40.000 675 0,433
30 3000 92.318 90.000 1055 0,433
0.44
0.43 - |
E 0.42 - |
< - i
g | ]
\g | |
g 041 |
o B i
<
= B i
o B i
2 040 |- 4
> i |
0.39 - —
0.38 L | | | | |
0 20 40 60 80 100

Nimero de elementos de malha(x10?)

Figura 6.6: Convergéncia de malha para placas planas paralelas - Regime laminar.
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Tendo como pardmetro de comparacdo a velocidade maxima obtida para L = 5 m e v,,, =
0,3 m/s no estudo de convergéncia de dominio onde Umgx ansys = 0,433 m/s, da Tabela 6.3 conclui-
se que a malha que mais se adequa a resolucio do escoamento, aliando convergéncia de varidveis
e menor custo computacional, € a que possui 40.000 elementos, como apresentada na Figura 6.7.

ANSYS

B

W
.
*

Figura 6.7: Malha utilizada para andlise do escoamento laminar.

Uma andlise dos parametros de qualidade associados a malha obtida pelo estudo sdo for-
necidos a seguir. Para a razdo de aspecto obteve-se a distribuicdo em relagdo a quantidade de
elementos presente na Figura 6.8.

Mesh
Aspect Ratio
1811042021 12:26

I 1Max
1Min

Figura 6.8: Distribui¢do da razdo de aspecto observada nos elementos de malha.

Observa-se que tal métrica apresenta excelente resultado com todos os elementos com razao
de aspecto unitdria, resultado ideal considerando o tipo de elemento utilizado, no caso, hexaé-
drico. No entanto, somente uma boa razdo de aspecto ndo garante que a discretizacdo possua boa
qualidade ortogonal. Nesse contexto, para esse pardmetro em questdo, obteve-se os resultados
apresentados na Figura 6.9.

Mesh
Orthogonal Quality
18/1072021 18:29

I 1Max
1Min

Figura 6.9: Distribui¢do da qualidade ortogonal observada nos elementos de malha.

Do padrao de referéncia apresentado na Tabela 5.1, a qualidade ortogonal da malha obtida
apresenta, também, cariter excelente. Por fim, com relacdo a assimetria, obteve-se a seguinte
disposi¢do apresentada na Figura 6.10.
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Figura 6.10: Distribui¢io da assimetria observada nos elementos de malha.

O valor maximo associado a assimetria observada nos elementos de malha é de aproximada-
mente 1,13 x 107!°, Da Tabela 5.2 conclui-se que a assimetria obtida também possui cardter
excelente. Dessa forma, como todas as métricas de avaliagdo da qualidade de malha obtiveram
resultados satisfatérios a discretizagdo em questdo pode ser utilizada com tranquilidade para a
resolugdo do escoamento e obtengdo de resultados acurados.

Para a modelagem dos efeitos viscosos sobre o escoamento, nessa etapa, escolheu-se o mo-
delo fisico laminar. Com relacdo as condi¢des de contorno estas foram tais que, para o regime
laminar, utilizou-se ndo deslizamento nas fronteiras superior e inferior do dominio, a velocidade
do escoamento ndo perturbado (v,,,) como condi¢do de entrada, e pressdo manométrica (p) igual
a zero como condic@o de saida. Essa ultima é resultante da suposi¢ao de que a pressdo absoluta
na saida do escoamento € igual a pressdo atmosférica.

Para o algoritmo de acoplamento entre pressdo e velocidade escolheu-se o SIMPLE (Semi-
Implicit Method for Pressure-Linked Equations). Tal modelo, desenvolvido por Patankar (1980)
¢ essencialmente iterativo e utiliza uma relacdo entre as corre¢des de velocidade e pressdao para
impor a conservacao de massa e obter o campo de pressdao. Na etapa de processamento o software
resolve iterativamente as equagdes associadas a modelagem fisica adotada até que atinja deter-
minado critério de parada especificado pelo usudrio. Nesse contexto, para todas as simulagdes
utilizou-se como critério um residuo RMS de 107°.

Ap6s a definicdo do melhor dominio computacional a ser utilizado bem como a malha mais
adequada para sua discretizacdo € possivel, na etapa de pds processamento, a visualizacdo de
resultados graficos que permitem tanto uma andlise qualitativa quanto quantitativa do escoamento
laminar entre duas placas planas paralelas.

O primeiro resultado de cunho qualitativo obtido da simulagdo consiste nos contornos de
velocidade, Figura 6.10, que permite a visualiza¢do de como as linhas de corrente do escoamento
se distribuem ao longo deste e ao longo da geometria escolhida.
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Figura 6.10: Contornos de velocidade para a)v., = 0,1 m/s (Re = 271,74); b)ve, = 0,2 m/s (Re = 543,47); ¢)
Ven = 0,3 m/s (Re = 815, 22); d)ve, = 0,4 m/s (Re = 1.075, 26).

E possivel observar que a condi¢do de contorno de ndo deslizamento na parede é obedecida
em todas as andlises. Além disso, percebe-se um comportamento caracteristico para a velocidade
méaxima associada ao escoamento. Conforme a velocidade atribuida ao escoamento de entrada
(ndo perturbado) torna-se maior, e consequentemente o nimero de Reynolds, o escoamento tende
a atingir sua velocidade médxima mais tardiamente. Observa-se que para o mais baixo Re, ou
seja, para Re = 271,74 a velocidade maxima do escoamento € atingida pouco tempo apds a
entrada deste no canal infinito. Em uma abordagem mais quantitativa € possivel construir as
curvas associadas a velocidade do escoamento na regido da linha média em fun¢ado de x, conforme
Figura 6.11.
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Figura 6.11: Distribuicdo de velocidade ao longo da linha média do escoamento.

Observa-se que as curvas obtidas estdo coerentes com os contornos de velocidade e corrobo-
ram para a ideia de que quanto maior Re, mais distante da regido de entrada o escoamento atinge
sua velocidade maxima, localizada justamente no eixo de simetria. A Figura 6.12 traz, de forma
complementar, a distribui¢do do gradiente de velocidade (du/dx) ao longo do eixo de simetria do

escoamento.
06 I T T I
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Figura 6.12: Comportamento do gradiente de velocidade ao longo da linha média do escoamento
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As curvas da Figura 6.12 possibilitam a determinag@o aproximada do local onde o escoamento
torna-se completamente desenvolvido, visto que, egundo Alsaleem (2017), o critério utilizado
para definir onde o escoamento completamente desenvolvido € atingido no interior de dutos con-
siste em assumir que o escoamento ird se desenvolver completamente onde du/dx = 0. Nesse
contexto, tomando um comprimento adimensional do dominio como z/2c obtém-se que para
r=0m,z/2c=02=1m,z/2c =202 =2m,x/2c = 40; x = 3m, x/2c = 60; x = 4 m,
x/2c = 80; x = 5 m, x/2c = 100. Dessa forma, obtém-se os resultados dispostos na Tabela 6.4.
O subscrito “cd” indica completamente desenvolvido.

Tabela 6.4: Determinagdo aproximada do local onde o escoamento atinge a condi¢éo de completamente desenvolvido.

Ven Re Ted (m) (%;)cd
0,1 271,74 1,1616 | 23,23
0,2 | 543,47 2,2727 | 45,45
0,3 815,22 3,4343 | 68,68
0,4 | 1.075,26 | 4,5454 | 90,90

A curva presente na Figura 6.13 € obtida a partir dos dados apresentados na Tabela 6.4 e
relaciona a regido de desenvolvimento completo do escoamento com o respectivo nimero de
Reynolds associado.
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Nimero de Reynolds

Figura 6.13: Influéncia do nimero de Reynolds sobre o ponto onde o escoamento torna-se completamente desenvol-
vido.

E possivel verificar que a distribui¢do dos pontos no grafico da Figura 6.13 assume certa ten-
déncia. No entanto, o nimero reduzido de pontos inviabiliza a proposicao de uma equacao resul-
tante de regressdo linear visto que nao hd garantia de que pontos intermedidrios bem como pontos
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que extrapolem os limites da reta obtida, também estejam sobre ela. No entanto, a obtencao de
mais pontos pode-se tornar um artificio valioso no que tange a obten¢do de uma equacao capaz de
relacionar explicitamente a dependéncia entre o local onde o escoamento torna-se completamente
desenvolvido e o nimero de Reynolds.

Outro resultado importante sdo os contornos de pressao ao longo do escoamento, conforme
disposto na Figura 6.14.
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Figura 6.14: Contornos de pressdo para a)ve, = 0,1 m/s (Re = 271,74); b)ve, = 0,2 m/s (Re = 543,47); ¢)
Ven = 0,3 m/s (Re = 815, 22); d)ve,, = 0,4 m/s (Re = 1.075, 26).

Devido o comprimento do dominio, a diferenciac@o entre os contornos de pressao para dife-
rentes nimeros de Reynolds torna-se dificultada no que tange a uma tratativa somente qualitativa.
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Dessa forma, faz-se necessario uma andlise quantitativa, disposta mais adiante, para que seja pos-
sivel compreender a influéncia da velocidade do escoamento sobre a distribui¢do de pressao. No
entanto, é possivel concluir dos contornos obtidos, que a regido de maior pico de pressao localiza-
se imediatamente na entrada do canal infinito onde o fluido encontra as bordas das placas e que a
condi¢do de contorno de saida, p = pui,, = 0, € respeitada. Além disso, observa-se que quanto
maior a velocidade de entrada e consequentemente maior Re, maior o pico de pressdao na regiao
de entrada. Espera-se pois, que em um grafico p X x, ocorra um pico exatamente nessa regiao de
forma que, conforme o escoamento se desenvolva dp/dx torne-se constante.

Nesse contexto, € importante uma andlise, também, em termos quantitativos de como a pressao
se desenvolve ao longo do escoamento. Dessa forma, dado que o coeficiente de pressdo C,
calculado ao longo do eixo de simetria do escoamento, € tal que

p—D
Op — 1—6717 (65)
1.2
quen
onde p € pressdo estdtica do fluido no ponto em que o coeficiente de pressdo € avaliado, p., € a
pressdo do escoamento livre, ou seja, na entrada do escoamento e p é massa especifica do fluido,
pode-se construir o grafico presente na Figura 6.15.

8 I T T T T

Ven = 0,1 m/s [
O Ven =0,2m/s [
O Ven, = 0,3 m/s
Ven, = 0,4 m/s

Figura 6.15: Comportamento do coeficiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento.

E possivel observar com clareza o comportamento predito por Alsaleem (2017) e ilustrado na
Figura 6.3. Como era esperado, quanto menor v.,, maior o C, associado, o que estd de acordo
com a Equacdo (6.5). Verifica-se, ainda, que o distanciamento entre as curvas torna-se tao grande
quanto maior o acréscimo de v, 0 que também € um comportamento esperado visto que C'y é
inversamente proporcional ao quadrado de v.,,. Complementarmente, em posse da distribuicdo de
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pressdo ao longo do escoamento € possivel determinar como seu gradiente se comporta ao longo
de z, conforme Figura 6.16.
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Figura 6.16: Comportamento do gradiente de pressao ao longo da linha média do escoamento.

Observa-se que a magnitude do gradiente de pressdo adverso tende a aumentar conforme o
ndmero de Reynolds do escoamento também aumenta. Analogamente ao que foi obtido para as
curvas associadas ao gradiente de velocidade, pode-se utilizar, também, as curvas da Figura 6.16
como op¢do para obter uma equacdo de aproximacao que determine a regido onde o escoamento
torna-se completamente desenvolvido. Nesse contexto, o critério utilizado seria o local onde
dp/dz assumiria um valor constante.

Ainda, com os resultados obtidos no pds-processamento, € possivel visualizar o comporta-
mento do coeficiente de fricgdo C'y tal que

Tw

1 2
§puen

Cy =

(6.6)

calculado na superficie das placas, em fun¢do de x, conforme ilustrado na Figura 6.17.

O coeficiente de fric¢do € um parametro adimensional importante nos fluxos da camada limite
visto que, dado um escoamento laminar como o estudado aqui, ele tem como objetivo especificar
a fracdo da pressao dindmica local, que € sentida como tensao de cisalhamento na superficie (7).
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Figura 6.17: Comportamento do coeficiente de friccdo C'rao longo da superficie das placas.

Um ultimo resultado passivel de interesse e que surge no pés processamento de uma simulacao
CFD consiste nos perfis de velocidade em distintas regides do escoamento. Para a construcio
desses perfis divide-se o dominio em regides, conforme ilustradas na Figura 6.18.

0,2m 0,5m 1m 2m 3m 4m

Figura 6.18: Se¢des do dominio para observacdo do perfil de velocidade local.

A partir das secOes apresentadas na Figura 6.18 & possivel observar como o perfil de velo-
cidade evolui ao longo do escoamento para os distintos valores de v.,, estudados bem como sua
proximidade com a solu¢do analitica obtida no Capitulo 2, conforme Figuras 6.19, 6.20, 6.21 e
6.22.
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Figura 6.19: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve, = 0,1 m/s.
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Figura 6.20: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve,, = 0, 2 m/s.
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Figura 6.21: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve, = 0,3 m/s.
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Figura 6.22: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve,, = 0,4 m/s.

Observa-se, mais uma vez, a influéncia do nimero de Reynolds sobre o desenvolvimento do
escoamento bem como no valor da velocidade méxima associada a este. Percebe-se, ainda, que
nas sec¢Oes mais proximas a saida, os perfis tendem a possuir a mesma distribuicao de forma a
terem um comportamento praticamente idéntico o que sugere fortemente que o escoamento nessa
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regido ja adquiriu carater completamente desenvolvido. Outro ponto importante de observacao
consiste no fato de que a medida em que toma-se perfis de velocidade em se¢des mais afastadas
da entrada do canal tende -se a atingir a solucdo analitica representada pela pardbola de Poiseuille,
descrita matematicamente pela Equacao (2.23).

Encerrada a discussdo acerca do regime laminar parte-se, entdo, para o regime turbulento.

6.1.2 Regime turbulento

Por conveniéncia, para a discussio acerca do regime turbulento, utilizar-se-4 do mesmo domi-
nio computacional obtido no estudo de convergéncia realizado anteriormente, ilustrado na Figura
6.5. No entanto, no que se refere a malha utilizada na discretizagdo do mesmo faz-se necessdria
uma tratativa distinta visto que os efeitos de dissipacio viscosa e turbulenta ndo podem ser negli-
genciados. Nesse contexto, utiliza-se um maior refinamento na regides proximas as paredes de
modo que seja possivel a captagdo dos fendmenos associados a camada limite.

Para a constru¢c@o da malha, além dos recursos j4 mencionados, utiliza-se também o Fator de
Bias nas faces laterais esquerda e direita do dominio. Esse recurso € utilizado quando almeja-se
concentrar mais elementos de malha em determinada direcdo de discretizacdo de modo que seja
possivel o refinamento de regides conforme necessidade do usudrio. Utilizou-se um Fator de Bias
igual a 20 para todas as andlises. A Tabela 6.5 sumariza os resultados obtidos através do estudo
de convergéncia de malha para o caso onde o regime de escoamento € turbulento com velocidade
de entrada v., = 15 m/s. O resultado obtido € estendido para as demais velocidades de entrada

do escoamento.

Tabela 6.5: Convergéncia de malha - Escoamento turbulento.

Ngse | Nijs | N°dends | N° de elementos | Iteragdes | umgx [m/s]
10 500 5.588 5.070 261 16,32
15 750 12.080 11.310 344 16,37
20 1.000 21.063 20.040 454 16,39
25 1.250 32.500 31.225 575 16,41
30 1.500 46.221 44.700 704 16,47
40 | 2.000 82.164 80.120 920 16,5
50 | 2.500 | 127.704 125.150 1.129 16,5

Da Tabela 6.5 conclui-se que a malha que mais se adequa a resolu¢ao do escoamento turbu-
lento em questdo, aliando convergéncia de varidveis e menor custo computacional, é a que possui
80120 elementos, como apresentada na Figura 6.23.

Figura 6.23: Malha utilizada para andlise do escoamento turbulento.
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Com relagdo a razdo de aspecto obteve-se a distribuicdo apresentada em um pequeno trecho
do dominio, mais precisamente na regido de parede na entrada do canal, conforme Figura 6.24.
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Figura 6.24: Distribuicao da razdo de aspecto observada nos elementos de malha.

E possivel observar que em comparacio a malha obtida anteriormente, esta no possui um
cardter completamente unitdrio. Isso ocorre justamente devido a necessidade de concentrar mais
elementos na regido de camada limite, o que acaba por alongar uma determinada quantidade
de elementos da malha, principalmente na regido de parede e adjacentes a ela. Com relagcdo a
qualidade ortogonal, obteve-se os resultados apresentados na Figura 6.25.
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Figura 6.25: Distribuicdo da qualidade ortogonal observada nos elementos de malha.

Novamente, para a malha em questdo também obtém-se uma qualidade ortogonal caracteri-
zada como excelente, com alguns pontos destoantes concentrados no inicio do dominio que nao
influenciam na qualidade como um todo da malha. Por fim, com relacio a assimetria, obteve-se a
disposicao apresentada na Figura 6.26.
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Figura 6.26: Distribui¢do da assimetria observada nos elementos de malha.

Verifica-se, da mesma forma que na discretizacdo para o regime laminar, uma assimetria ma-
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xima baixissima em torno de 0,0008. Portanto, a malha obtida cumpre perfeitamente com os
requisitos necessarios para a obtencdo de resultados coerentes da simulacao.

Determinada a malha mais adequada no contexto de aplicacdo em estudo, considerando os
efeitos turbulentos associados, opta-se pela escolha do modelo k — ¢ para resolugdo das equa-
coes. Segundo Ferzinger e Péric (2002), com um nimero de Reynolds alto, a subcamada viscosa
de uma camada limite € tdo fina que € dificil usar pontos de malha suficientes para resolvé-la.
Adota-se, nesse contexto, um recurso para o tratamento do escoamento proximo a parede deno-
minado Scalable Wall Functions. As fun¢des da parede baseiam-se na lei universal da parede, que
basicamente afirma que a distribuicao da velocidade muito perto de uma parede € semelhante para
quase todos os fluxos turbulentos. Um dos pardmetros mais importantes ao julgar a aplicabilidade
das fungdes da parede é a chamada distancia da parede adimensional (y™) tal que

+ _ Yyur

Y )
1%

(6.7)

onde u,

[T . _— P ‘
— ¢ chamada de velocidade de friccdo, y € a distincia absoluta até a parede e
p

v a viscosidade cinemética. Pode-se interpretar y™ como um nimero de Reynolds local, o que
significa que sua magnitude pode determinar a importincia relativa dos processos viscosos e
turbulentos. A Figura 6.27 traz a distribui¢io desse parametro ao longo das paredes do canal.
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Figura 6.27: Distribui¢do de y™ ao longo da parede do dominio.

As funcdes escalondveis de parede garantem que a distancia da parede empregada nas fungdes

da parede seja tal que y+ > 11, 126 independentemente do nivel de refinamento da grade préxima

a parede. Este valor de y+ marca a intersecdo dos perfis de velocidade linear e logaritmica.
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Com relacdo as condi¢des de contorno, para o regime turbulento, além das condi¢des de nao
deslizamento na parede, velocidade de entrada e pressdo manométrica igual a O na saida do ca-
nal, utilizou-se também como pardmetro de entrada a intensidade de turbuléncia e a escala de
comprimento de turbuléncia dadas pelas Equacdes (5.18) e (5.19), respectivamente. Devido as
configuracdes do problema bem como da geometria em estudo optou-se por utilizar os valores
de 5% para intensidade turbulenta e 0,035 para o comprimento de escala turbulenta. J4 para o
critério de convergéncia, utilizou-se o mesmo da andlise para regime laminar, ou seja, obtencdo
de um valor RMS menor que 1079,

Analogamente a sec@o anterior, o primeiro resultado de interesse qualitativo obtido consiste
nos contornos de velocidade, conforme apresentado na Figura 6.27.
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Figura 6.27: Contornos de velocidade para a)v., = 10 m/s (Re = 27.173,9); b)ve,, = 12 m/s (Re = 32.608, 6); c)
Ven, = 15 m/s (Re = 40.760, 8); d)ve, = 18 m/s (Re = 48.913, 0).

Observa-se aqui, similarmente ao obtido para o regime laminar, que a condi¢do de contorno
de ndo deslizamento € respeitada e que o escoamento tende a atingir sua velocidade maxima
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tao tardiamente quanto maior for a velocidade de entrada do escoamento livre. Em comparacao
com os contornos de velocidade obtidos para o regime laminar (Figura 6.10) aqui observa-se um
aumento na espessura da camada limite hidrodindmica. O fendmeno observado é confirmado por
Freire (1990), visto que, segundo o autor, na transi¢do do regime laminar para o turbulento, a
espessura da camada limite aumenta abruptamente e tende a permanecer mais espessa.

Nesse contexto, verifica-se que aumento de espessura na camada limite turbulenta estd asso-
ciado ao intenso movimento transversal do fluido, que promove uma maior troca de quantidade
de movimento entre suas particulas na camada limite. Por conseguinte, o aumento da troca de
quantidade de movimento na direcdo transversal ao escoamento faz com que a agdo retardadora
da parede se amplifique de forma que ocorra o aumento na espessura da camada limite. A Fi-
gura 6.28 traz os resultados quantitativos respectivos a distribui¢do de velocidade do escoamento
calculada ao longo do seu eixo de simetria.
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Figura 6.28: Distribuicdo de velocidade ao longo da linha média do escoamento.

E importante observar o comportamento da velocidade no eixo de simetria em regides imedi-
atamente ap0s a entrada do escoamento no canal. A acelerac@o que leva ao pico e posterior queda
da velocidade € resultante do perfil plano imposto como condi¢do de entrada. Esse perfil alieni-
gena requer um certo tempo para estabilizar e atingir o perfil parabdlico, como pode ser observado
mais adiante (Figuras 6.35, 6.36, 6.37 e 6.38) nos perfis de velocidade associado ao escoamento.
ApO6s esse momento de adequacdo a geometria o escoamento se desenvolve normalmente, atin-
gindo o patamar observado. Complementarmente as curvas da Figura 6.28, plota-se a distribui¢ao
do gradiente de velocidade (du/dx), conforme Figura 6.29, com o objetivo de determinar o local
aproximado onde o escoamento atinge a condi¢do de completamente desenvolvido.
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Figura 6.29: Comportamento do gradiente de velocidade ao longo da linha média do escoamento.

Constata-se um decaimento no gradiente de velocidade até um ponto préximo ao local onde o
escoamento atinge sua velocidade maxima. Novamente, essa flutuacdo € resultante da imposi¢ao
de um perfil plano na entrada do canal. Apds esse comportamento decrescente, tal grandeza
tende a ascender novamente até o ponto onde atinge um patamar. Regido esta que, segundo
Alsaleem (2017), corresponde ao local onde o escoamento atinge a condicdo de completamente
desenvolvido. A Tabela 6.6 retne os resultados obtidos através dessa andlise.

Tabela 6.6: Determinagdo aproximada do local onde o escoamento atinge a condi¢@o de completamente desenvolvido.

Ven Re Led (m) (Qlc)cd
10 | 27.173,9 2,97 49,4
12 | 32.608,6 3,03 60,6
15 | 40.760,8 3,13 62,6
18 | 48.913,0 3,18 63,6

Constata-se que os resultados dispostos estdo de acordo com os obtidos por Alsaleem (2017),
onde segundo o autor, para escoamentos em canais planos a condicao de plenamente desenvolvido
¢ atingida em torno de 50 a 60 diametros hidriulicos, o que corrobora para a validade do método
utilizado. Com os dados obtidos e dispostos na Tabela 6.4 € possivel, entdo, construir uma curva
que relacione a regido de desenvolvimento completo do escoamento com o respectivo nimero de
Reynolds associado, como obtido na Figura 6.13.
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Figura 6.30: Influéncia do nimero de Reynolds sobre o ponto onde o escoamento torna-se completamente desenvol-
vido.

Novamente, a curva parece apresentar uma tendéncia que poderia ser obtida através de uma
regressdo polinomial. No entanto, a escassez de pontos impossibilita essa abordagem, restrin-
gindo a obtencdo do local onde o escoamento atinge a condi¢ao de completamente desenvolvido
a uma andlise superficial e qualitativa. Em sequéncia, além dos contornos de velocidade, também
€ possivel a visualizagdo dos contornos de pressao, tais como apresentados na Figura 6.31.
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Figura 6.31: Contornos de pressdo para a)v., = 10 m/s (Re = 27173,9); b)ve, = 12 m/s (Re = 32608, 6); ¢)
Ven = 15 m/s (Re = 40760, 8); d)v.,, = 18 m/s (Re = 48913, 0).

Destaca-se o fato de que, para o regime turbulento a queda de pressdo e consequentemente a
perda de carga associada € significativamente maior se comparada a do regime laminar observada
na Figura 6.14 isto devido principalmente as tensdes turbulentas oriundas das flutuacdes aleatérias
de velocidade. Em termos do coeficiente de pressdo, ilustrado na Figura 6.32, conserva-se a
observagdo de que quanto maior a velocidade, menor o valor de C,.
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Figura 6.32: Comportamento do coeficiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento.

Complementarmente, o gradiente de pressao, conforme Figura 6.33, é outra grandeza quanti-
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tativa passivel de interesse no estudo de escoamentos turbulentos.
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Figura 6.33: Comportamento do gradiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento.

E possivel observar que as magnitudes associadas ao gradiente de pressio encontrado em um
regime turbulento sdo bem maiores em comparagdo com o laminar. Isso pois, segundo Freire
(1990), na regido turbulenta as perdas de carga se tornam proporcionais a, aproximadamente, o
quadrado da velocidade. Dessa foram, para se passar uma certa quantidade de fluido em um canal
no regime turbulento, necessita-se um gradiente de pressdao muito maior que aquele, caso o fluido
escoasse no regime laminar. Isto é consequéncia da grande quantidade de energia dissipada no
escoamento turbulento, a qual causa o aumento na resisténcia ao avango do escoamento.

No que se refere a forma do perfil de velocidade, observa-se que para um fluxo turbulento o
perfil tende a ser mais plano na parte central do canal (isto €, no nucleo turbulento) se comparado
a um fluxo laminar. A velocidade do escoamento cai rapidamente na regido proxima as paredes
devido a difusividade do fluxo turbulento, conforme ilustrado na Figura 6.34.
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Figura 6.34: Perfis de velocidade para escoamento laminar versus escoamento turbulento.
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O perfil de velocidade turbulento € mais cheio junto a parede, e consequentemente mais uni-
forme, devido a capacidade de mistura de turbuléncia. Das Figuras 6.35, 6.36, 6.37 e 6.38 €
possivel observar que o comportamento previsto pela literatura é verificado.
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Figura 6.35: Perfis de velocidade para diferentes secdes do escoamento - ve,, = 10 m/s.
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Figura 6.36: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve, = 12 m/s.
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Figura 6.37: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve, = 15 m/s.
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Figura 6.38: Perfis de velocidade para diferentes secdes do escoamento - ve,, = 18 m/s.

Por fim, é de interesse a visualizacdo de como algumas grandezas inerentes a escoamentos
turbulentos se distribuem ao longo do escoamento e em distintas regides do dominio. A Figura
6.39 traz o comportamento da intensidade de turbuléncia na parede do canal (curvas superiores)
e na linha de centro do escoamento (curvas inferiores).
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Intensidade de turbuléncia
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Figura 6.39: Distribuicio da intensidade de turbuléncia ao longo da linha média do escoamento.

ot

E possivel constatar que a regido de maior intensidade turbulenta consiste exatamente nas

paredes do canal. Na linha média, por sua vez, observa-se entre a regido 1 m < z < 2 m

um ascendéncia na magnitude da intensidade de turbuléncia, assim como foi observado para a

velocidade (Figura 6.11) e para a vorticidade (Figura 6.40).
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Figura 6.40: Distribui¢do da vorticidade ao longo da linha média do escoamento.
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Verifica-se que justamente na regido de maior intensidade turbulenta é onde ha a ocorréncia
de maior vorticidade. Eiger (1989) cita que a vorticidade desempenha um papel fundamental na
andlise da turbuléncia, pois escoamentos turbulentos sdo sempre rotacionais. Isto significa que
teorias bem estabelecidas de escoamento potencial (estritamente bidimensionais) ndo se aplicam
ao estudo da turbuléncia. Além disso, € possivel provar que, para que a turbuléncia seja mantida,
mecanismos tridimensionais devem estar presentes no escoamento (vortex stretching).

Da Figura 6.40 € possivel constatar que devido as intensas flutuagdes na regido de desenvol-
vimento do escoamento hd ocorréncia de grandes vortices cujas magnitudes sd3o proporcionais
a velocidade do escoamento livre (v.,). Apds atingir a condi¢do de plenamente desenvolvido o
escoamento tende a retirar energia dos grandes vortices particionando-os em outros de menores
escalas e consequentemente menores intensidades.

Por fim, observa-se o comportamento da energia cinética turbulenta k£ ao longo do eixo de
simetria do escoamento, conforme Figura 6.41.
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Figura 6.41: Distribuicao de k ao longo da linha média do escoamento.

Atentando-se ao fato que de que o conjunto de curvas na parte superior do grafico da Figura
6.41 esta associado a distribuic@o de k£ na parede enquanto o conjunto inferior a distribuicao na
linha de simetria, é possivel constatar que os valores de energia cinética turbulenta, assim como
de intensidade turbulenta, sio muito maiores na regido da camada interna da camada limite do
que na regido externa.

Finalizado o estudo para o caso assintético de duas placas planas paralelas parte-se, entdo,
para o dominio retangular propriamente dito.
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6.2 DUTO RETANGULAR EQUIVALENTE AO CIRCULAR

6.2.1 Regime laminar

De modo a respeitar a razdo de aspecto necessdria para que se garanta a equivaléncia com
o duto circular, ou seja, A ~ 0,44, utilizou-se uma se¢do retangular transversal com altura
2c = 0,05 m e largura 2b = 0,113 m, conforme ilustrado na Figura 6.42. Fixados tais para-
metros geométricos faz-se necessdria a obten¢do do comprimento L de forma a assegurar que o
escoamento atinja a condi¢ao de plenamente desenvolvido.

2¢=0,05m

20 =0,1136 m

Figura 6.42: Secéo retangular com A ~ 0, 44.

Dadas as dimensdes escolhidas para o corte transversal do dominio, tem-se, entdo, que o

diametro hidrdulico associado a este é tal que

_4A2.0,05-0,1136

D —
"7 P T 70,1136 + 0,05

=0, 069. (6.8)
Nesse contexto, tomando um comprimento adimensional do dominio como x /D), obtém-se que
paraxz = 0m, /D, = 0; 2 = 1 m, x/D, = 14,5, x = 2 m, x/Dy, = 28,98, = = 3 m,
x/Dy =43,48; x =4 m, x/D, = 57,97, x = 5m, x/ D), = 72, 46.

Assumindo como velocidade de entrada do escoamento livre v,,, = 0,3 m/s e fixando em 2000
o numero de elementos associados a discretizagdo relativa ao comprimento do duto, obtém-se os
resultados apresentados na Tabela 6.7 para o estudo de convergéncia de malha.

Tabela 6.7: Convergéncia de malha - Escoamento laminar.

Ngse | Niss | N° dends | N° de elementos | Iteragdes | umax [m/s]
10 20 671.664 597.402 675 0,34
15 30 | 1.087.456 991.008 826 0,37
20 40 | 1.679.160 1.558.440 913 0,41
25 50 | 2.650.674 2.497.500 1.025 0,43
30 60 | 3.660.000 3.478.260 1.872 0,43
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Da Tabela 6.7 conclui-se que a malha que mais se adequa a resolu¢do do escoamento turbu-
lento em questdo, aliando convergéncia de varidveis e menor custo computacional, é a que possui
2.497.500 elementos.

Analisar-se-4, agora, as métricas envolvidas na andlise de qualidade da malha. Com relacao
a razdo de aspecto obteve-se a distribui¢do apresentada em um pequeno trecho do dominio, mais
precisamente na regido de parede na entrada do canal, conforme Figura 6.43.
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Figura 6.43: Distribuicdo da razdo de aspecto observada nos elementos de malha.

E possivel observar que a malha em questio nio possui um cardter completamente unitdrio
devido alguns pontos destoantes com razdo de aspecto ligeiramente maior que 1. No entanto, tais
elementos nao afetam a qualidade global da malha. Com relacdo a qualidade ortogonal, obteve-se
os resultados apresentados na Figura 6.44

Mesh

Onthoganal Gudly ANSYS
RIS,

29/10/2021 1615

1 Max
099999
0,90008
099997
0,3906
0,00004
0,99593
0,00002
0,99991
,0990 Min

Figura 6.44: Distribuicdo da qualidade ortogonal observada nos elementos de malha.

Para a malha em questdo observa-se a obten¢do de uma qualidade ortogonal caracterizada
como excelente, também, com alguns pontos ndo unitdrios que nio influenciam no qualidade
geral da malha. Por fim, com relacdo a assimetria, obteve-se a seguinte disposi¢ao apresentada na
Figura 6.45.
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Mesh
Skewness
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0,005122
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Figura 6.45: Distribuicio da assimetria observada nos elementos de malha.

Verifica-se, da mesma forma que na discretizacdo para o regime laminar, uma assimetria ma-
xima baixa em torno de 0,0092. Portanto, a malha obtida cumpre perfeitamente com os requisitos
necessdrios para a obtencdo de resultados coerentes. Qualitativamente, tem-se, para as distintas
velocidades de entrada utilizadas, os contornos de velocidade observados na Figura 6.45.
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Figura 6.45: Contornos de velocidade para a)v., = 0,1 m/s (Re = 375); bjue, = 0,2 m/s (Re = 750); c)
Ven = 0,3 m/s (Re = 1.125).

De forma quantitativa, a distribui¢ao de velocidade ao longo da linha média do escoamento é
apresentado na Figura 6.46.
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Figura 6.46: Distribuicdo de velocidade ao longo da linha média do escoamento.

Novamente, assim como para as andlises realizadas para o escoamento entre placas planas, o
escoamento tende a alcancar sua velocidade mdxima tdo tardiamente quanto maior o valor de v,
escolhido como condi¢do de contorno de entrada. Complementarmente plota-se o grafico relativo
ao gradiente de velocidade, conforme Figura 6.47.
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Figura 6.47: Comportamento de du/dz ao longo da linha média do escoamento
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Plota-se o grafico da Figura 6.47 com o intuito de obter um estimativa do local onde o escoa-
mento torna-se completamente desenvolvido. Dessa forma, considerando o critério para alcance
do escoamento desenvolvido quando o gradiente de velocidade torna-se nulo, obtém-se entdo os
resultados apresentados na Tabela 6.8.

Tabela 6.8: Determinagdo aproximada do local onde o escoamento atinge a condi¢do de completamente desenvolvido.

Ven | Re | Zea (M) | (55)cd
0,1 | 375 0,62 8,98
0,2 | 720 0,71 | 10,29
03 | 1.125] 1,12 | 16,23

Constata-se que para o conjunto de velocidades de entrada escolhidos compreendido entre 0, 1
m/s e 0,3 m/s o escoamento tende a alcancar a condicdo de completamente desenvolvido em uma
regido aproximadamente entre 8 e 17 diametros hidrdulicos.

De modo a avaliar os efeitos relacionados a queda de pressdo entre a entrada e a saida do
canal plota-se a distribui¢do do coeficiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento,
conforme Figura 6.48.
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Figura 6.48: Comportamento do coeficiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento.

Verifica-se novamente que a condi¢do de contorno de saida adotada na qual a pressdo ma-
nométrica deve ser nula € respeitada bem como o fato de que, com o aumento da velocidade
e consequentemente do nimero de Reynolds, ), também tende a aumentar. A distribui¢do do
gradiente de pressao € mostrada no grafico da Figura6.49.
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Figura 6.49: Comportamento do gradiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento.

A regido de escoamento desenvolvido corresponde estd associada a dp/dx constante, o que
pelo grafico da Figura 6.49, corresponde similarmente aos comprimentos obtidos e dispostos na
Tabela 6.8. De forma a avaliar o comportamento e a influéncia dos efeitos cisalhantes na parede
do canal sobre o escoamento plota-se o grafico da Figura 6.50.
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Figura 6.50: Comportamento do coeficiente de friccdo ao longo da linha média do escoamento.
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Da definicao de coeficiente de fric¢do, qualitativamente atinge-se o resultado predito: quanto
maior a velocidade, menor o C'; observado na interface entre o fluido e a superficie do canal. Por
fim, objetivando a visualizac¢do dos perfis de velocidades associados a um escoamento laminar no
interior de um duto retangular com razdo de aspecto A ~ 0,44, plota-se as curvas presentes na

Figura 6.51.
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Figura 6.51: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve,, = 0, 3 m/s.

Novamente, observa-se que para regidoes mais afastadas da entrada do canal, o perfil de ve-
locidade tende a permanecer o mesmo. Da Figura 6.51 pode-se inferir que aproximadamente a
partir da secdo C, que corresponde a 1 m de comprimento do duto, o escoamento tende a torna-se
completamente desenvolvido.

Por fim, na Figura 6.52 estao dispostos alguns cortes transversais de distintas secdes do esco-
amento, disponibilizando um mapa de calor para o campo de velocidade no local onde o secci-
onamento foi realizado, considerando uma velocidade de entrada de v., = 0,3 m/s. E possivel
observar claramente o desenvolvimento do perfil desde a entrada do duto, onde € imposto um
perfil plano, até a regido onde o escoamento torna-se de fato completamente desenvolvido.
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Figura 6.52: Mapas de calor para diferentes seg¢des transversais do escoamento.

6.2.2 Regime turbulento

Por conveniéncia, para as andlises em regime turbulento utilizar-se-4 do mesmo dominio com-
putacional escolhido na andlise laminar. Cabe, nesse contexto, a determinac¢do da melhor malha
para discretizd-lo.

Utilizando o mesmo arcabouco das andlises anteriores além do artificio do fator de Bias para
aumento de densidade de células nas regides de paredes e imediatamente proximas a elas, obtém-
se os resultados dispostos na Tabela 6.9 para uma velocidade de entrada v.,, = 18 m/s.

Tabela 6.9: Convergéncia de malha - Escoamento turbulento.

Ngse | Niss | N°denés | N° de elementos | Iteragdes | umax [1m/5]
10 | 20,38 | 456918 395.400 812 20,41
15 30 989.024 896.850 925 20,49
20 40 1.720.278 1.597.600 1.015 20,53
25 50 2.650.674 2.497.500 1.245 20,57
30 60 3.660.000 3.478.260 1.978 20,57

Com relacdo as métricas mais importantes relativas a definicdo da qualidade da malha ob-
tida encontram-se nas Figuras 6.53, 6.54 e 6.55 a distribui¢do da razdo de aspecto, a qualidade
ortogonal e a assimetria, respectivamente.
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Figura 6.53: Distribuicdo da razdo de aspecto observada nos elementos de malha.
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Figura 6.54: Distribuicdo da qualidade ortogonal observada nos elementos de malha.
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Figura 6.55: Distribui¢do da assimetria observada nos elementos de malha.

Conclui-se, de acordo com parametros ja discutidos em andlises anteriores que as métricas
encontram-se dentro de valores aceitdveis o que confere a malha confiabilidade na sua utiliza-
cdo. Em posse disso, plota-se, primeiramente, de forma qualitativa, os contornos de velocidade

associados, conforme Figura 6.55.
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Figura 6.55: Contornos de velocidade para a)v., = 12 m/s (Re = 45.000); b)ve, = 15 m/s (Re = 56.250); c)
Ven = 18 m/s (Re = 67.500).

Quantitativamente, tem-se as curvas para velocidade obtidas na linha média do escoamento,

presentes no grafico da Figura 6.56.
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Figura 6.56: Distribuicdo de velocidade ao longo da linha média do escoamento.

Para estimar o ponto onde esse patamar € alcancado, para as distintas velocidades de entrada,
utiliza-se da distribuicdo do gradiente de velocidade, presente na Figura 6.57.
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Figura 6.57: Comportamento de du/dz ao longo da linha média do escoamento

E possivel observar que até determinado ponto do canal o escoamento encontra-se em adequa-
cdo visto que o perfil de entrada é plano, em detrimento do perfil real parabdlico. A regido onde
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0 escoamento encontra-se plenamente desenvolvido esta relacionada justamente aquela cujo pa-
tamar € verificado no grafico da Figura 6.56. A Tabela 6.10 dispde dos resultados obtidos através
da observacgao dos dados que compdem as curvas presentes na Figura 6.57.

Tabela 6.10: Determinag@o aproximada do local onde o escoamento atinge a condi¢do de completamente desenvol-
vido.

Ven | Re | Tea (M) | (55)ed
12 | 45.000 2,21 32,02
15 | 56.250 3,14 45,50
18 | 67.500 3,21 46,52

Os resultados obtidos estdo de acordo com o trabalho de Alsaleem (2017), visto que, segundo
0 autor, para um escoamento interno a dutos retangulares, o comprimento de entrada hidrodina-
mica pode alcancar de 30 a 50 didmetros hidraulicos.

Com relacao ao gradiente de pressdo, tem-se as curvas presentes na Figura 6.58.
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Figura 6.58: Comportamento do gradiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento.

Pode-se observar o quanto a turbuléncia, assim como verificado para o caso entre duas pla-
cas planas paralelas, acarreta em maiores magnitudes para o gradiente de pressdo se comparado
aquelas associadas a regimes laminares.

O perfil de velocidade para v.,, = 18 m/s para diferentes se¢cdes do escoamento € mostrado na
Figura 6.59.
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Figura 6.59: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve, = 18 m/s.

Mais uma vez, verifica-se que, qualitativamente, o perfil de velocidade turbulento adequa-
se aquele observado na literatura. Por fim, com relacdo as grandezas inerentes ao escoamento
turbulento, tem-se os graficos para a intensidade de turbuléncia, vorticidade e energia cinética
turbulenta associados presentes nas Figuras 6.60, 6.61 e 6.62, respectivamente.
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Figura 6.60: Distribuicio da intensidade de turbuléncia ao longo da linha média do escoamento.
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Figura 6.61: Distribui¢do da vorticidade ao longo da linha média do escoamento.
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Figura 6.62: Distribuicdo de k ao longo da linha média do escoamento.

Observa-se que para todas as grandezas analisadas existe uma regido onde o perfil de velo-
cidade inicialmente imposto como plano se adequa ao longo do escoamento de forma a gerar
significativas flutuacdes e vortices de grandes escalas que, apds atingir a condi¢do de escoamento
plenamente desenvolvido, quebram-em um inimeros outros menores. Os grificos sdo unanimes
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em mostrar a independéncia do escoamento da parte interna da camada limite com o escoamento
externo e/ou na parte externa da camada limite. Ademais, observa-se que valores da intensidade
de turbuléncia e de k£ sdo muito maiores na regido da camada interna da camada limite do que na
regido externa.

Finalizado o estudo do duto com razdo de aspecto equivalente ao do duto circular, parte-se
para o ultimo estudo de caso: o duto quadrado.

6.3 DUTO QUADRADO

6.3.1 Regime laminar

De modo a respeitar a razdo de aspecto necessdria para que se garanta a existéncia de uma
geometria quadrada, ou seja, com A = 1, utilizou-se uma secao retangular transversal com altura
2c¢ = 0,05 m e largura 20 = 0,05 m, conforme ilustrado na Figura 6.63. Por conveniéncia, utilizar-
se-4 do mesmo comprimento L de 5 m empregado em andlises anteriores. A malha utilizada na
discretizagdo do dominio terd sua configuracdo aproveitada da andlise realizada na secdo anterior
salvo pequenos ajustes para manutencdo de uma boa qualidade ortogonal.

Z

2c=10,05m

2b=0,05m

Figura 6.63: Se¢do quadrada (A = 1).

O diametro hidrdulico associado a geometria, segundo a Equacgao (1.8), € tal que

4(2¢)(2)

2O 0,05 m. 6.
202c+20) o™ ©9)

h =

Nesse contexto, tomando um comprimento adimensional do dominio como x/D;, obtém-se
queparax = 0m,z/Dy, =0, =1m,z/Dy =20;2 =2m,x/D;, = 40; x = 3 m, z/D;, = 60;
r=4m,z/D, =80,z =5m, z/D; = 100.
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Figura 6.66: Distribuicio da assimetria observada nos elementos de malha.

O valor mdximo associado a assimetria observada nos elementos de malha € de aproxima-
damente 1,96 x 10~*. Da Tabela 5.2 conclui-se que a assimetria obtida também possui cardter
excelente. Dessa forma, como todas as métricas de avaliacdo da qualidade de malha obtiveram
resultados satisfatorios a discretizagdo em questdo pode ser utilizada com tranquilidade para a
resolucao do escoamento e obten¢do de resultados acurados.

Os contornos de velocidade obtidos estdo dispostos na Figura 6.66.
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Figura 6.66: Contornos de velocidade (plano longitudinal ao escoamento) para a)v., = 0,1 m/s (Re = 271, 74);
b)ven, = 0,2 m/s (Re = 543, 47)

Mais uma vez observa-se que o aumento de v,,, estd associado ao aumento, também, do com-
primento de desenvolvimento visto que, quanto maior a velocidade de entrada mais tardio o es-
coamento serd para alcangar a condi¢cdo de completamente desenvolvido. Complementarmente,
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para a obtencao aproximada do local onde o alcance € realizado, plota-se as curvas respectivas ao
gradiente de velocidade, conforme Figura 6.67.
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Figura 6.67: Distribuicdo de velocidade ao longo da linha média do escoamento.
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Figura 6.68: Comportamento do gradiente de velocidade ao longo da linha média do escoamento

O resultado dessa andlise estd disposto na Tabela 6.11.
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Tabela 6.11: Determinacdo aproximada do local onde o escoamento atinge a condi¢do de completamente desenvol-
vido.

Ven | Re | ea (M) | (55)ed
01 271,74 | 152 | 304
02 | 54347 3,11 62,2

E interessante notar que para o caso do duto quadrado, devido a maior influéncia das paredes
sobre o0 escoamento, um pequeno acréscimo na velocidade de entrada do escoamento praticamente
dobra o comprimento necessdrio para que o escoamento alcance a condi¢cdo de completamente
desenvolvido.

Com relacdo ao gradiente de pressdo obteve-se as curvas presentes na Figura 6.69.
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Figura 6.69: Comportamento do gradiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento.

E possivel perceber que, para os mesmos valores de v, a distribuicao do gradiente de pressao
se assemelha bastante aquele observada para o caso entre duas placas planas paralelas em regime
laminar. O mesmo acontece para o coeficiente de fric¢do, conforme Figura 6.70.
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Figura 6.70: Comportamento do coeficiente de fricgdo C'rao longo da superficie das placas.

Por fim, escolhida como velocidade de entrada v.,, = 0,2 m/s, obtém-se os perfis de veloci-
dade para distintas secdes do escoamento, conforme ilustrado na Figura 6.71.
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Figura 6.71: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve,, = 0,2 m/s.

Destaca-se que para o duto retangular, geometria mais critica para o escoamento, diferente-
mente dos casos analisados anteriormente onde os perfis de velocidade tornavam-se coincidentes
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logo apds aproximadamente a secdo C, neste o alcance da condi¢do de completamente desenvol-
vido € mais tardia, tendo coincidéncia entre os perfis em secdes bem mais afastadas. Observa-se
ainda, que o corte transversal do perfil de velocidade fornece uma curva parabdlica, muito similar
a observada no escoamento plano entre duas placas planas paralelas.

Por fim, na Figura 6.72 estdo dispostos alguns cortes transversais de distintas secdes do esco-
amento, disponibilizando um mapa de calor para o campo de velocidade no local onde o secci-
onamento foi realizado, considerando uma velocidade de entrada de v.,, = 0,3 m/s. E possivel
observar claramente o desenvolvimento do perfil desde a entrada do duto, onde € imposto um
perfil plano, até a regido onde o escoamento torna-se de fato completamente desenvolvido.
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(a) Entrada do canal. (b) Secdo A
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Figura 6.72: Mapas de calor para diferentes se¢des transversais do escoamento.

Finalizado o estudo acerca do regime laminar parte-se, entdo, para o regime turbulento.
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6.3.2 Regime turbulento

Por conveniéncia, utilizar-se-4 do mesmo comprimento . de 5 m empregado em andlises
anteriores. A malha utilizada na discretizacdo do dominio terd sua configuracdo aproveitada da
andlise realizada na secdo anterior salvo pequenos ajustes para manutencdo de uma boa qualidade
ortogonal. Com relagc@o as métricas mais importantes relativas a definicdo da qualidade da malha
obtida encontram-se nas Figuras 6.73, 6.74 e 6.75 a distribui¢do da razao de aspecto, a qualidade
ortogonal e a assimetria, respectivamente.
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Figura 6.73: Distribuicdo da razio de aspecto observada nos elementos de malha.
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Figura 6.74: Distribuicdo da qualidade ortogonal observada nos elementos de malha.
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Figura 6.75: Distribuicio da assimetria observada nos elementos de malha.
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Os contornos de velocidade obtidos no plano longitudinal ao escoamento estdo dispostos na
Figura 6.75.
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Figura 6.75: Contornos de velocidade para a)v., = 12 m/s (Re = 45.000); b)ve, = 15 m/s (Re = 56.250); c)
Ven = 18 m/s (Re = 67.500).

Quantitativamente, o grafico da Figura 6.76 traz as curvas de velocidade obtidas ao longo da

linha média do escoamento.
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Figura 6.76: Distribuicdo de velocidade ao longo da linha média do escoamento.

De forma a obter o local aproximado onde o escoamento atinge a condicao de completamente
desenvolvido no interior de um duto com razao de aspecto unitdria, utiliza-se as curvas associadas
ao gradiente de velocidade, conforme ilustrado na Figura 6.77.
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Figura 6.77: Comportamento do gradiente de velocidade ao longo da linha média do escoamento

A Tabela 6.12 dispde dos resultados obtidos através da observacdo dos dados que compdem
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as curvas presentes na Figura 6.77.

Tabela 6.12: Determinacao aproximada do local onde o escoamento atinge a condi¢do de completamente desenvol-
vido.

Ven | Re | mea (M) | (55)ed
12 | 45.000 | 2,75 55

15 | 56.250 2,98 59,6
18 | 67.500 3,17 63,4

E possivel concluir que, para os limites de velocidade de entrada escolhidos, o escoamento
atinge a condi¢@o de completamente desenvolvido no interior de um duto quadrado, considerando
um regime turbulento, em torno de 50 a 65 diametros hidraulicos.

Com relacdo ao gradiente de pressdo, tem-se as curvas presentes na Figura 6.78.
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Figura 6.78: Comportamento do gradiente de pressdo ao longo da linha média do escoamento.

Observa-se que, em comparacdo ao gradiente de pressdo associado ao regime laminar, as
magnitudes verificadas para essa grandeza no regime turbulento sdo bem maiores. Ademais, se
comparado ao mesmo resultado obtido para o caso onde o duto possui razao de aspecto equiva-
lente ao do duto circular, o gradiente de pressao também € maior o que corrobora com a ideia de
que as perdas relacionadas ao duto quadrado s@o as maiores se comparadas a razdes de aspecto
menores. Isto pois, nessa configuracio, como ja discorrido, os efeitos de parede sao mais intensos
e significativos sobre o desenvolvimento do escoamento.

Para a visualizacdo dos perfis de velocidade turbulentos no interior do duto tem-se as curvas
presentes na Figura 6.79 para v,,, = 18 m/s.
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Figura 6.79: Perfis de velocidade para diferentes se¢des do escoamento - ve, = 18 m/s.

Verifica-se que o comportamento do perfil turbulento condiz com o previsto na literatura. De

forma complementar, obtém-se as curvas para intensidade de turbuléncia, vorticidade e energia

cinética turbulenta, conforme Figura 6.80, 6.81 e 6.82, respectivamente.
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Figura 6.80: Distribuicio da intensidade de turbuléncia ao longo da linha média do escoamento.
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Figura 6.81: Distribui¢do da vorticidade ao longo da linha média do escoamento.
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Figura 6.82: Distribuicdo de k ao longo da linha média do escoamento.

Conclui-se que, se comparado aos mesmos resultados obtidos para o caso onde o duto possui
razdo de aspecto equivalente ao do duto circular bem como para o caso assintdtico respectivo a
duas placas planas paralelas, as grandezas inerentes ao escoamento turbulento apresentam maio-
res magnitudes. Dessa forma, confirma-se a observagdo inicial de que o escoamento turbulento
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interno a dutos quadrados sdo os mais criticos em termos de energia dissipada entre todos os
analisados no presente trabalho.
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7 CONCLUSOES

Conforme visto, dutos com se¢ao transversal retangular possuem uma enorme abrangéncia de
aplicacdes, desde em sistemas de aquecimento e refrigeracdo por meio de redes de distribuicao
até a modelagem de escoamentos interiores a sistemas de geometria mais complexa tais como
escoamentos biologicos. Nesse contexto, seu estudo € de grande validade, principalmente acadé-
mica, no que tange a utilizacdo e interpretacao de importantes ferramentas que ao longo dos anos
compdem o arcabou¢o do graduando de Engenharia Mecanica.

Partindo de um escoamento simples, conhecido como escoamento de Poiseuille plano entre
placas planas paralelas, foi possivel obter uma das grandezas basilares no estudo de qualquer es-
coamento, o campo de velocidade. A ideia norteadora consistiu na premissa de que o escoamento
entre placas planas seria uma solugdo assintética do caso em estudo, ou seja, para dutos retan-
gulares. Dessa forma, através de metodologias analiticas, tais como o método de separacdo de
variaveis, séries de Fourier e métodos de solucao para integrais definidas, foi possivel constatar a
validade da premissa inicial.

O campo de velocidade obtido, respectivo ao escoamento no interior de dutos retangulares,
por ser uma composi¢ao de solugdes resultantes de séries de Fourier, possui um somatério em sua
formulacdo. Conforme verificado no presente trabalho e confirmado por Shah e London (1978)
tal somatorio € de rdpida convergéncia.

De modo a verificar os resultados obtidos através das metodologias analiticas citadas ante-
riormente, realizou-se entdo um estudo numérico com uma importante ferramenta: o Método
das Diferencas Finitas. Apesar de verificada a simetria do problema, estudou-se primeiramente
o dominio completo e nessa etapa observou-se relativa proximidade entre os resultados obtidos
numericamente com os obtidos através de expressoes analiticas. A estratégia de implementacdo
adotada foi reescrever, em forma de equacao matricial, a equagdo de discretizacao obtida. Sendo
7 a ordem do bloco da matriz de coeficientes associada, esse foi o parametro responséavel pelo
refinamento da malha de discretizagdo.

Ao utilizar o dominio completo para a resolu¢cdo do problema verificou-se que para n = 20,
ou seja, para o menor refinamento em estudo, o erro relativo associado correspondeu a cerca de
5% enquanto que para o mesmo valor de 7 valendo-se da simetria observada no problema, o erro
relativo caiu para menos de 2%. Isso tanto para a vazdo quanto para o nimero de Poiseuille (Po),
que, por serem grandezas integrais que guardam forte relacdo entre si, apresentam praticamente
0 mesmo comportamento quando se comparadas a luz desse estudo associado ao erro relativo.

A andlise do dominio completo permitiu uma importante conclusdo. Para 7 = 100, ou seja,
para o maximo refinamento utilizado, tendo em vista os recursos computacionais disponiveis, o
erro relativo ficou em torno de 1% enquanto, que para o mesmo valor de 7, langando mao da
simetria observada no problema o erro foi de cerca de 0,25%. O estudo comparativo entre as
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duas abordagens para = 20, como visto, mostrou que a reducdo foi bem mais significativa. Ou
seja, hd um patamar onde a utiliza¢do de simetria perde robustez no que se refere a capacidade de
reduzir o erro relativo.

A implementagdo da simetria associada ao problema foi uma importante estratégia na obten-
cdo de resultados numéricos mais proximos dos analiticos visto que, para um mesmo valor de 7,
tal abordagem permitiu malhas mais refinadas se comparadas as obtidas para o dominio completo.
No entanto, por se tratar de uma geometria retangular, de forma a obter a coesdao na mudanca entre
o dominio original e o computacional, a simetria poderia ser utilizada até somente a % do dominio
original, levando-se sempre em consideracdo as novas condi¢des de contorno que iriam surgir.

O campo de velocidade permitiu o tracado de importantes resultados visuais tais como os per-
fis de velocidade, os mapas de calor e as curvas de isovelocidade apresentados capitulo anterior.
Outro importante resultado advindo desse estudo foi a curva de maxima velocidade em relacio
a razdo de aspecto. Dela foi possivel concluir que a velocidade méxima, que neste caso sempre
ird ocorrer na regido central do escoamento, € a menor entre todas quando A = 1, ou seja, para
quando o duto encontra-se na configuracdo quadrada. Isto porque para tal razdo de aspecto os
efeitos de parede sobre o escoamento possuem maximo impacto. Para A\ = 0, ou seja, na situa-
cdo assintdtica do escoamento entre placas planas paralelas, como hé o decesso de duas paredes
laterais, os efeitos das remanescentes sobre o escoamento sao os menores possiveis, de forma a
permitir que, para essa razdo de aspecto, ele assuma a maior velocidade méxima entre todas.

Desde a obtencdo dos resultados analiticos até os numéricos foi possivel constatar que, para
determinado valor de A associado ao duto retangular, havia um duto circular equivalente que guar-
dava semelhantes caracteristicas no que tange ao escoamento, por possuirem o mesmo nimero de
Poiseuille. Tal duto, conforme visto, possui razdo de aspecto proxima a 0, 44.

De forma a comparar e validar os resultados obtidos aqui foi realizado um estudo bibliogra-
fico pela literatura sobre o tema em questdo. Numericamente, os resultados para A = 1 foram
confrontados com os de Tamayol e Bahrami (2009) levando em consideragdo a normalizacdo e
as adimensionalizacdes utilizadas pelos autores. Diante disso foi possivel constatar significativa
proximidade entre os resultados.

Como as equagdes analiticas possuem consideravel complexidade computacional realizou-se
um estudo entre a proximidade dos resultados obtidos através dela e os obtidos através de uma
equagdo de aproximacdo proposta por Purday (1949). Constatou-se maior proximidade com os
resultados obtidos no presente trabalho a abordagem onde os expoentes n e m sdo obtidos através
através das relagdes propostas por Natarajan e Lakshmanan (1972) em detrimento da abordagem
onde estes sdao obtidos por intermédio do principio da minima energia de dissipagdo. Conclui-
se que a utilizacdo dessa ultima ja se mostra ineficiente e diverge para A = 0,5, seu limite de
aplicacao.

Em Shah e London (1978) foi possivel encontrar, também, uma equa¢do de aproximacao para
o nimero de Poiseuille. Tal equagdo traz resultados incrivelmente préximos aos obtidos através
das equacdes analiticas obtidas aqui para tal grandeza. E possivel afirmar que essa metodologia,
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aliada a proposta por Natarajan e Lakshmanan (1972) cumprem bem seu papel em andlises prévias
e que ndo requeiram grande acuracidade.

De forma complementar as metodologias analiticas e numéricas (utilizando o Método de Di-
ferencas Finitas) realizou-se um estudo numérico através de simual¢des CFD utilizando o pacote
Fluent da plataforma Ansys®. Nesse contexto, 0 escoamento interno a canais retangulares foi
resolvido na sua formulagdo completa, para trés casos particulares sendo estes o caso assintotico
respectivo a placas planas paralelas, o caso onde a razdo de aspecto € equivalente ao de um duto
circula e por fim o caso onde o duto é quadrado. Por conseguinte, ndo foram utilizadas aproxima-
coes e hipoteses simplificadoras, tais como a aproximacao unidirecional e a bidimensionalidade
do escoamento, bem como a laminaridade, nos casos onde verifica-se o regime turbulento, assu-
mida no presente trabalho. Dessa forma, a utiliza¢do do software teve como objetivo a resolucao
da equacdo de Navier-Stokes em sua forma completa a partir de uma geometria predefinida de um
duto retangular construida dentro da prépria ferramenta. Assim, trouxe uma abordagem completa
e bem estruturada acerca de escoamentos no interior de dutos com se¢do transversal retangular.

Através das simulagdes foi possivel a obtencao de alguns resultados importantes e de grande
interesse ndo sdo qualitativa como também quantitativamente. Observou—se um comportamento
caracteristico para a velocidade méxima associada ao escoamento. Conforme a velocidade atri-
buida ao escoamento de entrada (ndo perturbado) torna-se maior, e consequentemente o nimero
de Reynolds, o escoamento tende a atingir sua velocidade mdxima mais tardiamente. Através das
curvas associadas ao gradiente de velocidade, para todas as andlises, foi possivel determinar de
forma aproximada o local onde o escoamento torna-se completamente desenvolvido utilizando
critério definido por Alsaleem (2017).

Foi possivel observar, dos contornos de pressao obtidos, que a regido de maior pico de pressao
localiza-se imediatamente na entrada do canal infinito onde o fluido encontra as bordas do canal
e que a condicdo de contorno de saida, p = p,m = 0, € respeitada. Além disso, observou-se
também que quanto maior a velocidade de entrada e consequentemente maior Re, maior o pico
de pressdo na regido de entrada.

Verificou-se a influéncia do nimero de Reynolds sobre o desenvolvimento do escoamento
bem como no valor da velocidade médxima associada a este. Nas secdes mais proximas a saida,
os perfis tendem a possuir a mesma distribui¢do de forma a terem um comportamento pratica-
mente idéntico o que sugere fortemente que o escoamento nessa regido alcancou a condicdo de
plenamente desenvolvido. Outro ponto importante de observacao consiste no fato de que, para o
escoamento entre placas planas, 2 medida em que toma-se perfis de velocidade em se¢des mais
afastadas da entrada do canal tende-se a atingir a solu¢do analitica representada pela pardbola de
Poiseuille.

Em todas as curvas obtidas verificou que apds a entrada do escoamento no canal este necessita
de certo tempo para se adequar a geometria e isso acarreta em flutuacdes nas varidveis de estudo.
E importante observar o comportamento da velocidade no eixo de simetria em regides imediata-
mente apds a entrada do escoamento no canal. A aceleracdo que leva ao pico e posterior queda
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da velocidade € resultante do perfil plano imposto como condi¢do de entrada.

Destaca-se o fato de que, para o regime turbulento a queda de pressao bem como o gradiente
associado a grandeza e consequentemente a perda de carga associada € significativamente maior
se comparada a do regime laminar. Isso pois, segundo Freire (1990), na regido turbulenta as
perdas de carga se tornam proporcionais a, aproximadamente, o quadrado da velocidade. Dessa
foram, para se passar uma certa quantidade de fluido em um canal no regime turbulento, necessita-
se um gradiente de pressdo muito maior que aquele, caso o fluido escoasse no regime laminar.
Isto é consequéncia da grande quantidade de energia dissipada no escoamento turbulento, a qual
causa o0 aumento na resisténcia ao avango do escoamento.

Foi possivel constatar que a regido de maior intensidade turbulenta bem como de vorticidade e
energia cinética turbulenta consiste exatamente nas paredes do canal. Verifica-se que justamente
na regido de maior intensidade turbulenta é onde ha a ocorréncia de maior vorticidade. Devido
as intensas flutuagdes na regido de desenvolvimento do escoamento ha ocorréncia de grandes
vortices cujas magnitudes sdo proporcionais a velocidade do escoamento livre (v.,,). Apds atingir
a condi¢do de plenamente desenvolvido o escoamento tende a retirar energia dos grandes vortices
particionando-os em outros de menores escalas e consequentemente menores intensidades.

Concluiu-se, por fim, que para a geometria quadrada (A = 1), se comparado aos mesmos
resultados obtidos para o caso onde o duto possui razdo de aspecto equivalente ao do duto cir-
cular bem como para o caso assint6tico respectivo a duas placas planas paralelas, as grandezas
inerentes ao escoamento turbulento apresentam maiores magnitudes. Dessa forma, confirma-se a
observacao inicial de que o escoamento turbulento interno a dutos quadrados sao 0s mais criticos
em termos de energia dissipada entre todos os analisados no presente trabalho.

O presente trabalho se propds a analisar um escoamento laminar no interior de dutos com
secdo transversal retangular através de distintas metodologias tanto analiticas quanto numéricas.
Os resultados obtidos aqui foram em sua totalidade validados e interpretados a luz da bibliogra-
fia acerca do tema de forma que trabalhos posteriores possam vir a utilizar tais resultados para
explanacdes mais profundas acerca desta temaética.
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