—

Universidade de Brasilia - UnB
Faculdade UnB Gama - FGA

Engenharia Eletronica

Usando Redes Neurais para Estimacao de
Parametros e Solucao de Equacoes Diferenciais
Ordinarias que Modelam Crescimento de
Tumores

Autor: Joao Marcelo Almeida de Macedo

Orientador: Dr. Vinicius de Carvalho Rispoli

Brasilia, DF
Dezembro de 2023

Y




Joao Marcelo Almeida de Macedo

Usando Redes Neurais para Estimacao de Parametros e
Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias que

Modelam Crescimento de Tumores

Monografia submetida ao curso de graduacgao
em (Engenharia Eletronica) da Universidade
de Brasilia, como requisito parcial para ob-
tengao do Titulo de Bacharel em (Engenharia
Eletronica).

Universidade de Brasilia - UnB
Faculdade UnB Gama - FGA

Orientador: Dr. Vinicius de Carvalho Rispoli

Brasilia, DF
Dezembro de 2023



Jodo Marcelo Almeida de Macedo

Usando Redes Neurais para Estimacao de Parametros e Solucao de Equacgoes
Diferenciais Ordinarias que Modelam Crescimento de Tumores/ Jodao Marcelo Al-
meida de Macedo. — Brasilia, DF, Dezembro de 2023-

61 p. : il. (algumas color.) ; 30 cm.

Orientador: Dr. Vinicius de Carvalho Rispoli

Trabalho de Conclusido de Curso — Universidade de Brasilia - UnB

Faculdade UnB Gama - FGA , Dezembro de 2023.

1. Aprendizado de Maéquina. 2. Equagoes diferenciais. I. Dr. Vinicius de
Carvalho Rispoli. II. Universidade de Brasilia. III. Faculdade UnB Gama. IV.
Usando Redes Neurais para Estimacao de Parametros e Solucdo de Equagdes
Diferenciais Ordinéarias que Modelam Crescimento de Tumores

CDU 02:141:005.6




Joao Marcelo Almeida de Macedo

Usando Redes Neurais para Estimacao de Parametros e
Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias que
Modelam Crescimento de Tumores

Monografia submetida ao curso de graduagao
em (Engenharia Eletronica) da Universidade
de Brasilia, como requisito parcial para ob-
tengao do Titulo de Bacharel em (Engenharia
Eletronica).

Dr. Vinicius de Carvalho Rispoli
Orientador

Dr. Ricardo Ramos Fragelli

Dr. Ronni Geraldo Gomes de Amorim

Brasilia, DF
Dezembro de 2023



Agradecimentos

Ao meu orientador Vinicius de Carvalho Rispoli, que desde meus primeiros mo-
mentos na faculdade foi minha maior fonte de inspiracao e conselhos; Nao chegaria até

aqui de outra forma.

Ao professor Daniel Costa Aratjo pelas incriveis oportunidades concedidas e por
acreditar em mim quando eu ja nao acreditava; Suas ideias me ajudaram a consolidar este
trabalho.

Ao professor Ricardo Ramos Fragelli por sua brilhante criatividade que me inspira
a continuar passando a corrente do ensino, em busca de tornar nossos arredores um lugar

melhor um passo de cada vez.

Ao professor Cristiano Jacques Miosso pela sua inacreditavel dedicagdao ao ensino
e cuidado que possui com todos os que participam de sua aula; Levarei para sempre suas

conversas inspiradoras e aulas incriveis.

A todos os demais professores que me encantaram com suas aulas e me proporci-

onaram seguranca acerca de minhas habilidades.

A meu amigo Allan Miiller, que me ajudou e ensinou com a paciéncia e a maestria
de um grande professor, e que inspirou a concluir este curso, algo que nao consigo imaginar

sem sua participagao nisto.

A todos os meus outros amigos que chegaram até aqui, e também aos que nao
chegaram. Que todos possamos encontrar a felicidade de nossas maneiras e termos a paz

que tanto aguardamos.

A minha familia por me incentivar a continuar crescendo e aprendendo mais a

cada dia.



“Todos aqueles que vocé conheceu
e ainda conhecerd

sabem de algo que vocé nao.”
(Bill Nye)



Resumo

Os estudos sobre as equagoes diferenciais datam do século XVII e coincidem com a in-
vencao do calculo diferencial e integral por Newton e Leibniz. Tais equagoes surgem em
diversas aplicacoes da fisica, matematica e engenharia, como, por exemplo, na analise de
circuitos elétricos e na modelagem do crescimento de tumores. Com relagao as suas solu-
¢oes, pode-se dizer que poucas sao aquelas que apresentam solugoes analiticas fechadas.
A identificacdo de parametros nesse contexto é imprescindivel para a correta modelagem
dos dados. Nesse sentido, este trabalho se propds a analisar uma técnica para solugoes
de equagoes diferenciais simultaneamente a identificacdo de parametros, utilizando re-
des neurais. Foram obtidas solugoes numéricas e analiticas para equagoes diferenciais de
primeira ordem e sistemas aplicados a area de modelagem de crescimento de tumores,
bem como a identificacdo de suas constantes. Foram utilizados dados experimentais da
literatura a respeito do crescimento de tumores mamarios em camundongos do modelo
FVB/N-Tg(MMTVneu)202Mul/J. Os resultados obtidos mostraram que a técnica é via-
vel, produz solugoes precisas e com rapidez. Observou-se, conforme a literatura, que os
modelos utilizados para o crescimento de tumores produzem resultados bastante similares

entre si.

Palavras-chaves: Redes Neurais. Equagoes diferenciais. Aprendizado de maquina. Iden-

tificacao de parametros.



Abstract

Studies on the topic of differential equations have been researched since the 17th century,
coinciding with the invention of differential and integral calculus by Newton and Leibniz.
These equations arise on many applications in the fields of physics, mathematics and
engineering, like, for example, in the analysis of electric circuits and in growth tumors
modeling. Regarding their solutions, it can be said that only a few of them have closed
analytic forms. Parameter estimation in this context can be essential for the correct data
fitting. On this topic, this work proposes to analyze a technique aided by neural networks
for the simultaneous solving of differential equations and parameter estimation. It will
also use experimental data from the literature about mammary tumor growth in the
FVB/N-Tg(MMTVneu)202Mul/J mouse model. Final results show that this technique is
viable and generates accurate solutions fast. It is also observed that, like previous works

concluded, the models utilized in tumor growth modeling all generates similar results.

Key-words: Neural Networks. Differential Equations. Machine Learning. Parameter es-

timation
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Introducao

A inteligéncia artificial é o ramo da tecnologia que visa automatizar tarefas usu-
almente realizadas por humanos (CHOLLET, 2018). Este campo viu um crescimento
exponencial desde sua primeira concepcao real até os dias atuais e nao é imprudente esti-
mar que, visto sua intensa importancia no tratamento e exploracao da vasta quantidade
de dados coletadas a cada momento, suas aplicacoes se tornarao cada vez mais complexas

e fundamentais para a sociedade como um todo.

Dentro desse ramo, encontra-se o aprendizado de maquina (do inglés, Machine
Learning). Ele surge da seguinte questao: “Computadores conseguiriam ir além do que os
ordenamos fazer e realizar tarefas por conta prépria?” (CHOLLET, 2018). Essa pergunta
interessante abre uma alternativa a programacao classica, onde o programador fornece ao
computador uma série de instrugoes a serem executadas, para uma onde as instrugoes sao

o objetivo da programacao, e nao seu meio.

O termo “aprendizado de maquina”, entretanto, pode induzir o leitor que a evo-
lucdo tecnolégica permitiu maquinas “pensarem”. A verdade é que foi desenvolvido uma
classe de algoritmos que permitem aproximar processos bastante complexos de forma

muito eficiente, permitindo automatizar tarefas que antes eram atribuidas exclusivamente

a humanos (STEVENS; ANTIGA; VIEHMANN;, 2020).

Ainda assim, o termo é bastante aceito e popular, e o misticismo por tras deste
campo de estudo ajudou a impulsionar curiosos engenheiros para o desenvolvimento e
colaboracao com esta ciéncia que se torna cada vez mais sofisticada a cada dia, bem como

a questao ética a respeito dos limites que este desenvolvimento deveria ter (LEVINE;
RAND; RAHWAN, 2020).

Nesse contexto, o conceito de redes neurais floresceu como uma forma de dar
profundidade ao aprendizado de maquina através de miltiplas camadas de "neur6nios”
artificiais, que recebem um conjunto de dados e extrai padroes muitas vezes invisiveis aos
olhos humanos. O primeiro trabalho associado a operacoes matematicas para simular a
rede neural cerebral ocorreu em 1943 (MCCULLOCH; PITTS, 1943), antes dos primeiros
projetos concretos envolvendo inteligéncias artificiais no geral. Ele se inspirou no conceito
do cérebro humano como uma forma de desenvolver um algoritmo que pudesse "aprender”

padrdes através da autocorregao.

Redes neurais foram teorizadas como solucionadoras de equagoes diferenciais or-
dindrias (EDOs) e equagoes diferenciais parciais (EDPs) pela sua alta capacidade em
aproximar fun¢oes (DUFERA, 2021; LAGARIS; LIKAS, 1998). Além disso, fungoes sig-

moides ja sdo usadas em redes neurais para aproximar fungoes continuas desde 1989
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(CYBENKO, 1989). Redes neurais recorrentes, muito usadas em sistemas dependentes
do tempo, foram utilizadas em (FRICKE et al., 2020), onde uma célula recorrente especi-
alizada foi criada para integragdo numérica e solugao e estimacao dos parametros da EDO.
Hé& diversos outros trabalhos a respeito, como (GIOVANNI et al., 2020), (PHAM et al.,
2020) e (WEN; CHAOLU; WANG, 2022), por exemplo, todos com suas particularidades

na teoria e execucao de algoritmos para a solu¢ao de EDOs.

O trabalho de (LAGARIS; LIKAS, 1998) é o principal alicerce deste, visto que
seu método entrega bons resultados com simplicidade e rapidez. Entretanto, o trabalho
supracitado ndo menciona identificacdo de pardmetros, uma area bastante importante no
desenvolvimento de modelos precisos. Trabalhos como (MEHRKANOON; FALCK; SUY-
KENS, 2012) dividem o campo da estimagao de parametros entre modelos que assumem
valores iniciais aleatorios e refinam a aproximacao ao comparar o resultado da rede com
o valor esperado e modelos que usam fungoes de aproximagao para obter o resultado com

menos custo computacional.

O trabalho de (DUA, 2011) usa redes neurais artificiais para aproximar o modelo do
sistema de EDOs e s6 depois estima os pardmetros a partir da aproximagao obtida. (DUA;
DUA, 2011) realiza este processo simultaneamente usando a aproximagio do trabalho
anterior, sendo um outro alicerce deste trabalho, visto que a mesma técnica de empregar
a solucao da EDO junto a identificacao de parametros foi utilizada, embora com algumas
adaptagoes. (JAMILI; DUA, 2021) utiliza o processo de modelar a solu¢ao usando redes
neurais artificiais para aplicar em equagoes diferenciais parciais. (ROJAS, 2020) aplica o

mesmo processo com éxito em um modelo de dano.

No campo das ciéncias biomédicas, uma area onde as EDOs cumprem um impor-
tante papel é na modelagem do crescimento de tumores. Existem diversas equacoes que
tratam de modelar este crescimento sob diversos casos diferentes, e o termo “modelos
empiricos” surgiu da observacdo do comportamento de fatores como volume ou massa,
mas sem levar em conta os processos complexos bioldgicos que podem afeté-los (BAJZER;
MARUSIC; VUK-PAVLOVIC, 1996). Neste contexto, os modelos logisticos, Von Bertal-
lanfy e Gompertz sao EDOs frequentemente citadas em diversos trabalhos que tratam do
estudo do crescimento de tumores (BAJZER; MARUSIC; VUK-PAVLOVIC, 1996),(MA-
RUSIC; BAJZER, 1993),(KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020), (BENZEKRY et al.,
2014), (MURPHY; JAAFARI; DOBROVOLNY, 2016), tendo em vista as naturezas sim-
plificadas dos modelos empiricos. Outro modelo mais recente conhecido como o modelo
Simeoni e suas adaptacoes tém se mostrado uma alternativa aos outros métodos utilizados
quando ha a introducdo de quimioterapicos para controlar o crescimento dos tumores no
experimento modelado (SIMEONT et al., 2004), (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020),
(TATE et al., 2014).

O modelo citado é especialmente interessante visto que se trata de um sistema de
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equacoes. Ha poucos trabalhos na literatura utilizando redes neurais para a solugao de
EDOs simultaneamente a identificacdo dos pardametros das mesmas principalmente neste
campo da modelagem tumoral, e nesse contexto este trabalho se insere como um estudo
a respeito da precisdo da solucdo e identificacdo de pardmetros por redes neurais das
EDOs quando introduzidas a conjuntos de dados (datasets) no campo do crescimento de

tumores.

Objetivos gerais e especificos

O objetivo geral deste trabalho é o de investigar os parametros dos modelos lo-
gistico, Gompertz, Von Bertallanfy e Simeoni por meio de redes neurais. Serao utiliza-
das como referéncias, para os problemas de controle 6timo a serem resolvidos, dados
experimentais do crescimento de tumores mamarios em camundongos do tipo FVB/N-
Tg(MMTVneu)202Mul/J (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020). Em relacao aos obje-

tivos especificos, pretende-se:
« encontrar vantagens e limitagoes desse tipo de solu¢ao quando comparada a solugoes
analiticas destes mesmos modelos;

» estender a solugdo das EDOs para intervalos arbitrarios, especialmente além do
intervalo [0, 1] onde as redes neurais sdo conhecidas por terem um bom comporta-

mento;
o manter o coédigo simples e ao mesmo tempo robusto;

o Encontrar parametros adequados que aproximem a solucao das EDOs aos dados

experimentais utilizados;

o comparar os resultados qualitativamente através de analise grafica.
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1 Referencial Tedrico

1.1 Introducao ao Aprendizado de maquina

Os programas baseados em aprendizado de maquina recebem um conjunto de
entradas e saidas e, através de técnicas de correcao e retroalimentacdo, concebem as
regras que associam estas entradas a saidas dentro de uma margem aceitavel de erro.
A programacao cldssica recebe um conjunto de entradas e instrugoes para entdo gerar a

saida correspondente.

O nome “aprendizado de maquina” vem do fato que o sistema é treinado ao invés
de programado diretamente (CHOLLET, 2018). O sistema busca por alguma relagao
entre a entrada e a saida utilizando exemplos pré-fornecidos de como deve associa-los.
(CHOLLET, 2018) cita trés importantes requerimentos para o algoritmo em Aprendizado

de méquina:

« Entrada de dados — Se, por exemplo, o objetivo for catdlogo de imagens, a entrada

de dados seriam figuras.

« Exemplos da saida esperada — Mantendo o mesmo exemplo, as saidas seriam o

catalogo em si, como “animal” ou “carro.”

o Um meio de quantificar o quao bem o algoritmo esta se saindo — O que caracteriza
aprendizado de maquina. Através de uma medi¢cao do quao bem ele realiza sua
tarefa, o sistema pode corrigir-se e ajustar como o algoritmo funciona. Este ajuste

¢é chamado de aprendizado.

Todos os algoritmos de aprendizado de maquina consistem em encontrar transfor-
magoes que processam dados em representacoes mais tuteis para uma certa tarefa. Estas
transformacoes sao mais dificeis de serem concebidas, entao o que o sistema faz é procurar
em um espago pré-definido de possibilidades, chamado de espaco de hipétese (CHOLLET,
2018).

Apébs conceber um conjunto de instrugoes bem calibrado, ele pode entao ser usado
para sua tarefa. O aprendizado é um processo sempre continuo e sua velocidade depende
da quantidade de exemplos fornecida, bem como da quantidade de dados processados.
Essa simples ideia de procurar por representagoes uteis dos dados através de uma retro-
alimentacao possibilita a concepcao de tecnologias cada vez mais incriveis que vao desde

o reconhecimento por voz até direcao autonoma de carros.
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Uma érea do aprendizado de maquina é o aprendizado profundo (do inglés Deep
Learning), que comegou a ganhar forga e ser estudado em 1990 e desde entao tem crescido
exponencialmente para diversas areas da tecnologia. Este campo esmitiga o processo do
aprendizado em multiplas camadas, das quais se deriva a ideia de “profundo” em seu nome
(CHOLLET, 2018). Técnicas em aprendizado profundo modernas envolvem dezenas ou
até mesmo centenas de camadas e o aprendizado se d& através das chamadas redes neurais

artificiais, inspiradas na neurociéncia.

No aprendizado profundo, cada camada possui um peso (ou pardmetro) especifico,
e o aprendizado envolve descobrir qual o valor de cada peso que corresponde a associ-
acao entrada-saida fornecida ao sistema. A descoberta destes pesos envolve comparar a
saida do algoritmo com a saida real. Essa comparacao se da através da funcao de perda
(CHOLLET, 2018) e seu resultado ¢ retroalimentado diretamente nos pesos através de
um otimizador. Essa retroalimentacao é a principal parte de uma rede neural e onde de
fato o sistema “aprende” com os dados passados. Em seu estado inicial, o valor dos pesos
¢é a principio aleatério e o sistema tenta otimiza-lo o mais rapido possivel para os valores

que deixam a funcao de perda em niveis aceitaveis.

A funcao de perda se baseia em um critério escolhido pelo engenheiro, uma mé-
trica de sucesso para o algoritmo que ird gerar um valor real que deve ser minimizado
para que o sistema se comporte da maneira mais precisa possivel (STEVENS; ANTIGA;
VIEHMANN, 2020).

O motivo do aprendizado profundo ter se tornado um sucesso imediato é porque
além de oferecer uma performance superior no geral, ele automatiza a engenharia de ca-
racteristicas do sistema (CHOLLET, 2018). Em um processo usual de aprendizado de
maquina, a transformacgao dos dados costuma se dar em representagoes nao-refinadas, ge-
ralmente envolvendo uma arvore de decisdes ou projegoes nao-lineares multidimensionais.
Caso seja necessario representacoes complexas, este passo deveria ser realizado por um
humano. Com o aprendizado profundo, o sinal de retroalimentacao ajusta nao apenas o
parametro por si s6, mas também todos os outros modelos que dependem deste parametro
automaticamente (CHOLLET, 2018).

Algoritmos de aprendizado de maquina precisam de geralmente grandes quanti-
dades de informacao para operar. Isso significa que o procedimento padrao é alimentar
o modelo com conjuntos de dados para que possam aprender de acordo; Entretanto, isso
nem sempre pode ser necessario. Existem trés formas de treinamento, chamadas supervi-
sionadas, nao supervisionadas e por refor¢o. No treinamento supervisionado, o conjunto
de dados fornece as saidas esperadas para o sistema, e este busca otimizar o modelo de
forma a diminuir a diferenca entre a saida do sistema e a saida esperada. O treinamento
nao supervisionado ¢ pouco comum e nao é alimentado com conjuntos de dados espera-

dos. Isto pode ser 1til para deixar o modelo determinar padroes ocultos em sua entrada
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fornecida. O treinamento por reforgo nao possui uma saida esperada exata, e o aprendi-
zado ¢é baseado em estimulos positivos ou negativos do conjunto de dados. Seu objetivo é

aprender sequéncias de agoes de forma a maximizar os reforgos positivos (ROJAS, 2020).

Quando o aprendizado profundo envolve apenas poucas camadas em seu algoritmo,
ele pode ser chamado de aprendizado raso (do inglés Shallow Learning). Este simplifica
o consumo de energia e a complexidade dos algoritmos, sendo usado para processos e
tarefas mais simples. O aprendizado profundo esta incluido dentro das chamadas redes
neurais, uma subcategoria de aprendizado de maquina. Os modelos chamados por redes
neurais utilizam o algoritmo de aprendizado profundo para poucas camadas escondidas.
Este trabalho visa utilizar redes neurais para a solucdo e estimacdo de parametros de

EDOs em um contexto de aplicagao real.

1.2 Parametros de uma Rede Neural

Todos os sistemas de aprendizado de méaquina utilizam tensores como estrutura
béasica de dados (CHOLLET, 2018). Tensores sao vetores multidimensionais, uma ge-
neralizacao de matrizes e vetores para um nimero nao-negativo qualquer de dimensoes
(STEVENS; ANTIGA; VIEHMANN, 2020). Um tensor de dimensao zero é chamado de
escalar, enquanto um tensor de dimensao um ¢ chamado de vetor. O termo tensor costuma

ser mais popular quando se trata de trés ou mais dimensoes.

As bibliotecas de ciéncia de dados da linguagem Python, em especial a Numpy
ou PyTorch, possuem a funcionalidade dos tensores implementadas de forma eficiente
em baixo nivel para serem utilizadas por uma interface de programacao de aplicagoes
(API) alto nivel conveniente (STEVENS; ANTIGA; VIEHMANN, 2020). Por padrao, os

tensores nestas bibliotecas possuem seus dados em ponto flutuante de 32 bits.

Uma camada é um médulo do processamento de dados que recebe um tensor com-
portando os dados como entrada, processa estes dados ao transformé-los em informacao
util e gera um tensor como saida. Sendo um sistema que recebe uma entrada e gera uma
saida, camadas podem ser pensadas como fungoes compostas em cadeia para formar o sis-
tema (GOODFELLOW; BENGIO; COURVILLE, 2016). Em uma rede neural, o nimero
de camadas representa a profundidade da rede, profundidade esta relacionada ao deep
(profundo) em Deep Learning. Existem diversos tipos de camada para variados formatos
de tensores e tipos de dados. Estas camadas possuem pesos ou parametros especificos que

sao calibrados pela propria rede no decorrer do aprendizado.

Hidden layers ou camadas escondidas sao aquelas nas quais a rede ndo mostra
sua saida (GOODFELLOW; BENGIO; COURVILLE, 2016). Um sistema de aprendizado
profundo pode possuir dezenas ou até mais camadas como esta. Costuma-se chamar a

ultima camada como “camada de saida” (OQutput layer) e a primeira como “camada de
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entrada” (Input layers). Esta tltima, por motivos histéricos, costuma também ser consi-
derada uma camada escondida, por sua saida também ser oculta (STEVENS; ANTIGA;
VIEHMANN, 2020). Modelos que contém uma ou mais camadas escondidas conectadas de

forma densa também sao chamados de perceptron multicamada ( multilayer perceptron)
(CARNIELLO; VITAL; VALLE, 2021).

A Figura 1 ilustra visualmente duas camadas escondidas entre a entrada e saida.
E evidente que no exemplo seu resultado ¢ diretamente enviado para a camada de saida e
nao ha necessidade de sabé-los, visto que, por uma perspectiva humana, um subconjunto

de pesos nao teria significado se analisado separadamente.

~ cu‘tpu‘t |o~.t‘rer'

inpu‘t |m!rgr

hiclden Jal{er 1 hiddlen la.'fe,r 2

Figura 1 — Ilustracao de um modelo basico de rede neural com uma camada de entrada,
saida e duas camadas escondidas intermediarias. Modelos mais complexos po-
dem conter dezenas ou centenas de camadas intermedidrias. Fonte: (ANTO-
NIADIS, 2022)

Estas camadas sao tipicamente vetoriais e cada um destes valores dentro desse ve-
tor sdo chamados de “neurénios” (Neurons) (STEVENS; ANTIGA; VIEHMANN, 2020)
ou “unidades” (Units) (GOODFELLOW; BENGIO; COURVILLE, 2016), que agem em
paralelo representando uma funcao de vetor para escalar, e na pratica realizam uma trans-
formagao linear na entrada. A equacao 1.1 é uma representacio classica da transformacao
que os neurdnios em uma camada realizam (STEVENS; ANTIGA; VIEHMANN, 2020),

onde w e b sdo os pardmetros a serem refinados com o aprendizado e x é a entrada. O
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pardmetro w é muitas vezes chamado de peso e o pardmetro b é conhecido como viés ( do

inglés, bias).

o=wr+b (1.1)

Se cada neurdnio aplica uma transformacao linear, as fungoes de ativagao exis-
tem para quebrar a linearidade de cada transformacao, mediadas pelos pesos que sao
ativamente atualizados no decorrer do aprendizado. Fungoes de ativacao diferentes geram
saldas diferentes, variando desde valores continuos arbitrarios até probabilidades. Sem
elas, as camadas s6 conseguiriam aprender transformagoes lineares a partir dos dados da
entrada, mas isto geraria um espaco de hipdéteses muito restrito para o aprendizado e

nao haveria beneficios em multiplas camadas, pois todas realizariam operacoes lineares

(CHOLLET, 2018).

Aplicar funcoes de ativacdo nas camadas permite que a saida tenha inclinagoes
diferentes em certos valores. Uma composicao destas func¢oes permitiria entao que a rede
aproximasse fungoes arbitrarias complexas. Na ultima camada, ela também pode permitir
concentrar os valores da saida em um intervalo definido (STEVENS; ANTIGA; VIEH-
MANN, 2020), ttil em casos de classificacao, por exemplo. Para fins de exemplificagao, a
fungao sigmoide reduz a fungao para o intervalo (0,1), possui derivadas continuas e por
isso garante uma relacao suave entre entrada e saida de um neurénio. A funcao tanh reduz
o intervalo para (-1,1) e é um pouco menos sensivel a problemas de satura¢ao. A Figura

2 ilustra algumas fungoes de ativagao presentes em redes neurais.

TANH HARDTANH SeMolD
32 2 E]
A 2 z
\ \ \
]
2] ] 2]
-1 -\ -1
-2 -2 -2
-3 -3 -3
-3 -2 - o] | z 3 -2 -2 -l o | 2 B -3 -2 - o] | 2 3
SOFTPLUS RELL LEAKYRELL
E] E] 3
z A z
\ \ 1
) __--/ o 2]
=11 -\ -l
-2 -2 -2
-3 -2 -2
-2 -2 - o | 2z 3 -3 -2 - 2} | 2 3 -3 -2 - o] | z 3

Figura 2 — Grafico simplificado de algumas fungoes de ativacao. As fungdes RELU, tanh e
sigmoide sao as mais utilizadas. Fonte: (STEVENS; ANTIGA; VIEHMANN,
2020).
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A funcao de perda trata de avaliar a métrica que estd sendo aprendida baseada
no resultado esperado, gerando um valor escalar que o processo de aprendizado tentara
minimizar (STEVENS; ANTIGA; VIEHMANN, 2020). Geralmente, isto envolve alguma
variacao de tomar a diferenga entre o resultado obtido pelo sistema e o resultado espe-
rado. Ela é uma forma de priorizar quais erros consertar durante o treino, ajustando os
parametros com viés para certas amostras que demonstraram maior urgéncia que outras

CO11l uma menor perda.

A funcao de otimizacao determina como os pesos de cada camada e os parametros
da rede devem ser alterados com base na funcdo de perda. Assim, apds cada iteracao, a
rede é atualizada visando minimizar a funcdo de perda. O otimizador pode atualizar os
parametros do sistema através da taxa de variagao da funcao de perda em relacao aos mes-
mos. A biblioteca PyTorch para o Python mantém um histérico dos tensores que resultam
de operagoes em certo definido tensor e calcula o gradiente da perda automaticamente,

muitas vezes facilitando o processo de otimizacao (PASZKE et al., 2019).

A Figura 3 exibe o fluxo de um modelo em uma rede neural: O sistema recebe
uma entrada X, que entao passa por camadas onde sofre transformacoes lineares e pode
ser aplicada uma funcao de ativacdo. O modelo gera uma resposta que é comparada a
resposta esperada através de uma funcao de perda, que gera um valor de perda. Este valor
¢é passado ao otimizador que define e atualiza as mudancas nos pesos das transformacoes
lineares das camadas. Este processo se repete por todo o treinamento e o esperado é a

diminuicao da funcao de perda até niveis aceitaveis.

Existem diversas arquiteturas para redes neurais, como as convolucionais, modu-
lares, LSTM, etc. Este trabalho dara énfase na arquitetura chamada perceptron multica-
mada, constituida de camadas densas (onde os neurdnios de uma camada sao conectados
a todos os outros das camadas seguintes ou anteriores) e possuindo uma ou mais camadas

escondidas.

1.3 Solucdo Numérica de EDOs com Redes Neurais

Redes neurais rasas ou profundas sdo ferramentas poderosas para diversas tarefas
dentro das ciéncias biomédicas como, por exemplo, classificacdo e segmentagao de tumores.
No entanto, como redes neurais sdo aproximadores universais e EDOs sdo inerentemente
modelos matematicos em que se deseja determinar uma funcao solugdo, conseguiria ela

ser capaz de resolver numericamente equagoes diferenciais?

A resposta é que sim (CARNIELLO; VITAL; VALLE, 2021). Ha bastante teoria
envolvendo equacoes diferenciais e a modelagem por redes neurais, logo seria possivel
encarar este problema de diversas formas. Neste trabalho iremos utilizar a descricao da
solucdo numérica de um problema de valor inicial baseada em (LAGARIS; LIKAS, 1998).
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Entrada x

l

Camada 1
i Pesos itransformacio de
dados)

l

Camada 2
Pesos {transformac&o de
dados)

v

Estimativas y' Valores corretos y

Atualizacdo dos pesos

Funcdo de perda

Otimizador

Valor de perda

Figura 3 — Relacao entre a rede, as camadas, a funcao de perda e o otimizador. Estes blo-
cos constituem todo o funcionamento de um modelo de aprendizado profundo
no geral. Fonte: Elaborado pelo autor.

Parte-se da definicao geral de uma equagao diferencial:
G(7,®(%), VO(T), V*®(F)) =0, €D (1.2)

Esta equacao pode estar sujeita a condigoes iniciais e de contorno, sendo
T = (21,29, 23,...,x,) € R", D C R"™ o dominio e ®(Z) a solugdo a ser calculada. Uti-
lizando o método da colocacdo, que assume uma discretizacdo do dominio D e do seu
contorno Sem um conjunto DeS , respectivamente. O problema entao se torna um sis-

tema de equagoes sujeito a restri¢oes impostas pelas condigoes de contorno:
G(z;, ®(F;), VO(&;), V(7)) =0, V& e D (1.3)

Se ®,(Z, p) simboliza uma possivel solugdo com pardmetros ajustaveis p, o problema

se transforma na equacao 1.4, sujeito as restrigoes aplicadas pela condi¢ao de contorno:

min Z G (T, ®4(T5; D), VOI(Ty; D), V2, (T35 p))? (1.4)
P

ficﬁ
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A solucao @, sera buscada através de uma rede neural. O ponto e virgula separa a entrada
Z; do pardmetro p. E preciso entdo encontrar uma forma de solucdo que satisfaca as

condicoes de contorno.

Para uma EDO de primeira ordem, uma funcao apropriada é:
D7) = A(@) + F(7, N () (1.5)

sendo N(Z;p) a representagao da rede neural de pardmetros p'e entrada z. A(Z) satisfaz
as condi¢oes de contorno e F' é construido de modo a nao contribuir para estas condigoes.
Uma tentativa bem aceita de solugao para a equagao 1.5 é (LAGARIS; LIKAS, 1998):

O,(7) = A+ ZN(F; ) (1.6)

sendo N(Z,p) a saida da rede neural com entrada ¥ e pesos p'e A é a condicao inicial
®,(0). Em sua propria construgao, ela satisfaz as restrigdes que o problema de condigao

inicial pode trazer.

Em relagao ao processo de minimizagao da equacgao 1.4, a computacao do gradiente
do erro em relagao aos parametros da rede envolve nao apenas o gradiente da rede neural,
mas também o gradiente da derivada da rede em relagdo as suas entradas (LAGARIS;
LIKAS, 1998). Considerando uma entrada & = (z1, 2, T3, ..., T, ), a saida da rede contendo

uma camada escondida com funcao de ativacao sigmoide de H neurdnios e saida linear é:
H

N = ZUZ'O'(Zi) (17)
i=1

sendo z; = Z;V:l w; T j+u;, representando as transformagoes lineares da camada escondida,
w;; € o peso da camada escondida, v; ¢ o peso da camada da saida, u; ¢ o viés da camada
escondida e ¢ é a funcao de ativacao sigmoide. A derivada em relagdo a entrada entao é:
oN &
_ k (k)
i=1
Para 0; = o(z) e 0® representando a k—ésima derivada da sigmoide. A partir

disso, entao:

oM 9 s G &
e N =Y viPol (1.9)
0x)t 0xy? 0xg®  Oxy =

sendo P; = [[;_, w;‘k’c e A=>" N\ E possivel perceber pela equacgao 1.9 que a derivada
da rede em relacao a suas entradas ¢ equivalente a uma rede neural IV, com uma camada
escondida de mesmos pesos e vieses, com cada peso v; sendo substituidos por v;P;. A
funcao de ativacao da camada escondida é substituida pela A-ésima derivada da sigmoide.
O gradiente de N, em relacdo aos pardmetros da rede original é obtido por (LAGARIS;
LIKAS, 1998):

ON,

ow;;

=z, o + Ui)\jw;\jjfl T wi o™ (1.10)
k=1,kj
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Com a derivada definida, qualquer técnica de minimizacao pode ser utilizada. Neste
trabalho, sera usado o algoritmo Limited-memory Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno

(LBFGS) como otimizador da rede neural.

A funcao de perda a ser minimizada pela rede neural é:

E(p) = Z <dq)t =) f(qu)t(xi))) (1.11)

sendo que z; sdo pontos do dominio e f(z;, ®y(z;)) = dcz(x Como
d®,(r) dN (x P)
dZE - ( ‘j +T )

é natural calcular o gradiente do erro a partir da equagao 1.10. A biblioteca PyTorch
mantém salvo o gradiente de seus tensores automaticamente (PASZKE et al., 2019),

facilitando este processo.

Para o caso de uma EDO de segunda ordem, a mesma estratégia e funcao de

perda é utilizada, com a pequena diferenca que f(z;, ®;(x;)) terd um pardmetro a mais,

resultando em f(x;, ®,(z;), %ﬁf")). Mas a solugao estimada ®,(z) sofre uma mudanca

para acomodar uma nova condi¢ao inicial:

®,(x) = A+ Asx + 22N (x; p), (1.12)
onde A representa ®,(0) e A, representa %p . De forma similar, é possivel também

resolver sistemas de duas EDOs. Consideram-se duas redes neurais N; e N,, cada uma
com uma solucao estimada propria @, (z) e Py, (z), respectivamente. A estimativa da

solucao segue a mesma forma da equagao 1.6 O erro a ser minimizado é dado entao por:

25) = Z (dd)tl ()

dq)tQ (l‘z)

f(l'iaq)h(xi)?(th(xi))) +< dx

— gl (), <btz<xi>>) ]
(1.13)

1.4 Identificacao de Parametros

Através da rede neural é possivel também realizar a identificacao de pardmetros,
quando se deseja encontrar a solu¢ao de uma EDO que se aproxima de um conjunto de
pontos fornecidos. Nesta situacao, a identificacdo de parametros ocorrera simultaneamente
ao processo de encontrar a solucao da rede. Para que isso ocorra, entretanto, é necessario
modificar a fungao de perda 1.11 e 1.13 para incluir a parcela W(x) que comparard a saida
da solugao encontrada com o conjunto de dados fornecidos D(xp), onde xp sdo os pontos
do dominio do conjunto de dados. Tal parcela esta em 1.14 para o caso de uma EDO

escalar.

V(F) = > _(®u(zp,) — D(xp,))” (1.14)
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Assim, para a solucao do caso escalar, a funcao de perda a ser minimizada tera a forma:
L(p) = a1 E(P) + V(%) (1.15)

As constantes a; e ap determinam os pesos para cada parcela e pode ser 1til caso
algum conjunto de dados possua um alto desvio-padrao, evitando que a rede produza
resultados que fujam da forma da EDO. Neste trabalho, o sistema de EDOs que sera

numericamente resolvido demandara a inclusao da equacao 1.16 na funcao de perda.

N
\I](f) = Z(q)tl ('rDz) + CI)152 (xDz) - D(xDi>>2' (1'16)
i=0
Isso se deve ao fato que a variavel dependente do problema que serd resolvido é tal que
V(t) = Oy, (t) + Py, (t), com Py, () e Py, (t) sendo as solugoes do sistema.

Descrito dessa forma, a identificacdo de parametros simultanea a solugao da EDO
pode ser considerada um problema de controle 6timo, visto que se busca controlar (isto
é, encontrar os parametros) um sistema dindmico (descrito pela EDO) minimizando uma
fungao objetiva (Funcao de perda). Este tipo de problema costuma exigir uma base avan-
¢ada em Teoria de Controle, mas sera solucionado aqui como um problema genérico au-

xiliado pela rede neural.
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2 Metodologia

2.1 Dados

O conjunto de dados utilizado no experimento deste trabalho foi extraido do artigo
de Koziol, Falls e Schnitzer (2020) com auxilio da ferramenta WebPlotDigitizer'. Esta
ferramenta permite a extracao de um conjunto de dados a partir do grafico que contenha os
pontos de interesse. Por ser uma tarefa manual, entretanto, ha um pequeno erro associado
ao dado obtido. Este erro é desprezivel, no entanto, porque o escopo deste projeto necessita
apenas de um conjunto de dados cuja disposicao dos pontos obedece um experimento real

para fins de comparacio e teste da precisao da rede neural.

O experimento foi realizado no instituto Proteogenomics Research Institute for
Systems Medicine (PRISM), onde o objetivo era obter um modelo adequado e reproduzi-
vel para tumores mamaéarios em camundongos do tipo FVB/N-Tg(MMT Vneu)202Mul/J.
Todos os camundongos foram criados e selecionados pelo instituto. O experimento foi re-
alizado a partir da apari¢ao do tumor mamario no dia 0. Dos 40 camundongos envolvidos,
19 receberam uma dose tnica de cisplatina (5 mg/kg) no dia 0 e os demais nao receberam
qualquer tratamento. Todos os tumores iniciaram com um volume menor do que 700mm?

e a cada dia 1til o volume do tumor era medido usando a férmula

tamanho x comprimento?

V= 2

Os camundongos no experimento original foram sacrificados quando os tumores atingiram

3 ou por apresentar complicacoes. O protocolo de

um volume aproximado de 2500 mm
eutanasia utilizado no experimento foi aprovado pelo comité responsavel Institutional

Animal Care and Use Committee of Prism (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020).

Foram escolhidos para o presente trabalho 10 conjuntos de dados do artigo de
Koziol, Falls e Schnitzer (2020). A selecao foi aleatéria dentre os conjuntos de dados
presentes no artigo original e a numeracao deles foi mantida neste trabalho para facil
comparacao. Apos a selecao dos gréaficos no artigo, a ferramenta WebPlotDigitizer foi
usada para selecionar os pontos e manualmente extrai-los. Os 10 conjuntos de dados
selecionados foram divididos em duas partes, tratados e nao-tratados, com 5 conjuntos
de dados para cada um. Aqui foi adicionada uma nomenclatura com o prefixo S para os
experimentos sem tratamento e C para os que houveram tratamento. A Figura 4 permite

a visualizacao dos dados, onde o eixo t é o tempo em dias e o eixo V é o volume em mm?

L https://automeris.io/ WebPlotDigitizer/
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Conjunto de dados n&o tratados Conjunto de dados tratados
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(a) Experimentos com camundongos nao- (b) Experimentos com camundongos trata-
tratados dos

Figura 4 — Conjunto de dados experimentais utilizados. A imagem da esquerda e da di-
reita referem-se aos experimentos nao-tratados e tratados, respectivamente.
Dados extraidos da referéncia (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020). Fonte:
Elaborado pelo autor (2023).

2.2 Modelos

Este trabalho usa como referéncia quatro modelos matematicos distintos para ana-
lise do crescimento de tumores, sendo trés deles bem descritos na literatura (BAJZER;
MARUSIC; VUK-PAVLOVIC, 1996), (MARUSIC; BAJZER, 1993) e um modelo relati-
vamente mais recente conhecido como modelo Simeoni, que obteve bons resultados até

entdo (TATE et al., 2014). Nesta secao vamos apresentar os modelos utilizados.

2.2.1 Equacao logistica generalizada

O primeiro dos modelos ¢ a equacgao logistica generalizada, desenvolvida para mo-
delar crescimento como uma fungao sigmoide (BAJZER; MARUSIC; VUK-PAVLOVIC,
1996). Este é um modelo bastante comum na literatura e utilizada para modelar os mais

diversos tipos de problemas. Ele é dado pelo problema de valor inicial:

el () om0

Esta é uma equagao separavel e sua solucao pode ser encontrada de forma analitica como:

y(t) = 1 . (2.2
(14 (=1 + Eyre-orti=to))

Sua principal caracteristica é o decrescimento linear da taxa de crescimento relativo
em relagao ao volume observado em 2.1. Nesta equagao, a é o coeficiente relacionado a
cinética da proliferacdo e K é o volume maximo ou capacidade de carga (BENZEKRY

et al., 2014). A Figura 5 mostra uma solu¢ao da equagao logistica generalizada para um
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conjunto determinado de parametros. Note que a solugao tende para o valor de K. A

equacao logistica padrao é um caso especial da equagao 2.1 para o caso vy =k =a = 1.

5 1+ —— funcéo logistica

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 150 L75 2.00

Figura 5 — Solucao da equacao logistica generalizada para K =5, a=2,v=3,tg=0¢
yo = 0.5 no intervalo [0,2]. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

A equacgao logistica precisara ser normalizada para apropriadamente ser treinada
pela rede neural a um intervalo adequado, visto que as redes neurais trabalham melhor
quando os valores da entrada estdo em um intervalo de [0, 1] ou [—1, 1] (CHOLLET, 2018).
Para realizar as normalizacoes, considere as substituicoes y(t) = §(t) X Ymax € t = € X tmax
na equacao 2.1. Entao fazendo as mudangas de variaveis obtemos:

s B0 s 1 - (20 ) 23)

Simplificando e rearranjando os termos da equacao 2.3:
dy(t) . - ymax>7>
L = Qe (t) (1 — (G(t 24
P = atuui(t) (1= (a0 222 (24)

Agora, realizando as substitui¢bes & = aty.c € K = yL, resta uma versao normalizada

max

da equacao 2.1 que pode ser treinada pela rede neural com réapida convergéncia:

dyil(tf) _ ai(t) (1 B <ﬂ}(§)>”> (2.5)

Com (0) = 20 Og parametros da equacao 2.5 sao facilmente convertidos nos parametros

Ymax

da equacao 2.1, visto que sabemos as relagoes entre eles. Isto permite que o treinamento

e a identificacdo de parametros ocorra em um dominio bem mais favoravel a rede neural.

2.2.2 Equacao de Gompertz

Outra equacao utilizada na modelagem do crescimento dos tumores é a chamada

equagao de Gompertz. Este modelo descreve o crescimento com uma curva logaritmica
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e foi frequentemente usado antes da mais conhecida fungao logistica (KOZIOL; FALLS;
SCHNITZER, 2020), (BENZEKRY et al., 2014). A equagao de Gompertz ¢ uma EDO

também separavel e dada por:

W) _ oy w(s(0). v(0) =p0. a<0, §>0 26)
cuja solugao é: ot
y(t) = (5@/;) . (2.7)

O coeficiente a representa o coeficiente da taxa de crescimento, enquanto 5 é o
inverso da capacidade de carga. A Figura 6 ilustra o comportamento da solugao para

determinados parametros. Estes parametros fazem a solucao tender para %

By p— Fun¢ao de Gompertz

0.60 O.‘ZS 0..‘50 0.‘75 1.60 l.l25 1.50 l.‘7'5 2.60
Figura 6 — Solugao da equagao de Gompertz para K =5, a = —2.5, 3 =02e yp = 0.5
no intervalo [0,2]. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

A normalizacao desta funcao ocorre de forma parecida a fungao logistica. As subs-

tituicoes y(t) = J(t) X Ymax € t =t X tmax Na equacio 2.6 resultam em:

Ymax dY(t _ _
(~) = aymaxy(t) ln(6y<t)ymax) (28)
tmax dt
Simplificando e rearranjando:
dy(t . -
D) — 1) 10 (B (1) 2.9
Com as substitui¢oes a = atay € B = BYmax, entdo a EDO normalizada resultante é:
dg(t) 5
o = @y(t)n (Bi(1)) (2.10)

sendo (0) = 4O

Ymax

2.2.3 Equacao de Von Bertallanfy

Von Bertallanfy baseou sua equacao na ideia de que a taxa de crescimento resul-

tante de um sistema celular vem do equilibrio entre o crescimento (sintese) e a morte
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(destruicao) das células (BENZEKRY et al., 2014). O modelo descrito na equagao 2.11
entao se tornou a forma geral de sua equagao, bastante usada para modelar o crescimento

de tumores (BAJZER; MARUSIC; VUK-PAVLOVIC, 1996).

dy(t
gjli) =ay’ —by, y(0)=1w, ab>0 (2.11)
O parametro a representa a taxa de sintese e o parametro b, a taxa de destruicao
no sistema. Sua solu¢do estd na equacao 2.12 (BENZEKRY et al., 2014), e a Figura 7
ilustra esta solugao usando um determinado conjunto de parametros. E possivel notar que

a

a solugdo tende a (¢)® = 512 dado as constantes escolhidas.

y(t) = (Z + (yol‘” — Z) e‘b(l‘”)t)” (2.12)

500 4 —— Equacéao de Von Bertallanfy

400

300 A

fit)

200

100 7

Figura 7 — Solugao da equacao de Von Bertallanfy para a =4, b = 0.5, v = % e yo = 0.5
no intervalo [0,30]. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

A normalizacao da equacao 2.11 acontece como as demais, usando as substitui¢oes

Y(t) = J(t) X Ymax € t = X tmax:

Ymax d@ t 7 a
s SE) — 1) s = ByTE) % 213

Simplificando e rearranjando os termos:

dzzg) = tmax (Ymax) ™ G(t)7 = Dlmaxii(t). (2.14)

. . ~ —1 7 N ~ . ~
substituindo @ = atpax(Ymax) € b = blmax, chegamos a versdo normalizada da equacao
Yo .

Ymax

2.11, com yy =

dytt) _ ag’ —bj,  §(0) = o (2.15)
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2.2.4 Modelo Simeoni

Um modelo do tipo farmacocinético / farmacodindmico (PK/PD) surgiu de estu-
dos de animais em 2003 (TATE et al., 2014), e tanto este modelo quanto suas adaptagoes
se provaram eficazes na modelagem do crescimento de tumores (MURPHY; JAAFARI;
DOBROVOLNY, 2016). Resumido como um sistema de equagoes, sua principal caracte-
ristica é assumir que a ag¢ao dos farmacos nao é instantaneo sob quimioterapia; Células de
tumor passam por diversos estagios sucessivos de dano por conta dos mecanismos presen-
tes nos farmacos. Isto é descrito como uma série de processos com atrasos em um sistema
de EDOs, que podem ter um ntmero arbitrario de estdgios (TATE et al., 2014). Este
trabalho utiliza uma versao adaptada onde o conjunto arbitrario de EDOs ¢é resumido por

um atraso em um unico processo como mostrado na equacao 2.16:

L — frap(t) — kic(t) Z(t)

% = k:lc(t)Zl(t) — kJQZQ(t — t())

(2.16)

sendo frar(t) a funcdo do crescimento de tumor (TGF) (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER,
2020) dada pela equagao 2.17. Os pardmetros g, A; € ¢ governam o comportamento da
TGF. As condigoes iniciais sao Z1(0) = Vy e Z5(0) = 0. ky e ky sdo constantes que se
referem a taxa nas quais as células sao induzidas a destrui¢do, como no caso de ki, ou
danificadas, como no caso de ky. O termo ¢(t) é modelado por uma exponencial na forma
e " e representa a concentracio de agentes quimioterapéuticos em Z;, que por sua vez
representa o tumor ativo, aumentando de acordo com a fungao TGF. Z,(t) representa
entdao as células danificadas pelo tratamento em qualquer estagio. O volume total do

tumor ¢ dado por V (t) = Z1(t) + Z»(t) (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020).
MoZ1(t)

(1+ (igww)‘i’)i

Esse modelo, diferente dos outros, nao possui um platé onde o volume se estabiliza.

frar(t) = (2.17)

Ao invés disso, ele se concentra na mudanca rapida entre um crescimento exponencial e
. - ¢ .

um linear. Note que, na equagao 2.17, se (i—‘;V(t)) for maior do que 1, para um valor de

® alto o suficiente, esta fungdo pode ser aproximada para um crescimento linear. Caso

seja menor do que 1, ela se comportard com um crescimento exponencial.

O modelo Simeoni em geral ndo possui uma solucao analitica, algo comum entre
EDOs. Sua solucao numérica pode ser obtida de multiplas formas, inclusive com o auxilio
de redes neurais, como no caso deste trabalho. A Figura 8 ilustra o modelo para um
conjunto especifico de constantes, sendo possivel perceber a auséncia de um platdo na
forma da solugdo. A constante ¢ = 20 permite que a solugdo tenha uma fase linear e
outra exponencial com transicao abrupta (SIMEONI et al., 2004). Os dados coletados

consideraram que tg = 0, e esta mesma constante foi adotada no trabalho.
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Modelo Simeoni - Deep Learning

=== Modelo Simeoni

2.50 .

2.25 1 *

2.00 -

fit)
\
\
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1.50 + -

1.25 -

1004 F

0 2 4 6 8 10 12 14
t

Figura 8 — Solugao do modelo Simeoni para \g = 0.146, A; = 0.334, ¢ = 20, k; = 0.469,
ky = 8.4 x 107%, e yo = 1 no intervalo [0,15]. Fonte: Elaborado pelo autor
(2023).

Sua versao normalizada segue um padrao parecido com a das demais equagoes. As
Substitui(;()es Zl = Zl X Vmaxa ZQ = Z~2 X vmaxa t = EX Vmax eV = ‘7 X Vmax Sao aplicadas
em 2.16:

Z:ﬁ% = daVinex 218 - klc(t)vmale (t)
<l+(§?Vma"V“)>¢> (2.18)

Vinax dZ3 _ klc(t>vmale (t) - k2vmax22(t - to)

tmax dt

S

Simplificando e rearranjando a equacao 2.18, chega-se em:

e L C O
. ¢
<1+(A(1)VmaXV(t)> > (2.19)

ddZ;g = k‘lc(t)tmale (t) — thmaxZ2<t — to)

Agora empregando as substituicdes Ao = Aotmax, M = Altmax(vmax)_l, ki = kityax ©

]~€2 = kotmax Na equagao 2.19:

a7, NHO |7 ()

" <1+(:(1’~\7(t)> (ZS)Glj (2.20)

dTZ;? = ]216(75)21(25) — kQZQ(t — to)

b b

A normalizacio de ¢(t) modelado como e se torna e, sendo b = tmaxb.
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2.3 Funcoes de Perda

Tanto para a solucao dos modelos quanto para a identificacdo de parametros serao
utilizadas fungoes de perda diferentes para cada uma das situagoes. Para o modelo logistico
a funcao de perda sera dada por:

A, (z; ANARS
Cmen = 3 (205 a0 (1= (3) ) + @) - DOXRIR (220)

Para o modelo de Gompertz a fungao de perda sera:

Léomperiz = D (dq);fi) — ad,(z;) 1n(6<1>t(a:i))> + 2 (®(Xp,) = D(Xp))%.  (2:22)

No caso do modelo de von Bertallanfy a fungao de perda tem a forma:

LBertallanty = Z <dx — (a(Py(4))" — bq)t<xi))> + Z(‘I)t(XDi) - D<XD¢>>2- (2.23)

Finalmente, para o caso do modelo de Simeoni a funcao de perda precisara considerar as

duas equagoes do sistema e assumira a forma:

Lsimeoni = Z <CW — (frar(xi) — k1C(£L’i)Z1(Ii))> (2.24)

i

+ Z (CW — (kye(z;) Zy () — koc(xy) Zo(x; — xa))>

+23 (90, (Xp,) + @1, (Xp,) — D(Xp,))*.

2.4 Experimento

2.4.1 Ferramentas utilizadas

Este trabalho utilizard a biblioteca Pytorch (PASZKE et al., 2019) para a cons-
trucao do cédigo de uma rede neural capaz de resolver as EDOs necessérias. o formato
utilizado para os arquivos foi o Jupyter Notebook (KLUYVER et al., 2016). As amos-
tras serao geradas diretamente no codigo e os hiperparametros serao variados conforme a

necessidade para se observar o impacto na saida do modelo.

A biblioteca Pytorch foi escolhida nao apenas pela sua interface amigavel, mas
também pelas funcoes especializadas no calculo dos gradientes de tensores, que no caso
de um modelo de regressao como esse, se prova bastante ttil e simplifica o codigo. Outras

bibliotecas usuais para ciéncia de dados do Python também serao usadas, como a Numpy
(HARRIS et al., 2020) e Matplotlib (HUNTER, 2007). A biblioteca pandas (MCKINNEY
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et al., 2010) foi utilizada para importar e exportar os conjuntos de dados trabalhados em
Python

O teorema da aproximacao universal garante que qualquer funcao continua pode
ser aproximada por uma rede neural com uma camada escondida intermediaria (CAR-
NIELLO; VITAL; VALLE, 2021). Isto livra a necessidade de configurar o nimero de
camadas e proporciona melhor foco em fatores como ntimero de neurénios, fungoes de

ativacao, etc.

2.4.2 Descricao do Experimento

Para realizar o experimento, primeiro foi necesséario a elaboracao do cédigo capaz
de solucionar a EDO simultaneamente a identificagao de parametros usando redes neurais,
minimizando as fungoes de perda das equagoes 2.21, 2.22, 2.23 e 2.24. Com o codigo pronto,
os conjuntos de dados foram extraidos da referéncia (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER,
2020). Para gerar imagens comparativas, o método de Monte Carlo foi aplicado em um
experimento realizado com 100 iteracoes, onde entao se coletou cada um dos gréaficos finais
e calculou-se a média e o desvio-padrao para cada ponto do grafico. A média dos valores
para cada ponto é o que é utilizado na comparacao grafica, e o maximo desvio-padrao
¢ somado e subtraido da média de pontos para exibir a variabilidade da rede neural
em solucionar o mesmo problema, visto que com a inicializacao randomica dos pesos, os

resultados podem nem sempre ser iguais.

Enquanto este estudo estatistico esta expresso graficamente para dois conjuntos
de dados tratados e dois conjuntos de dados nao-tratados, as tabelas geradas com os
parametros foram obtidos escolhendo a iteracdo que obteve o menor valor de perda para
todos os conjuntos de dados. Nao foi possivel fazer estudos estatisticos quanto a isso, visto
que multiplas combinacoes de parametros podem gerar respostas similares, e sua média

ou desvio-padrao nao possuem significado se aplicados a solucao analitica.

O codigo foi construido em etapas. A primeira consistiu na utilizagao das bibli-
otecas mencionadas para a elaboracao de um programa capaz de solucionar uma EDO
arbitraria simples utilizando as técnicas da referéncia (LAGARIS; LIKAS, 1998). Apés a
confirmacao que o programa desenvolvido conseguia aproximar EDOs com alta precisao,
o teste foi realizado nos modelos citados. Porém, o modelo Simeoni exigiu uma reestru-
turagao do cédigo para lidar com as instabilidades sofridas. A normalizacao das entradas

solucionou grande parte deste problema.

Outro ponto relacionado ao modelo Simeoni foi a constante t,. A captura dos dados
da referéncia (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020) deixava implicito que a constante
tinha valor 0. Entretanto, a escolha de utilizar o atraso como forma de modelo deixava

incertezas no porqué a constante havia sido tomada como 0. Testes realizados mostravam
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que havia uma diferenca muito pequena se adicionado um valor de atraso levemente maior
e, para manter a consisténcia com a referéncia utilizada, foi preferivel manter a constante
igual a 0. Isto tem o efeito de considerar o modelo Simeoni com apenas duas EDOs,
algo que ja era contemplado pelo modelo original, que deixa o nimero de EDOs como

arbitrario.

Apos corrigir os problemas relacionados ao modelo Simeoni, um conjunto de da-
dos sintético foi inserido para ajustar as fungoes de perda com a equacao 1.14. Apds
a confirmacao de resultados esperados, os conjuntos de dados extraidos da referéncia
(KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020) foram utilizados e constantes foram encontra-
das. Neste periodo também foi realizada uma otimizacao dos hiperparametros para cada

modelo, buscando melhorar a convergéncia e o tempo de resposta dos modelos.

Diversos testes foram realizados para se configurar os hiperparametros da rede
neural. Constatou-se que um nimero maior de neuronios nao apresentava diferenca per-
ceptivel, algo intrinseco a forma de solugao utilizando o método da referéncia (LAGARIS;
LIKAS, 1998); Isto significa que uma rede pequena, de menor custo computacional, ainda
consegue aproximar EDOs facilmente. Um maior nimero de pontos de entrada aumentava
o tamanho da norma das parcelas da funcao de perda, prejudicando a convergéncia da

rede.

As possibilidades de otimizadores envolveram LBFGS, Adam e o gradiente descen-
dente estocastico. O melhor absoluto nos testes foi o LBFGS, apresentando convergéncia
quadritica de grande precisdo. A taxa de aprendizado na ordem de 1072 auxiliou a es-
tabilidade do treinamento em todos os modelos ao mesmo tempo que proporcionou um

baixo niimero de épocas, agilizando assim a simulacao de Monte Carlo.

As fungoes de ativagao em geral tiveram resultados similares. A ReL U nao obteve
uma precisao satisfatoria, mas a tangente hiberbdlica e a sigmoide obteram, como menci-
onado na referéncia (LAGARIS; LIKAS, 1998). Durante os testes, o modelo de Gompertz
obtinha uma maior precisao com a fungao tanh(-). As demais continuaram com a reco-

mendagao da literatura.

Possibilidades em se usar o erro médio absoluto ao invés do quadratico expresso
na literatura foram testadas para a funcao de perda. Este erro se provou uma alternativa
viavel principalmente quando colocado na parcela que envolve a identificacao de para-
metros. Entretanto, os testes realizados favoreciam o erro quadratico principalmente na
questao de estabilidade da rede. Outras fungoes de erro foram brevemente consideradas,

mas descartadas em favor da simplicidade e estabilidade do erro quadréatico.

Outro fator que precisou de muitos testes envolveu a normalizagdo da funcao da
perda. A principio ela comecou normalizada em todas as parcelas da fungao. Entretanto,

0s treinos ndo estavam obtendo resultados satisfatorios. Um dos testes envolveu tirar
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a normalizacdo apenas da parcela da identificacdo de parametros e a partir dai a rede
parecia se encaixar perfeitamente com o conjunto de dados. Entretanto, logo foi constatado
que a retirar a normalizacao daquela parcela fazia com que a rede priorizasse quase que
totalmente o encaixe no conjunto de dados. Por isso, a solu¢gao da EDO se tornava muito
imprecisa e a identificacao de parametros perdia valor, ja que nao correspondia de fato
a solugao. Retirar a normalizacdo da parcela referente a solucao da EDO faz com que a
rede priorize bem mais a mesma (pois ela possui aproximadamente 500 pontos enquanto
a parcela referente ao conjunto de dados possui entre 15 e 30), tornando a identifica¢ao

de parametros bem precisa.

O otimizador detecta que a parcela referente a identificacdo de parametros continua
sendo parte integral para a minimizag¢ao da funcao de perda e mesmo sem normalizacao
consegue fazer a solugdo da EDO encaixar-se nos pontos do conjunto de dados. Utilizar
o erro médio quadratico na funcao de perda é o que causa esta deteccao, visto que os
pontos muito fora da solu¢ao tomam a prioridade para serem minimizados internamente,

desprezando a necessidade da normalizacao.

A rede a principio também sofria com certas instabilidades, no sentido de que mui-
tas vezes a inicializagao explodia os parametros internos imediatamente. Este problema é
suspeito de ser inerente a forma de resolucao por redes neurais. Como os pesos sdo gera-
dos aleatoriamente (e precisam ser assim para uma boa convergéncia e treinamento), pode
ocorrer de valores incomodos causarem gradientes muito altos no inicio do treinamento.
Isso entretanto nao impacta durante os testes porque apos a inicializacao correta, a rede

tende a convergir bem e rapida. A solucao final minimiza este problema.

Por mais que o trabalho original do modelo Simeoni tenha utilizado ¢ = 20 na
equacao 2.17, os testes demonstraram que é possivel, através da escolha dos outros para-
metros, utilizar valores de ¢ menores do que este e ainda obter resultados precisos. Por

isso, ¢ neste trabalho foi tratado como um parametro treinavel.

Apés a conclusao dos testes, o experimento descrito no inicio deste subcapitulo foi
realizado separadamente para cada modelo. Ao todo, foram feitas 1000 iteracoes para a
extracao de todos os dados. A configuracao da rede seguiu os hiperparametros da Tabela
1 e utilizou todos os conjuntos de dados da Figura 4. Para a comparacao grafica, os
conjuntos S12, S6, C9 e C6 foram utilizados.

Logo, foi também comparado os modelos entre si em uma superposicao de todos no
mesmo grafico para certos conjuntos de dados. Os parametros das iteragoes que obtiveram

o menor valor de perda foram exibidos em tabelas para cada um dos conjuntos de dados.

As configuragoes dos hiperparametros das redes neurais para cada modelo estao
descritas na Tabela 1. Estes valores foram obtidos com os testes empiricos e também

levando em conta as recomendagoes da literatura, buscando o melhor balango entre velo-
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cidade de treinamento, precisao e estabilidade.

Tabela 1 — Hiperparametros para cada um dos modelos utilizados. Os valores correspon-
dentes ao modelo Simeoni sao para uma das duas idénticas redes que compoem
a solugao. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Hiperparametros Logistica | Gompertz | Von Bertallanfy | Simeoni
Numero de neurdnios | m 20 50
na camada escondida
Numero de camadas

. 1
escondidas
Pontos de entrada
(excluindo conjunto de
dados) 500
Otimizador LBFGS
Taxa de aprendizado 0.01 0.02 0.02 0.01
Funcao de ativacao sigmoide | tanh sigmoide sigmoide
Tamanho de batch todo o conjunto de dados
Numero de épocas 80 80 80 100
Parametros treinaveis | a, K,y | a, 3 a, b, v Ao, A1, ki, ko,y, b

A base para o cédigo utilizado estd no apéndice B. Ele conta com uma funcao

para extrair o conjunto de dados de um arquivo em .csv e outra funcao que normaliza a

entrada e a saida do conjunto de dados. O programa gera um vetor igualmente espagado

entre 0 e 1 e entao incorpora dentro deste vetor a entrada normalizada do conjunto de

dados. Ele lembra os indices que contém os valores referentes ao conjunto de dados para

usar posteriormente na funcao de perda. A rede é criada usando a biblioteca pytorch como

descrita no capitulo 1.3. As classes retornam a tentativa de solugao e também a forma de

sua EDO. Isto é enviado para a fungao de perda implementada como descrito no capitulo

2.3. Ap6s certo niimero de épocas definido na Tabela 1, a solugao é obtida e exibida em

um grafico.
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3 Resultados e Discussao

Aqui apresentaremos os resultados e discussoes dos experimentos descritos no Capi-
tulo 2.4. Nosso objetivo é fazer a identificacao de parametros e modelagem do crescimento

dos tumores utilizando redes neurais.

Comecaremos analisando a convergéncia da rede neural para os modelos apresen-
tados. A Figura 9 exibe o comportamento da fungdo de perda para todos os quadros
modelos utilizando o conjunto de dados S6. O comportamento de todas elas decresce até
préoximo de zero e se estabiliza 14. Nos testes, concluiu-se que os retornos decrescentes em
aumentar o nimero de épocas passam a nao valer a pena a partir do final dos graficos. E
importante destacar que sempre haverd um erro residual aparentemente alto na funcao de
perda, pois ela tenta diminuir duas métricas nao-alinhadas diferentes simultaneamente.

O resultado, entretanto, nao é impactado por isto.

Fungdo de perda - Logistica Funcéo de perda - Von Bertallanfy
14
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Figura 9 — Funcao de perda para todos os modelos trabalhados usando o conjunto de
dados S6. O tempo é dado em épocas e L(t) representa a funcao de perda para
cada um dos modelos. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

A velocidade do treinamento ¢ bastante satisfatéria. Com um processador Intel®
Xeon®, o treino da rede neural usando computacio em nuvem para o modelo Simeoni dura

em média 40 segundos, com os outros modelos levando aproximadamente 25 segundos.
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Redes mais complexas como na referéncia (ROJAS, 2020) podem levar 15 minutos para
um treinamento em processadores. Isto se deve nao apenas a simplicidade do cédigo, mas
também aos métodos utilizados nas referéncias (LAGARIS; LIKAS, 1998) e (DUA; DUA,
2011): A resolugao simultanea permite que a rede utilize um tnico otimizador e a tentativa

de solucao acelera a convergéncia.

Em segundo lugar vamos analisar qualitativamente as solucoes obtidas pelas redes
neurais. As Figuras 10a e 10b comparam todas as solugoes diferentes no conjunto de
dados nao tratado S12 e S6, respectivamente. Para isto, uma simulacao de Monte Carlo
de 100 iteragoes coletou a média e o desvio-padrao maximo do grafico. A média dos pontos
dos graficos geraram as curvas individuais mostradas na figura e as curvas pontilhadas

amarelas sao o maximo desvio-padrao que cada reta obteve durante o experimento.

E possivel perceber que na Figura 10a, os modelos logistico, Gompertz e Von
Bertallanfy possuiram um comportamento bastante similar. O modelo Simeoni foi o menos
afetado pelas discrepancias de certos pontos do conjunto de dados, sendo o mais robusto
nos testes realizados, ainda que semelhante aos demais. Todos os outros foram bastante
influenciados pelos pontos mais discrepantes do conjunto de dados. A semelhanca entre
todos se torna mais clara na Figura 10b, onde a superposi¢ao neste caso praticamente
igualou todas as funcoes. O conjunto de dados é em grande parte responsavel por isto,

visto que este parece se comportar de forma mais suave do que os outros.

Alguns dos graficos inclusive apresentaram seu desvio-padrao pequeno o suficiente
para se tornar indistinguivel no grafico. Isso significa que a rede esta sempre convergindo

para o mesmo minimo local, e essa consisténcia traz seguranca a respeito do método.

As Figuras 11a e 11b comparam as solugdes dos conjuntos tratados C9 e C6. A
mesma simulacao Monte Carlo foi realizada para a obtencao dos dados. Para reduzir o
desvio-padrao, os parametros das equacoes tiveram uma inicializacao fixa. As mesmas
observagoes na imagem com os dados nao-tratados também aparecem aqui: Todos os

modelos conseguiram entregar resultados precisos e muito similares entre si.

A comparagao grafica para os demais conjunto de dados esté localizado no apéndice
A e conta com a mesma andlise dos apresentados agora. No geral, os resultados foram

bastante similares entre si e o método foi satisfatério em todas as aplicacoes.

Os otimizadores em uma rede neural minimizam a funcao de perda buscando
seus minimos locais. Fixar as constantes ajuda o experimento a concentrar suas iteragoes
no mesmo minimo local e produzir resultados mais precisos. A observagao da imagem
novamente diz que os resultados sao similares entre si. Por mais que o modelo Simeoni seja
0 unico que possui comportamentos exponenciais e lineares na mesma funcgao, é possivel

simular este efeito nos outros modelos com uma escolha adequada de parametros.

Para o experimento, a escolha de um modelo sobre o outro ¢ irrelevante visto que
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Figura 10 — Comparacao entre os modelos logistico, Gompertz, Von Bertallanfy e Simeoni
para os conjuntos de dados S12 e S6. Graficos individuais representam a média
de 100 iteragoes. As curvas pontilhadas amarelas sdo o maximo desvio-padrao
obtido para cada modelo. O ultimo grafico mostra a comparacao entre cada
modelo no mesmo conjunto de dados. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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(b) Comparacao para o conjunto C6

Figura 11 — Comparacao entre os modelos logistico, Gompertz, Von Bertallanfy e Si-
meoni relativo ao conjunto C9 e C6. Cada grafico individual representa
a média de 100 iteragoes. As curvas pontilhadas amarelas sdo o maximo
desvio-padrao obtido em cada modelo. O ultimo grafico mostra a compa-
racao direta entre cada modelo no mesmo conjunto de dados C9. As cons-
tantes para o experimento foram: Logistica: a = 2, K = v = 1. Bertal-
lanfy: a = 2,b = 0.6,y = 1.1. Gompertz: a = -0.5, b = 0.01. Simeoni:
Ao =5, =4,k =1,k = 2,7 =0.7,b = 3. Fonte: Elaborado pelo autor
(2023).
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o camundongo morre antes de ser alcancado um platé no crescimento do tumor. Isto
significa que os modelos capturam apenas o momento de crescimento dos tumores, o que
ainda é bastante 1til para compreender sua taxa de crescimento e comportamento sobre
a atuacao dos farmacos. Qualquer um dos modelos, dado um bom ajuste de parametros,

pode ser utilizado para isto.

O modelo Simeoni ja conta com a auséncia do platoé no crescimento, diferente dos
outros trés. Para os conjuntos de dados utilizados, esta diferenca é irrelevante, mas em
certos cenarios experimentais ela pode ser o que diferencia os modelos entre si. O mesmo
comportamento foi observado também nas referéncias (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER,
2020) e (SIMEONT et al., 2004).

A identificacao de parametros resultou em um conjunto de valores para cada con-
junto de dados. A Tabela 2 mostra os parametros normalizados (internamente calculados
pela rede neural) e os parametros ajustados (pardmetros reais apds o ajuste das constan-
tes) da equacao logistica. As Tabelas 3, 4 e 5 mostram os parametros das equagoes de

Gompertz, Von Bertallanfy e o modelo de Simeoni, respectivamente.

Tabela 2 — Parametros normalizados e ajustados para todos os conjuntos de dados da
equagao logistica. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Parametros Parametros ajustados
Conjunto de dados | Normalizados

a K o o K v
S6 2.333 | 1.292 | 1.365 | 0.0896 | 3544 | 1.365
S9 2.760 | 2.660 | 3.682 | 0.106 | 5525 | 3.682
S12 3.030 | 2.631 | 3.902 | 0.108 | 4921 | 3.902
S14 3.775 1 2.569 | 3.953 | 0.0897 | 5007 | 3.950
S18 3.188 | 2.417 | 3.730 | 0.063 | 5617 | 3.730
C3 7.489 | 1.462 | 0.259 | 0.416 | 2581 | 0.259
C6 2.958 | 2.302 | 4.175 | 0.070 | 4426 | 4.175
c7 2.812 | 4.313 | 4.155 | 0.070 | 8441 | 4.155
C9 2.944 | 1.648 | 2.625 | 0.071 | 2468 | 2.625
C10 2.582 | 2.793 | 4.521 | 0.0526 | 5976 | 4.521

As variagoes nos parametros entre conjuntos de dados se da pela natureza dos
mesmos. Certos conjuntos foram obtidos em em um intervalo de 25 dias enquanto outros
chegaram a 60 dias. A rede precisa se ajustar a estas mudancas e por isso os valores podem

se diferenciar bastante. O ajuste dos parametros seguiu as substituigoes:

Os parametros calculados para a equacao de Gompertz encontram-se na Tabela 3.

Seus resultados foram satisfatorios e convergiram bem para a maior parte dos conjuntos

de dados.

Os parametros ajustados foram obtidos através das substituicoes nas equagoes 3.1,

3.2, 3.3, e 3.4 para a equacao logistica, Gompertz, Bon Bertallanfy e o modelo Simeoni,
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Tabela 3 — Parametros normalizados e ajustados para todos os conjuntos de dados da
equagido de Gompertz. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Coniuntos de dados Parametros normalizados | Parametros ajustados
: i |8 a E

S6 -0.642 | 0.159 -0.0246 5.808 x 107
S9 -0.491 | 0.0160 -0.0189 7.720 x 1076
S12 -0.398 | 0.00269 -0.0142 1.442 x 107°
S14 -0.924 | 0.0993 -0.0219 5.099 x 107
S18 -0.606 | 0.0258 -0.0121 1.113 x 107°
C3 -1.513 | 0.621 -0.0841 3.524 x 1074
C6 -0.319 | 4.170 x 10~* —7.618 x 1072 | 2.618 x 10~
C7 -0.313 | 7.873 x 10~* —7.833 x 1073 | 4.023 x 1077
C9 -0.429 | 0.00524 -0.0104 3.504 x 107
C10 -0.217 | 4.783 x 107° —4.432 x 1072 | 2.236 x 107°

Tabela 4 — Parametros normalizados e ajustados para todos os conjuntos de dados da
equacao de Von Bertallanfy. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Conjuntos | Parametros normalizados | Parametros ajustados
de dados | a b 0 a b 0
S6 1.816 | 0.576 | 0.730 0.589 | 0.0221 | 0.730
S9 3.285 | 1.226 | 0.874 0.329 | 0.0472 | 0.874
S12 4.428 | 2.441 | 0.879 0.393 | 0.0873 | 0.879
S14 1.752 | 0.0787 | 0.577 1.021 | 0.00187 | 5.776
S18 2.112 | 0.210 | 0.715 0.384 | 0.00420 | 0.715
C3 1.368 | 0.426 | 0.385 7.516 | 0.0237 | 0.385
C6 6.136 | 3.765 | 0.955 0.204 | 0.0897 | 0.955
C7 7.019 | 5.120 | 0.930 0.296 | 0.128 0.930
C9 5.084 | 2.908 | 0.914 0.232 | 0.0708 | 0.914
C10 2.027 | 0.236 | 0.843 0.137 | 0.00481 | 0.843
respectivamente.

=g

K = Kymax

U

5 = Bymax

k

a

tmax Ymax

b

Ymax

y—1
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Tabela 5 — Parametros normalizados e ajustados para todos os conjuntos de dados da
equagao de Simeoni. Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Conjuntos Pardametros normalizados
de dados | )\ A1 K ko o b
S6 3.241 | 1.245 | 0.439 2.271 1.177 | 0
S9 2.638 | 2.114 | 0.698 1.378 3.284 |0
S12 3.718 | 3.437 | 0.878 0.562 0.987 | 0
S14 6.658 | 1.108 | 0.825 6.042 1.323 | 0
S18 7.289 | 1.672 | 0.620 1.011 0.803 | 0
C3 5.174 | 1.493 | 0.197 0.775 0.990 | 1.00
C6 3.280 | 3.950 | 0.339 0.124 1.418 | 0.454
c7 4.160 | 2.882 | 0.103 1.449 0.798 | 1.141
C9 5.354 | 4.145 | 1.296 2.550 0.746 | 2.872
C10 2.678 | 1.689 | 0.228 0.745 3.257 | 2.267
Conjuntos Parametros ajustados
de dados )\0 )\1 ]{?1 ]{?2 Y b
S6 0.124 | 131 0.0169 0.0872 1.177 | 0
S9 0.101 | 169 | 0.0269 0.0531 3.284 | 0
S12 0.132 | 229 | 0.0314 0.0200 0.987 | 0
S14 0.158 | 51.3 | 0.0196 0.143 1.323 | 0
S18 0.145 | 77.7 | 0.0124 0.0202 0.803 | 0
C3 0.287 | 146 | 0.0109 0.0431 0.990 | 0.0559
C6 0.0782 | 181 8.093 x 1073 | 2.97 x 1073 | 1.418 | 0.0108
C7 0.104 | 141 2.591 x 1073 | 0.0362 0.798 | 0.0285
C9 0.130 | 151 0.0315 0.0621 0.746 | 0.0699
C10 0.0545 | 73.6 | 4.649 x 1073 | 0.0152 3.257 | 0.0462
Ao = tigx
)\1 - tiivmax
]ﬁ - tf‘i
b= b

tmax

(3.4)

O conjunto C10 apresentou a maior quantidade de ruido e a rede teve dificuldade

de convergéncia e precisao durante os primeiros testes. Mais uma vez, as inicializacoes

aleatorias dos pesos das camadas e neuronios podem gerar perturbagoes graves durante

os treinos. Infelizmente isto é inerente a solucao utilizada, visto que redes neurais precisam

de uma inicializacao nao-uniforme de seus pesos internos para a melhor convergéncia. Os

outros conjuntos de dados, mesmo que menos ruidosos, sao bem diferentes entre si e, por

isso, exigem constantes que variam bastante entre cada conjunto. Os parametros ajustados

ainda assim funcionam bem.

A atual utilizacdo de redes neurais fisicamente informadas (que abrange o método
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utilizado neste trabalho) ainda precisa de estudos para superar alguns entraves intrinsecos
em sua utilizacao. Dependendo da configuracao utilizada para o conjunto de dados, os
sistemas internos de otimizacao da rede podem falhar em convergir de forma apropriada
(KRISHNAPRIYAN et al., 2021). Esse caso nao aconteceu neste trabalho, mas pode

impactar trabalhos futuros.

Qualitativamente, os resultados se assemelham com os da referéncia (KOZIOL;
FALLS; SCHNITZER, 2020), visto que os modelos entregaram resultados similares tanto
em experimentos com tratamento ou sem. O modelo Simeoni, mesmo conseguindo alternar
entre crescimento exponencial e linear rapidamente, consegue ser simulado pelos outros

modelos dependendo das constantes utilizadas.

O método de solucao é rapido e obtém resultados satisfatérios tanto para modelos
escalares quanto para sistemas. A normalizagao dos dados se tornou imprescindivel aqui.
As constantes ajustadas, quando aplicadas a solugao analitica dos trés modelos classicos,
perfeitamente descrevem as curvas obtidas pela rede neural. No modelo Simeoni, por nao
possuir solucao analitica, as constantes foram validadas por uma outra rede neural que
apenas solucionava a EDO com os parametros fixos encontrados. O resultado foi idéntico

a resolucao simultanea das constantes, confirmando assim a precisao das mesmas.
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4 Conclusao

Este trabalho apresentou uma forma de solugdo de EDOs simultaneamente a iden-
tificagdo de parametros para diferentes modelos. Os resultados apontam que os modelos
sao bastante similares entre si, o que abre a oportunidade de escolhé-los sob outros critérios
que nao sejam a precisao. Por exemplo, a equacao logistica generalizada foi a que possuiu
a menor rede. Em um cenario de complexidade computacional limitada, ela poderia ser

uma boa escolha.

Assim como o a referéncia (KOZIOL; FALLS; SCHNITZER, 2020) sugere, as di-
ferencas intrinsecas que os modelos possuem podem ser superadas com a escolha certa de
constantes, e a rede neural as encontra em poucas épocas. O conjunto de dados ruidoso

nao impacta tanto nos resultados quanto esperado.

A escolha dentre os modelos também é irrelevante dentro do escopo de estudo
porque o crescimento do tumor nunca chega a um platd nos experimentos realizados, algo
também observado nos experimentos nas referéncias (SIMEONI et al., 2004) e (KOZIOL;
FALLS; SCHNITZER, 2020). O momento do crescimento, entao, é a principal caracte-
ristica capturada pelos modelos. O modelo Simeoni ja prevé a auséncia do plato, o que
pode diferencia-lo dos outros modelos em certas configuragoes experimentais caso seja

permitido que o tumor alcance o platé de seu crescimento.

As técnicas aplicadas entregaram resultados bastante satisfatérios em questao de
precisao e velocidade computacional, mesmo se comparado a solu¢oes analiticas. A reali-
zagao simultanea nao prejudicou a precisao dos resultados e agilizou o processo, tornando

mais viavel a execucao do método de Monte Carlo para confirmar a estabilidade da rede.

Apos a reestruturacao do codigo e o uso da normalizacao, os objetivos buscados no
trabalho anterior foram alcancados. A normalizagao permite estender o intervalo 6timo de
uma rede neural arbitrariamente e o c6digo refeito é estavel e tende a encontrar constantes

similares em experimentos repetidos.

As constantes obtidas foram verificadas e, aplicada a solucao analitica de cada
um dos modelos, condizem perfeitamente com os resultados obtidos. O modelo Simeoni

também foi verificado por outra rede neural prépria para tal e condiz com os resultados.

Se comparado a redes como (ROJAS, 2020), a rede e métodos utilizados sao mais
simples sem perder precisao, possui uma menor complexidade computacional e utilizam
um menor nimero de épocas. E possivel dizer que a resolucio de equacoes diferenciais
por redes neurais é bastante versatil, pois o consumo de recursos computacionais depende

da complexidade da equacao a ser resolvida. Esta plasticidade é uma boa vantagem desta
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forma de solucao. Entretanto, ainda ha muitas margens para refinar o processo e os
métodos de solugao envolvendo redes neurais, principalmente quando as equagodes sao

mais complexas.

As possibilidades de se trabalhar com a rede neural abrem espaco para a gene-
ralizacdo de diversos problemas. Apesar de haver outras formas de solugoes tanto para
a solucao de EDOs quanto para identificagdo de parametros, uma rede neural permite
soluciona-las simultaneamente ao mesmo tempo que mantém o mesmo algoritmo para

todos os casos deste problema.

Trabalhos futuros acerca deste tema podem envolver testes com o modelo Simeoni
na forma de sistemas de 3 ou mais EDOs, novos conjuntos de dados que sejam mais ou
menos ruidosos, aplicacao das técnicas apresentadas aqui em outra area da biomédica,
como a epidemiologia e suas equagoes diferenciais relacionadas a proliferacao de doencas
e também o refino da técnica de modo a contornar os problemas intrinsecos das redes

neurais demonstrados neste trabalho.
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APENDICE A — Comparacio grafica entre
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Figura 12 — Comparacao grafica da solugoes dos modelos para o conjunto S9. Os para-
metros foram iniciados com base em uma distribui¢do uniforme entre [0,1].
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Figura 13 — Comparacao grafica da solugoes dos modelos para o conjunto S14. Os para-
metros foram iniciados com base em uma distribui¢do uniforme entre [0,1].
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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A.3 Conjunto de dados S18

fit)

fit)

Modelo Logistico Modelo Gompertz Modelo Von Bertallanfy
+  dataset * « dataset ? + dataset *
—-= Logistico P ——- Gompertz Jd Von Bertallanfy o
2000 A 7 2000 4 - 2000 +
!
7
1500 4 Vo 1500 A d 1500 1
L] . LA ]
/. . {
of o o
i s r s .
¥/ = # = #
1000 4 S 1000 S 1000 4 o —f
¢ f
P S S
500 - F 500 i 500 4
I‘/-,.- . ’1,«... . e
-" Jd‘ £ .
L S et R
01 - 04 - 0+ :
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t t
Modelo Simeoni Comparagao entre modelos
+  dataset * « dataset ?
Simeoni o Modelo Simeoni
2000 ¢ 2000 1 ——- Modelo Gompertz
f
/ —-- Modelo Logistico
-~ Modelo Von Bertallanfy
f
1500 4 fo 1500 A
o
. 7 L]
. f‘r . g
/
1000 1000 4
500 A 500 A
01 0
T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Figura 14 — Comparacao grafica da solugoes dos modelos para o conjunto S18. Os para-
metros foram iniciados com base em uma distribui¢do uniforme entre [0,1].
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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A.4 Conjunto de dados C3
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Figura 15 — Comparacao grafica da solugoes dos modelos para o conjunto C3. Os para-
metros foram iniciados com base em uma distribui¢do uniforme entre [0,1].
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Figura 16 — Comparacao grafica da solugoes dos modelos para o conjunto C7. Os para-
metros foram iniciados com base em uma distribui¢do uniforme entre [0,1].
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Figura 17 — Comparacao grafica da solugoes dos modelos para o conjunto C10. Os para-
metros foram iniciados com base em uma distribui¢do uniforme entre [0,1].
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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APENDICE B - Cédigo solucionador de
EDOs

import torch

import torch.nn as nn

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import pandas as pd

device = torch.device("cuda:0" if torch.cuda.is_available() else "cpu")
csv = ’Dataset 0_SD_gf6.csv’ #Conjunto de dados a importar
def extrair_dataset(csv): #funcao para extrair o conjunto de dados
df = pd.read_csv(csv,header=None)
df = df.to_numpy ()
x = df[:,0] #Separa o conjunto em valores de x e y
y=df [:,1]
return x,y
def normalizacao(x,y,xt,norm=True): #funcao para normalizar o conjunto
#de dados e coloca-lo em xt
max_x = max(x) #armazena os maximos de x e y
max_y=max (y)
if norm: #normaliza pelos maximos de X e y
x=x/max_x
y=y/max_y
xt = np.unique(np.sort(np.append(xt,x))) #Insere os valores
#normalizados em xt
return x,y,Xt,max_x,max_y
def solucionar_edo (modo) :
while True: #Elimina qualquer falha na inicializacao
x_dataset ,y_dataset = extrair_dataset (csv)
xt = np.linspace(0,1,500) #Espaco de treinamento dos pontos da EDO
Xx_norm,y_norm,Xxt,max_x,max_y = normalizacao(x_dataset,y_dataset,bxt)
sorter = np.argsort (xt)
indices_norm=sorter [np.searchsorted(xt, x_norm, sorter=sorter)]
#procurando os indices correspondentes ao dataset dentro de
#xt continuo
x=torch.Tensor (xt [np.newaxis,:].T) #xt em formato apropriado
#para treinamento
A = y_norm[0] #valor inicial Z_1(0)
if modo == "logistica":
class NeuralNetwork (nn.Module) : #definicao das classes para

#cada modelo
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11 def __init__(self):
12 super () . __init__ ()
13 self .N = nn.Sequential(nn.Linear (1, 30), nn.Sigmoid(), nn.

Linear (30,1, bias=False)) #30 neuronios, 3 parametros

44 self.a = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

A5 self .k = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

46 self .v = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),

requires_grad=True)

47

18 def forward(self, x):

19 modelo = A + x * self.N(x) #tentativa de solucao

50 return modelo, self.a * modelo * (1 - (modelo/self.k)**xself.
v) #retorna a tentativa de solucao e a EDO

51 elif modo == "bertallanfy":

52 class NeuralNetwork (nn.Module):

53 def __init__(self):

54 super () . __init__ ()

55 self .N = nn.Sequential(nn.Linear (1, 50), nn.Sigmoid(), nn.
Linear (50,1, bias=False) ) # 50 neuronios, 3 parametros

56 self.a = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

57 self.b = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

58 self .v = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

59 def forward(self, x):

60 modelo = A + x * self.N(x) #tentativa de solucao

61 return modelo, self.a * modelo ** self.v - self.b * modelo #
retorna a tentativa de solucao e a EDO

62

63 elif modo=="gompertz":

64 class NeuralNetwork (nn.Module):

65 def _ _init__(self):

66 super () . __init__ Q)

67 self .N = nn.Sequential(nn.Linear (1, 40), nn.Tanh(), nn.
Linear (40,1, bias=False)) # 40 neuronios, 2 parametros

68 self.a = nn.Parameter (data=torch.tensor (- np.random.rand()),

requires_grad=True)

69 self .b = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

70

71 def forward(self, x):

modelo = A + x * self.N(x) #tentativa de solucao

-3
[\

-~
w

return modelo, self.a * modelo * torch.log(self.b * modelo)

#retorna a tentativa de solucao e a EDO
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76 elif modo=="simeoni":
7 class NeuralNetwork (nn.Module) :
78 def __init__(self):

79 super (). __init__ Q)

80 self .N = nn.Sequential(nn.Linear (1, 50), nn.Sigmoid (), nn.
Linear (50,1, bias=False)) #50 neuronios

81 self .N2 = nn.Sequential(nn.Linear (1, 50), nn.Sigmoid(), nn.
Linear (50,1, bias=False)) #50 neuronios

82 self.lambda_O = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.
rand()), requires_grad=True) #6 parametros

83 self.lambda_1 = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.
rand () ), requires_grad=True)

84 self .k1 = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

85 self .k2 = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

86 self .v = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),
requires_grad=True)

8’7 self .b = nn.Parameter (data=torch.tensor (np.random.rand()),

requires_grad=True)

88 def forward(self, x):

89 modelo = A + x * self.N(x) #tentativa de solucao da primeira
EDO

90 modelo2 = 0 + x * self.N2(x) #tentativa de solucao da

segunda EDO

91 tgf = self.lambda_Ox*modelo/((1 + (self.lambda_O/self.
lambda_1 * (modelo + modelo2))**xself.v )**x(1/self.v))

92 #retorna as tentativas de solucao e as EDOs

93 return modelo ,modelo2, tgf - torch.exp(-self.b*x)*self.klx

modelo , torch.exp(-self.b*x)*self.kl*modelo - self.k2*modelo2
94 if modo == "simeoni": #funcoes de perda
95 def loss(x):
96 X.requires_grad = True #permite o grad para o calculo

97 #automatico dos gradientes

98 outputsl = model (x) [0]

99 outputs2 = model (x) [1]

100 Psi_t_x = torch.autograd.grad(outputsl, x, grad_outputs=torch.
ones_like (outputsi),

101 create_graph=True) [0] #calculo da

102 #derivada de Z1

103 Psi_t_x_2 = torch.autograd.grad(outputs2, x, grad_outputs=torch.
ones_like (outputs2),

104 create_graph=True) [0] #calculo da

105 #derivada de Z2

106 lossl = (torch.sum( ( Psi_t_x - model(x)I[2] ) *x 2))
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loss2 = (torch.sum( ( Psi_t_x_2 - model(x)I[3] ) *x*x 2))
loss3 = ( torch.sum( (model(x)[0][indices_norm] + model(x) [1]1[
indices_norm] - torch.Tensor (y_norm[np.newaxis].T) )*x*2) )

return lossl + loss2 + 1loss3 #funcao de perda

else:
def loss(x):
Xx.requires_grad = True
outputs = model (x) [0]
Psi_t_x = torch.autograd.grad(outputs, x, grad_outputs=torch.

ones_like (outputs),
create_graph=True) [0] #calculo da derivada
#funcao de perda
return (torch.sum( ( Psi_t_x - model(x)[1] ) ** 2)) + torch.
sum( ( model(x) [0][indices_norm] - torch.Tensor(y_norm[np.newaxis].T)
) x%x2)
def closure():
optimizer.zero_grad() #grad zerado para nao gerar acumulacoes
#erroneas
1 = loss(x)
1.backward ()
return 1
model = NeuralNetwork() #declara a rede neural
optimizer = torch.optim.LBFGS(model.parameters(),lr=1e-2) #
otimizador
for i in range (80):

optimizer.step(closure) #atualiza os parametros de acordo com o

otimizador
if np.isnan(closure().item()): #caso a inicializacao aleatoria
#contenha valores improprios, reiniciar
break
if 1%10==0:
print (closure ())
if np.isnan(closure().item()): #se detectado algum erro estocastico,
reiniciar
continue

xx = np.linspace(0, 1, 500)[:, Nonel

if modo == "simeoni":
with torch.no_grad():
yy = ((model(x) [0].numpy () + model(x) [1].numpy())* max_y) [:,0]
#solucao para Simeoni
else:
with torch.no_grad():
yy = (model(x) [0].numpy() * max_y)[:,0] #Solucao para sistemas

de 1 ordem
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145 fig, ax = plt.subplots (dpi=100) #plot da solucao
146 ax.plot(x_dataset, y_dataset,’.’ ,label=’dataset’)

147 ax.plot (xt*max_x, yy, ’--’, label=modo)

148 ax.set_xlabel (’$t$°)

149 ax.set_ylabel (’$£(t)$°)

150 if modo =="logistica":

151 titulo = ’Modelo logistico - Solucao por rede neural’
152 else:

153 titulo = ’Modelo ’ + modo + " - Solucao por rede neural"
154 ax.set_title(titulo)

155 plt.legend(loc=’best’);

156 return x_dataset ,y_dataset, model

157 break

158

159 x_dataset ,y_dataset, model = solucionar_edo("bertallanfy")

160 x_dataset ,y_dataset, model = solucionar_edo("logistica")

161 x_dataset ,y_dataset, model = solucionar_edo ("gompertz")

162 x_dataset ,y_dataset, model = solucionar_edo("simeoni"

Listing B.1 — Codigo para solugdo de EDOs de primeira ou segunda ordem e sistemas

com 2 EDOs. Desenvolvido em Python através do Jupyter Notebook.



