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Resumo

A fadiga por fretting é um fendmeno que afeta inimeros componentes na engenharia,
varias industrias e aplicagoes, tais como: componentes aeronduticos, automotivos e aero-
espaciais, bem como de implantes médicos onde exista contato e movimento relativo de
baixa amplitude entre os materiais. Nesse contexto este trabalho visa entender melhor
o problema de contato entre os materiais através do estudo analitico da formulagdo de
contato entre duas superficies cilindricas. E apresentada a formulacdo do problema a luz
da Teoria da Elasticidade, abordando-se a solucao analitica em estado plano de tensao e
de deformacao, obtendo a solugao sob a forma de campo de deslocamento, de deformacao

e de tensao.

Palavras-chaves: fretting,contato, Campo de deslocamento, Campo de deformagao,

Campo de tensao.
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Abstract

A fadiga por fretting é um fendmeno que afeta iniimeros componentes na engenharia,
varias industrias e aplicagoes, tais como: componentes aeronauticos, automotivos e aeroes-
paciais, bem como de implantes médicos onde exista contato e movimento relativo de
baixa amplitude entre os materiais. Nesse contexto este trabalho visa entender melhor
o problema de contato entre os materiais através do estudo analitico da formulagdo de
contato entre duas superficies cilindricas. E apresentada a formulacio do problema & luz
da Teoria da Elasticidade, abordando-se a solugao analitica em estado plano de tensao e
de deformacao, obtendo a solugao sob a forma de campo de deslocamento, de deformacao

e de tensao.

Fretting fatigue is a phenomenon that affects countless engineering components,
industries and applications: aeronautical, automotive and aerospace components, as well
as medical implants in which there is contact and low amplitude relative movement be-
tween material surfaces. In this context this work aims to better understand the problem
of contact between material surfaces through the study and analytical formulation of the
contact between two cilindrical surfaces. The problem formulation is shown in light of
elasticity theory approaching the analitical solution in a state of plain strain and stress,

obtaining the solution in the form of the fields of strain, stress and deformation.

Key-words: key-word 1, key-word 2, key-word 3.
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1 Introducao

1.1 Contextualizacao

Dentre os muitos problemas que afetam a vida de uma pega, o fendmeno de
fretting é um que esta presente em diversas situagoes. O fretting ocorre no contato
entre superficies sujeitas a vibracao, no qual essas superficies sofrem um escorregamento
em direcoes alternadas da ordem de micrometros. A figura 1 exemplifica um cenério onde
estd ocorrendo fretting: na junta de um pa de uma turbina de avidao. Nesse estado ha
um desgaste do material e uma intensificacdo nos processos de formagao e propagagao de
trincas, majoritariamente abaixo da superficie. Essas trincas diminuem muito a vida 1util

de juntas.

Figura 1 — Esquema do processo de fretting ocorrendo numa junta do tipo rabo de an-
dorinha



O fretting é um problema relevante para diversas industrias devido a sua capaci-
dade de reduzir a vida efetiva de componentes: eixos de roda, turbinas e placas aparafusa-
das sao apenas alguns dos elementos que podem ser afetados. Assim, a analise e previsao

desse fenomeno é de grande importancia. E possivel ver na figura 2 o dano que pode ser

The failed 1 Stage Compressor Bhdji-'
o G i

causado pelo processo.

(a) (b)

Figura 2 — a)Turbina de um avido com detalhe para uma das pas que foi removida b)
pa removida na qual pode ser visto o resultado de um trinca causada pelo
fenémeno do fretting.

Para a identificacdo da vida de um componente sob fadiga de fretting sao reali-
zados ensaios em que corpos de prova feitos do material desejado sao fixados por sapatas

e cargas ciclicas, de tracao e cisalhamento, sao aplicadas.

(@) __Carga de Fixacdo (b) Carga de fixacdo
Corpo de prova SFpata

\ : Carga ciclica

__1___|_ U Carga ciclica

T N AR %
5 § coonms

Sapata

Figura 3 — Tipos mais comuns de ensaio para andlise de fadiga por fretting; a) Contato
plano-plano utilizando uma sapata em formato de ponte, b) Contato plano-
cilindro utilizando sapatas cilindricas. Adaptado (MUTOH, 1995)

A figura 3 apresenta diferentes configuragoes sob as quais o ensaio pode ser reali-

zado. O formato da superficie de contato da sapata com o corpo de prova afeta o fenémeno,



alterando as zonas de escorregamento e posicao do surgimento de trincas. O contato a ser

estudado neste trabalho é o entre uma sapata cilindrica e uma superficie plana.

Assim, se faz importante a compreensao dos principios matematicos que regem o

processo de contato entre dois corpos.

Neste contexto, o entendimento do problema de contato entre dois materiais é
de fundamental importancia para o estudo da fadiga por fretting nos problemas de

engenharia.

Dessa forma, este trabalho tem como objetivo formular e apresentar a solugao
analitica do problema de contato entre duas superficies cilindricas a luz da Teoria da
Elasticidade sob estado plano de tensoes e de deformacdes. A solucao analitica é apresen-

tada sob a forma de campo de deslocamentos, de deformacoes e de tensoes.



2 Revisao Bibliografica

2.1 Contato elastico bidimensional

2.1.1 Formulacao do contato elastico bidimensional entre cilindros

O contato entre duas superficies pode ser aproximado por uma geometria pres-
sionada contra um semiplano. Hills e Nowell(1994) classificam esses contatos quanto a
sua completude e conformidade. Um contato incompleto é aquele cuja linha de contato
entre os corpos pode ser alterada quando se altera a intensidade da forca aplicada para
manté-lo. A natureza elastica dos corpos fara com que o corpo se deforme numa tenta-
tiva de conformacgao. A geometria do corpo pode, porém, ndo permitir uma deformacgao
relevante. Quando isso ocorre, tem-se um contato completo. O nivel de conformidade
do contato pode ser avaliado comparando metade do comprimento do contato, a, com
o tamanho caracteristico da geometria do corpo. A figura 4 apresenta diversos tipos de

contato.

Figura 4 — Tipos de contato entre uma geometria e uma superficie; a)Incompleto e nao-
conforme, b)Completo , ¢) Incompleto com singularidade, d) Nao completo e
conforme, e e) Recuante. (HILLS; NOWELL, 1994)

Na figura 4.(a) esta representado o contato entre um cilindro e um semiplano. Nesta

configuragdo a carga P aplicada determinard a extensdo do contato. J& na figura 4.(b)

4



é apresentado um contato completo. A geometria do corpo é plana e paralela ao plano
contra o qual ela é pressionada, assim, o contato é mais impactado por, por exemplo,
a presenca de imperfeicoes no plano do que pela forga aplicada para unir os corpos. A
figura 4.(c) apresenta um contato incompleto com singularidade onde apenas um lado sera
afetado pela aplicagao da forca. As figuras d e e exemplificam a conformidade do contato.
No caso da figura 4.(d) a superficie de contato é um furo de didmetro levemente maior
que que o do cilindro. Nesse caso o arco de contato é uma fragao significativa do raio do
furo. Na figura 4.(e) uma placa fina e plana é pressionada contra o plano. Nesse caso a

aplicacao da forca fard com que as bordas da placa recuem em relacao ao plano.

Em um contato genérico existem cinco cargas relevantes para a analise, todas
capazes de variar no tempo : a carga normal P, a carga tangencial Q, um momento M, e

uma tensao que surge da diferenga entre as tensoes originadas em cada corpo o = g, — 0y.

Figura 5 — Esquema representando um contato genérico entre dois corpos. Nele atuam
uma for¢a normal P, uma forca tangencial Q, um momento M e as tensoes
resultantes em cada corpo, ¢, e ¢,. Adaptado (ANDRESEN; HILLS, 2019)

Deve-se entao analisar a origem e a distribui¢ao das tensoes cisalhantes e analisar
sua influencia na distribuicao da pressao de contato. Quando dois corpos elasticamente
similares sao postos em um contato normal uma pressao de contato mutual se desenvolve
e as particulas na superficie de ambos os corpos sdo comprimidas porém também sofrem
um deslocamento paralelo a superficie livre. No entanto, como os corpos sao elasticamente
similares esse deslocamento serd o mesmo, sem tendencia a escorregamento relativo (nota-
se que escorregamento esta sendo utilizado para referir-se ao movimento microscépico que

ocorre entre as faces em contato, diferentemente do termo deslizamento que refere-se a



movimentos macroscopicos). Isso significa que nao surgem tragoes friccionais e a solugao
do problema se mantém a mesma independente da ocorréncia ou nao de aderéncia entre as
superficies. Se uma forga tangencial , suficiente para causar escorregamento, for aplicada

tensoes cisalhantes surgem e sao limitadas pelo coeficiente de atrito, f:

lq(z, y)| = —fp(z,y) (2.1)

onde ¢ é a tensao cisalhante e p é a tensao normal. A presenca de tensoes cisalhantes cau-
sarda um deslocamento normal em cada uma das superficies. Porém, devido aos sentidos
opostos nos quais tensoes cisalhantes agem sobre as superficies dos corpos e devido aos
corpos serem elasticamente similares, os pontos na superficie se movem na mesma quan-
tidade de maneira que o perfil das superficies ndo s@o modificados. No caso de fretting

a forca cisalhante é, normalmente, fraca demais para causar deslizamento, sendo

QI < fp (2.2)

onde P ¢é a forca normal. Nesse caso a area de contato consiste de uma mistura de
zonas de adesao, onde as particulas aderem, e zonas de escorregamento, nas quais ha um
movimento tangencial ocorrendo e a tensao cisalhante é limitada pelo atrito. A distribuicao
das zonas de adesdao e escorregamento é governada pelos seguintes fatores: na zona de
escorregamento a tensao cisalhante é dada pela eq. 2.1 e o sentido da tensao cisalhante
deve ser oposto ao sentido do incremento de deslocamento tangencial relativo entre as
superficies causado pelo ultimo incremento de carga. Devido ao fato de que as tensoes
cisalhantes em cada corpo tem magnitudes iguais porem sentidos opostos, o deslocamento
provocado nas superficies é o mesmo. Nao ha, entao, diferenca na curvatura relativa e a
pressao de contato nao é afetada. Os efeitos da carga norma e cisalhante sdo inteiramente

separados e podem entao sera analisados separadamente.

Se os corpos, porém, possuirem diferentes constantes eldsticas, entao ao serem pos-
tos em contato as particulas da superficie sofrerao deslocamentos tangenciais diferentes.

Esses deslocamentos serao proporcionais a complacéncia do componente, dada por

1—y .
= (y)i = 1,2 (2.3)
i

onde v; é a razao de Poisson e p; é o modulo de rigidez do corpo i. Assim, a ndo ser que

5Z-T(7’, ) o

1—V1:1—V2 (24)
H1 ) '

ocorrera um deslocamento tangencial, o qual sera resistido pelo atrito. Em algumas re-

gides isso sera insuficiente para impedir que haja movimento relativo o que resultara em
escorregamento enquanto em outras regioes a adesao sera mantida. A figura 6 apresenta
um esquema para formacao da zona de adesao e escorregamento. Os termos fisicos res-

ponsaveis pela distribuicao das zonas de adesdo e escorregamento sao 0s mesmos que oS



gerados pela influéncia de uma tensao cisalhante menor que o valor minimo para escorrega-
mento. Nesse caso, porém, o problema ¢ mais complexo ja que as tensoes de cisalhamento

superficiais causardo um deslocamento normal da superficie, §.¥, tal qual

1—1/7;

6N (r,s) o

q(z,y)i=1,2 (2.5)

)

zona de escorregamento

é’/}’/ﬁj I zona de adesdo
Z
Z
0

AN

-

Figura 6 — Esquema representando as areas de escorregamento e adesdo no contato entre
dois corpos. (MENDES, 2011)

Nessa situagao, a nao ser que a equagao eq 2.4 seja verdade, havera deslocamento
relativo normal, o que afetara o perfil relativo das superficies e, assim, a distribuicao
da pressao de contato. O problema, nesse caso, é acoplado. Similarmente, num contato

deslizante o perfil da superficie se torna diferente dos perfis nao carregados

A figura 7 apresenta um semiplano sujeito a uma forga distribuida em linha que
possui componentes normal e tangencial, P e () por unidade de comprimento, respectiva-
mente. Assume-se que o plano esteja em estado plano de deformacao, para que o estado
de tensdes possa ser dado como uma solucao da funcao de tensao de Airy para a solugao

biarmonica. Nesse caso

0 (Psent + Qcosb) (2.6)

r
™

¢(7’, 0) ==

e substituir na equacgao biarmonica gerard o campo de tensoes

2
O = ——(Pcost — Qsenb)o,., = 1,9 =0 (2.7)
T

O campo de deformacao correspondente pode ser encontrado substituindo a eq.

2.7 na lei de Hooke, que para condig¢oes planas é

e = ;M {001+ K) + oag(s — 3)) (2.8)

7



o0 — 82 {00s(1+ ) + 0 — 3))} (2.9)

Yro =Tog =0 (2.10)

sendo k = 3 —4v no estado plano de deformacgao e k = (3—r)/(1+v) no estado plano de
tensao, u é o modulo de rigidez e v é o coeficiente de Poisson. Tendo em maos o estado de
deformacao é possivel encontrar os deslocamentos através de integracdo com o seguinte

resultado:

2uu, = 22£ {(k —1)0 senf — cosf + (k + 1)in rcosb}
m
Q

- o {(k = 1)0 cosh + senf — (k + 1)In r senf} + C; (2.11)

2uug = 2P {(k —1)0cos@ — senf — (k + 1)In r senf}
m
+ 2Q {—=(rk = 1)0 senf — cost) — (k + 1)In r cosf} + Cy (2.12)
m

onde C] e U5 sao constantes cujos valores podem ser obtidos ao se especificar o valor
do deslocamento relativo a um ponto remoto. Nota-se que, quanto mais profundo na
superficie for o ponto escolhido, maior serao os valores do deslocamento. A impossibilidade
de obter os deslocamentos absolutos vem é um caracteristica do problema de elasticidade
bidimensional. Para encontrar a funcao de influéncia que formara o kernel da equacao
integral, serd necessario encontrar os deslocamentos da superficie. Esses podem ser obtidos
das equagoes 2.11 e 2.12 ao definir §# = £7/2, e converter para coordenadas cartesianas,

resultando assim em

B k—1 kK+1 Cl
u= P( 3 )sgn(zc)—l—@(47w>ln|x|—|—2lu (2.13)
k+1 k—1 (Y
= — — — — 2.14
o= (St ke - @ ("5 ) santa) + £ (2.14)

A principio, as eqs. 2.13 e 2.14 podem ser utilizadas como base para a solucao de
problemas de contato determinando a distribui¢do de tensoes necessaria para gerar um
deslocamento normal especificado, e até mesmo tangencial. A presenca das constantes
Cy e Cy é inconveniente, sendo preferivel trabalhar em termos dos derivativos de u(z) e
v(z) ao longo das superficies. Derivando e substituindo as forcas de linha pelas tensoes

distribuidas tem-se

ou k-1 k+1 [q(§)dg
or 4p p<x)+47r,u x—&

(2.15)



o k-1 k+1 rq(&de

or 4 q(z) +

yr "y (2.16)

As egs. 2.15 e 2.16 dao as derivadas do deslocamento superficial em qualquer ponto
devido a distribuicao de tensoes normais e cisalhantes (p(€), ¢(€) naquela superficie. To-
mando agora dois corpos postos em contato com aplicacao de forcas normais e cisalhantes
P e () como na figura 5.0 deslocamento relativo de um par de pontos correspondentes na
superficie agora tera uma componente na dire¢ao y, dada por v; —vy. Aplicando a equagao
2.16 para cada corpo, com o sinal alterado corretamente para o corpo 1, tera-se que, na
faixa de contato onde h(z) = vi(z) — vo(z) que representa a quantidade de sobreposi¢ao

que ocorreria se os corpos pudessem penetrar um ao outro livremente e

A= ’2:11 + ”Z;;l (2.17)
= Her DD 2
['=pa/pa (2.20)

Problemas de contato, normalmente, existem sobre condi¢des de deformacao plana

transversa, nas quais essas quantidades se tornam

1—v 1- 1-12 1-12
A= 27" 52{ A VZ} (2.21)
M1 M2

B

A

H1 H2

1{1_2,/1 1—2u2}_1{(1—2vl)(1+1/1) (1—2’/2)(1_”2))} (2.22)

24 B, B E,

no qual E; é o médulo de Young do corpo <. De maneira similar, se o deslocamento

relativo tangencial de pontos correspondentes em contato é g(x) a eq.2.16 gera a expressao

19g 1 rq(§)dS
Adx w) x—¢

+ Bp(z) (2.23)
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Figura 7 — Semiplano sob agdao de forgas normais e cisalhantes// (HILLS; NOWELL,
1994)

A eq. 2.19, e onde possivel a eq. 2.23, podem ser utilizadas para resolver uma

grande variedade de problemas de contato.

Comecando por situagoes onde o segundo termo da eq. 2.19 se torna zero, sim-
plificacdo que pode ser aplicada quando nao existem tensoes cisalhantes no contato, por

exemplo por um contato sem atrito. A equagdo,entao, se torna

10h 1 o p(§)d€

I < .
Adr 7wJ-a x—¢ o] < (224)

na parte em que o faixa de contato se estende de x = —a até x = a. Pode ser

demonstrado que a inversa dessa equagao, isto é, a solugao para p(x) dado um h(z), é

_ w(x) e h'(€)dg
p(r) = —— /_aw@)(&—x)

+ Cw(x) (2.25)

na qual ' (z) = 0h/0z e que a funcio fundamental w(x) pode tomar uma de quatro
formas, dependendo do comportamento requerido de p(z) nos pontos finais, mostrado na
tabela

Em experimentos de fretting também é necessario entender os detalhes do campo
de tensoes internos e os deslocamentos superficiais. Para problemas planos a maneira mais

eficiente de deduzir essas quantidades é através do potencial de Muskhelishvili.

10



So:mE(;rtamentZ I;Oalimite w(z) c
N S \/ (a+z)/(a—2x)| O
S N \/ (a—x)/(a+z)| O
S S 1/\/a2 — a? #0
N N Va2 — 12 0*

Tabela 1 — S= Singular, N= Nao singular * a condi¢do de consisténcia [, Z((g)) ¢ =0
deve ser imposta

g% p(X) ,q(X)

Figura 8 — Semi-plano carregado por tensdes normais e cisalhantes respectivamente, p(x)
e q(x) aplicadas sobre a faixa de contato()

O potencial, ¢, é uma funcao da posi¢ao,z,que é uma coordenada complexa (=
x +iy). A geometria e conjunto de coordenadas sao mostrados na figura 8 e o potencial
propriamente dito é encontrado aplicando a seguinte integral de linha ao longo da linha

do contato:

p(t) —iq(t
2.26
" 2mi 7{ t—z (2.26)
onde p(t), q(t) sdo distribuigdes de tensdo arbitrarias. Para contatos deslizantes

essas variaveis se relacionam através da eq. 2.1, assim

o(z) = L1 pptt)dt (2.27)

271 t—z

11



Assim que definido o potencial as componentes da tensao sao definadas por

Oua + 0y = 20(2) + 6(2)) (2.28)

’

Oyy — Oua + 204y = 2((2 — 2)¢ (2) — &(Z) —¢(2)) (2.29)

¢ (z) implica na derivacio com respeito a z, ¢(z) implica em tomar o conjugado
da funcao que, para os potenciais definidos pela eq. 2.27 pode ser obtido diretamente a

partir de

3(z) = }f;

e a notagao 5(2) implica em tomar o conjugado de ¢ substitudo o argumento por

¢(2) (2.30)

z. Entao, assim que ¢ é conhecido, as outras fungoes podem ser encontradas. No caso
dos campos de deslocamento, apenas suas derivadas sao tnicas para problemas planos.
Aplicando a lei de Hooke (na forma das egs. 2.8,2.9 e 2.10) em conjunto com as egs.

tera-se
0 (gu ‘ ‘35) — (5= )6 () + 6(2) + ro(2) (231)

2.1.2 Contato entre cilindros - problema de Hertz

O problema cléssico e bem defino de contato, admitindo uma solugdo exata ocor-
rendo entre dois cilindros paralelos e de comprimento infinito. Em pratica, o problema
ideal nao ocorre porque os efeitos nas bordas da geometria podem gerar concentradores
de tensao intensos. Apesar disso, a solucao aplicada longe das bordas com essa aproxi-
macao, num plano* bidimensional produz um resultado satisfatério. A solucao descrita é
aplicavel para corpos com curvas que se aproximam de perfis circulares, assumindo que o
raio de curvatura seja grande o suficiente em comparagao a largura do contato para que o
contato possa ser considerado nao conformado. Isso se faz necessario para que ambos os
elementos possam ser aproximados por semi-planos, alem de permitir que o perfil relativo
local dos pontos de contato possa ser idealizado por uma parabola, o que permite que o
termo A’ na equacio 2.25 seja escrito de forma mais simples resultando numa integral que
pode ser analisada analiticamente. A equacao que resulta na quantidade de superposicao

entre os corpos interpenetrantes (como representado na figura 5) é

h(z) = A — ;kgﬂ (2.32)

na qual k£ é a curvatura relativa dada por
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1 1
k=—+ — 2.33
Ry N Ry ( )

onde Ry e Ry sao os raios das superficies em contato. Trabalhando com a curvatura

temos

dh

= — _k 2.34
I x (2.34)

esse resultado pode ser substituido na equacao 2.25. Espera-se que a pressao ode
contato seja zero no fim do contato e, assim, pela tabela 1 , C' = 0 e a fungdo peso

apropriada ¢é

w(zr) = Va? — x? (2.35)

A equacao 2.25, entao, se torna

Var—a? e kede
Am

By ey (2.36)

p(z) =

Avaliando a integral temos

p(x) = —Z\/ a? — a? (2.37)

A distribuicdo de pressao resultante é eliptica mas o resultado é de uso limitado
nessa forma devido ao termo a, a meia largura, é desconhecida. Esse problema, porém,
pode ser resolvido assegurando que o equilibrio entre a pressao de contato e a carga

aplicada P, sendo

a k 2
P=—[ peds =3 (2.38)

Reescrevendo a equagao de uma maneira mais conveniente

, 2PA

a_7T/€

(2.39)

p(x) = —poy/1 — (z/a)? (2.40)

2P

= — 2.41
Po a ( )

onde
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é o pico da pressao de contato. Com a distribuicdo da tensao resolvida, agora
restam os campos de tensao e deslocamento. Primeiramente, o potencial de Muskhelishvili

deve ser obtido substituindo a eq. 2.40 na eq. 2.27, resultando em

(2.42)

(A —=if)po [* Va?— x?dx
#(2) = 2me Z/—a r—z

(z) = g—g(i + f)(z — V22 —a?) (2.43)

Derivando este resultado tem-se

o(z) = 226+ ) (1 _ Z) (2.44)

2a 22 — a2

cujo conjugado é

N _  Po 5 5

d(z) = ——(z — V22— a?) (2.45)
e, por fim, ¢(z) é dado por

o(2) = —%(—i + (- VE =) (2.46)

O estado das tensoes ¢ deslocamentos (mais um constante arbitraria) pode ser
encontrado utilizando as eqs. 2.42 a 2.46 em conjundo das eqs. 2.28, 2.29 e 2.31. Valores

explicitos podem ser encontrados através de métodos numéricos. Apesar disso, pode-se

14



trabalhar aritmeticamente com o

Va2 + s?

n

resultado a seguir

x2s

Zax I ) _
Po CL{ Va? — s? s
O

DPo

3CL2
(a4 $2)3(st + y%?)}

—2vy {\/a2 + 52 1}

a s
Toy = Ty = 0
Ty —Pav/a® + 52
Do s(s* + y%a?)
xy%sa
V@t (st y2a?)

xy?sa

(2.47)

ol, 2z L s N
fpo a Va2 + s va? + s%(s* + y%a?)

Opy  —2VX 1 s

Ipo a Va2 + s?
t

o

vy :T;y

JPo

t

T

Yy __ n

f _sz
t t
TM—Tyz—O

Nos quais os subscritos n e t denotam tensoes causadas por forgas normais e tangenciais,
respectivamente, v é o coeficiente de Poisson e s é a maior das raizes da equacio

quadratica

x Yy
a2+ s s

com

=1 (2.48)

1
§2 — 5 {—(a2 g \/(a2 — 22— y2)2 4 4y2}

Nota-se que dentro da faixa de contato, como y — 0, s — 0, assim y/s se mantém finito,

(2.49)

com

2
. Yy
lim [ % | =a? — 22
y—0 \ g2

Fretting causa dano na superficie, e, sendo assim as tensoes e deslocamentos sao

lz] <a (2.50)

particularmente importantes. Dentro da faixa de contato as tensdes na superficie sao

dadas por
n n t
One _ Ty _ Tay _ VO~ (2.51)
Po Po Ipo a



o= (2.52)
ot T
f—;’?‘z = p—;" =0 (2.53)
n 2 _ 2
ez _ 9 VO =T (2.54)
Do a
ot x

No exterior do contato, todas as componentes de tensao na superficie, devido a pressao

normal, se anulam, enquanto que aquelas associadas com forgas cisalhantes tangenciais

Sao
t t
O-yy sz
T 2.56
fro  fro (2:56)

ol =2 N 2Vx? —a?

o = - sgn(z) (2.57)
¢ /72 — 2
;;Z =—2v |z + %sgn(m) (2.58)

O deslocamento superficial relativo para o contato normal entre cilindros ¢é util para
calcular o escorregamento parcial e pode ser deduzido dos campos de tensao utilizando a
lei de Hooke e integrando. Os resultados a seguir sao exatos se os corpos corpos forem
elasticamente similares. Eles também podem ser utilizados para corpos dissimilares,
porém serao obtidos através da solucao desacoplada para a eq. 2.19, sendo apenas

aproximadamente corretos nessas circunstancias. A componente normal do deslocamento

o(z) = —Af [(2)2 4 CO] 2| <a (2.59)
o(z) = —ip [ln X+ 2)1(2 + 01] 2| > a (2.60)

16



onde

(2.61)

por

u(z) = QAfP (m+ Cy) r<—a (2.62)

u(z) = QAWBPCQ T >a (2.63)

u(z) = 2Afp (cos1 (z) — <Z> 1- (x/a)2> + Cy lz] <a (2.64)

no qual g3 é a constante de Dundurs 2.22. As constantes Cy,C; e Cs sao arbitrarias
porém Cj e C; devem ser escolhidas de modo que os deslocamentos sejam continuos em

r = +a e tomar Cy = —7/2 garante a anti-simetria do deslocamento tangencial.

A influéncia das forcas cisalhantes pode ser encontrada se aproveitando da simetria dos

deslocamentos aparentes pelas equagoes 2.12 e 2.13 com o resultado

ur(z) = — fu,(z) (2.65)

() = fun(z) (2.66)

Entretanto, deve-se tomar cuidado pois a distribuicao das forgas sera perturbada da

forma semi-eliptica se § # 0

Em um contato entre cilindro e plano o comportamento incompleto causa um
decrescimento gradual da tensdo de contato em suas bordas. Isso torna esse tipo de

contato propenso a escorregamento

O primeiro passo para se obter uma solucao para o campo de tensoes interior ao contato
¢ resolver o préprio problema de contato, isto é, achar a magnitude e a distribuicao das
tensoes na superficie de contato. Uma grande quantidade de problemas de contato pode

ser solucionada usando duas equagoes integrais que relacionam a distribuicao de pressao,

17



p(z), ao deslocamento normal, h(x), e a tensdo cisalhante superficial, ¢(x), ao

deslocamento tangencial relativo, g(z).

as equacoes integrais para dois corpos similarmente elasticos

1oh 1 [p(¢)OC
G x ) - (2.67)
e

1 dg 1/Q(<)8C (2.68)

Adr  w
2.1.3 Carga Normal

O raio da sapata, R, e o carregamento normal por unidade de comprimento, P, serao
definidos considerando cada corpo como um semiplano elastico. Assim a solucao para a
distribuigao de pressao é Hertziana. Os resultados de Hertz(1882) preveem que devido a

forca normal elastica, uma distribuicao de pressao eliptica é desenvolvida:

7\ 2
p(x) = —poy/1— (a> : (2.69)
onde pg é o valor maximo da pressao no contato, obtida a partir da condicao de
equilibrio
2P
Po=—, (2.70)
Ta
a ¢ o tamanho da metade do comprimento da regiao do contato
APR,,
= 2.71
“ TE* ( )
onde A ¢ a complacéncia composta, e R, e E* sao definidos pelas relagoes:
1 1\¢
ho= (L4 ) 27
q Rl + RQ ( )
e
1—v? 1—-0v2
E* = L 2 2.73
() 27)

Os subscritos 1 e 2 referem-se aos corpos 1 e 2 respectivamente, E é o modulo de

elasticidade e v é o coeficiente de poisson.
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2.1.4 Carga Tangencial

A aplicacao de uma carga tangencial, (), fard surgir tensoes cisalhantes na superficie dos
corpos, como foi descrito por Cattaneo(1938) e mais tarde de forma independente por
Mindlin (1949). Devido a formacao das zonas de adesao e escorregamento causadas pela
aplicacao da carga tangencial faz sentido modelar as tensoes superficiais cisalhantes

como uma perturbagao da solucao de escorregamento total:

@) = fooy1- (2) = d @) (274)

Na zona de adesdo, pode-se obter ¢ (x) resolvendo-se a 2.68 e levando em consideracao o
fato de que ndo ha movimento relativo na direcao x entre pontos correspondentes da

regido de adesao (g(x) = 0,Vx € |z| < ¢). Portanto,

q(z) = fpo§\/1 - (i)z (2.75)

Na zona de escorregamento nao ha perturbacao completa, assim:

I

q(x)=0 Vezec<|z|<a (2.76)

O tamanho da zona de adesao, ¢, é encontrado considerando-se o equilibrio na direcao

tangencial.

Z:,/l—ﬁ) (2.77)

A figura 10 mostra a distribuicdo de pressao e das tensoes cisalhantes no contato para
uma configuracao tipica de carregamento. Pode-se notar que na regiao central ou de

adesao, as tensoes cisalhantes sdo menores devido a perturbagao na solucao.
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Figura 9 — Perfil de distribuigdo de presséo e tensdao para diversas configuragoes de Q/f P

As expressoes elaboradas até este ponto para a distribuicao da tensao cisalhante na
superficie de contato sao validas apenas quando a for¢a tangencial atinge o seu valor
maximo durante o ciclo de carregamento. Para investigar as tensoes superficiais e, por
conseguinte, a tensao e/ou deformacao em diferentes instantes do ciclo de fretting, é

imprescindivel analisar o comportamento durante o carregamento inverso.

Para qualquer ponto x dentro da zona de escorregamento, as tensoes superficiais sao

relacionadas pela lei de Amontons.

()| = —fp(z) (2.78)

Além disso, a direcao das tensoes cisalhantes é oposta ao movimento da superficie,

fornecendo:

sgn(a(a)) = ~son(59) (2.79)

onde % ¢ a taxa de deslocamento na diregao x.

Na regiao central, onde nao ocorre movimento relativo entre particulas adjacentes, as
forcas de cisalhamento na superficie devem ser inferiores ao limite maximo de atrito,

dessa forma:

lg(z)| < —fp(z) (2.80)
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A figura 10 sera utilizada para auxiliar na determinacao das tensoes superficiais
cisalhantes. Ela descreve a variacao da carga tangencial () com o tempo ¢

(Q(t) = Quazsin(wt). Durante a primeira fase de carregamento, ou seja, quando o
carregamento tangencial parte do zero e atinge seu valor maximo, ponto A da figura 10
as equagoes 2.74 a 2.76 descrevem apropriadamente a variagao de g(z) . Porém, durante
o descarregamento do ponto A para o ponto B, o descolamento relativo muda de sinal,

provocando a violagao da Eq.2.79 e a adesao em todo o contato. Continuando o

descarregamento até o ponto C, pode-se verificar um escorregamento reverso a parti dos

limites da regido de contato. Nesta nova zona de escorregamento (¢ < |z| < a), as
tensoes cisalhantes superficiais terdo mudado de fp(x)/1 — (2)? para —fp(z)\/1 — (%)2.

Assim, por analogia, é possivel concluir quem dentro das zonas de adesdo, a tensao

superficial corretiva necessaria para prever o escorregamento, sera dada por:

q (z) = QfPOim (2.81)

f RO 36 R

-Q max

Figura 10 — Gréfico do histérico da carga tangencial ao longo de um processo de fretting.

Vale notar que o fator dois, Eq. 2.81 , deve cancelar o deslocamento relativo quando as

tensoes superficiais na zona de escorregamento passam a ser calculadas por

2fp(x)y/1 — (%)% ao invés de fp(z),/1 — (£)? como ocorre durante a fase de

carregamento. As distribui¢oes das tensoes cisalhantes superficiais para cada regiao

durante a fase de descarregamento sao apresentadas na Tab. 2.1

O tamanho da nova zona de adesao em qualquer instante ¢ de carregamento é obtido da

condigao de equilibrio ( onde s; = 1 para situagao de descarregamento e carga minima e
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s1 = —1 para recarregamento de carga méaxima) o que fornece:

<t> _ J . (czmg;;l@(w) (2.82)

A figura 2.5(a) mostra a variagao ds tensoes cisalhantes superficiais para diferentes
valores de Q, correspondentes aos pontos A, C, D, E e Fdo ciclo de fretting mostrado
na figura 2.4. E importante notar que as tensdes cisalhantes superficiais para valores
extremos do carregamento tangencial ( pontos A, +Qmaz, € F, —Qmaz) s80 iguais e
opostas. Além disso, observa-se que, depois da remogao total da forga cisalhante ( ponto
D), tensoes cisalhantes superficiais ndo nulas, mas em equilibrio, persistem. Isso significa
que o atrito no contato nao é linear e as tensoes cisalhantes superficiais e
consequentemente, as tensoes e deformagoes nos corpos em contato sao dependentes da
histéria de carregamento. Portanto a aplicacao do principio de superposicao tem de ser

exercitado com cuidado em problemas de contato com atrito.

2.1.5 Campo de tens3o ciclico na regidao do contato

O campo de tensao inteiro ao contato resultante pode ser obtido pela superposicao dos
campos de tensao gerados por p(x) e ¢(x), embora a variacao originada pelos termos de
perturbacéo, ¢ e ¢, terd que ser levado em conta. E particularmente importante notar
que quatro diferentes combinacoes de superposicao serao necessarias para descrever o
campo de tensao nos estados de carregamento maximo e minimo e durante o
descarregamento e reccarregamento. Assim, o tensor tensao para este probelma de

contato sob um regime de escorregamento parcial, ¢ dado por:

Po Po Do a Po Do

(b)), D) et ()

G i) I 620 Bl i) BRI (=7 24) . fzat (%) , on(®)

Po Do Do a Po Do Do
(2.84)
durante o descarregamento e o recarregamento, onde,
1 00
og=o5(t) [0 0 0 (2.85)
000
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No instante de )42, 0 sinal do 2° termo da equagao 2.83 é positivo, enquanto o sinal do
32 termo ¢é negativo. Os sinais se invertem na ocorréncia de (. J&, durante o
descarregamento, o sinal do 2° termo da equacao 2.21 é negativo, o do 3° termo é
positivo e o do 4°termo é negativo. Da mesma forma como acontece com os sinais nos
intsntantes de carga maxima e minima, os sinais se invertem durante o carregamento.
Os sobrescrito n e t referem-se aso tensores de tensao produzidos pelos carregamentos

normal e tangencial, respectivamente.

Estes tensores podem ser avaliados usando-se a funcao potencial de Muskhelishivili, Eq
2.86 (Muskhelishivili, 1953, Hilss et al., 1993) e considerando um estado plano de
deformagao. O sistema de coordenadas é o mesmo da fig 5 sendo z = x + iy (i =

unidade imagindria) a coordenada complexa e sy = sgn(z) o sinal de x.

o(z) = —}27—3 (i+ f) (z — 59V 2?2 — a2) (2.86)

Derivando a Eq 2.86 tem-se:

’ pO . zZ
O conjugado da funcao Potencial de Muskhelishivili:

o(z) = —5—2(—2’ + f) (z — S9V 2?2 — a2> (2.88)

Por fim, a funcao conjugada do conjugado de z,

¢@y:—%y4+fmz—@¢?—aﬂ (2.89)

Assim, as Eqgs. 2.86 a 2.89 o estado de tensao pode ser calculado das Eqs 2.90 e 2.91

usando-se aritmética complexa em um c6digo computacional

O + 04y = 2 (6(2) + 8(2)) (2.90)
Oy — Oaa + 20Ty = 2((2 = 2)0 (2) — 6(2) — 8(2)) (2.91)

Vale lembrar que as componentes de tensao das Eqgs. 2.90 e 2.91 sdo a superposicao das

tensoes devido as cargas estacionarias P e Q, ou seja,
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Ope =00, + 0L, (2.92)

Oyy = Oy, + 0y, (2.93)
Tay = Ta?y + Tatzy (294)

Para separar essas componentes n e t basta resolver inicialmente as Eqs. 2.90 e 2.91
utilizando-se nas Eqs. 2.86 a 2.89 um fator de atrito hipoteticamente nulo f = 0 e somar

as Eqgs. 2.90 e 2.91, o que leva a,

((2) = oy, +ity, = (2= 2)¢ (2) + &(2) — ¢(2) (2.95)
obtendo-se

0" = Real(((2)) (2.96)

Toy = Imag(¢(2)) (2.97)

o, = 2(6(2) + (6(2))) - oy, (2.98)

Utilizando-se agora nas Eqs. 2.86 a 2.89 o fator de atrito do problema de contato f # 0,

e somando-se as Egs. 2.90 e 2.91 tem-se,

’ —

€(2) = oy + iTey = (2= 2) (2) + 82 — 9(2) (2.99)

de onde obtendo-se,

oyy = Real(((z)) (2.100)

Toy = Imag(¢(z)) (2.101)
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Oaz = 2(P(2) + (4(2))) — oyy (2.102)
E finalmente, subistituindo as Eqs. 2.100 a 2.102 e as 2.96 a 2.98 nas Eqs. 2.92 a 2.94
obtem-se as componentes devido a carga () com sobrescrito t. Nas Eqs. 2.84 e 2.83, os
termos ot[(z — €' (t))/c (t),y/c (t)] e ot[(z — €)/c,y/c] podem ser obtidos pelo mesmo

procedimento, mas efetuando-se uma mudanca de varidveis de z/a para (z — ¢ (t)/c (t)

ou (x —e)/c e de y/a para y/c (t) ou y/c, respectivamente
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3 Conclusao

Tomando-se como base a Teoria da Elasticidade, foi apresentada a solucao analitica para
o problema de contato entre duas superficies cilindricas. A formulagao analitica
apresentada contribui para o estudo da fadiga por fretting nos materiais, uma vez que
a formulagdo apresentada permite a avaliacdo de resultados obtidos experimentalmente,
bem como a validagdo de modelos numéricos utilizados para analise de contato entre

duas superficies.
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