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Resumo

Aeroelasticidade trata do estudo da interacdo entre a dindmica estrutural e as forcas
aerodinamicas que agem em um corpo, sendo crucial para a seguranca, desempenho e
eficiéncia de veiculos aeroespaciais. Alguns fendomenos aeroelasticos, se nao forem tratados
adequadamente, podem causar deformagoes estruturais que podem levar a falha estrutural
ou perda de desempenho. Nesse contexto, a importancia da consideracao de efeitos nao
lineares no estudo da aeroelasticidade tornou-se mais evidente com o avango dos sistemas
aeroespaciais, que sao cada vez mais leves e com geometrias desafiadoras. Sendo assim, esse
estudo propoe a andlise dos efeitos de nao linearidades estruturais do tipo rigidez ciibica
em um modelo aeroeldstico de asa reta retangular reta com trés modos de vibragao (flexao,
torgao e torgao de superficie de controle). O modelo foi analisado da forma classica linear
no dominio da frequéncia, utilizando a solugao por autovalores para o calculo da velocidade
critica de flutter. Utilizou-se o modelo de asa reta de Wiright e Cooper junto com o modelo
aerodinamico de faixas utilizando a simplificacgdo de Hancock. A velocidade critica foi
calculada e confrontada com os resultados de referencias bibliograficas. Passou-se entao
para a analise no dominio temporal utilizado o método de integragdao de Runge-Kutta de
42 ordem para integracao das equagoes do movimento e visualizagao das amplitudes de
oscilagao dos graus de liberdade tratados. Foi entao construido o modelo nao linear no
dominio do tempo, por meio da inser¢ao de uma nao linearidade estrutural (rigidez cibica)
na rigidez do modelo. Foram avaliadas presencas de nao linearidades nas rigidezes dos
trés graus de liberdade. Com base na andlise dos resultados, pode-se observar que com a
insercao da rigidez ciibica no modo de tor¢ao da asa, houve um aumento do amortecimento
na situacao de velocidade critica do modelo linear. Varios coeficientes de nao linearidade
foram testados, e as respostas foram comparadas com o caso linear, a fim de evidenciar a
diferenca nos valores tratados e a importancia da inclusdo de comportamento nao linear

para evidenciamento de LCOs e comportamentos criticos.

Palavras-chaves: Aeroelasticidade, flutter, nao linearidades, rigidez ctbica, LCO (Osci-

lagdo de Ciclo Limite).






Abstract

Aeroelasticity deals with the study of the interaction between structural dynamics and
aerodynamic forces acting on a body, being crucial for the safety, performance, and ef-
ficiency of aerospace vehicles. Some aeroelastic phenomena, if not adequately addressed,
can cause structural deformations that may lead to structural failure or performance loss.
In this context, the importance of considering nonlinear effects in the study of aeroelas-
ticity has become more evident with the advancement of aerospace systems, which are
increasingly lighter and have challenging geometries. Thus, this study proposes the anal-
ysis of the effects of structural nonlinearities, specifically cubic stiffness, in aeroelastic
model of a straight rectangular wing with three modes of vibration (bending, torsion, and
control surface torsion). The model was initially analyzed in the classical linear frequency
domain using the eigenvalue solution to calculate the critical flutter velocity. The straight
wing model and the aerodynamic strip model were employed, utilizing the Hancock sim-
plification. The critical velocity was calculated and compared with reference literature
results. The analysis then transitioned to the time domain using the fourth-order Range-
Kutta integration method to integrate the equations of motion and visualize the oscillation
amplitudes of the treated degrees of freedom. Subsequently, the nonlinear model was con-
structed in the time domain by introducing a structural nonlinearity (cubic stiffness) into
the model’s stiffness. Nonlinearities in the stiffness of all three degrees of freedom were

evaluated.

Based on the analysis of the results, it was observed that the insertion of cubic stiff-
ness in the wing’s torsional mode resulted in increased damping at the critical velocity
of the linear model. Various nonlinear coefficients were tested, and the responses were
compared with the linear case to highlight the differences in the treated values and the
importance of including nonlinear behavior to reveal limit cycle oscillations (LCOs) and

critical behaviors.

Key-words: Aeroelasticity, flutter, nonlinearities, cubic stiffness, LCO (Limit Cycle Os-

cillations).
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1 Introducao

1.1 Contextualizacao e Motivacao

Desde os primeiros voos controlados no século XX, os engenheiros e projetistas tém
enfrentado desafios relacionados a iteragao entre as forcas aerodinamicas e a flexibilidade
estrutural das aeronaves. Percebeu-se que a flexibilidade das asas podia causar oscila¢oes
indesejaveis, que poderiam comprometer a estabilidade e a seguranca das aeronaves. O
ramo da ciéncia aerondutica conhecido como aeroelasticidade, trata justamente das ite-
ragoes entre as forgas inerciais, eldsticas e aerodindmicas (BISPLINGHOFF; ASHLEY;
HALFMAN, 1996). E um campo de estudo relativamente recente. Foi estudado como tal
h& um pouco mais de um século, quando Roxbee Cox e Pugsley, apds seu trabalho pi-
oneiro sobre perda e reversao do controle de aileron e sobre a capacidade de rolamento

de um monoplano, iniciaram uma correlacao desses estudos com as investigagoes sobre

flutter (COLLAR, 1946).

Collar (1977) dizia que quando hd um aumento na carga aerodindmica que causa
uma deformacao na estrutura de tal forma que essa deformacgao amplifica ainda mais
a carga aerodinamica, temos um problema aeroeldstico. Os fendmenos aeroelasticos sao
comumente classificados em estaticos e dindmicos. Quando as forcas aerodinamicas e
elasticas sdo analisadas em conjunto, surgem problemas relacionados a aeroelasticidade
estatica, como a divergéncia, em que o momento de arfagem devido ao escoamento aerodi-
namico excede a rigidez torsional da asa. Um outro problema importante é a Reversao de
Controle, que ocorre quando as forcas de controle aplicadas sao anuladas ou tém um efeito
oposto ao esperado devido as deformagcoes elasticas na estrutura. Além disso, ha o pro-
blema da distribuicdo de cargas, onde a elasticidade da estrutura influencia a distribuicao

das forcas aerodinamicas.

Quando as forgas inerciais, elasticas e aerodinamicas interagem simultaneamente,
originam-se fendmenos de aeroelasticidade dindmica, como o buffeting e o flutter. O buffe-
ting é uma excitagao causada pelas esteiras de escoamento provenientes das asas, motores
e fuselagem, que geram flutuagdes aerodindmicas e causam vibragoes transientes na estru-
tura da aeronave, especialmente no estabilizador vertical. E comum em aeronaves militares
que voam em condicoes de velocidades e angulos de ataque elevados, gerando esteiras de

grande magnitude (ABZUG; LARABEE, 2017).

Para um melhor entendimento das forcas envolvidas na aeroelasticidade e seus
efeitos, utilizaremos o diagrama de Collar, ilustrado na Figura 1. Collar (1946) descreve

as forgas aerodinamicas, elasticas e inerciais como A, E e I, respectivamente. A reversao
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de controle (R) e a divergéncia (D) também estao indicados, bem como o flutter (F) e o
buffeting (B).

Figura 1 — Diagrama de Collar. Fonte: Collar (1946)

Dentre os fendomenos estudados em aeroelasticidade, destaca-se o flutter. Hodges
e Pierce (2002) definem o flutter como sendo uma instabilidade dindmica de um veiculo
aéreo associado com a interacao entre as forcas aerodindmicas, inerciais e elasticas. Se-
gundo Bisplinghoff, Ashley e Halfman (1996) o flutter é uma instabilidade dindmica de um
corpo elastico imerso em um fluxo de ar e é comumente observado em corpos submetidos

a grandes cargas aerodinamicas, como aerofdlios e asa de aeronaves.

O fenomeno de flutter é considerado o problema aeroelastico dinAmico mais im-
portante e é amplamente estudado na area de aeroelasticidade, devido seu alto potencial
catastréfico (MARTINS et al., 2022) (FUNG, 1969). O flutter é uma oscila¢ao autoexci-
tada e potencialmente prejudicial que ocorre quando as forgas aerodinamicas interagem
com a estrutura da aeronave de uma maneira instavel. Essas oscilagbes podem crescer
rapidamente e podem levar a danos ou falhas estruturais se nao forem controladas ade-
quadamente. O flutter ocorre tipicamente em velocidades proximas ou acima da chamada
velocidade critica do flutter, onde as forcas aerodinamicas e a inércia estrutural interagem
de forma acentuada (WRIGHT; COOPER, 2015).

No decorrer do século passado, houveram varios casos historicos de flutter, um feno-
meno aeroelastico preocupante que afetou aeronaves e chamou a atencao dos engenheiros
aeroespaciais. No inicio do século XX, o engenheiro Frederick Lanchester (COLLAR;
SIMPSON;, 1987b) iniciou os estudos na area da aeroelasticidade, analisando o fendmeno
do flutter que ocorria em um biplano bombardeiro Handley-Page (Figura 2). Ele procu-
rou descrever matematicamente esse fenomeno e desenvolver solugoes para minimizar os

efeitos aeroelasticos que afetavam a estrutura da aeronave. O trabalho pioneiro de Lan-
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chester (COLLAR; SIMPSON, 1987b) estabeleceu as bases para o estudo e compreensao
dos fendmenos aeroelasticos, que se tornariam fundamentais no projeto e desenvolvimento

de aeronaves seguras e eficientes.

Figura 2 — Bombardeiro Hadley-Page. Fonte The United Kingdom Government

Em seguida, tivemos o caso do F-111C (Figura 3) que foi uma ocorréncia signifi-
cativa na histéria da aviagdo. O F-111C era uma variante do avido de ataque estratégico
F-111 desenvolvido pela General Dynamics nos Estados Unidos, mas foi adquirido e utili-
zado pela Forca Aérea Australiana. Durante o desenvolvimento e a fase inicial de operacao
do F-111C na década de 1970, foram observados problemas de flutter, que é um fenémeno
aeroelastico caracterizado por oscilagoes indesejadas e autossustentadas na estrutura da
aeronave (BISPLINGHOFF; ASHLEY; HALFMAN, 1996). Para resolver esse problema,
foram necessarias modificagoes e melhorias no projeto do F-111C. Os engenheiros realiza-
ram estudos aprofundados para entender as causas do flutter e implementaram mudancas
no perfil da asa, adicionaram dispositivos de controle e ajustaram a rigidez estrutural para

minimizar os efeitos aeroeldsticos.

Para prever e evitar, ainda em fase conceitual, que fendmenos aeroelasticos ocorram
dentro do envelope de velocidades de operagao, varias pesquisas tem sido desenvolvidas
a fim de simular em ambiente computacional e experimental, modelos aeroelasticos que

envolvem controle de alguma natureza.

O controle passivo de estruturas pode ser realizado por meio de diversas aborda-
gens, como balanceamento de massa, modificacao estrutural, incorporacao de mecanismos
de dissipacao de energia e aumento da rigidez, entre outras. Essas propostas sao atrati-
vas, mas podem impactar negativamente o desempenho da aeronave, adicionando massa
a estrutura e gerando complicagdes no processo de projeto. Para suprimir ativamente o
fenomeno de flutter, é necessario o uso de sensores para detectar o movimento da superficie

de controle e atuadores para agir conforme uma lei de controle pré-definida . A colocagao
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Figura 3 — Avido F-111C. Fonte: U.S. Air Force

adequada dos sensores e atuadores representa um desafio. Além disso, os custos de ma-
nutengao, montagem e operacao sao relativamente elevados, requerendo investimento em
fontes de poténcia alternativas (MARTINS et al., 2022).

Ainda, hé de se salientar que, com o avanco tecnolégico em materiais de enge-
nharia e leis de controle, eletronica e sistemas, varios comportamentos que antes eram
previstos linearmente passaram a apresentar comportamentos nao lineares significativos.
A grande maioria da literatura sobre aeroelasticidade é dedicada a modelos lineares. O
trabalho tedrico depende fortemente de conceitos matematicos lineares, e os resultados
experimentais sao comumente interpretados assumindo que o modelo fisico se comporta
de maneira linear (DOWELL; ILGAMOV, 1988). Efeitos ndo lineares sdo frequentemente
citados como uma possivel explicacdo para qualquer diferenca entre a teoria e o expe-
rimento. Muitas vezes, esses efeitos ndo lineares sdo pequenos, dai os grandes sucessos
dos modelos lineares. No entanto, as vezes os efeitos nao lineares sdo mais importantes e,

ocasionalmente, sao cruciais.

Efeitos nao lineares na aeroelasticidade podem surgir tanto da aerodinamica do
fluxo quanto da estrutura elastica do aerofdlio. Na aerodinamica, fontes de nao linearidade
incluem a presenca de choques em regimes de fluxo transonico e supersonico, assim como os
efeitos de angulo de ataque elevado, nos quais o fluxo se separa da superficie do aerofdlio.
J& as nao linearidades estruturais sdo conhecidas por surgirem de folgas ou jogos nas
superficies de controle, atrito entre partes moveis e nao linearidades continuas na rigidez

estrutural.(SHARMA, 2005).

A aeroelasticidade nao linear é o estudo das interagoes entre as forgas inerciais,
elasticas e aerodinamicas em estruturas de engenharia que estao expostas ao fluxo de ar
e apresentam nao linearidade nao negligencidavel. A dindmica nao linear é o campo de

estudo das equagoes diferenciais ordinérias e parciais nao lineares (DIMITRIADIS, 2017).
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Ao contrario das equacgoes diferenciais lineares, as equagdes nao lineares nao possuem
solugoes analiticas gerais e, em alguns casos, varias solugoes diferentes podem coexistir
nas mesmas condi¢oes de operacao. Além disso, sistemas nao lineares podem ter muito

mais tipos de solucao do que os sistemas lineares.

O principal fenomeno da aeroelasticidade nao linear sao as Oscilagoes de Ciclo
Limite (Limit Cycle Oscillation, LCO), que sao variagbes amortecidas do flutter. Elas
também envolvem oscilagoes sustentadas da estrutura da aeronave. Embora sejam geral-
mente menos prejudiciais imediatamente, as LCOs podem causar fadiga na estrutura da
aeronave e reduzir sua vida util. Isso significa que a estrutura pode nao resistir a varia-
¢oes que normalmente seria capaz de suportar. As LCOs podem ocorrer em velocidades
abaixo da velocidade critica do flutter. Geralmente, as LCOs sao caracterizadas por osci-
lacoes periddicas com amplitudes limitadas, em contraste com o crescimento exponencial

observado no flutter.

Considerando a relevancia de investigar e compreender as implica¢oes das nao
linearidades em fen6menos aeroelasticos, este estudo se dedica a abordagem desse desafio
com o objetivo de estabelecer um modelo analitico que englobe as caracteristicas nao
lineares. Essa abordagem visa aperfeicoar a compreensao e predicao de comportamentos
complexos em sistemas aeroelasticos, os quais podem ser influenciados por fatores nao

lineares que anteriormente nao eram considerados.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é analisar o efeito de rigidez nao linear ctibica
no comportamento aeroelastico dinamico de um modelo de asa reta, com trés modos
assumidos de vibracao, flexdo, rotacao e rotacao da superficie de controle. Para tanto, sao

definidos como objetivos especificos:

1. Anélise e preparacao de um modelo linear aeroelastico de asa reta engastada com

uma superficie de controle fixada em seu bordo de fuga.

2. Implementagao do modelo linear analitico desenvolvido e obten¢ao da solucao do

problema de flutter no dominio da frequéncia, em ambiente Matlab®.

3. Implementacao do modelo linear analitico desenvolvido e obtencao da solugao do

problema de flutter no dominio do tempo, via integracao pelo método de Runge-
Kutta de 4* Ordem.

4. Analise e preparacao de um modelo nao linear com a adigao de rigidez ctubica nos

modos vibracao de flexao, rotacao e rotacao da superficie de controle.
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5. Implementacao do modelo nao linear analitico desenvolvido e obtencao da solucao

do problema de flutter no dominio do tempo, via integracao pelo método de Runge-
Kutta de 4* Ordem.

6. Comparacao dos resultados dos efeitos das nao linearidades no dominio do tempo

em termos de valores paramétricos relacionados as nao linearidades consideradas.

1.3 Metodologia

Nesse trabalho foi proposto inicialmente um modelo de asa com trés graus de liber-
dade. Para alcancar os objetivos propostos, é realizada inicialmente uma revisao bibliogra-
fica sobre os fenomenos aeroelasticos, com foco nos problemas e nos modelos relacionados
a asas com dois ou trés graus de liberdade, levando em consideracao a possibilidade de
incorporacdo de problemas nao lineares. Decidiu-se, portanto, adotar o modelo de asa
retangular bindria adotado por Wright e Cooper (2015), que consiste em uma asa retan-
gular homogénea, sem enflechamento ou afilamento, com dois graus de liberdade e uma

superficie de controle fixada em seu borda de fuga.

Em seguida, realizou-se uma fundamentagao tedrica abordando os aspectos estru-
turais e aerodindmicos para a definicdo desse modelo. No campo da aerodinamica, foram
utilizados materiais relacionados a aerodinamica nao estacionaria e a teoria das faixas,
devido as suas influéncias nos modelos de aeroelasticidade dindmica. No aspecto estrutu-
ral, decidiu-se utilizar a equacao de Lagrange para obter as equagoes do movimento para

o modelo em questao.

Posteriormente, o problema aeroelédstico foi abordado tanto no dominio do tempo
quanto no dominio da frequéncia analiticamente e através do software Matlab®. No domi-
nio da frequéncia, utilizou-se a solugao de autovalores e autovetores para obter os graficos
V-g-f (velocidade, amortecimento e frequéncia) para determinar a velocidade critica de
flutter. Em seguida, o mesmo problema foi resolvido no dominio do tempo, utilizando o
método de integracdo numérica de Runge-Kutta para obter os graficos de deformacao ao
longo do tempo. Em seguida, inspirados no exemplo fornecido por Dimitriadis (2017),
desenvolveu-se um modelo tedrico com a inclusao de rigidez nao linear ctibica nos modos
de flexao, torcao e torcao da superficie de controle. Para isso, adicionou-se uma rigidez
do tipo ctbica ao modelo aeroelastico previamente desenvolvido, apds utilizar a expansao

de espaco de estados.

Em seguida, realizamos uma anélise no dominio do tempo do novo sistema, agora
nao linear, tanto numericamente, através novamente do método de Runge-Kutta, quanto
com o auxilio da ferramenta Matlab® para a geracao de graficos de deformacao pelo
tempo. Apods a conclusdao de ambas as analises, tanto para o modelo linear quanto para

o modelo nao linear, foram feitas comparacoes entre as velocidades criticas obtidas e os
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graficos no dominio do tempo, a fim de analisar os efeitos da adi¢cao de nao linearidades

a um modelo linear.

1.4 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho é divido em seis capitulos, além dos apéndices e referéncias.
No Capitulo 1, sdo apresentados os aspectos introdutoérios do trabalho, incluindo contex-

tualizacao, motivagao, objetivos, metodologia e organizagao do trabalho.

No capitulo 2, sao feitas introdugoes sobre vibragoes de sistemas de um e dois graus
de liberdade, além da apresentacao dos conceitos principais de aerodinamica estacionaria

e nao estacionaria.

No capitulo 3, é apresentado e definido o modelo que sera utilizado nesse trabalho,
o mesmo sendo o modelo de asa retangular com dois graus de liberdade mais uma super-
ficie de controle (totalizando trés graus de liberdade). Além da solu¢ao desse modelo no

dominio do tempo e da frequéncia.

No capitulo 4, sao apresentados os modelos béasicos para a introducao das nao

linearidades no sistema. Também é definido o tipo de nao linearidade que sera aplicada.

No capitulo 5, sao apresentados os resultados no dominio do tempo e da frequén-
cia para ambos os modelos lineares e nao lineares, além da variagao de parametros e

comparagao entre os mesmos.

Por fim, o Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusoes e consideragoes finais deste
trabalho.

Nos apéndices sdo apresentados cédigos em Matlab® utilizados.
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?2 Referencial Tedrico

O objetivo deste capitulo é apresentar o embasamento tedrico que fundamentou
este trabalho. Iniciamos abordando as vibragdes de sistemas dindmicos, com énfase em
sistemas com multiplos graus de liberdade e como o acoplamento entre eles pode resultar
em fendmenos como o flutter. Em seguida, sdo discutidos os conceitos basicos relacionados
a aerodindmica nao estacionaria, como momento e sustentacao em aerofdlios que oscilam

harmonicamente, bem como os efeitos do amortecimento e rigidez aerodinamica.

2.1 Vibracoes de Sistemas Dinamicos

De acordo com Inman (2014), a vibragao é definida como o estudo do movimento
repetitivo de um objeto em relagdo a um referencial fixo ou posi¢ao nominal. No contexto
da andlise aeroelastica, o estudo das vibra¢oes de um sistema é fundamental, uma vez que

envolve a andlise da interacao entre forgas inerciais, aerodinamicas e eldsticas.

2.1.1 Vibracdes excitadas por uma forca harmdnica

Quando um sistema ¢é submetido a uma excitacdo harmonica, ele ira gerar uma
resposta também harmoénica. Considere um sistema massa-mola viscosamente amortecido,
como mostrado na Figura 4. A equacdo do movimento desse sistema pode ser expressa

pela segunda lei de Newton, conforme mostrado na Equacao 2.1:

mi + ct + kx = F(t) (2.1)

m —— F(2)

P &

}—> x(1)

Figura 4 — Sistema massa mola de um grau de liberdade. Fonte: Inman (2014)

Nessa equagao, m representa a massa do sistema, ¢ é o coeficiente de amorteci-

mento, k ¢ a rigidez da mola, @ é a aceleracao, & é a velocidade e x é o deslocamento do
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sistema. A func¢ao F(t) representa a forca de excitacao aplicada ao sistema em fungao do

tempo.

Considerando uma for¢a harmonica F'(t) = Fycoswt excitando o sistema, a equagao

do momento se torna:

mi + ct + kx = Fycoswt (2.2)

Dividindo todos os termos da equacao pela massa m, tem-se:

i+ 2Cwnd + wir = focoswt (2.3)

onde w, é a frequéncia natural e é dada por w, = /k/m e ( é fator de amortecimento
dado por ¢ = ¢/(2mw,). A Equagao 2.3 é a forma generalizada da equagao do movimento

para um sistema dindmica excitado através de uma for¢a harmonica.

2.1.2 Vibracoes de sistemas de mais de um grau de liberdade

Para obter a equagao do movimento de um sistema com n graus de liberdade, é
possivel utilizar as equacoes de Lagrange. Essas equagoes sao uma forma de expressar as
equagoes diferenciais do sistema em termos de energia e trabalho, como descrito em Rao

(2009). Utilizando a equagao de Lagrange com deslocamento em z, tem-se que:

(W)
(o)

d (0T _8£ o¢  oU
Ooxr 0 Oz

onde T ¢é a energia cinética, U é a energia potencial, £ é a funcao dissipativa, (), é a
chamada forca generalizada e W é o trabalho.

Para dois graus de liberdade, como mostrado na Figura 5 tem-se que a energia

cinética (Equacao 2.5) e potencial (Equagao 2.6) podem ser dadas por:

1 1
T= §m1:'c§ + §m2;‘n§ (2.5)
Loy, 1 2
U= *klxl -+ *kg(l’l — l’g) (26)

2 2

O amortecimento pode ser considerado como uma forca dissipativa, podendo entao

ser incluso na func¢ao dissipativa, dada pela Equacao 2.7.

I 1 .
5 = 5611’% + 502(1’2 — 513'1)2 (27)
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Figura 5 — Sistema massa mola de dois graus de liberdade. Fonte: Wright e Cooper (2015)

De acordo com Wright e Cooper (2015), o trabalho incremental pode ser obtido
quando a forga f, se move através de um deslocamento incremental dz,, como mostrado

na Equacao 2.8.

oW = f15$1 + fg(SIBQ (28)

Substituindo as Equagoes 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8 na equacao de energia de Lagrange
(Equagao 2.4) e realizando as devidas diferenciagoes, tem-se as equagoes do movimento

mostradas nas Equacoes 2.9 e 2.10.

mid + (€1 + )1 — cadia + (k1 + ko2)a1 — koo = f1(2) (2.9)

mzfig — Cgftl + CQ.I"Q — ]{?21‘1 + ]{32.1‘2 = fg(t) (210)

Colocando as equagoes do movimento na forma matricial é obtido:

m; 0 !101 n c1+c —a $:1 i Ki+Fky —ky| |ay _ Ji (2.11)
0 my T2 —Ca Ca T2 —ks ks T fa

E possivel observar na Equacio 2.11 que a matriz de massa é diagonal, mostrando

que o sistema ¢ fisicamente desacoplado enquanto os amortecimentos e a rigidez sao

acoplados. Na forma simplificada tem-se que:

Mé + Ci + Kz = f(1) (2.12)

onde M é a matriz de massa, C é a matriz de amortecimento, K é a matriz de rigidez,

x e f sdo a coluna de vetores de deslocamento e forgas, respectivamente.
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2.2 Aerodinamica

2.2.1 Aerodinamica Estacionaria

A aerodinamica estacionaria refere-se a um cenario simplificado dentro do estudo
da aerodindmica em que se considera o escoamento de ar ao redor de um aerofélio como
sendo estaciondrio, ou seja, sem variagoes significativas ao longo do tempo (GiLg¢AT,
2016). Nesse contexto, as forcas e momentos aerodindmicos sao considerados independen-

tes do tempo.

A distribuicao de pressao e o fluxo de ar ao redor de um aerofélio, assim como as
forcas geradas, sao influenciados pela altitude e pela velocidade do fluxo de ar. Quando
a densidade do fluido p é constante ao longo do escoamento, o fluido é chamado de
incompressivel. No entanto, se houver variacao na densidade, o fluido é considerado com-
pressivel. Uma propriedade importante para determinar a compressibilidade de um fluido
¢ o numero de Mach, definido como:

M=
a

(2.13)

Outra propriedade importante em um escoamento é o nimero de Reynolds, uma

variavel adimensional dada por:

_pVe
1

Re (2.14)

O nimero de Reynolds é utilizado para determinar se um escoamento viscoso sera
classificado como laminar, em que o fluxo possui variagoes suaves de velocidade préximo
a superficie do aerofélio, ou turbulento, em que o fluxo apresenta variagoes aleatérias e
irregulares préximo a superficie do aerofélio (WRIGHT; COOPER, 2015).

A pressao dinamica ¢ é dada por:

1

Goo = 5PV (2.15)

A Figura 6 representa um aerofdlio genérico com a forca de sustentacao.

Uma simplificagdo comum nesse cendario é tratar o aerofélio como um objeto esbelto
e substitui-lo por uma distribuicao continua de vértices. Isso permite uma analise tedrica
simplificada, em que a sustentagao gerada por cada elemento diferencial de corda, por
unidade de comprimento da asa, pode ser calculada de acordo com o teorema de Kutta-

Joukowsky:.

O teorema de Kutta-Joukowsky estabelece uma relacao entre a sustentacao gerada

por um aerofdlio e a circulacao de ar ao seu redor (ANDERSON, 2017). Ele afirma que a
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Eixo Elastico

cl4d c/4 ab

Figura 6 — Aerofélio com forgas de sustentagao, arrasto e momento

sustentacao é proporcional a circulacao e a velocidade do escoamento de ar. Esse teorema
¢ uma importante ferramenta para a compreensao e a analise das forgas aerodinamicas

atuantes em um aerofélio.

Embora a aerodindmica estacionaria seja uma simplificacdo, ela é 1til para fins
de andlise tedrica e estudos iniciais de projetos aerodinamicos. No entanto, em situagoes
reais, o escoamento de ar ao redor de um aerofélio pode ser complexo e variar ao longo

do tempo, exigindo modelos mais sofisticados e técnicas de andlise mais avancadas.

De acordo com o teorema de Kutta-Joukowski, tem-se:

L' = po Vool (2.16)

onde I' é a circulacdo , para mais informagoes consultar (ANDERSON, 2017), dada por:

r:—ﬁww (2.17)

2.2.2 Aerodinamica N3ao Estacionaria para um Aerofélio Oscilando Harmoni-

camente

De acordo com Bisplinghoff, Ashley e Halfman (1996) quando um aerofélio esta
em movimento translacional (plunge) e/ou rotacional (pitch) em relagao ao fluxo de ar in-
cidente, as forcas e momentos gerados por ele variam ao longo do tempo. Uma abordagem
simples para calcular essas for¢cas e momentos é assumir que, em cada instante de tempo,
o aerofdlio se comporta como se tivesse as mesmas caracteristicas de um aerofdlio esta-

tico, levando em consideracao os valores instantaneos de deslocamento e velocidade. Isso
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é conhecido como suposicao de quasi-estacionariedade, o que implica que nao ha efeitos

dependentes da frequéncia.

De acordo com Anderson (2017), um fluxo nao estacionario é definido como um
fluxo em que as variaveis de fluxo em um determinado ponto variam ao longo do tempo.
Em seu estudo, Wright e Cooper (2015) dividem a solugdo para determinar a sustentagao
e o momento em um aerofélio oscilante de forma harmoniosa em dois termos: os termos

circulatoérios e os termos nao circulatérios.

Os termos circulatorios estao relacionados as vorticidades, como descrito pela fun-
¢ao de Theodorsen (1935), e sdo responsaveis pela geragdo de momento e sustentacao. Em
contraste, os termos nao circulatérios englobam forcas de inércia "aparentes'que surgem
de razoes diferentes da vorticidade. Esses termos nao circulatorios podem incluir uma
sustentacao devido & componente de pressao, onde a diferenca de pressao entre a parte
superior e inferior do aerofdlio gera uma forca de sustentacao. Essa sustentagao é resul-
tante da diferenca de pressao estatica e nao esta diretamente relacionada a circulacao do
fluxo de ar. Além disso, os termos nao circulatérios podem envolver um arrasto devido a
componente de pressao, em que a diferenca de pressao entre a parte superior e inferior do
aerofolio resulta em uma forca de arrasto que atua como uma resisténcia ao movimento
do aerofélio através do ar.

Considerando um aerofélio bidimensional de corda ¢, com um eixo elastico locali-

zado a uma distdncia de ab = % aft (na parte posterior do aerofélio, atrds do bordo de

2
fuga), como mostrado na Figura 7, que estd sujeito a um movimento oscilatério harmo-
nico no sentido translacional , dado por z = 2pe™?, e um movimento rotacional dado por
0 = Ope™*, a solugdo fornecida por Theodorsen (1935) e Bisplinghoff, Ashley e Halfman

(1996) ¢é expressa como:

. . 1
L = 7pb?[2 + VO — bab] + 2mpVbC(k)[2 + VO + b (2 - a) 0] (2.18)

M = mpb*[baz — Vb (; - a) 0 — b (; + a2> 0] + 2mpV b (a—f— ;) Ck)z+VO+Db (; - a) 9]
(2.19)

Escrevendo as expressoes do momento e da sustentagao na forma complexa:

L = mpb*[—w?zy + iwV by + w?baby]+
i . (2:20)
. . . wt
2mpVb(F +iG)[iwzo + Vb + zwb(§ —a)byle

1 1
M = 7pb*|—w?bazy — inb(§ —a)fy + b*w? <8 + a2> 6o
' ' (2.21)
+27pV b? <a + 2> (F +iQ)[iwzo + V + iwd <2 - a) Bo]e'!
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Figura 7 — Aerofélio com movimento translacional e rotacional. Fonte Wright e Cooper
(2015)

Essas expressoes também podem ser escritas como:

L=pV2%|(L. + ikLZ)%O + (L + ik L6)Bo)e™ (2.22)
M = pV22[(M, + z'kMz)%o + (M + ik M;)0)e™! (2.23)

Comparando as Equacoes 2.20 e 2.22, as derivadas de sustentacao sao dadas como:

k’2
L.=2n <—2 - GK) (2.24)
L. =21F (2.25)
2
Lo =2 [k; +F -Gk (; - a)] (2.26)
1 1 G

E comparando 2.21 com 2.23, é possivel obter as derivadas dos momentos sendo:
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M, = 2% l—’“; _k (a + ;) G] (2.28)
M = 2r (a + ;) F (2.29)
My = 2w lk; <;+a2>+F(s+;)—kG(A+;> <;>—a] (2.30)
My =2r l—]; (;—a>+kF<a+;> <;—a)+i(a+;)] (2.31)

Assumindo um estado quasi-estacionario, onde k — 0, F' — 1 e G — 0, tem-se que:

L,=0;Ly=2rkL;=0;M,=0 (2.32)

1 1
MZ':27T<CL+2>;M9:27T<CL+2);]€M9':0 (2.33)

Esses dados desempenham um papel fundamental na obtencao das matrizes de ri-
gidez e amortecimento aerodinamicos utilizadas em sistemas aeroelasticos dindmicos. De
acordo com a pesquisa realizada por Hancock, Wright e Simpson (1985), foi constatado
que o termo nao estacionario My, responsavel pelo amortecimento aerodinamico devido
ao momento de arfagem (pitch), é o componente mais relevante nessa anélise. Eles suge-
rem uma aproximacao para esse termo, com um valor aproximado de -1,2. Levando em
consideragao a frequéncia reduzida em relagao a frequéncia natural k = “’Vb, bem como
os deslocamentos verticais e de rotacio z = ze™? e § = Hye™!, juntamente com suas
derivadas 2 = iwzoe™! e = iwbye™, ao substituir esses valores nas Equacoes 2.22 e 2.23,

tem-se:

b3 b20
L=pV? (Lzz + LZVZ + Lgbh + L9V> (2.34)

b23 b39'>

M = pV2 (Mzbz + Mév + Mpb*0 + Mév (2.35)

Reescrevendo na forma matricial:

o)1 3o

onde B e C sao as matrizes de amortecimento e rigidez aerodinamicas, respectivamente.

bL; b°L,
bZMZ: bBMe

L, 0Ly
bM, b*M,

b el el

(2.36)
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2.2.3 Teoria das faixas

No modelo da teoria das faixas, a asa é dividida em um ntmero infinito de faixas,
e assume-se que o coeficiente de sustentacao em cada faixa da asa é proporcional ao
dngulo de incidéncia (o) em uma distancia y da raiz da asa. Além disso, considera-se

que a sustentagdo em uma faixa nao tem influéncia sobre as outras faixas (WRIGHT;
COOPER, 2015).

Supondo que a sustentacdo em uma faixa ocorra no seu centro aerodinamico,

localizado a um quarto da corda, tem-se que:

1
dL = ipVQCdyala(y) (2.37)

Tem-se entao que a sustentacao total atuante em uma faixa de uma asa de semi-

envergadura s pode ser encontrada como:

s 1 s
L= / dL = §pV2ca1/ a(y)dy (2.38)
0 0

Podemos modificar a teoria das faixas para uma asa sem modificagao, enflecha-

mento ou afilamento, ficando entao:

aq = ay {1 - (?)] (2.39)

T
(g = A1COS (;:) (2.40)

2.2.4 Superficies de Controle

De acordo com Fung (1969), uma superficie de controle em uma asa é responsével
pelo controle do movimento de rolagem de uma aeronave. Quando a superficie de controle
¢ movida para baixo, a for¢a de sustentacao na parte superior da asa aumenta, gerando um
momento de rolagem. No entanto, essa deflexdao também gera um momento de arfagem
aerodinamico para baixo, resultando em uma torcao na asa que reduz esse momento

gerado.

Wright e Cooper (2015) corroboram essa afirmagao, mencionando que as superfi-
cies de controle sao primariamente utilizadas para manobras de aeronaves por meio das
mudangas na distribuicao de pressao. Considerando um aerofélio bidimensional com uma
superficie de controle (Figura 8), tem-se que § é o angulo da superficie de controle, po-
sitivo no sentido horario, ky é a rigidez da mola de torcao e k., é a rigidez da mola de
translagao.Wright e Cooper (2015) mostram que a aplicagdo de uma superficie de controle
aumenta a efetividade do camber (curvatura) do aerofélio, resultando em um aumento do

coeficiente de sustentacao.
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Figura 8 — Aerofélio com superficie de controle. Fonte: Shukla e Patil (2017)

A Equacao 2.41 indica que o aumento dos coeficientes de sustentagdo e momento

também gera um momento para baixo.

CL =ag+ a10 + ClgﬂCM = bo -+ b19 -+ bgﬂ (241)

Os coeficientes as e by sao os coeficientes de inclinagao da sustentagao da super-
ficie de controle e de inclinacao do momento de arfagem da superficie de controle, e sao
definidas por Fung (1969) e Glauert (1927) como:

ay = %[cos—lu —2B¢) + 2\/E(1 — Ec)] (2.42)

by = —1(1 - E)\/E(1 - Ec) (2.43)

™

onde Ec é a taxa da corda da superficie de controle pela corda total da asa.

2.3 Modelo Nao Linear

A adicao de nao linearidades em modelos aeroelasticos é essencial para capturar
efeitos nao lineares reais, como grandes deslocamentos, geometrias deformaveis, rigidez
variavel com a carga e comportamento nao linear do fluido ao redor da estrutura. Essas
nao linearidades podem ter um impacto significativo no comportamento dindmico da
estrutura e podem levar a fendmenos complexos e imprevisiveis. O objetivo deste capitulo
¢ modelar e investigar o impacto da adicao de uma rigidez nao linear em um sistema
aeroelastico. Faremos uma modelagem matematica para analisar como a inclusao de uma
rigidez ctbica em cada um dos modos assumidos afeta a resposta do sistema. Além disso,
introduziremos o conceito de oscilagoes de ciclo limite, que representam uma variagao

amortecida do flutter.



2.3. Modelo Nao Linear 39

2.3.1 Introducado a N3o linearidades

Nos estudos aeroelasticos iniciais, a maioria considerava o comportamento linear
das estruturas e das forcas aerodinamicas. Embora isso seja adequado para muitas apli-
cagoes, a inclusao de nao linearidades se torna crucial em certos casos, para uma analise

precisa e completa do sistema aeroelastico.

As nao linearidades, sejam elas fortes ou fracas, estdo sempre presentes nos sis-
temas de engenharia. Nos ultimos anos, tem havido uma maior tolerancia ou inclusao
intencional de quantidades crescentes de nao linearidade em muitas aplicagoes, uma vez

que os métodos de analise nao linear progrediram o suficiente para permitir o tratamento
da nao linearidade na fase de projeto (DIMITRIADIS, 2017).

A inclusao de nao linearidades nos modelos aeroelasticos é essencial para capturar
efeitos nao lineares reais, como grandes deslocamentos, geometrias deformaveis, variacao
da rigidez com a carga e comportamento nao linear do fluido ao redor da estrutura.
Essas nao linearidades podem ter um impacto significativo no comportamento dindmico

da estrutura e podem levar a fenémenos complexos e imprevisiveis.

Como o flutter é uma instabilidade, ele inicialmente cresce exponencialmente até
ser limitado pela nao linearidade na dindmica da estrutura e/ou aerodindmica, e normal-
mente resulta em uma oscilagao de ciclo limite (MEEHAN, 2022). A oscilagao de ciclo
limite é o principal fendmeno da aeroelasticidade nao linear, podendo ser considerada

como uma forma de flutter amortecido.

Modelos aeroelasticos lineares nao conseguem capturar a dindmica do sistema nas
proximidades do limite de flutter. Oscilagoes estaveis de ciclo limite tém sido observadas
em modelos de tinel de vento e em aeronaves reais em velocidades proximas ao limite de
flutter previsto. Essas oscilagoes de estado estacionario, de amplitude finita e conhecidas
como "benignas', infelizmente nao sao o tnico efeito possivel. Oscilagoes de ciclo limite
instaveis também tém sido observadas nao apenas apds, mas também antes do inicio da
velocidade prevista de flutter (SHARMA, 2005). No caso de oscilagbes de ciclo limite
instaveis, as oscilagoes crescem subitamente para amplitudes muito grandes, resultando
em flutter catastrofico e falha estrutural. E necessario um modelo aeroeldstico mais preciso

para incorporar as nao linearidades presentes no sistema e dar conta de tais fenomenos.

Para uma aeronave, as Oscilagoes de Ciclo Limite (LCOs) representam problemas
significativos por si s6. As vibragoes causadas pelas LCOs podem resultar em fadiga,
reduzindo a vida 1til da estrutura. Portanto, a previsao eficiente das LCOs é de extrema
importancia durante o projeto, especialmente para aeronaves que voam préximas aos

limites das suposicoes lineares.
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2.3.2 Inclusao de Rigidez N3o Linear

Existem varias fontes de nao linearidades, incluindo nao linearidades estruturais,
que sao causadas por rigidez nao uniforme e nao linear na estrutura; nao linearidades
aerodinamicas, que ocorrem, por exemplo, em regimes transénicos devido a presenca de
ondas de choque e nao linearidades de controle, onde a superficie de controle nao responde
conforme o esperado pelas leis de controle (WRIGHT; COOPER, 2015).

A estrutura de uma aeronave é afetada por varios tipos de nao linearidades estru-
turais, que podem ser classificadas como nao linearidades distribuidas ou concentradas,
dependendo da regiao em que atuam. As nao linearidades distribuidas surgem de defor-
magoes em toda a estrutura. Por outro lado, os fendmenos nao lineares concentrados sao
localizados e resultam de conexOes mecanicas nao ideais e deformacoes estruturais nao

elasticas (SHARMA, 2005).

De acordo com Sharma (2005), uma mola linear oferece uma resisténcia propor-
cional ao seu deslocamento linear ou angular, com a constante de proporcionalidade de-
terminada pela Lei de Hooke. Em contraste, uma mola nao linear nao se deforma de
forma proporcional ao deslocamento. Molas com rigidez crescente tornam-se mais rigidas
a medida que o deslocamento aumenta, enquanto molas com rigidez decrescente oferecem
menos resisténcia. A Figura 9 mostra o comportamento de uma mola com adi¢ao ctibica,
linhas tracejadas, e subtracao, linhas pontilhadas, de rigidez com uma mola linear, linha

continua, onde o parametro v mostra a magnitude da adi¢ao ou subtracao de rigidez.
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Figura 9 — Comportamento de uma mola linear e nao linear com adigao e subtragao de
rigidez. Fonte Sharma (2005)

O objetivo desse estudo sao as nao linearidades estruturais concentradas, especi-
ficamente as causadas pela adigdo de uma rigidez ciibica nos modos flexao (k,), rotagao

(ko) e rotacao da superficie controle (kg).

O tipo de analise que serd utilizado é conhecido como analise de bifurcagao. Esse
tipo de andlise consiste no estudo da natureza das solugdes a medida que os parametros
do sistema variam. Ela explora as mudancas qualitativas nas solug¢oes, como a vari¢ao
do deslocamento, & medida que os parametros sao modificados. A andlise de bifurcacao
¢ uma ferramenta importante para compreender a dindmica complexa dos sistemas nao
lineares e oferece informacgoes importantes sobre a estabilidade e o comportamento do

sistema em diferentes condigoes (BISPLINGHOFF; ASHLEY; HALFMAN;, 1996).

2.3.2.1 Modelo matematico n3o linear

Seguindo o modelo matematico demonstrado por Bisplinghoff, Ashley e Halfman
(1996), iremos comegar o estudo com a adigao de uma rigidez ciibica ao nosso sistema de
trés graus de liberdade. Comegaremos aplicando a nao linearidade na rigidez do modo de

flexao k., que levara a uma rigidez total de
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k.2 + kysk, 23 (2.44)

onde k.3 € o coeficiente de rigidez ctibica , que sera variado para a obtencao dos resultados,

podendo ser obtido através de experimentos praticos ou simulagoes numéricas.

De forma andloga a primeira, a proxima bifurcagao serd a adi¢ao da nao linearidade

desta vez na rigidez do grau de liberdade torsional ky. Levando a uma rigidez total de:

koO + koskot® (2.45)

onde kyz € o coeficiente de rigidez cibica aplicado em 6, que sera variado para a obtencao

dos resultados.

E por fim, uma adicao de rigidez ctibica na rigidez do grau de liberdade de rotagao

da superficie de controle, ficando com uma rigidez total de:

kB + kpsks (2.46)

onde kg3 € o coeficiente de rigidez ctbica aplicado em fS.

Para a solug@ao dos problemas nao lineares no dominio do tempo, foi-se utilizado
o mesmo método para o problema linear, o método de Runge-Kutta de quarta ordem,
abordado na secdo 4.2.2.1. Foi utilizado o software Matlab® para resolucdo desse problema
e os graficos obtidos através dessa integracao serao apresentados e analisados na secao

seguinte.

2.4 Modelo de asa reta com uma superficie de controle

O modelo utilizado para a dedugao da equacao do movimento para aeroelasticidade
dindmica para trés graus de liberdade serd o modelo apresentado por Wright e Cooper
(2015), que consiste de uma asa reta, plana e retangular (Figura 10). Para isso, sera
utilizada a equacao de energia de Lagrange mostrada na se¢ao 2.1.2 e as matrizes de rigidez
e amortecimento aerodindmicos mostrados na secao 2.2.2, com a adi¢ao da derivada de

amortecimento aerodinamico de controle M 5
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Figura 10 — Modelo binério de asa retangular com superficie de controle. Fonte: Wright e
Cooper (2015)

Ao analisar a Figura 10, pode-se observar que as distancias a serem consideradas
sao as seguintes: a distancia do bordo de ataque até a linha elastica é representada por
x¢, a distancia até o eixo aerodinamico ¢ indicada como z,. e a distancia até o inicio da
superficie de controle (linha de articulagao) é representada por xj,. Além disso, ¢ representa
a corda da asa e s representa a semi-envergadura da asa. Para definir o modelo, optou-se
por empregar uma versao simplificada do modelo aerodinamico nao estacionario, o que
nos permite a integracao no tempo. Nesse modelo, sao considerados a sustentacao e o

momento como:

1 :

L= 5pv%al (9 + V) (2.47)

M =112 |ea <0+2)+M~9C (2.48)
—2r Ty T ‘

A deflexdo translacional (z), positiva para baixo, pode ser expressa como uma
combinacao das coordenadas generalizadas q,, ¢; e 3, rotacao da superficie de controle,

da seguinte forma:

2
z = (Z) a» + <Z> (x —xf)q + [v — z4) B = doqp + drqt + P50 (2.49)

Com base nas informagoes mencionadas anteriormente e na Equacao 2.49, é pos-
sivel afirmar que o modelo abordado pode ser descrito matematicamente como uma con-
tribuicdo dos modos assumidos de flexao, ¢, torcao, ¢; e da deflexao da superficie de
controle, ¢petq.-Além disso, o deslocamento para baixo ao longo do eixo eldstico (zf) e a
torgao positiva com o bordo de ataque para cima (#) podem ser calculados por meio das

seguintes expressoes:
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2f = (Z)qu (2.50)
6= (Z) ¢ (2.51)

Para a utilizacdo da equacao de Lagrange para a determinacdo das equagoes do
movimento para trés graus de liberdade, é necessario calcular a energia cinética na asa

(a) e na superficie de controle (sc), dadas por

e 2 et (et =

2

2 .
T =" [Cints, (4) do+ @=ap) (L)t @ - o)d dody  (253)

onde m, e mg. sdo as massa por unidade de area da asa e superficie de controle, respec-

tivamente. Para a energia potencial tem-se que:

1 s 2qp 1 s Gt \ 1 9
= [ BICE g+ 5 [ Ga(%dy + Sk 2.54
> [ By + 5 [ GaEyay + Skass (2.54)

Para as matrizes aerodinamicas, utilizaremos a mesma abordagem utilizada na

secao 2.2.2 com a adicao da influéncia da rotagao da superficie de controle:

1
dL = pV2edyla, (y % zqt) + el (2.55)
Lo, Y y (ydr)
dM = 2pV c“dylb, <2V +=q | + Mge AV sel3) (2.56)
dH = 1pV202dy[c vl —|— y + M; b + csf] (2.57)
2 “\s2V gy T

Os coeficientes da asa e da superficie de controle podem ser definidos conforme de-
talhado em Glauert (1927), Fung (1969) e Scanllan e Rosenbaum (1968). Essas referéncias

fornecem informagoes mais aprofundadas sobre o assunto.
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a, = 27
b, = ea,
Tio
Cqg = ———
2
Qg 4
= — 1-2F 2WV/E(1—-FE
a . [cos™( c)+ 2/ E( )]
b, = ea,
aa]
bse = ——(1 = E)WE(1 - F)
T
Ty
Cqg = ———
2
c :_T12T10
Sc 27T
2
d=""
c

Fa=c—ux,

onde Tyg e T1o sao fungdes de Theodorsen (1935) dadas por:

Ty = V1 —d?+ cos™d (2.58)
Tio = V1 —d>(2+d) +cos *d(2d + 1) (2.59)

O trabalho incremental pode ser calculado por

SW = —/OS dezf+/Os dM(59+/Os dH 38 (2.60)

Aplicando os valores na equacao da energia de Lagrange chegamos nas equagoes
aeroelasticas para o modelo de uma asa reta retangular envolvendo a interacao entre os

modos de flexao, torcao e rotagao da superficie de controle:

Aw A Ag| | Gb — 100w 0 0 o
Aw Ay Atﬁ Go ¢ +pV _C%Sbw 7;ZSM9' 0 G
A A A 6 _0275611} O _—c3sM. 6
Bb ﬁt ﬂﬁ 6 8 6 (261)
0 Saw Fac AET ) 0
2 2 2 g3 O O
+ PV |0 —%2b, —5Eb| + 0 G & @ =10
O _%Cw _0278 C B ﬁ /B O

também podendo ser escrita na forma reduzida:

Ag+ (pVB+D)q+ (pV’C+E)g=0 (2.62)
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Sendo A a matriz de inércia, B a matriz de amortecimento aerodinamico, D a
matriz de amortecimento estrutural, C a matriz de rigidez aerodinamica e E a matriz
de rigidez estrutural. q, q e q sao os vetores de aceleracao, velocidade e deslocamento
das coordenadas generalizadas, respectivamente. A Equacao 2.61 considera uma matriz
de inércia simétrica, assumindo uma massa igual por unidade de area tanto para a asa

quanto para a superficie de controle (m, = my. = m), com

sc s {3 s c2
A — . A — |- _ 2 2 . A — A .
bo = M—; tt = M (3 Tpc” + 8yC | bt m4(2 ZEfC),

A -3 -1}
Aijg=m= (h — (x4 x| —= 4 xpan(c — a3));

Para a adi¢ao das nao linearidades, sera utilizado o modelo matematico
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3 Metodologia

Este capitulo aborda a metodologia utilizada para a condugao deste estudo, forne-
cendo uma visao geral dos procedimentos adotados para alcancar os objetivos propostos.
Para modelagem matematica, foi empregado um modelo fisico que consiste em uma asa

reta e homogénea com uma superficie de controle fixada em seu bordo de fuga.

3.1 Fluxograma

Com o intuito de ilustrar sistematicamente a metodologia aplicada neste estudo,
foi desenvolvido um fluxograma abrangente para orientar pelos passos e processos-chave.
Essa representacao visual nao apenas aprimora a clareza de nossa abordagem, mas tam-
bém fornece um recurso valioso para entender as conexoes intrincadas entre diferentes
componentes do processo de pesquisa. O fluxograma encapsula a sequéncia légica de

acoes realizadas, garantindo transparéncia e reprodutibilidade da metodologia utilizada.

Soluagédo do Solugéo do
modelo linear modelo linear no
por Runge dominio do
Kutta de tempo
quarta ordem
. Determinagao Comparagéo
Pesenvolvimento Solugdo por Geragéo do velocidade de entre os
do modelo autovalores grafico V-g-f Flutter (modelo modelos
linear Linear)
Soluacéo do Solugéo do
Adico de Modelo ndo modelo linear modelo n&o
nao linear por Runge linear no
linearidade Kutta de dominio do
quarta ordem tempo

Figura 11 — Fluxograma dos processos utilizados no estudo.

Conforme ilustrado no fluxograma acima (Figura 11), iniciamos nossa investigagao
desenvolvendo um modelo de asa reta com uma superficie de controle fixada em seu bordo
de fuga. Em seguida, determinamos a velocidade critica de flutter para o modelo linear
por meio da solucao por autovalores. Posteriormente, introduzimos a nao linearidade e
aprimoramos o modelo para torné-lo nao linear. Finalmente, resolvemos tanto o modelo
linear quanto o nao linear no dominio do tempo, utilizando o método de Runge-Kutta de

quarta ordem, e procedemos a comparacao dos resultados obtidos.
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3.2 Solucdo Linear no dominio da frequéncia

Com base nos dados baseados no modelo estrutural de Wright e Cooper (2015),
fornecidos na tabela 1, considerando amortecimento estrutural D = 0 e utilizando o
modelo descrito na secao 2.4 com a solugao de autovalores e autovetores, é possivel gerar

um grafico v-g-f (Figura 12) para o modelo utilizado, com o auxilio do software Matlab®
(conforme mencionado no Apéndice B).

O processo para gerar o grafico V-g-f utilizando o Matlab® envolve a implementacao
do modelo de trés graus de liberdade no software, a resolugdo do sistema de equagoes

diferenciais para obter os autovalores e autovetores correspondentes e, em seguida, a
plotagem dos resultados no grafico V-g-f.

Tabela 1 — Dados do modelo utilizado

Parametro Valor Parametro Valor

Semi-envergadura (s) 7.5m Distancia z; até x4, () 0.3m

Corda (c) 2m M, -1.2

Hinge Line (hline) 0.8c My 0.1

Bordo de ataque até hline (z,) 1.6m Posigao eixo aerodindmico () 0.25¢

Posicao do eixo elastico (f,) 0.4c centro de massa 0.5¢
Rigidez a flexao (EI) 2 x 10"Nm? Rigidez a Torsao (GJ) 2 x 10 Nm?
Massa por unidade de drea 200 kg/m? Densidade (p) 1.225 kg/m?
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Flutter de flegdo, torga e controle na asa - eixo elastico em 40% da corda
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Figura 12 — Gréfico v-g-f para determinacao da velocidade de flutter

Utilizando o software Matlab®, foi determinado que a velocidade de eminéncia
de flutter, para os dados propostos é Vauue, = 117.5m/s. Agora, com a velocidade de
eminéncia de flutter conhecida, é possivel verificar os graficos de amplitude no dominio

do tempo em velocidades pré, pés e préximas da velocidade de eminéncia flutter.

3.3 Solucao Linear e nao linear no Dominio do Tempo

Nesta secao, sera feita uma andlise do mesmo modelo utilizado anteriormente,
porém, em vez de utilizar a solucao de autovetores serd feita uma integracao da equacao
aeroelastica com a expansao de espago de estados no dominio do tempo. Dessa forma,

pode-se obter o grafico que representa a variagao da deformagao ao longo do tempo.

Serao abordadas as solugoes tanto do problema linear quanto do nao linear, con-
forme introduzido na secao 2.3. Posteriormente, sera feita uma comparagao dos resultados
e com uma analise do impacto da adi¢ao de uma rigidez ctibica nos trés modos. Essa inte-
gracao so ¢ possivel devido a aproximacao da aerodinamica nao estacionéaria apresentada
na secao 2.4. Sera utilizado o método de integracao de Runge-Kutta de quarta ordem,
que foi apresentado na segao 4.2.2. Essa integracao numérica permite avancar no tempo

em incrementos pequenos, calculando a resposta em cada ponto.

Inicialmente, o problema foi integrado considerado o mesmo deslocamento inicial,
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para que em seguida seja explorado variagoes desse deslocamento inicial para analisar o
efeito que essa mudanca tem na resposta temporal. Ao analisar diferentes deslocamentos
iniciais, pode-se observar como a resposta no tempo é afetada. Isso auxilia na compreensao
da influéncia dos deslocamentos iniciais no comportamento do sistema aeroeldstico e na

identificacdo de possiveis areas criticas ou comportamentos nao lineares que possam surgir.

Para obter os resultados mencionados, foi necessario utilizar a funcao ode45 no
Matlab® mencionado anteriormente. Essa funcdo é amplamente utilizada para resolver
problemas de valor inicial (PVI) de equagoes diferenciais ordinédrias (EDOs) de forma

geral.

Para comecar a abordar o problema, é necessario reduzir a ordem das equagoes
diferenciais apresentadas nas equagoes 2.61 ou 2.62. Essa reducao pode ser alcancada
através da aplicagao da técnica de expansao de espago de estados mencionada previamente.
Com isso, obtém-se a equacgao diferencial x — Qx = 0 constituida por matrizes 6 x 6. Para
a solucao do problema, foi utilizado inicialmente como condigao inicial o vetor zy =
[0.5,0,0,0,0,0], que representa um deslocamento inicial de 0,5m no modo de flexao, e um
tempo de integracao de [0,20]s. A Figura 13, mostra os deslocamentos dos trés modos pelo

tempo para o modelo linear, sem adi¢ao das nao linearidades na velocidade de flutter.
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Figura 13 — Deslocamento pelo tempo dos trés modos
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4 Resultados

4.1 Solucao no Dominio da Frequéncia

4.1.1 Solucdo por Autovalores e Autovetores

Para a solugao de autovalores, serd introduzida uma expressao trivial:

Iqg—Igq=0 (4.1)

onde I é uma matriz identidade N x N. Combinando a equacao trivial com a Equacao

2.62 utilizando a expansao de espaco de estados, obtém-se a equagao:

b el [l

Rearranjando a Equacao 4.2 e pré multiplicando pela matriz inversa abaixo (Equa-

¢ao 4.3):
I B S
(o a)) Lo o 49

pode-se obter a equacao expandida por espaco de estados:
0
q 0

A Equacao 4.4 se tornou uma equacao de primeira ordem podendo ser reescrita

0 I
—(pV2C+E) —(pVB+D)

al 0 I
d ~AY(pV:C+E) —A'(pVB +D)

como X — Qx = 0 onde a matriz Q é dada por:

(4.5)

0 I
[—A—l(ch +E) —A ' (pVB+D)

Pode-se resolver a Equacdo 4.5 assumindo que x = x¢e, tornando a equacio

X — Qx = 0 no problema classico de autovalores e autovetores:

(Q-T\)x, =0 (4.6)

De acordo com Collar e Simpson (1987a), para um sistema oscilatério, como o sis-

tema aeroelastico, os autovalores A do sistema de matriz Q ocorrem em pares conjugados
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=Gy w1 -2 j=1,2,..,N (4.7)

onde w; sao as frequéncias naturais e (; sao os fatores de amortecimento. Os autovetores

correspondentes aparecem em colunas complexas conjugadas e possuem a seguinte forma:

sz{ 9 },jzl,Q,...,N (4.8)

Ajd;

A parte superior dos autovetores mostram os modos de vibracdo em coordenadas

generalizadas. Resolvendo a Equacdo 4.4 assumindo que ¢ = ge*, tem-se:

[NA+ApV(B+D)+ (pVC+E)q, =0 (4.9)

A andlise feita por Wright e Cooper (2015) diz que se a parte complexa dos au-
tovalores se tornar positiva, entao o sistema se torna instavel. Porém, se os autovalores

forem reais, entao as raizes se tornam nao oscilatérias e ndo ocorrem em pares conjugados.

Wright e Cooper (2015) também apontam, entretanto, que na realidade, se nao
fizermos a aproximacao de M, as matrizes de rigidez e amortecimento aerodinamicos
se tornam dependentes da frequéncia reduzida k& = wb/V, o que leva ao problema de
que as matrizes B e C nao podem ser formadas a menos que a frequéncia reduzida seja
conhecida. E isso nao pode ser determinado até que a solucao dos autovalores da matriz do
sistema, Q, envolvendo tanto as matrizes B quanto C, tenha sido resolvida. Dois métodos

comumente usados para a resolucao desse problema sao os métodos 'k’ e "p-k..

4.1.2 Método k

Para a resolugao utilizando o método K, é necessario assumir um amortecimento
histerético, no qual o coeficiente de amortecimento estrutural, representado por g, é uti-
lizado para calcular a matriz B em funcao da matriz de rigidez estrutural E. Nesse caso,
a relacdo entre essas matrizes é dada por B = igE, em que ¢ é o simbolo utilizado para
denotar o coeficiente de amortecimento estrutural (WRIGHT; COOPER, 2015).

Assumindo a solugao harménica q = que™* e dividindo por w? a Equacgio 2.62 se

torna:

(b b2 1 +ig
[A—zp<k>B—p<k C— e )E]qozo (4.10)

Reescrevendo a equacao em termos da frequéncia reduzida k, ela se torna o pro-

blema de autovalor generalizado, em que:
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(F—)XE)q, =0 (4.11)
onde F =]A — ip(Z)B —p (Z) C] (4.12)
e A= 1:;9 (4.13)

1
V= s (4.14)
g=2= ;”;8)) (4.15)
V=g, (4.16)

Wright e Cooper (2015) definem que para cada frequéncia reduzida de interesse

deve-se:

1. Calcular as matrizes B e C correspondentes.

2. Resolver o problema de autovalores complexos na Equagao 4.11 para obter os auto-

valores complexos .

3. Determinar as frequéncias e coeficientes de amortecimento a partir dos autovalores

usando a Equacao 4.11.

4. Relacionar esses valores a velocidade do ar por meio da definicdo da frequéncia

reduzida k na Equacao 4.11.

Apos seguir esses procedimentos para as demais frequéncias reduzidas, os valores
das frequéncias correspondentes e dos coeficientes de amortecimento devem ser colocados
em um grafico V,, e V. Wright e Cooper (2015) levantam algumas obje¢oes ao método K,
principalmente em relagdo as aproximagoes que sao feitas. A principal objecao diz respeito
a aproximagcao utilizada para o amortecimento estrutural (D), pois em condi¢oes em que
g nao ¢é zero, as frequéncias e amortecimentos obtidos nao representam adequadamente o

comportamento real do sistema.

4.1.3 Método p-k

Para o método 'p-k’, Wright e Cooper (2015) nao utilizam uma aproximacao es-
trutural, e sim, eles utilizam um método iterativo, e sugerem que para cada velocidade

de interesse, deve-se:
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1. Fazer uma estimativa inicial para a frequéncia do modo (geralmente usando resul-
tados anteriores da velocidade do ar ou condigoes de voo sem vento) e calcular a
frequéncia reduzida correspondente para a combinacao de velocidade do ar/frequén-

cia.

2. Determinar as matrizes de rigidez e amortecimento aerodinamico B e C usando essa

frequéncia reduzida assumida.

3. Calcular as frequéncias do sistema nessa condigdo de voo usando a solugdo dos

autovalores da matriz mostrada na Equacao 4.4 para a forma de primeira ordem.

4. Escolher a solucdo de frequéncia mais proxima da estimativa inicial e repetir o

processo.

5. Continuar até que as frequéncias convirjam observando os coeficientes de amorteci-

mento.

Para a determinacao da velocidade de flutter utilizando esse método, se faz neces-
sario colocar em um grafico as frequéncias, coeficientes de amortecimento e velocidades,
cada uma correspondendo a uma frequéncia reduzida. A velocidade de flutter sera aquela
onde o amortecimento se torna zero, ou seja, onde a linha do amortecimento toca o eixo

da abscissa.

4.1.4 Diagramas V-g-f

A analise de flutter em sistemas aeroelasticos é fundamental para garantir a esta-
bilidade e seguranca das estruturas. Esse estudo pode ser realizado através de diferentes
métodos, incluindo a solugao por autovalores e autovetores, bem como os métodos k ou
p-k. Uma das principais ferramentas para a analise de flutter é a construgao dos graficos
de velocidade (v) em fungdo da frequéncia (f) e da razao de amortecimento (WRIGHT;
COOPER, 2015).

Esses graficos permitem identificar pontos criticos em que as frequéncias de ex-
citacao se aproximam das frequéncias naturais do sistema. A analise dos autovalores é
essencial para estudar a coalescéncia dessas frequéncias naturais e o comportamento das
curvas de amortecimento. Os graficos V-g-f também mostram o momento em que o amor-

tecimento se torna nulo, mostrando o momento em que se ocorre o flutter.

A interpretacao dessas representacoes graficas é crucial para avaliar as condigoes
em que o flutter pode ocorrer e estabelecer limites de seguranca para o projeto e operagao
das estruturas aeroelasticas. Através dessas analises, é possivel identificar ressonéncias e
comportamentos dindmicos que possam comprometer a integridade estrutural da aeronave
ou do sistema em estudo. A Figura 14, mostra um exemplo de um grafico V-g-f dado por

Wright e Cooper (2015) para o caso de um modelo bindrio de asa reta.
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Figura 14 — Grafico v-g-f. Fonte: Wright e Cooper (2015)

4.2 Solucao no Dominio do tempo

4.2.1 Adicao de nao linearidades

Utilizando do modelo apresentado por Dimitriadis (2017) mostrado na se¢ao 2.3.2.1
e mantendo os outros pardmetros iguais aos utilizados na secao 2.4. Ao aplicar a rigidez
cubica a equacao obtida pela expansao de espaco de estados 4.4, podendo ser escrita como

x = Qx onde Q foi obtido na segao 4.1.1 (Equagao 4.5), tem-se:

x = Qx + Lk_3k,2* (4.17)

onde Qnlz ¢é a matriz utilizada para para a adicao da nao linearidade, neste caso dada

por:
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1

—A7t 0] 0y,
L — ) 35 (4.18)

0346
onde a matriz A é a matriz de massa definida na secao 2.4.

Pode-se observar através da Equacao 4.18 que a adicdo de uma rigidez ctibica

interfere nos trés gruas de liberdade, mostrando um acoplamento do sistema.

De forma analoga a nao linearidade anterior, tem-se:

% = Qx + Mkgskot® (4.19)
onde a matriz Qnlé é dada por
0
—A71 1] 0,
M = 50 (4.20)
0
0326

De forma analoga as anteriores tem-se:

x = Qx + Nkgsks° (4.21)
onde Qnlg é dado por
0
A" 0] 03,
N = 5o (4.22)
1
0526

4.2.2 Meétodo de Runge Kutta

O método de Runge-Kutta consiste em obter uma solu¢ao aproximada da EDO
em pontos discretos ao longo de um intervalo de interesse. Ao contrario do método de
Euler, que utiliza apenas uma tnica estimativa da derivada, o método de Runge-Kutta
utiliza uma combinag¢ao ponderada de varias estimativas da derivada em diferentes pontos
do intervalo (ISERLES, 2009).

A ideia central do método de Runge-Kutta é dividir o intervalo em varios subinter-

valos menores e calcular uma média ponderada das derivadas em cada subintervalo. Essas
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derivadas ponderadas sao entao usadas para atualizar a estimativa da solucao em cada
ponto discreto. A precisao do método pode ser ajustada variando o nimero de pontos e o
tamanho dos subintervalos (KIM, 2023).

A férmula geral pode ser descrita como:

Yir1 = Yi + (@i, yi, h)h (4.23)

onde ¢(z;,y;, h) é chamado de fungdo incremento, podendo ser escrita como:

QZS = alkl + a2k2 —+ ...+ ankn (424)

onde a,, sao constantes e k,, podem ser descritos como:

ki = f(i, ;) (4.25)
ke = f(x; + pih, yi + qukih) (4.26)
ks = f(xi + p2h, yi + qoikih + qazkoh) (4.27)
kn = f(xi +po-1h, i + quo12koh + .. + quo1n-1knh) (4.28)

onde p e ¢ sao constantes.

4.2.2.1 Runge-Kutta de quarta ordem

O método de Runge-Kutta de quarta ordem, utilizado nesse estudo devido ao seu
erro reduzido em relagao as outras ordens, utiliza a mesma légica das ordens anteriores.

A forma mais comum (KIM, 2023) é dada pela Equagao 4.29 abaixo:

Yir1 = Yi + é(kl + 2ky + 2k3 + k4)h| (4.29)
onde
ki = f(zi,v:) (4.30)
ke = f(x; + ;h,yi + ;klh) (4.31)
ks = (o + ;h, vi + ;th) (4.32)
ky = f(z; + h,y; + ksh) (4.33)

Para a utilizacao do método de Runge-Kutta de quarta ordem no Matlab®, utiliza-

se a funcdo odedb que pode ser formulado da seguinte maneira:
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dx
pri f(t,xz) onde x(ty) = xo (4.34)
onde t é a varidvel independente, x é um vetor de variaveis dependentes a serem encontradas

e f(t,z) é uma funcdo de t e x.

4.2.3 Soluc3do para a rigidez ciibica no modo de torcdo

Nessa secdo serd observado observado como a introducdo e variacdo do coeficiente da
nao linearidade kg3 no modo de torcdo influencia a velocidade de flutter e os deslocamentos
do sistema pelo tempo. Comecando com um valor arbitrario de kg3 = 0.001, serd feita uma
varredura de velocidades que se iniciard em uma velocidade antes da de flutter (105m/s) e
terminara depois da mesma (120m/s), para se determinar em que momento as amplitudes
maximas comecam a crescem exponencialmente, indicando o flutter ou uma possivel LCO
para o modelo n3o linear. Apds a geracao de diferentes graficos de maxima amplitude para
diferentes intervalos de velocidades, obteve-se a Figura 15 que mostra o grafico das amplitudes

pelas velocidades para o intervalo de V = 119 m/s e 119.5 m/s, mostrando uma possivel LCO.
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Velocidade (m/s)

Figura 15 — Amplitudes maximas para variacao de velocidade com ky3 = 0.001

Ao adotar kg3 = 0.001, nota-se que o modelo n3o linear inicia o flutter apés o modelo
linear, no intervalo de velocidade entre V. = 119 m/s e 119.5 m/s. A Figura 16 exibe as

deformacdes ao longo do tempo nos modos do modelo n3o linear para a velocidade de V' =
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119.45m/s, indicando uma possivel oscilacdo de ciclo limite (LCO), devido ao fato dela no

crescer exponencialmente.

Outra maneira de comparar os dois modelos é por meio dos graficos de velocidade em
relacdo a deformacdo, especialmente no modo de torcao para esse caso especifico, conforme
representado na Figura 17, onde a cor azul representa o modelo linear e a cor vermelha
representa o nao linear. Para a relacdo entre velocidade e deformacdo nos outros modos,

consulte o Apéndice A.
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Figura 16 — Deslocamentos no tempo para V. = 119.5 m/s
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Figura 17 — Velocidade pelo deslocamento para V = 119.5 m/s

Pode-se observar da Figura 15 que enquanto o modelo linear entra em flutter na
velocidade de V' = 117.5m/s o modelo n3o linear é impedido de faze-lo, pois é necessério
uma maior velocidade para que ele possa entrar em flutter, como é mostrado na Figura 16.

Aumentando o valor dessa nao linearidade para ky3 = 0.002, obtém-se a Figura 18.
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Figura 18 — Amplitudes méximas para variacao de velocidade com kg3 = 0.002

E possivel observar através do gréfico apresentado na Figura 18 que ao aumentar a
n3o linearidade, as amplitudes maximas crescem para o infinito a uma velocidade ainda acima
do modelo linear, na faixa de V' = 118.85m/s. A Figura 19 mostra a deformac&o pelo tempo
do modelo n3o linear para essa velocidade supracitada, enquanto a Figura 20 mostra o grafico

da velocidade pela deformacdo no modo de torcao.
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Ao comparar os graficos ndo lineares com os lineares (Figura 20), é possivel observar
uma simetria presente e um comportamento previsivel nos graficos do modelo linear. Isso
ocorre devido a relacdo linear entre a velocidade e a deformacao. No entanto, com a inclusao
da rigidez cubica, essa relacdo se torna ndo linear. Isso significa que a mudanca na velocidade
ja ndo é mais proporcional a mudanca na deformacao, mas sim depende da forma nao linear
da rigidez (DIMITRIADIS, 2017).

Ainda, comparado ao comportamento linear, onde as linhas estdao mais préximas,
a inclusdo da rigidez cibica introduz uma mudanca lenta na velocidade e na deformacao,
refletindo-se em um maior espacamento entre as linhas do gréfico, até o momento em que o
modelo n3o linear entra em flutter, onde as linhas se tornam mais préxima, mostrando uma
aumento mais acelerado na proporc3o velocidade pela deformacdo Dimitriadis (2017). Para
os graficos nos outros modos, consultar A. Em seguida, o valor da rigidez cubica foi definido

como kg3 = 0.003, gerando o grafico mostrado na Figura 21.
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Figura 21 — Amplitudes maximas para variagao de velocidade com kg3 = 0.003

Por meio da Figura 21, é perceptivel que as amplitudes maximas agora tendem ao
infinito em velocidades abaixo de 116 m/s, mostrando que a velocidade de flutter para o
modelo ndo linear atinge agora é entre uma faixa de V = 113 m/s e V = 116 m/s. Apds uma
simulacao para as velocidades nessa faixa, obtém-se a Figura 22 que ilustra o momento em
que o sistema entra em flutter a uma velocidade de V = 115.5 m/s, e compara os gréficos

de deslocamento ao longo do tempo para ambos os modelos. E evidente que o modelo linear
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exibe amortecimento com o passar do tempo, ao passo que o modelo n3do linear indica uma

oscilacdo de ciclo limite.
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Figura 22 — Deslocamentos no tempo para V = 115.5 m/s

Da mesma forma que anteriormente, foram realizados testes com mais dois valores de
nao linearidades, kg3 = 0.0001, kg3 = 0.004, kg3 = 0.005. Os resultados obtidos para todas as
variacoes do coeficiente de n3do linearidade, juntamente com suas correspondentes velocidades
de flutter, foram compilados na tabela a seguir (Tabela 4.2.5). Os graficos da amplitude pela
velocidade e da deformacdo pelo tempo dos outros valores de coeficiente de rigidez cubica

podem ser encontrados no apéndice A.

Tabela 2 — Coeficientes de nao linearidade e velocidades de flutter no modo de torgao

Na Tabela 2, é evidente a variacdo irregular e desproporcional da velocidade de flut-

ter em relacdo ao coeficiente de rigidez cibico. Ao empregar um valor de rigidez cibico de

Kys | Velocidade(flutter) (m/s)
0.0001 118
0.001 119.5
0.002 118.9
0.003 115.5
0.004 111
0.005 106.4
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kg3 = 0.0001, observa-se uma tendéncia a aproximacao do comportamento ao modelo linear,
conforme demonstrado por Dimitriadis (2017). Entretanto, ao aumentar essa n&o linearidade
para kg3 = 0.002, ocorreu um aumento na velocidade de flutter, seguido por uma diminuicdo

a medida que a rigidez cibica foi aumentada.

A amplificacdo das oscilacGes e o surgimento de comportamentos n3o lineares apds
aumentar a rigidez cibica ocorrem devido a natureza n3o linear da relacao entre a forca aplicada
e o deslocamento resultante (SHARMA, 2005). Quando a rigidez clbica é aumentada, a
influéncia dos termos nao lineares na equacao do movimento aumentam significativamente. Isso
significa que o comportamento da estrutura se torna mais sensivel as mudancas de amplitude

e as oscilacbes podem se tornar mais pronunciadas.

4.2.4 Solucdo para a rigidez cibica no modo de torcdo da Superficie de

controle

Para iniciar a abordagem da inclusao da nao linearidade no modo de torcao da superficie
de controle, sera apresentado inicialmente um grafico de amplitudes em funcao da velocidade
(Figura 23) e da deformacdo ao longo do tempo para a velocidade de flutter (Figura 24)
do modelo linear, utilizando o método de autovalores apresentado na secao 4.1 utilizando as
mesmas condicoes iniciais e intervalo de tempo de integracao. Esses graficos visam destacar a

intensidade do modo de torcao da superficie de controle em comparacao com outros modos.
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Figura 23 — Amplitudes méaximas para variacao de velocidade do modelo linear



66 Capitulo 4. Resultados

TR M WMM

P [T
—-—————

Deslocamento

Figura 24 — Deslocamentos no tempo para V = 117.5 m/s

Pode-se ser observado nas Figuras 23 e 24 que o modo de rotacdo da superficie de
controle é o mais afetado durante o flutter. Isso pode ocorrer devido a liberdade de rotacdo
da superficie de controle, a n3o ser que haja um bloqueio desse movimento (ELLER, 2007).
No contexto de um modelo cibico, a folga (freeplay) pode ser considerada uma forma de n3o
linearidade clbica, pois a resisténcia ao movimento aumenta de maneira n3o linear a medida
que a deflexdo ultrapassa certos limites, mostrando a importancia do estudo da adicdo de um

modelo de rigidez clbica para outros modos além do de torcao.

Seguindo uma abordagem analoga a consideracdo do modo de torcdo, utilizando as
mesmas condicdes inciais, o mesmo intervalo de tempo de integracdo, porém, mudando o
intervalo da varredura de velocidades, devido ao fato que o modelo nao linear entra em flutter
em velocidades abaixo das obtidas para o modo anterior, utilizando entdo um intervalo de
V = 75m/s até V = 118m/s. serad feita a variacdo do coeficiente de rigidez cibico da
superficie de controle (kg3) para examinar o impacto dessa variacdo na velocidade de flutter
e nas deformacdes associadas a todos os modos de vibracao assumidos, comecando com o
valor de Kg3z = 0.0005. A Figura 25 abaixo, mostra as amplitudes maximas com a variacao

da velocidade para esse coeficiente.
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Figura 25 — Amplitudes maximas para variacao de velocidade para kgz = 0.0005
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Analisando o gréfico, é evidente que a velocidade de flutter ocorre em aproximadamente

V' = 106m/s. Com base nisso, foram geradas as Figuras 26 e 27, nas quais é possivel identificar

uma potencial LCO.
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Devido a alta reatividade do modo de torcdo da superficie de controle, serdo utilizadas

variagdes menores do coeficiente de rigidez clbico kg3, passando agora para kg3 = 0.001. A
Figura 28 mostra as amplitudes pelas velocidades para esse coeficiente.
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Figura 28 — Amplitudes maximas para variacao de velocidade para kgs = 0.001

Conforme ilustrado na Figura 28, nota-se que a velocidade de flutter para este modelo

reduziu de 106m/s para kgs—o.o005 para aproximadamente 82m/s para kgz = 0.001. Essa

alteracdo pode ser atribuida a menor rigidez do modo de torcdo da superficie de controle

em comparacdo com os outros modos, tornando-o mais suscetivel as influéncias das nao

linearidades. As Figuras 29 e 32 apresentam a variacdao do deslocamento ao longo do tempo

e a entre os dois modelos, respectivamente.
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De forma andloga ao feito no modo de torcao, foi gerado uma tabela mostrando a

variacdo da velocidade de flutter com o aumento da nao linearidade do tipo clbica.

Tabela 3 — Coeficientes de nao linearidade e velocidades de flutter no modo de torgao da

Deslocamento

superficie de controle

Kpgs | Velocidade(flutter) (m/s)
0.0001 119.4
0.0003 117.9
0.0005 106
0.0007 94
0.001 82

E interessante ressaltar que para o coeficiente kg3 = 0.0007, foi identificado uma
posicio LCO, como mostrado nas Figuras 31 e 32. E possivel observar que n3o é possivel

observar uma LCO para todos os valores testados.
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Figura 31 — Deslocamentos no tempo para V = 94 m/s
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Figura 32 — Comparagao entre modelos para V = 94 m/s

Observa-se claramente que o modo de flexdo é mais impactado do que os outros modos,

o que se deve a sua maior rigidez, frequéncia natural superior e, consequentemente, maior

amplitude. Essa caracteristica evidencia o acoplamento entre os modos, conforme descrito por

Wright e Cooper (2015). O acoplamento entre os modos indica que as alteracdes em um

modo especifico podem influenciar e serem influenciadas pelos outros modos, resultando em

comportamentos vibratérios inter-relacionados e complexos. Para valores de n3o linearidades

acima de kg3 = 0.001, a velocidade de flutter se torna negativa, ou seja, ndo possui um

significado fisico real.

4.2.5 Solucdo para a rigidez cibica no modo de flexao

De maneira analoga aos modos anteriores, agora a nao linearidade sera incorporada

ao modo de flexdo. Mantendo as mesmas condicGes iniciais, intervalo de tempo de integracao

e faixa de velocidades utilizadas para o modo de torcao, comecaremos com um valor de

k.3 = 0.001. Com isso, obtivemos o grafico representado na Figura 33.
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Figura 33 — Amplitudes maximas para variacao de velocidade para kgs = 0.001

Com base na Figura 33, identifica-se que o sistema entra em flutter entre as velocidades
de V = 111 m/s e 114 m/s. Apdés uma simulagdo para as velocidades dentro dessa faixa a
velocidade de flutter para o modelo n3o linear ocorre aproximadamente em V = 113m/s,
como mostrado nas Figuras 34 e 35, que representam o grafico da variacdo do deslocamento

nos modos do modelo ndo linear e uma comparacao entre os dois modelos, respectivamente.
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As Figuras 34 e 35 indicam que a introducdo da nao linearidade ao modo de flexdo
resultou em uma alteracdao na frequéncia natural desse modo, culminando em um aumento
na amplitude. Devido ao acoplamento entre os trés modos, a inclusdao da nao linearidade no
modo de flexdo também contribuiu para a introducdo de nao linearidades na rigidez dos outros
modos. De forma anéloga ao feito no modo de torcao, foi gerado uma tabela mostrando a

variacdo da velocidade de flutter com o aumento da n3o linearidade do tipo cubica.

Tabela 4 — Coeficientes de nao linearidade e velocidades de flutter no modo de flexao

K.3 | Velocidade(flutter) (m/s) no modo de flexao
0.001 113

0.002 110

0.003 107.5

0.004 111

0.005 106.5

Observa-se que, assim como no modo de torc3o, ao aumentar a n3o linearidade, ocorre
uma diminuicdo na velocidade critica de flutter. Isso destaca mais uma vez a importancia do
estudo detalhado e da necessidade de atribuir valores fisicos precisos a essas ndo linearidades
consideradas. O entendimento desses efeitos n3o lineares é crucial para a predicao precisa do
comportamento aeroeldstico e para garantir a seguranca e estabilidade estrutural em condicoes

operacionais.

4.2.6 Alteracdo das condicoes iniciais

Este capitulo se dedica a investigacdo dos efeitos da variacdo das condicdes iniciais
no modo de torcao do modelo ndo linear. O objetivo central é examinar como diferentes
configuracdes iniciais impactam a velocidade de flutter, enquanto a n3o linearidade é mantida
fixa em um valor constante de ky3 = 0.001. A escolha de manter a n3o linearidade constante
proporciona uma abordagem focada na variacao especifica das condicoes iniciais, isolando esse
aspecto para uma compreensdo mais aprofundada dos fendmenos aeroelasticos. Sera alterado
apenas o deslocamento inicial em z, com um valor inicial de z = [0.1m,0,0,0,0,0] e em
seguida de z = [1m, 0,0, 0,0, 0]. N3o foi possivel identificar varicdes na velocidade de flutter
com as variacdes no deslocamento inicial para o modelo abordado, como mostrado nas Figuras
36 e 37.
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E evidente que a tinica modificac3o observada reside na amplitude do sistema em ques-
t3o. A fim de alcancar resultados mais precisos e aprofundados, torna-se imperativo conduzir
experimentos praticos efetivos ou recorrer a simulacGes numéricas. Essas abordagens s3o cru-
ciais para a obtencdo de valores fisicos reais, proporcionando uma base sélida para a anélise e

compreensdo mais aprofundada do comportamento do sistema em estudo.
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5 Conclusao

Neste trabalho, foi proposta uma andlise de estabilidade aeroelastica de um sistema
com a inclusdo de nao linearidades estruturais nas rigidezas dos diferentes graus de liberdade.
O modelo adotado consiste em trés modos assumidos, um de flexdo e um de torcdo para a
asa e um para a torcdo da superficie de controle. A n3o linearidade foi introduzida por meio

de uma rigidez clbica.

No aspecto aerodindmico, foi utilizado o modelo proposto por Hancock, Wright e
Simpson (1985), que considera a tridimensionalidade do escoamento usando a teoria das faixas.
O modelo aeroelastico adotado consiste em uma asa reta de modos assumidos, conforme
proposto por Wright e Cooper (2015). A equacdo aeroelastica para o sistema foi deduzida e

utilizada como base para as analises realizadas.

Para determinar a velocidade critica de flutter no dominio da frequéncia, utilizou-se
a solucdo por autovalores e autovetores da equacdo aeroeldstica expandida em espaco de

estados, utilizando o software Matlab®. .

No dominio do tempo, utilizou-se o0 método de integracao de Runge-Kutta para obter

os graficos de deformacao e velocidade ao longo do tempo.

A inclusdo das n3o linearidades estruturais foi feita com base nos modelos propostos
por Dimitriadis (2017). Essa ndo linearidade foi adicionada a matriz aeroelastica expandida
em espaco de estados para a geracao dos graficos comparativos entre os modelos lineares e

nao lineares usando o Matlab®.

Foram produzidos graficos V-g-f para determinar a velocidade de flutter no modelo
linear. Posteriormente, essas velocidades foram empregadas na criacdo de graficos de desloca-
mento ao longo do tempo correspondentes a velocidade critica. Em seguida, realizou-se uma
varredura de velocidades, resultando em um grafico que exibe as amplitudes maximas dos
modos assumidos em relacdo as diferentes velocidades. Em seguida, foi possivel se fazer uma
simulacao para as velocidades obtidas através desse método, possibilitando a identificacdo das

velocidades criticas de flutter para o modelo n3o linear.

Na comparacdo entre os dois modelos apds essas analises, notou-se que a inclusdo da
n3o linearidade afeta de maneira distinta cada modo. No modo de torcao assumido, verificou-
se que os valores iniciais da rigidez ndo linear elevaram a velocidade critica de flutter para
o modelo nao linear em comparacdao com o linear. Entretanto, ao aumentar o valor dessa
rigidez cubbica a partir de certo ponto, observou-se uma reducdo na velocidade critica. Foram
identificadas drbitas de ciclo limite (LCOs) para os coeficientes de n3o linearidade kg3 = 0.001

e kg3 = 0.003 no modo de torcdo. No modo de flexao, o procedimento foi repetido sob as
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mesmas condicdes iniciais. Nesse modo, também se constatou uma diminuicdo da velocidade

critica de flutter com o aumento do coeficiente de rigidez cubica k3.

Ao analisar o modo de torcdo da superficie de controle, observou-se um impacto mais
expressivo na velocidade critica em comparacao com o modo de torcdo, resultando em uma
redugdo de V' = 119m/s para V = 83m/s para o mesmo coeficiente de k3 = 0.001. Em
seguida, esse coeficiente foi variado de forma sutil, destacando como o modo de torcdo da
superficie de controle é mais sensivel a pequenas variacoes. Ao aumentar ainda mais o valor
da ndo linearidade para esse modo, ndo foram possiveis obter resultados significativos. Tabelas
foram elaboradas para facilitar comparacdes entre coeficientes de rigidez clbica e velocidades

criticas.

Adicionalmente, as condicdes iniciais foram variadas para avaliar sua influéncia na
velocidade critica, ndo sendo possivel observar variacoes na velocidade, apenas uma variacao

da amplitude maxima.

Este estudo abordou a estabilidade aeroelastica com inclusdo de ndo linearidades es-
truturais. Foram analisados trés modos de vibracao, um de flexdo, torcao e torcdo da superficie
de controle, com uma rigidez nao linear introduzida por rigidez cibica. Utilizou-se o modelo
aerodinamico de Hancock e o modelo aeroelastico proposto por Wright e Cooper. A analise da
velocidade critica de flutter foi conduzida no dominio da frequéncia e do tempo, evidenciando
o impacto diferenciado das n3o linearidades em cada modo. Destacou-se a sensibilidade do
modo de torcdo da superficie de controle a pequenas variacoes. Tabelas foram fornecidas para
comparacdo entre os coeficientes de rigidez clbica e as velocidades criticas. Adicionalmente,

variaces nas condicoes iniciais foram examinadas, com efeitos limitados na velocidade critica.

Para trabalhos futuros, é necessario aplicar o modelo desenvolvido em uma asa reta
real, podendo adicionar um enflechamento, afilamento e possivelmente um winglet na ponta
da asa, fazendo assim um modelo semelhante aos utilizados nas aeronaves atuais. Também se
faz necessério a aplicacao de diferentes métodos para determinar valores fisicos reais para os
coeficientes de ndo linearidade, seja através de experimentos praticos, como tineis de vento,
ou simulacoes numéricas. Apds a determinacao de valores reais para as nao linearidades, pode-
se também ser feita uma variacdo simultanea desses coeficientes, adicionando-as a diferentes

modos simultaneamente.
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APENDICE A - Graficos

Nao linearidade no modo de torcao

Graficos da velocidade pelo deslocamento para V' = 119.5m/s
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Figura 38 — Velocidade pelo deslocamento em z para V. = 119.5 m/s
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Gréficos da velocidade pelo deslocamento para V' = 118.8m/s
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Figura 40 — Velocidade pelo deslocamento em z para V = 118.8 m/s
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Graficos da velocidade pelo deslocamento para V' = 115.5m/s:
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APENDICE B - Cédigos Matlab®

%Codigo base para analise do tempo e da frequencia

function [Mat L ,Mat NL, A, B, C, D, E, xf, ¢, xh, rho, fa,

fcont] = base(ka3,V)

s = 7.5;
c = 2;
hline = 80;
chord
xh = hline / 100 * c;
leading edge
fa = 40;
chord
xf = fa / 100 * c;
le
xac = 0.25 *x c;
xe = xf - xac;
ac
e = xe / c;

per chord

% Mas
m = 4

mmain

s data
00;

surface

mcont

surface

% Sti
EI
GJ =
kbeta
kh
ka

ffness data
Lde+7;

8e+6;

= le+4;

4 x EI / s73;
GJ / s;

T

h

b

h

T

b

o
h

T

o
b

T

b
T
T
b

semi span

chord

hinge line as percentage of
distance of hinge line aft of
elastic axis as percentage of

position of elastic axis aft of

distance of ac aft of 1le

distance of elastic axis aft of

eccentricity of fa aft of ac

mass per unit area

mass per unit area of main

mass per unit area of control

flexural rigidity
torsional rigidity
control stiffness per unit span

bending spring stiffness
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n = 3;

% Inertia matrix
A = zeros(n, n);

% Main surface

Amain = zeros(n, n);

Amain(1,1) = xh *x s / b5;

Amain(1,2) = (xh”™2 / 2 - xh * xf) *x s / 4;

Amain(2,1) = Amain(1,2);

Amain(2,2) = (xh™3 / 3 - xh~"2 * xf + xf"2 * xh) * s / 3;
% Control surface

Acont = zeros(n, n);

Acont(1,1) = (¢ - xh) * s / 5;

Acont(1,2) = ((¢c”2 - xh"2) / 2 - xf * (¢ - xh)) *x s / 4;
Acont(1,3) = ((c™2 - xh~"2) / 2 - xh * (c - xh)) *x s / 3;
Acont (2,2) = ((c”3 - xh~3) / 3 - xf * (c”2 - xh~72) + xf~2 *x (

c - xh)) *x s / 3;
Acont (2,3) = ((¢c™3 - xh"3) / 3 - xf * (¢c”™2 - xh~"2) / 2 - xh *
(c™2 - xh"2) / 2 + xf * xh * (¢ - xh)) *x s / 2;
Acont (3,3) = ((c”3 - xh~"3) / 3 - xh (c™2 - xh~2) + xh~2 *x (

c - xh)) * s;

*

Acont (2,1) = Acont(1,2);
Acont (3,1) = Acont(1,3);
Acont (3,2) = Acont(2,3);
A = mmain * Amain + mcont * Acont;

% Structural damping matrix is zero

D = zeros(n, n);

%Structural stiffness matrix

E = zeros(n, n);
E(1,1) = kh;

E(2,2) = ka;

E(3,3) = kbeta * s;

[evects, evalsl] = eig(A \ E) ;
sqrt (diag(evalsl)) /(2 * pi);

sfreqgs

[sfreqs, sort_f] = sort(sfreqgs);
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freqs = sfreqs'

% Transformation of normal modes to tip displacements
Ttip = [172 -1 x xf O;

172 1 * (xh - xf) O0;

172 1 * (¢ - xf) (c - xh)]1;

Tvects = Ttip * evects;
Tvects = Tvects(:, sort_f');
max_Tvect = max(abs(Tvects));

for jj = 1:n
Tvects(l:n, jj) = Tvects(l:n, jj) / max_Tvect(jj);
end

Tvects

% Plot mode shapes at wing tip
zline = [0 O 0];

zvals = [0 xh/c 1];

figure (1)

subplot (311)

plot (zvals,Tvects(:,1),'0-")

title(['Primeiro modo de vibracao em z ', num2str(sfreqs (1)
,3),' Hz']l,'FontSize', 12)

hold on

plot (zvals,zline,'--b"')

subplot (312)
plot (zvals,Tvects(:,2),'0-")

hold on

plot (zvals,zline,'--b"')

title(['Segundo modo de Vibracao em \theta ', num2str(sfreqgs
(2),3),' Hz']l,'FontSize', 12)

subplot (313)
plot(zvals,Tvects(:,3),'0-")

hold on

plot (zvals,zline,'--b"')

title(['Terceiro modo de vibracao em \beta ',num2str(sfregs
(3),3)," Hz']l,'FontSize', 12)

% Bending / torsion / control alone natural frequencies
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fbend = 1/2/pi * sqrt(E(1,1)/A(1,1));

ftors = 1/2/pi * sqrt(E(2,2)/A(2,2));

fcont = 1/2/pi * sqrt(E(3,3)/A(3,3));

chat = 2 * (xh / ¢c) - 1;

T4 = - acos(chat) + chat * sqrt(l - chat = 2);

T10 = sqrt(1 - chat 2) + acos(chat);

T11 = acos(chat) * (1 - 2 * chat) + sqrt(l - chat = 2) x (2 -
chat) ;

T12 = sqrt(1 - chat =~ 2) * (2 + chat) - acos(chat) * (2 x

chat + 1);

% Aerodynamic coefficients

aw
ac
bw

bc

Cw

ccC

Mtdot
Mbdot

2 x pi;

aw * T10 / pi;

e * aw;

rotation

e x aw *x T10 / pi;

rotation

- T12 /

2,

- T12 *x T10 / 2 / pi;

rotation

-1.2;
-0.1;

damping term

rho

T

= 1.225;

Aerodynamic matrices

zeros (n,

zeros (n,

n);

n);

b
b

aero

aero

B(1,1) = aw * ¢ * s / 10;

h
b
b

b
h

b
b

h

lift per incidence

1lift per control rotation
pitching moment per control
pitching moment per control
hinge moment per incidence

hinge moment per control

unsteady torsional damping term

unsteady control rotation

air density

damping - based on rho*Vx*B

stiffness - based on rho*xV~"2x(C
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B(1,2) = 0;

B(1,3) = 0;

B(2,1) = - bw * ¢c”™2 *x s / 8;
B(2,2) = - Mtdot * c¢c”3 *x s / 24;
B(2,3) = 0;

B(3,1) = - cw *x ¢c”2 *x s / 6;
B(3,2) = 0;

B(3,3) = - Mbdot * c”3 *x s / 8;
c(1,1) = 0;

C(1,2) = aw * ¢ *x s / 8;

C(1,3) = ac * ¢ * s / 6;

c(2,1) = 0;
C(2,2) = - bw *x c”2 *x s / 6;
C(2,3) = - bc *x ¢c”2 x s / 4;
c(3,1) = 0;
C(3,2) = - cw *x ¢c”2 *x s / 4;
C(3,3) = - cc * ¢c72 x s / 2;

%% Base para o dominio do tempo

Mat _L=[zeros(n,n),eye(n,n); -A\(rho*VxV*C+E),
1;

Mat NL=[-ka3*E(3,3)*inv(A)*[0; O ;1], zeros(3,

1;

end

%Dados para o modelo linear na frequencia

function [ka3, V, n] = freq_dados_L
ka3 = 0; % rigidez cubica

V = 0;
n =3

I

-A\(rho*xV*B+D)

5); zeros(3,6)

hFuncao para resolucao da solucao por autovalores

function [delta,V, v, vel, evalr, evali, v_all, f, vend, d]
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freq_eig L;

[ka3, V, n] = freq_dados_L;
[Mat _L,Mat NL, A, B, C, D, E, xf, ¢, xh, rhol = base(ka3,V);

vstart = 1; % velocity range
vinc = 1;
vend = 300;

delta = xh/c;

%» Natural frequencies and mode shapes of the wind off system
[evects, evalsl] = eig(A \ E) ;

sfreqs = sqrt(diag(evalsl))/(2 * pi);

[sfreqs, sort_f] = sort(sfreqgs);

freqs = sfreqs'

% Transformation of normal modes to tip displacements
Ttip = [172 -1 x xf O;

172 1 *x (xh - xf) 0;

172 1 *x (¢ - xf) (¢ - xh)];

Tvects = Ttip * evects;
Tvects = Tvects(:, sort_f');
max_Tvect = max(abs(Tvects));

for jj = 1:n
Tvects(l:n, jj) = Tvects(l:n, jj) / max_Tvect(jj);
end

Tvects
% Set up for flutter solution

f = []; d = []; evalr = []1; evali = []; ev = [];

icount = 0;

% Loop round for flutter solution at each velocity
%» Determine first order eval solution evals = eig(A\(

rthoxv™2*xC + E));

for v = vstart : wvinc : vend
icount = icount + 1;

vel (icount) = v;
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QL = [zeros(n,n),eye(n,n); -A\(rho*vxv*C+E), -A\(rho*v*B+
D)1;
evals = eig(QL);

er = real(evals);
ei = imag(evals);
for ii =1 : 2 *x n

wrad (ii, 1) abs(evals (ii));

zeta(ii,1) -real(evals(ii)) / wrad(ii);
whz (ii,1) = wrad(ii) / (2 * pi);

end

% [ei, eisort] = sort(ei); % sort evalues in order
of imaginary part of evalue
% [er, ersort] = sort(er); % real part of evals for

plotting

[whz, wsort] sort (whz) ; %» sort frequencies in order
f = [f whz]; 4 = [d zeta(wsort) * 100];

evalr = [evalr er(wsort)]; evali = [evali ei(wsort)];
ev = [ev evals(wsort)];

end

% Determine the flutter and divergence velocity based upon
real evalue behaviour picking out crossings

% Depending upon imag evalue determine whether flutter or

divergence
vs = sum(cumsum((real(ev) > 0), 2) == 1);
nvels = vs(sum(cumsum((real(ev) > 0), 2) == 1) > 0); %
number of roots that change at each stability bound
verit = vel(sum(cumsum((real(ev) > 0), 2) == 1) > 0); /A

velocities at stability bounds

icount 0;

1:max(size(nvels))

for ii
for jj = 1:nvels(ii)

icount = icount + 1;
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v_all(icount) = vecrit(ii); h crit velocity vector

with extra (same) value for flutter root

end
end
ecrit = ev(cumsum((real(ev) > 0), 2) == 1);
for ii = 1:max(size(ecrit))
if imag(ecrit(ii)) == 0 % check for flutter or
divergence
[num2str(v_all(ii)) ' m/s = divergence'l]
else
fflut = abs(ecrit(ii)) /(2 * pi);
[num2str(v_all(ii)) ' m/s = flutter " num2str(
fflut) ' Hz'l]
end
end

Solu¢do no dominio do tempo:

%“Dados modelo linear
function [ka3 ,V]= tempo_dados_L;

ka3 =0; %Rigidez Cubica

V=118; Y%Velocidade a ser analisada

%Dados modelo nao linear
function [ka3 ,V]= tempo_dados_NL;

ka3 = 0.0038; %Rigidez cubica

V=118; %Velocidade a ser analisada

shFuncao para integracao da matriz linear

function dxdt = tempo_SysEDO_L(t,x)

[ka3 ,V ]= tempo_dados_L;

[Mat L ,Mat NL] = base(ka3,V);

Mat3 = Mat_Lx*[x(1); x(2); x(3); x(4); x(8); x(6)1;
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dx1dt = Mat3(1,:);
dx2dt = Mat3(2,:);
dx3dt = Mat3(3,:);
dx4dt = Mat3(4,:);
dx5dt = Mat3(5,:);
dx6dt = Mat3(6,:);
dxdt = [dx1dt; dx2dt; dx3dt; dx4dt; dx5dt; dx6dt];

end

%Funcao para integracao da matriz linear somando a nao

linearidade

function dxdt = tempo_SysEDO_NL(t,x)

[ka3 ,V ]= tempo_dados_NL;

[Mat L ,Mat _NL] = base(ka3,V);

Mat3 = Mat L*[x(1); x(2); x(3); x(4); x(5); x(6)]+ Mat NLx*[x
(1); x(2); x(3).73; x(4); x(5); x(6)];

dxldt = Mat3(1,:);
dx2dt = Mat3(2,:);
dx3dt = Mat3(3,:);
dx4dt = Mat3(4,:);
dx5dt = Mat3(5,:);
dx6dt = Mat3(6,:);
dxdt = [dx1dt; dx2dt; dx3dt; dx4dt; dx5dt; dx6dt];

end

%»Codigo da integracao no dominio do tempo de ambos os modelo
e hgeracao de

hgr fiicos

clc;

S
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clear all;

close all;

%hold on

[tn,xn] = ode45(@tempo_SysEDO_NL,[0,15],[0.01 0 O O O 0]"');

[t,x] = ode4b5(Q@tempo_SysEDO_L,[0,15],[0.01 0 O O O 0]"');

% [tnl,xn1] = ode45(@tempo_SysEDO_NL,[0,15],[0.02 0 0 0 O
01');

h

% [t1,x1] = ode45(@tempo_SysEDO_L,[0,15],[0.02 0 0 0 O 0]"');

h = 118;
figure (1)
subplot (3,1,1)
plot (t,x(:,1), tn,xn(:,1),t1,x1(:,1), tnl,xnl1(:,1))
grid on
xlabel ('Tempo(s) ', 'FontSize',14)
ylabel('z[m] "', 'FontSize' ,16)
legend({'Linear','N o Linear'},'FontSize',611)
title(['Gr fico de deslocamento de z pelo tempo para a
velocidade ',num2str(h),' m/s'],'FontSize' ,612)
subplot (3,1,2)
plot (t,x(:,2), tn,xn(:,2),t1,x1(:,2), tnl,xnl1(:,2))
grid on
xlabel ('Tempo(s) ', 'FontSize' ,14)
ylabel ('\thetal[rad] ', 'FontSize',16)
legend({'Linear',' N o Linear'},'FontSize',6b11)
title(['Gr fico de deslocamento de \theta pelo tempo para a
velocidade ' ,num2str(h),' m/s'],'FontSize',b12)
subplot (3,1,3)
plot (t,x(:,3), tn,xn(:,3),t1,x1(:,3), tnl,xnl1(:,3))
grid on
xlabel ('Tempo(s)','FontSize' ,14)
ylabel ('\betal[rad] ', 'FontSize',16)
legend ({'Linear',' N o Linear'},'FontSize',611)
title(['Gr fico de deslocamento de \beta pelo tempo para a
velocidade ',num2str(h),' m/s'], 'FontSize',12)



figure (3)
subplot (3,1,1)
plot (t,x(:,4), tn,xn(:,4))
grid on
xlabel ('Tempo(s)','FontSize', 14)
ylabel ('Velocidade (z)','FontSize' ,12)
legend({'Linear','N o Linear'},'FontSize',611)
title(['Gr fico da velocidade de z pelo tempo para a
velocidade ', num2str(h),' m/s'], 'FontSize',612)
subplot (3,1,2)
plot (t,x(:,5), tn,xn(:,5))
grid on
xlabel ('Tempo(s)','FontSize' ,14)
ylabel ('Velocidade (\theta)','FontSize' ,12)
legend ({'Linear',' N o Linear'},'FontSize',11)
title(['Gr fico da velocidade de \theta pelo tempo para a
velocidade ', num2str(h),' m/s'], 'FontSize',12)
subplot (3,1,3)
plot (t,x(:,6), tn,xn(:,6))
grid on
xlabel ('Tempo(s) ', 'FontSize',14)
ylabel ('Velocidade (\beta)','FontSize',11)
legend({'Linear','N o Linear'},'FontSize',611)
title(['Gr fico da velocidade de \beta pelo tempo para a
velocidade ', num2str(h),' m/s'], 'FontSize',10)

figure (4)

subplot (121)

plot(x(:,1),x(:,4),'b")

ylabel('z (m/s)','FontSize' ,b14)

xlabel('z (m)', 'FontSize',14)

title(['Plot da velocidade pela deformacao em z linear V= ',
num2str(h),' m/s'], 'FontSize',10)

grid on

subplot (122)

plot(xn(:,1),xn(:,4),'r")

ylabel('z (m/s)','FontSize' ,614)
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xlabel('z (m)','FontSize',b14)
title(['Plot da velocidade pela deformacao em z n o linear V
= ', num2str(h),' m/s'], 'FontSize',10)

grid on

figure (5)
subplot (121)
plot(x(:,2),x(:,5),'b")
ylabel ('$\dot{\thetal}t$ (rad/s)', 'FontSize',14, 'Interpreter',
'Latex ')
xlabel ('\theta (m)','FontSize',b14)
title(['Plot da velocidade pela deformacao em \theta linear
para V= ', num2str(h),' m/s'], 'FontSize',10)
grid on
subplot (122)
plot(xn(:,2),xn(:,5),'r")
ylabel ('$\dot{\theta}$ (rad/s)', 'FontSize',14, 'Interpreter',
'Latex ')
xlabel ('\theta (m)','FontSize',14)
title(['Plot da velocidade pela deformacao em \theta n o
linear para V= ', num2str(h),' m/s'], 'FontSize',b10)

grid on

figure (6)

subplot (121)

plot(x(:,3),x(:,6))

ylabel ('$\dot{\beta}$ (rad/s)', 'FontSize',14, 'Interpreter',
'Latex ')

xlabel ('\beta (rad)','FontSize',b14)

title(['Plot da velocidade pela deformacao em \beta linear V=

", num2str(h),' m/s'], 'FontSize',10)

grid on

subplot (122)

plot(xn(:,3),xn(:,6),'r")

ylabel ('$\dot{\beta}$ (rad/s)', 'FontSize',14, 'Interpreter',
'Latex ')

xlabel ('\beta (rad)','FontSize',hb14)

title(['Plot da velocidade pela deformacao em \beta n o
linear V= ', num2str(h),' m/s'], 'FontSize' ,10)



101

grid on



