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Resumo

Os modelos de regressao linear sao vastamente utilizados para modelagem de dados reais
em diversas areas do conhecimento. A inferéncia para os parametros destes modelos é
baseada no classico método de minimos quadrados. Entretanto, este método é conhecido
por sua sensibilidade a observagoes discrepantes, o que pode conduzir a conclusoes equi-
vocadas sobre as caracteristicas de interesse. Nessa perspectiva, os métodos de estimagao
robustos surgem como alternativa para lidar com esses dados atipicos, atribuindo um
peso menor para esses pontos no procedimento de estimacgao. Portanto, neste trabalho,
realizamos uma revisao sobre regressao linear e sobre o método inferencial de minimos
quadrados. Para realizar inferéncia robusta, realizamos um estudo introdutoério sobre a
classe de M-estimadores e como esta pode ser aplicada sob o contexto de regressao linear.
Por fim, para ilustrar a aplicabilidade dos métodos de estimacao estudados apresentamos

duas aplicagoes a dados reais.

Palavras-chaves: Regressao linear, Minimos quadrados, M-estimadores, Robustez.
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1 Introducao

A regressao linear é uma abordagem vastamente utilizada para auxiliar no enten-
dimento de como as variaveis se relacionam em diversos contextos. Por exemplo, pode-se
querer entender como as variaveis idade e escolaridade de individuos de uma populacao
afetam a respectiva renda mensal média. No caso mais simples, ha interesse no compor-
tamento médio de uma variavel y, chamada de resposta, em funcao de uma tnica variavel

x, explicativa, usualmente denominada de covariavel.

Para uso desta técnica estatistica é necessario estimar os coeficientes da regressao
que sao parametros desconhecidos. Considerando uma amostra da populacao, utiliza-se o
método de minimos quadrados (LSM, Least Squares Method). Esse método baseia-se na
minimizagao da soma de quadrados dos desvios da regressao (DRAPER; SMITH, 1998;
WEISBERG, 2005). O estimador de minimos quadrados (LSE, Least Squares Estimator)
possui 6timas propriedades, como nao-viciosidade, consisténcia e normalidade sob dados
comportados. Entretanto, caso a amostra contenha observacoes atipicas, isto é, dados
com comportamento distinto da maioria, o LSE possui viés e pode conduzir a conclusoes
erroneas sobre as relagoes reais existentes entre as varidveis em estudo. Ademais, estima-

dores com esse comportamento sao chamados de estimadores sensiveis ou nao robustos.

Sob essa perspectiva, na literatura, existem diversas propostas para lidar com
observagoes discrepantes sob o contexto de regressao linear. Uma solucao natural é uti-
lizar um método de estimacao robusto ao invés de minimos quadrados. Em outras pala-
vras, mantém-se a abordagem simples, que é a regressao linear para estudar o fenomeno
aleatorio de interesse, no entanto, troca-se o procedimento inferencial para atribuir valores
aos coeficientes da regressao. Nesse sentido, diversos estimadores robustos foram propos-
tos sob o contexto de regressao linear, entre os mais utilizados estao os M-estimadores
(HUBER, 1973; HUBER, 1981), S-estimadores (ROUSSEEUW; YOHAI, 1984), e MM-
estimadores (YOHAI, 1987).

Para ilustrar a ideia de estimacao robusta, considere um conjunto de dados discu-
tido previamente em Maronna et al. (2019, p. 87). A Figura 1 é referente aos dados sobre
o numero de choques que ratos levaram em um experimento no decorrer de tentativas de
atravessar uma caixa, tentativas essas que tiveram o tempo cronometrado. No grafico de
dispersao da Figura 1 tem-se o nimero de choques e o tempo médio de cada rato para
atravessar, juntamente com a reta de regressao linear ajustada pelo LSM (referenciado
como “LS”) e por um método de estimagao robusto (referenciado como “Robust”). Como
observado por Maronna et al. (2019), nota-se que existem trés observagoes atipicas que in-
fluenciam consideravelmente o ajuste da reta de regressao via o LSM. A reta “LS” possui
uma inclinagao que nao conduz um bom ajuste aos dados, enquanto que, a reta “Robust”

apresenta um melhor ajuste a maior parte dos dados.
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Figura 1: Gréfico de dispersdo do tempo médio para travessia versus nimero de choques levados pelo
rato juntamente com retas de regressao ajustadas via LSM e robusto.
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O método de estimagao robusto mais conhecido e amplamente utilizado em mo-
delos de regressao gerais é o de M-estimagao proposto inicialmente por Huber (1964).
Este autor propos um novo método de estimacao baseado na minimizacao de uma ge-
neralizagao do logaritmo da fungao de verossimilhanga para modelos de localizacao. Os
M-estimadores, além de serem robustos a observacgoes atipicas, possuem étimas proprie-

dades, como consisténcia e normalidade assintotica.

Diante do exposto, o presente Relatorio Final, que estd organizado em quatro
capitulos, tem por objetivo principal apresentar um estudo sobre alguns estimadores ro-
bustos sob modelos de regressao linear, bem como observar as vantagens do uso desses
tipos de estimadores em comparacao ao LSE, que nao é robusto. No Capitulo 2 é apre-
sentada uma fundamentacao tedrica sobre o modelo de regressao linear e os métodos de
estimacao dos parametros que serao utilizados. Na Secao 2.1 é feita uma revisao sobre
modelos de regressao linear e na Secao 2.2 uma revisao do método de minimos quadrados.
Por conseguinte, na Secao 2.3, sao definidos os métodos de estimacao robustos que serao
utilizados, na qual serd introduzida a classe dos M-estimadores sob modelos de localizacao
(Subsecao 2.3.1), sob modelos de escala (Subsegao 2.3.2), sob modelos de localizagao e
escala (Subsecao 2.3.3), e uma generalizagao sob modelos paramétricos gerais (Subsecao
2.3.4). Além disso, serd definido o conceito de funcdo de influéncia (Subsecao 2.3.5) que é
uma medida importante utilizada para classificacao de estimadores robustos. Para finali-
zar a fundamentacao tedrica deste trabalho, na Secao 2.4, os estimadores robustos serao
apresentados sob o contexto de regressao linear. No Capitulo 3, o LSE é comparado com
dois estimadores robustos sob regressao linear por meio de duas aplicagoes a dados reais.

Por fim, no Capitulo 4 sao apresentadas as consideragoes finais deste trabalho.
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2 Fundamentacao Tedrica

Para uma melhor compreensao do que foi estudado ao longo do desenvolvimento
deste trabalho, a seguir sera feita uma revisao sobre alguns pontos importantes que devem
ser entendidos previamente. Dessa forma, busca-se apresentar o processo de modelagem
usual em regressao linear, a fim de definir o modelo de regressao linear multiplo e os

diferentes métodos de estimagao, classico e robusto, para os parametros de interesse.

2.1 Modelo de regressao linear miltiplo

2.1.1 Definicao

Como apontado na introducao desse relatério, a regressao linear é utilizada para
compreender a relagao entre varidveis e, principalmente, a forma com que uma ou mais
variaveis explicativas x1, s, ..., ) influenciam na média da varidvel resposta y. Dessa ma-
neira, um modelo de regressao linear trata-se de uma representacao matematica que des-
creve a relagao estatistica entre duas ou mais variaveis, na qual supoe-se uma distribuicao
de probabilidade gaussiana para a resposta y dados os valores fixados para xy, xs, ..., Tg
(MICHAEL et al., 2004), entre outras suposigoes adotadas que serdo abordadas mais

adiante.

O modelo que descreve o comportamento da variavel resposta y é composto por
duas partes. A primeira parte é deterministica, na qual encontram-se os parametros desco-
nhecidos e as variaveis explicativas que contém informagoes relacionadas com o fenomeno
estudado. Enquanto a segunda parte é aleatéria, composta por um erro aleatério que
contém os fatores desconhecidos que afetam a resposta y, e que se supoe que obedeca a

alguma distribuicao de probabilidades.

Como o modelo de regressao linear simples é um caso particular do modelo de
regressao linear multiplo, definiremos o modelo partindo deste segundo. Assim, o modelo

de regressao linear multiplo amostral segue o seguinte formato:
Y = 50 + /61in + 525Ei2 +---+ /Bk’xlk? + & ; 1€ {1a 27 s n}v (211)
em que
e y; ¢ uma variavel aleatoria observavel conhecida como resposta ou dependente;

® I;1,Ti,..., T Sa0 os valores fixados das k varidveis nao aleatérias para a i-ésima
observagao, chamadas de explicativas ou independentes, em que se k = 1, tem-se

um modelo de regressao linear simples, e se k > 2, entao, o modelo é multiplo;
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e (31,0, ...,0r sao os k parametros desconhecidos, chamados de coeficientes da re-
gressao linear para cada uma das k variaveis explicativas, e §y é o parametro cha-

mado de intercepto da reta de regressao;

e ¢; é uma variavel aleatéria nao observavel denominada como erro da regressao.

Os modelos de regressao podem ser classificados como simples, contendo apenas
uma variavel explicativa, ou como multiplos, considerando mais de uma variavel expli-
cativa. Além disso, podem ser lineares nos parametros ou nao-lineares nos parametros.
Com isso, por exemplo, se um modelo ¢ definido como vy; = By + /Bix; + &5, ele é nao é

linear, entretanto, um modelo indicado como y; = By + 127 + &; ¢ linear.

2.1.2 Notagao matricial do modelo

A forma matricial do modelo facilita algumas manipulagoes matematicas, como,
por exemplo, a estimacao dos parametros via o método de minimos quadrados. Sendo

assim, tem-se, em termos matriciais:
Y =X(+e¢, (2.1.2)
em que

e Y é um vetor nao aleatorio n-dimensional, no qual tem-se as n variaveis respostas;

e X é uma matriz ndo aleatéria com n linhas e (k+ 1) colunas, em que a primeira co-
luna é toda composta por 1’s, pois esta associada ao termo constante [y, e as demais

colunas contém os n valores fixados para cada uma das k variaveis explicativas;

e 3 é um vetor (k+ 1)-dimensional que contém os (k + 1) coeficientes desconhecidos
da regressao, no qual o primeiro é o intercepto e os demais sao os coeficientes das

variaveis explicativas;

e ¢ é um vetor aleatério n-dimensional de erros da regressao.

Dessa forma, os elementos matriciais descritos acima sao representados por

U1 I 211 712 713 -+ Tk Bo €1
Yo 1 @91 ®o2 @a3 -+ Tog B E2
Y=|ys |, X=1|1 31 w32 33 -+ a3, |, B=| P2 |,e=] €3

Yn 1 Tpl Tn2 Tn3z - Tnpk Bk En
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2.1.3 Suposicoes adotadas para o modelo de regressao linear

Para que o processo inferencial dos parametros desconhecidos 3 seja possivel, a

partir de estimadores com 6timas propriedades, sera necessario fazer algumas suposigoes:

Sy.

Ss.

Sy.

Ss.

Se.

A relagao entre as covariaveis x1, xs, . .., T} € a variavel dependente y deve ser linear,
ou seja, a relagao entre ambas pode ser descrita corretamente por uma equacao linear

nos parametros, logo, o modelo deve ser linear e estar corretamente especificado;

. A média dos erros aleatorios é igual a zero, ou seja, E(g;) =0, Vi€ {1,2,....,n} ou

E(e) = 0. Ademais, devido a essa suposigao, vale que

E(Y)=E(XB+¢)=EXpP)+E() =Xp+0=X5.

Portanto, ao analisar o comportamento da variavel Y, implicitamente, modela-

se a média da variavel resposta;

Os erros aleatérios associados as observacoes diferentes nao podem ser correlacio-

nados entre si, ou seja, Cov(e;, €;) = E(eg;e;) — E(e;)E(g;) =0, Vi # j;

A variancia dos erros aleatérios deve ser constante (a mesma) para todos os erros,
ou seja, Var(e;) = E(e?) — [E(g;)]? = 0%, Vi € {1,2,...,n}. Dessa forma, supoe-se

que o modelo é homoscedastico. Matricialmente, a matriz de covariancias de Y é

obtida de
Var(Y) = Var(X 8 + ¢) = Var(e) = 0?1,

em que [, é a matriz identidade de ordem n, ou seja, é uma matriz com a

diagonal principal composta por uns e os demais valores iguais a zero;

A matrix X deve ser de posto completo, ou seja, as colunas de X devem ser linear-
mente independentes. Para tanto, basta ter que r(X) = k+ 1, em que 7(X) denota

o posto da matrix X;

Os erros da regressao, considerados independentes e identicamente distribuidos(i.i.d.),
devem seguir uma distribuicao normal, logo, ¢; N (0,6%). Ou ainda, ma-
tricialmente, para uma distribuicao normal multivariada de dimensao n, tem-se
e " N,(0,0%1,), sendo I,, uma matriz identidade de dimensao n x n. Com isso,
partindo de que Y ~ N, (X3,0%1I,), obtém-se y; ~ N(u;,0?), Vi € {1,2,...,n},
ou seja, apesar de também ter distribuicao normal, as variaveis y; tém suas médias
variando de acordo com as observacoes. Ainda, sob normalidade e Sz, tem-se inde-
pendéncia entre y1, s, . .., y,. Vale salientar que esta iltima suposi¢ao sobre os erros

e é adicional, nao sendo necessariamente obrigatoria para estimar pontualmente f3.
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2.2 Meétodo de estimagao por minimos quadrados

“Many methods have been suggested for obtaining estimates of parameters in a
model. The method discussed here is called ordinary least squares, or ols, in which pa-

rameter estimates are chosen to minimize a quantity called the residual sum of squares.”

(WEISBERG, 2005, p. 21).

O LSM é uma das técnicas mais utilizadas para ajustar modelos de regressao
linear. Diante disso, como evidenciado na citagao acima de Weisberg (2005, p. 21), o ob-
jetivo desse método é encontrar os valores dos parametros que conjuntamente minimizam
a soma dos quadrados dos desvios, os quais sao as diferengas entre os valores observados
de y; e os valores esperados pelo modelo de regressao linear. Com isso, o modelo que

melhor se ajustara aos dados serd o que apresentar os menores desvios possiveis.
. . T . .
Nesse sentido, o LSM consiste em obter o valor de 8 = (8y 51 -+ k)’ que mini-
miza a soma

n

S(B) = 253 = Z (yi — E(y:))*,

=1

em que E(y;) = Bo + Sixi1 + - - - + Braix, com S(B) denotando a soma dos quadrados dos
desvios. E notério que S(B) nao depende da variancia o2, logo, o estimador para ¢ nao

serda obtido de forma direta por meio deste método.

Reescrevendo S(f) sob notagao matricial, tem-se

SB)=ce=(Y XA (Y -XB)=Y"Y -2Y"XB+8"X"XB.

Para encontrar o candidato a minimo global da funcao S(3), considere

0

- T T
55 S = —2XTY +2X7X5.

Igualando a expressao anterior da derivada ao vetor de zeros para encontrar o candidato

a ponto de minimo global, B , € isolando-se B, tem-se que
X'Xp=X"y = j=X"X)'XY. (2.2.1)

Este resultado ¢ valido devido a suposicao S5, que garante posto completo da matrix X, e
portanto, garante que (X ' X)~! sempre exista desde que (X ' X) = r(X) = k+1 (X" X)

¢ de posto completo.
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Diante do exposto, a expressao (2.2.1) define B\ como estimador de (8 via o LSM.
Além disso, garante-se que B é de fato um ponto de minimo global pois tem-se que
02[S(B)]/0BIBT = 2X T X que é uma matriz positiva pois 7(X) = r(X ' X), e isto impli-
card que X "X é positiva definida. Logo, B ¢ o valor de  que minimiza S(f), e este é
denominado por estimador de minimos quadrados para #. Com isso, pode-se encontrar
o valor 3 substituindo X e Y definidos em (2.1.2). A férmula que resume os resultados
para os parametros estimados pelo LSM, no caso em que se tem apenas [y e 31, ou seja,

sob regressao linear simples, é

~ YTy —nTY
61 - n 2 =2
D1 L — NT

€ 60:y_ﬁlfa

em que Bo e 3\1 sao o intercepto e o coeficiente angular, respectivamente, da reta de
regressao ajustada (CHARNET et al., 1999).

Das suposicoes de S a Sg, segue que B possui as seguintes propriedades (CHAR-
NET et al., 1999):

P,. B é linear em Y, pois 8 = AY com A = (X' X)'X";
Ps. B é um estimador nao viciado para [, tendo em vista que
EB) =E[(XTX)'XTY] = (X X)) 'XTE(Y) = (X"X)"'X X8 = [,.8 =5

Ps3. Dentre todos os estimadores lineares e nao viciados, B é o estimador de [ que possui
a menor variancia, pelo o Teorema de Gauss-Markov, e essa variancia é expressa
por

Var(5) = Var [(XTX) ' X TY]
— (XTX)'XT Var(y) [(XTx)'xT]"
= (X"X)7'XT 0%, X(XTX)™!
= (X X))

P,. Sob a suposicao g, segue que 3 ~ Ni1(3,0%(X T X)), em que Ny 1(u, ¥) denota
a distribuigdo normal (k 4 1)-variada de média p e matriz de covariancias . Neste
caso, B é o estimador ndo viciado de varidncia uniformemente minima (ENVVUM)
de 5;

Ps. @A’] ~ N(B;, 0% agt1)+1) ), €m que agj+1y(j+1) € 0 (j+1)-ésimo elemento da diagonal

principal da matriz (X" X)™!, para j =0,1,2,...,k;

Ps. Cov(By, Bi) = 02 agriu+ny, em que 7,0 = 0,1,2,...,k, e ag1)a41) € o elemento
(j+1,1+1) da matriz (X' X)~'. Além disso, segue da propriedade P, que 3, e f3;

sao independentes se a(j1)i4+1) = 0.
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P;. O estimador B obtido pelo LSM coincide com o estimador B vz obtido pelo método de

méxima verossimilhanca (esse método serd discutido na Subsegao 2.3). Entretanto,

2 2

a variancia o2 estimada pelo LSM denotada por % nao coincide com 73,; obtido

pelo método da maxima verossimilhanca. Na verdade, tem-se que

~2 n 52
= ——F-0umL
n—kFk—1

em que

~

(Y =XB)T(Y - XP)

JML: .
n

Além da validacao das suposigoes necessarias para o modelo ajustado, é possivel
avaliar se os coeficientes de regressao sao diferentes de zero. Para tal, sao feitos testes de
hipéteses e intervalos de confianga para os coeficientes 3;, j = 0,1,2,...,k, do modelo.
Se nao hd evidéncias contra 3; = 0, isso implicaria que a j-ésima varidvel explicativa nao

tem relagao com a variavel resposta. De forma geral, considere as hipoteses

Hy : B; = by;
Hlﬂj#b]

Para testar a hipdtese nula Hy contra a hipdtese de teste H;, utiliza-se a seguinte es-

tatistica de teste, que, sob Hy, segue uma distribuigao t-student com (n —k — 1) graus de
liberdade,

~

D
Afj L % s, (2.2.2)
07 A3j+1)(i+1)

to =

em que B\J ¢ a estimativa de 3; pelo LSM, /02 a(j;1)(j+1) € 0 erro padrao estimado de B\j, e
b; ¢ uma constante real. Se b; = 0, estaremos testando a importancia da j-ésima varidvel
explicativa, V j € {1,2,...,k}. Nesse sentido, rejeita-se Hy ao nivel de significancia de
a-100%, com 0 < o < 1, se tg < —t. ou ty > t., com t. obtido tal que P(t,_,—1 > t.) = §.

Ainda, em termos do p-valor, rejeita-se Hy se p-valor = 2P(t,_x_1 > |to]) < .

Pode-se obter um estimador intervalar o qual conterd o valor verdadeiro do co-

eficiente §;, com uma certa probabilidade fixada, « - 100%. Este intervalo de confianca

Bi £te- /0% agrng) (2.2.3)

em que t. é o valor critico da distribuigao t-student com (n — k — 1) graus de liberdade

pode ser obtido pelo céalculo

para o nivel de confianga (1 — «) - 100% desejado.
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Outro conceito importante para avaliacao da qualidade do ajuste de um modelo
de regressao € o residuo. Um residuo é uma medida calculada sob um modelo de regressao
ajustado, e sua principal fungao é indicar se o modelo suposto para os dados estda bem
ajustado. Sendo assim, sob um modelo bem ajustado aos dados, espera-se que os residuos
assumam valores proximos de zero. Ainda, deseja-se que o residuo tenha comportamento
proximo ao erro aleatério, pois € sobre esse erro que sao feitas diversas suposicoes, entre-

tanto o erro nao é observavel.

O residuo mais simples é o residuo ordinério, denotado por &;, em que estes sao
as diferencas entre os valores observados da variavel dependente e os valores ajustados

pela reta de regressao, ou seja, &; = y; — ;. Matricialmente, denota-se por
E=Y-Y=Y-XB=Y-XX"X)'XTY = (I, - H)Y, (2.2.4)

em que H = X(X"X) X" denota a matriz de projecio gerada pelo espaco de colunas

de X, isto é, pelas combinacoes lineares das colunas de X, obtendo HX = X.

Por conseguinte, tem-se que

Além disso, segue que

Isso porque tém-se que (I,,— H)(I,—H) = (I,— H), ja que H é uma matriz idempotente, o
que resulta dizer que a matriz (I,— H) também é idempotente. Assim, Var(g;) = o(1—hy;)
com ¢ = 1,...,n e h; sendo o i-ésimo elemento da diagonal principal de H. Nesse
contexto, os elementos h;; sao conhecidos como medidas de alavancagem da regressao
ajustada (MICHAEL et al., 2004). Ainda, pode-se mostrar que esses residuos ordinérios
seguem distribuigao normal, partindo de que Y ~ N,,(X3,021I,). Nota-se, de (2.2.4), que
£ é uma combinagao linear de Y. Como qualquer combinagao linear dos elementos de Y

segue distribuicio normal univariada, entao & ~ N (0,02%(1 — hy)), i=1,...,n.
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Ademais, analisando a covariancia entre residuos ordindrios de diferentes ob-

servacoes, tem-se
~ ~ 2
COV(EZ‘,&‘J') = —0 hij s
com i #jehy = xiT(XTX)_lxj. Entao, segue também que, para a correlagao, tem-se

Corr (8, &) o hj i
(€, €5) = — == :
! VR = ha)o?(T—hy;) /(= ha)(1— hyy)

Logo, observa-se que os residuos ordindrios &; possuem média zero e sdo normalmente

distribuidos, assim como os erros aleatorios. Entretanto, estes residuos possuem variancia
nao constante e sao correlacionados. Como a ideia é que estes residuos tivessem as mes-
mas caracteristicas dos erros aleatorios ¢;, definidas nas suposicoes da Subsecao 2.1.3, é

necessario fazer algumas modificagoes.

Para lidar com a variancia nao constante, busca-se uma padronizagao de &;. Como
Var(g;) = 0*(1 — hy;) com o2 desconhecido, inicialmente, considera-se o residuo padroni-

zado (ou residuo interno studentizado) dado por

Ei

. E—
52(1 — hy)

2 e, consequentemente, t; nao segue distri-

Contudo, &; nao é independente de &
buigao t-student com (n— (k+1)) graus de liberdade. Esse problema pode ser contornado
substituindo &2 por 3(21')’ que é a variancia estimada correspondente ao modelo excluindo

a i-ésima observagao. Como apresentado em Paula (2023), tem-se que

o (n—k—1—1t
U(i)_0< n—k—2 '

Entao, para obter 8(22.), nao sera necessario ajustar n modelos de regressao.

Portanto, o residuo final, chamado de residuo studentizado (ou residuo externo

studentizado), é definido como

~

&

R S—

Ademais, t7 pode ser reescrito da seguinte forma

ooy n—k—2
oV \n—k—-1-1¢2)"
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do qual segue que ¢ ~ ¢, o2, em que, para n grande, ¢! e N(0,1), de acordo com

o exposto por Paula (2023). Logo, se para n grande, os residuos studentizados segui-
rem distribuicao normal padrao, isso significa que ha indicagoes de que a suposicao de
normalidade estd adequada. Além disso, para se avaliar a normalidade dos erros, como
na suposicao Sg, pode-se construir o grafico normal de probabilidade dos residuos stu-
dentizados, com envelope simulado. Para mais detalhes sobre a construcao de envelopes
simulados, ver Paula (2023). Para avaliar as suposigdes So (média dos erros igual a zero)
e Sy (homoscedasticidade), pode-se construir o gréfico dos residuos studentizados contra
os valores ajustados da resposta. Se estas suposi¢oes estiverem adequadas, os residuos

devem apresentar média zero e variancia constante.

2.3 Meétodos de estimacao robustos

O estimador obtido pelo LSM possui 6timas propriedades em situagoes em que
todas as suposigoes supracitadas sao garantidas. No entanto, em alguns conjuntos de
dados, pode-se ter outliers ou observacoes discrepantes que podem influenciar e tendenciar
o modelo ajustado. Ainda, pode-se ter erros considerados “nao gaussianos”, ou seja, erros
que violam a suposicao classica de normalidade. Com isso, os estimadores obtidos pelo
LSM nao sao ideais, pois podem resultar em estimativas imprecisas e enviesadas dos

parametros do modelo de regressao linear.

Nesses casos, existem outros métodos de estimagao, os quais serao estudados ao
longo deste trabalho, que sao os métodos de estimagao robustos. Esses métodos auxiliam
na reducao da influéncia de pontos atipicos nas estimativas dos parametros. Assim, essas
estimativas conduzirao em um modelo que melhor se ajusta a maior parte dos dados,
dando pouco peso aos outliers no ajuste do modelo. Portanto, os métodos robustos
podem ser mais flexiveis, no sentido que a maior parte dos dados pode ser modelada com
maior precisao, e as inferéncias ou estimativas dos coeficientes da regressao linear sao

robustas e confidveis.

Sob essa perspectiva, o principal método de estimacao que sera estudado, em
comparacao ao LSM, é baseado na classe dos M-estimadores, que parte de uma genera-
lizagao do processo de estimacao por maxima verossimilhanca. O M-estimador baseia-se
na ideia de atribuigao de pesos diferentes no processo de estimacao para cada observacao,
de acordo com a distancia dessas quanto aos valores esperados sob o modelo postulado.
Assim, espera-se que os pontos mais distantes do valor esperado tenham um peso menor
do que os pontos mais proximos do previsto, o que reduz a influéncia dos outliers sob o

ajuste da reta de regressao linear e resulta em um ajuste melhor dessa reta a maior parte
dos dados (MARONNA et al., 2019).
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2.3.1 M-estimadores sob modelos de localizacao

Nesta subsecao, introduziremos o método de M-estimagao sob modelos de lo-
calizagao para n variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Este
método sera generalizado posteriormente no presente trabalho, na Secao 2.4, em um con-

texto de regressao linear.

Considere y1, 4o, ..., yn, n realizacoes independentes da variavel aleatéria y que
possui funcao de distribuicao F(y;6), em que § € R é um pardmetro desconhecido.
Note que y1, vo, - - -, Y Sa0 variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas

Sob a configuracao acima, suponha que as n realiza¢oes de y podem ser descritas

através da relacao, denominada de modelo de localizacao,
yi:9+6i,i:1,2,...,n, (231)

em que 6 € R é um parametro de localizacao do modelo, e €1, ¢,, ..., &, sa0 as n variaveis

aleatdrias independentes (erros) com fungao de distribuigdo comum Fy(y) que satisfaz
F(y;0) = Fo(y — 0).

Considerando o modelo de localizagao definido em (2.3.1), tem-se a fungao den-

sidade de probabilidade conjunta de y1,¥s,...,yn, Ou seja,
L(0) = Hfo(yi —0),
i=1

em que fo(y) = %Fo(y), é a funcao de densidade comum de £1,¢e9,...,¢,. Dizemos que

L(0) é a funcao de verossimilhanga de # sob o modelo definido em (2.3.1).
Consequentemente, considerando o modelo de localizacao supracitado, o loga-

ritmo da funcao de verossimilhanca de 6 é
0(0) = log(foly: — 0)),
i=1

em que log(y) é o logaritmo natural, ou seja, log(y) = log.(y) = In(y). Por defini¢ao, o

estimador de maxima verossimilhanca (MLE, Mazimum Likelihood Estimator), denotado

por Oyrr., é obtido por meio de 87, = argmax [L(6)], com 6 € R. Como fy(y) é sempre po-
9 R

sitiva e a funcao logaritmo é crescente, pode-se obter Ourr a partir de Oni = argmax [((0)],
9 eR

ou ainda, Oy, = argmin[—/¢(6)].
0 eR
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Dessa forma, a ideia de Huber (1964) foi substituir —log(fo(y; — #)) por uma

fungao real p(y; — 0), que devera satisfazer algumas condigoes. Vale salientar que

n

> [=log(folyi — )] = > plyi — 0), (2.3.2)
i=1 =1
com p(y) = —log(fo(y))-

Por exemplo, considere fy(y) como sendo a fungao de densidade da distribui¢ao

normal padrao, isto é, se

fO(y> = \/% )

ye R (2.3.3)

Para calcular p(y; — 0), tem-se
p(y; — 0) = —log(fo(yi — 0))
| ( 1 _<y¢9>2)
= —lo e 2
& V2

(ol (57

= i —6)" ; o + log <\/ﬁ> .

Assim, exceto uma constante, p(y; — 6) o< (y; — 0)?, logo, para esse caso, minimizar a

expressao (2.3.2) com relacgdo a @ equivale a minimizar

n

Z(yz‘ - 9)2-

=1

Portanto, obtemos que

Note que este método é equivalente ao LSM com E(y;) ao invés de 6.

Agora, considere fy(y) como sendo a fungao de densidade da distribuicao expo-

nencial dupla, isto é, se

foly) = %e'y', ye R (2.3.4)
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Analogamente ao exemplo anterior, calcula-se p(y; —6) para a exponencial dupla, obtendo

p(yi — 0) = —log(foly: — 0))

~ log Ge'yie')
__ <log (%) ~ (i - 0|>)

= [y — 0] +1og (2).

Dessa forma, exceto uma constante, p(y; — 6) o |y; — 0|, entdao, para minimizar a soma

(2.3.2) em relacao a 6, deve-se minimizar

Z |ly: — 0.
=1

Portanto, para esse caso,

n
0y, = argmin E ly; — 0.
beco =

Note que ao trocar a fungao de densidade normal pela exponencial dupla, o procedimento
de estimagao minimizara o valor absoluto dos desvios, ou seja, |y;—60/|, ao invés do quadrado

dos desvios, ou seja, (y; — 0)%.

De modo geral, segundo Maronna et al. (2019), um M-estimador de localizacao

para o parametro 6, denotado por éM, é obtido de

Orr = argminz p(y; — 0), (2.3.5)
heo ‘=

em que a funcdo p(y) deve satisfazer as seguintes condigoes:

C1. p(y) é uma fungao nao descrescente de |y|, isto é, se |y;| < |y;|, entao p(|vi]) < p(|y;]);
Cy. p(0) =0;
Cs. p(y) é crescente para y > 0, desde que p(y) < p(o0);

Cy. Se p(y) é limitada, entao assume-se que p(oco) = 1.

Vale salientar que as condigoes de € a (4 sao validas para qualquer M-estimador de

localizagao.

Se a funcao p(y) for diferencidvel, pode-se obter 01 derivando (2.3.5) com relacao
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ao parametro 6 e igualando a zero, resultando na equagao de estimagao dada por (MA-

RONNA et al., 2019)
> w(yi — O) =0, (2.3.6)
=1

em que Y (y) = (%p(y) é uma fungao fmpar, ou seja, ¥(—y) = —(y) com (y) > 0, para
todo y > 0. Note que a contribuicao de cada observacao y; na equacao de estimacao é
dada por ¥(y; — §M) Logo, se y; for uma observacao discrepante, pretende-se escolher
uma funcao ¢ tal que ¢ (y; — §M) assuma um valor pequeno quando |y; — §M] ¢ um valor
alto, lembrando que gM é um estimador de localizagao. Em outras palavras, queremos que
observagoes de y que sejam discrepantes recebam um peso baixo no processo de estimagcao
de 6. Além disso, M-estimadores obtidos de (2.3.6) sdo chamados de M-estimadores tipo-

1, enquanto se forem obtidos de (2.3.5) sdo denominados de M-estimadores tipo-p.

Voltando ao exemplo da distribuigao normal padrio, para p(y) o< y?, tem-se que
P(y) = %p(g) x y (MARONNA et al., 2019, pg.24) e, portanto, Oy 6 obtido de

n

Z(yi_é\M):O = é\M:%;yi:g'

i=1

Para o exemplo da fy(y) como funcao de densidade da distribuigao exponencial
dupla (MARONNA et al., 2019, pg.24), ou seja, p(y) « |y|, tem-se que P(y) = E%p(y) x
sign(y), desde que

0 —1, se y <0,

= [yl = (2.3.7)
dy 1, sey > 0.

Diante disso, pode-se reescrever 1(y) como sendo a fungao sinal definida por

-1, sey <0
Y(y) = sign(y) =< 0, sey =0
1, sey >0,

ou ainda,

Y(y) = sign(y) = Iy > 0) — I(y < 0),

em que a funcdo I(y > 0) é a funcdo indicadora, ou seja,

0, sey <0,
I(y >0) =
1, sey > 0.
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Assim, aplicando ¥ (y) em (2.3.6), tem-se

> " sign(y; — ) =0

> (Hys — O > 0) = Iy — O < 0)) =0

i=1

#(yi — é\M >0) = #(yi — §M < 0), (2.3.8)

em que a fungao #(y) denota o numero de observagoes que satisfazem a condigao y. Dessa
forma, o valor de ), que satisfaz (2.3.8) é 6y, = med(y;), em que med(y;) ¢ a mediana

amostral das y; observagoes, com ¢ =1,...,n.

Exemplos de fungoes p(y) e 1(y) mais utilizadas na literatura de robustez sao:
1. Funcao do tipo Huber:

2, se lyl < k
2hly| — K2, se [yl > k,

em que k > 0 é uma constante real conhecida. Usualmente fixa-se £ = 1,4 para
garantir robustez considerdvel e eficiéncia assintética proxima ao MLE (MARONNA
et al., 2019, p.28). Note que,

2y, se |yl <k,
2k - sign(y), se |y| > k.

Na Figura 2 apresentamos os graficos para as fungoes p(y) e 1(y) do tipo Huber.

Figura 2: Comportamento das fungoes p(y) e ¥(y) do tipo Huber.

— wly)=2y
— wily)=2ksign(y)

plY)
wiy)
i}
|

S
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Analisando o comportamento de v (y) na Figura 2, vemos que, para valores de
—k < y < k, a contribuicao das observagoes no processo de estimacao ¢ igual a 2y.
No entanto, quando y < —k ou y > k, essa contribuicao se torna constante, sendo

k = 1,4 para funcao p(y) do tipo Huber.
2. Funcao do tipo bisquare de Tukey:

L= [L= (y/k)) se lyl < &
p(y) =
1, se |y| > k,

em que k > 0 é uma constante real conhecida. Usualmente fixa-se k = 4,675 para
garantir uma eficiéncia assintética de 95% do estimador obtido pela funcao do tipo
bisquare (MARONNA et al., 2019, pg.31). Ainda, veja que

(6/k2)y (1 — (y/k)?, se |yl < k
0, se |y| > k.

Na Figura 3 apresentamos os graficos para as fungoes p(y) e 1¥(y) do tipo bisquare.

Figura 3: Comportamento das fungoes p(y) e ¥(y) do tipo bisquare de Tukey.

ey : — wiv) =6 (1 =y kPP
— piyh=1 Ao wiy)=0
I

1.0

IRz}
1

0.6

ply)
Wiyl

0.z 0.4

0.

- L ____
0.2

S

=]

Analisando o comportamento de ¢(y) na Figura 3, para valores de —k < y < k, a
contribuicao das observagoes no processo de estimacao aumenta de acordo com que
y se distancia de zero, decresce a partir de y > 2 ou y < —2, e assume valor zero

quando y > k ou y < —k.

Note que a funcao ¢ (y) do tipo bisquare robustifica o procedimento de estimagao
mais do que a funcdo 1(y) de Huber, pois a primeira atribui contribui¢do zero para
ly| > k, com k = 4,675, diferente da segunda em que tem-se contribuigao constante igual

a 2k - sign(y) para |y| > k, com k =1,4.
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2.3.2 M-estimadores sob modelos de escala

Nesta subsecao, trabalharemos um outro tipo de M-estimagao, o método sob mo-
delos de escala para n variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas.
Esse método serd importante para auxiliar, na Subsec¢ao 2.4, no desenvolvimento de esti-

madores no contexto de regressao.

Nessa abordagem, consideraremos y;, ¢ = 1,2,...,n, como n variaveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), mas agora com fungao de distribuicao

F(y;0), em que ¢ > 0 é um parametro desconhecido.

Sob essa perspectiva, iremos supor um modelo de escala, que descreve as n

ocorréncias de y sob a seguinte relagao

Yy =oe;, 1=1,2,...,n, (2.3.9)

em que o > 0 é um parametro de escala do modelo e g; sao os n erros aleatorios indepen-

dentes e identicamente distribuidos com funcao de distribuicao Fy(y). Segue-se, entao,

que yi,Ya, . . ., Yyp terd funcao de distribuicao comum equivalente a
)
F(y;0)=F, (—) .
o

Isto implica que f(y;0) = 2o (%), em que fo(y) = %Fg(y) ¢ a funcao de densidade

comum de 1,€s,...,E,.

Considerando o modelo de escala definido em (2.3.9), temos que a fungao densi-

dade de probabilidade conjunta de y1, s, ..., y, é dada por
L) = T1 20 (%) = 21100 (2)
i:100 o 0”2,210 o/’

em que dizemos que L(o) é a funcdo de verossimilhanga de ¢ sob o modelo definido na

expressao (2.3.9).

Consequentemente, seguindo com o procedimento analogo ao adotado para a
familia de localizacao, o logaritmo da funcao de verossimilhanca de o sob o modelo de

escala é

l(o) =log(L(s)) = log (J—1n> + log (ﬁ fo <%)> = —nlog(o) + ilog (fo (%))

O MLE para ¢ é obtido de 75y = argmax [L(c)]. Podemos obter &7, também
o >0
por meio de g5, = argmax [((0)], ou ainda, gy, = argmin[—¢(o)]. Assim, a fim de
oc>0 o >0
maximizar {(o), deve-se derivar essa fungdo com relacdo a o e igualar a zero. Assim,

temos que
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= 1. (2.3.10)

Dessa forma, a equagao de estimagao para 7,7, (2.3.10) pode ser reescrita por

(%) ilp (;;L) —1, (2.3.11)

em que

com Y(y) = —fi(y)/fo(y). Nota-se que a funcao ¥ (y) para o MLE de escala equivale a

fungao ¢ (y) definida para o MLE de localizagao, uma vez que, para o segundo, tinha-se

p(y) = —log(fo(y)), e portanto,

0 fo(y)

W(y) = 7-ply) = =75

dy fo(y)
No entanto, a fun¢ao p(y) nao coincide para ambos os casos, sendo p(y) = —y - ;ggj; para
o primeiro e p(y) = —log(fo(y)) para o segundo, com fy(y) sendo uma funcao densidade

padronizada qualquer.

Considerando fy(y) a fungao de densidade da distribui¢ao normal padrao definida

em (2.3.3), para calcular p ( %- ), faz-se, inicialmente,
OML

()~ () 22

OML

em que
é(y)zi-(—y%eXp{—%z}.

Logo, tem-se que
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Assim, obtemos que = y? para a funcdo fy(y) sendo a distribuicdo normal padrao,
Y Yy G )

com y € R. Como p(y) = vy - ¥(y) para modelos de escala, tem-se que ¥(y) = p(y)/y.

Com isso, por meio da expressao (2.3.11), o MLE para o é obtido de

(L) () =

Portanto, o7, sob a funcao de densidade da normal padrao serd igual a raiz do quadrado

médio (RMS, Root Mean Square) das observagoes y;.

Em contrapartida, para fy sendo a fungao de densidade da distribuigao exponen-

cial dupla definida em (2.3.4), analogamente ao caso anterior, podemos calcular p (Ei{)

partindo da expressao (2.3.12), considerando

1 )
foly) =5 (_a_y !yl) e,

em que a derivada do médulo estd definida em (2.3.7).
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Assim, tem-se que

) e ([}
~ () (oo (51)
= | —= —sign | =<

OML OML

Yi

oML

Logo, tem-se p(y) = |y|. Como p(y) = y - ¥(y) para modelos de escala, tem-se que
Y(y) =12 = sign(y).

Com isso, o MLE para o pode ser obtido da expressao (2.3.11) substituindo

p <8§;L> da seguinte forma

De modo geral, segundo Maronna et al. (2019), um M-estimador de escala para

o parametro o, denotado por gy, é solucao da equacao

(%) Zn:p (ayM) _s (2.3.13)

i=1

com p(y) uma funcdo que satisfaz as condigoes C; a Cy e § > 0 uma constante fixada.
Para garantir que esta equagao tenha solugdo, devemos ter que 0 < § < p(c0). Além

disso, se p(y) é limitada (Cy), entdo p(y) = 1, e portanto, 0 < 6 < 1.

Entre as fungoes p(y) mais utilizadas, pode-se citar a step function, obtida de

ply) =1yl > ¢),
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em que ¢ é uma constante positiva conhecida e 6 = 0,5 fixo. Aplicando em (2.3.13),

ficamos com o7 tal que

1\ — ;
<—) I(Ay >c)=0,5
n - oM
=1
Segue que
ZI(;% >C):ﬁ
- oM 2
=1
#(Ayz >C>=E
OM 2
N n
# (lys| > c-om) = 5 (2.3.14)

Com isso, o valor oy que satisfaz (2.3.14) é obtido de

med (1) = o
d (|
53y = e ).

Segundo Maronna et al. (2019), o valor ¢ que garantird que o), seja um estimador Fisher-

consistente (definigdo na Subsecao 2.3.4) é ¢ = 0,6745.

Os M-estimadores de escala nao sao os estimadores de maior importancia nos pro-
cedimentos inferenciais robustos. Na verdade, estes possuem papel auxiliar na estimacao

dos parametros sob familias de localizagao e escala.
2.3.3 M-estimadores sob modelos de localizacao e escala

Considere um modelo de localizagao e escala que descreve n ocorréncias indepen-
dentes e identicamente distribuidas yi, s, ..., y, da varidvel aleatéria y, com fungao de

distribuicao F'(y;6,0), definido por
yi=0+o0e, i=1,2,...,n, (2.3.15)

em que € € R é um parametro de localizagao, o > 0 é o parametro de escala e 1, ...,¢,
sao varidveis aleatérias independentes (erros) com funcdo de densidade comum fy(y) que

satisfazem

Fly;0,0) = Fy (y_9> .

g
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Assim, a funcao densidade de probabilidade de y satisfaz

fly;0,0) = %fo (y_g) -

g

Considerando o modelo de localizagao e escala definido em (2.3.15), a fungao de

densidade de probabilidade conjunta de yq,ys, ..., y, ¢ dada por

L(6,0) = (%) gfo (y; 9) ,

em que L(6,0) é a funcdo de verossimilhanga de 6 e o sob o modelo definido em (2.3.15).

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca de # e o sob o modelo de localizacao e

escala é

00,0) = —nlog(c +Zlog( ( 9)) —log(o Zlog( <yz_0)>.

Com isso, os estimadores de méxima verossimilhanga podem ser obtidos a partir de

(gML,GML> = argmax [L(6,0)], com (8, ¢) € O, em que © é o espago paramétrico.
0, o) € ©
Assim, tem-se que

(éML,GML> = argmax [L(6,0)] = e { Hfo (yz ) }

0, 0) € © 0, o)

ou ainda,

(é\ML,EML) = (arg)min [—0(0,0)]
6, 0) € ©

. 1O yi — 0
= argmin < log(c) + — —lo ( ( )> , 2.3.16
(675;)66{ g(0) n; g fo = (2.3.16)

em que po(y) = —log(fo(y)).

Derivando (2.3.16) com relacdo a 6 e o, respectivamente, obtemos as seguintes

equacgoes de estimagao associadas aos MLEs de 0 e o

Z¢ (%:@\M) _0
— OML
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(1)Zn (yi_é\ML> -
- Pscale | —=<—— — 17
n OML

1=1

com Y(y) = —p5(Y), Pscate(y) =y - Y(y), em que pseqre(y) ¢ a funcao p(y) utilizada para o
modelo de escala.

De forma geral, os M-estimadores de localizacao e escala, denotados por 0, e

o, 820 obtidos, respectivadamente, de

- yi—gM o
AR

i=1

1 - Yi — é\M
- Z Pscale = = 67
n i1 oM

em que 0 < & < 1, pseare(y) é escolhida tal como visto na Subsegao 2.3.2 e escolheremos

fungoes 1(y) como apresentado na Subsegao 2.3.1.
2.3.4 M-estimadores sob modelos paramétricos gerais

De forma geral, um M-estimador é\M para um parametro € pode ser obtido de

é\]\4 = argmin Z p(yla 0)7

veeo ‘=

ou como solucao da equagao

n

> W (y;, 00) =0, (2.3.17)
i=1
com p(y;,0) e ¥(y;,0) fungdes dependentes de y e 0 e diferenciaveis em 6. Além disso,
para modelos de localizacao, tem-se que W(y;, Oy) = ¥ (y; — O1s), e para modelos de escala
tem-se que ¥(y;, gM) = p(yl/@\M) —d (MARONNA et al., 2019). Esta forma de obten¢ao
de M-estimadores é véalida tanto para parametros de localizacao e escala, como também,

para parametros de forma.

Para estabelecer a distribuicao de probabilidades aproximada de um M-estimador,

considere as defini¢coes e conceito a seguir.

Seja F,(z) a funcao de distribui¢ao empirica (EDF, Empirical Distribution Func-



Fundamentacao Teorica 31

tion) de y1, s, . . ., Yy, definida por
F2) = 231 < 2
nlZ) = — 4 Z).
o !

Dessa forma, temos interesse em estimadores 6, que dependam dos dados somente através
de F,(2), isto é,

-~

0M(y17y27 cee ayn) = é\M(Fn)’

os quais sao chamados de M-estimadores funcionais. Também, temos interesse em M-
estimadores funcionais que sao consistentes, isto ¢, quando n — oo, 0p(F),) —, 6, em que
“—,” significa convergéncia em probabilidade, ou seja, o M-estimador #,,(F},) converge
em probabilidade para o verdadeiro 6.

Ainda, temos interesse em estimadores Fisher-consistentes. Dizemos que @\M é
Fisher-consistente se, quando substituimos a EDF F,, pela F(y;#) populacional em gM,
obtemos que

0 (F) =0, V0 e0.
Nesse sentido, a Fisher-consisténcia de @\M equivale a

Em outras palavras, a Fisher-consisténcia de #,; implica que a equacao de estimagao
(2.3.17) é nao viciada. O conceito de Fisher-consisténcia é vastamente discutido na li-
teratura de estimadores robustos pois existem diversos estimadores robustos obtidos de

equacoes de estimagao viciadas.

Supondo que o M-estimador #,; é um estimador consistente e Fisher-consistente
para 6, e a distribuigcao suposta para os dados F' é adequada, mostra-se que a distribuicao

aproximada de §M ¢ dada por

EF (\I/ (y, 9)2)
[Er (W (y,0))]"

Oy "N <0, E) , com v = (2.3.18)
n

em que V' (y,0) é a derivada da fungao W (y,6) com relacdo a 0 e (v/n) é a variancia
aproximada de §M, uma vez que o M-estimador é assintoticamente normal. Se 6 for um
vetor de parametros, esse resultado é generalizdvel; para mais detalhes, veja Hampel et
al. (2011).
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2.3.5 Funcao de Influéncia

De acordo com Hampel et al. (2011), para a defini¢ao da funcao de influéncia (F1),
considera-se F}, , = (1—h)F+hA, a funcao de distribuicao acumulada contaminada devido
a introducao de uma contaminacao infinitesimal A no ponto y. A F'I de um estimador de

interesse é\M em [ é definida por

FIy:u.F) = o [Bu(Fy)]

h=0

_ iy D Fhy) = O ()
h—0 h

= im Or (1 —h)F + hAy) — 0y (F) | (2.3.19)
h—0 h

em que gM(F ) denota o estimador avaliado sob a fungao de distribuicao F' e A, é a medida

de probabilidade que coloca toda a massa em y.

Da expressao (2.3.19), nota-se que a F'I descreve o efeito ou o resultado causado
no estimador de interesse @\M em decorréncia de uma contaminagao infinitesimal A no
ponto ¥y, a qual é padronizada pela massa de contaminacao h. Logo, a F'I demonstra
o comportamento infinitesimal do valor assintético do estimador §M7 expressando o viés

assintético causado pela contaminagao no ponto y (HAMPEL et al., 2011).

Dessa maneira, diz-se que um estimador §M é qualitativamente robusto quando
possuir F'I limitada para todo y no suporte da distribuicao postulada para os dados.
Como a contaminacao é muito pequena, tendendo a zero, se o estimador (/9\M apresentar
uma alta variagao apds esta contaminacao, isto serda um indicativo de que é\M é muito

sensivel a pequenos incrementos A no ponto y.

Segundo Hampel et al. (2011), para o MLE, gML, a FI é dada por
F‘I(ya é\MLa F) - _K(Q7 F)_IU(y7 6)

em que —K (0, F') é a informagao de Fisher e U(y, 6) é a fungao escore. Como apenas a
funcao do escore depende de y, que esta sofrendo a contaminacao, se a funcao escore nao
for limitada, a F'I do estimador de maxima verossimilhanca nao sera limitada também
e, portanto, @\ML nao sera robusto. Logo, para verificar se um estimador de maxima

verossimilhanga sob um moédulo F' é robusto, bastaria ver se sua funcao escore é limitada.

Segundo Maronna et al. (2019), a F'/ de um M-estimador @\M como definido em

(2.3.17) é dada pela seguinte expressao
FI(y:0y, F) = ——=—2 (2.3.20)

em que
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Desde que B(6, ¥, F) esteja bem definida, a func¢ao de influéncia dada em (2.3.20)
é limitada se a funcao ¥(y,#) for limitada, o que implica que um M-estimador @\M é
robusto ou nao sensivel a pequenas contaminacoes h no ponto y. Nesse contexto, note
que os estimadores do tipo Huber e bisquare de Tukey sao robustos pois nota-se pelas
Figuras 2 e 3 que as fungoes ¢ (y) sdo limitadas. Contudo, a fungao ¥(y) x y para o
MLE sob a distribuicao normal padrao nao é limitada, logo, a funcao de influéncia do
MLE sob normalidade nao ¢é limitada e, portanto, o MLE sob normalidade nao é robusto.
Em contrapartida, para a distribuicao da exponencial dupla, tem-se que ¥ (y) o sign(y)

¢ limitada, logo, o MLE sob essa distribuigao é robusto.

2.4 Regressao Linear Robusta

Nesta secao, juntaremos os conceitos vistos nas segoes anteriores para desenvolver

estimadores para os parametros da regressao linear que sejam robustos.

Nesse sentido, considerando o modelo de regressao linear (2.1.1), para z;1, . . ., Ty

fixos, tem-se a funcao de densidade dos erros aleatorios ¢; igual a

1 &;
_fO — >
o o
com parametro de escala o. Além disso, as n varidveis respostas y;, i = 1, ..., n, sao inde-

pendentes, mas nao identicamente distribuidas, uma vez que y; tem funcao de densidade

dada por
1 Yi — %T B
[ B.o) == fo (— 7
o o
em que z,; = (1,7;1,...,2%)" éo vetor (k+1) dimensional das variaveis explicativas para
a i-ésima observagao, e 8 = (6o, f1, ..., Pk) é o vetor (k + 1) dimensional dos parametros

ou coeficientes da regressao.

Sob o modelo de regressao (2.1.1), supondo inicialmente o fixo, segue que a fungao

de verossimilhanca de 3 é
1 v —x, 3
L(3) = — | | LA N
(B) o paiey fo ( o >

Sob essa perspectiva, para se encontrar o MLE, denotado por EML, busca-se

primeiro o logaritmo da funcao de verossimilhanca de [ dado por

0(B) = 10g(1)+10g<Hf0(y1 . B))z—nlog +Zlog(f0<yl . 5))

em que o > 0 é um valor fixo. Dessa forma, para se encontrar o MLE de [, deve-se

maximizar o logaritmo da funcdo de verossimilhanga ¢((). Para tal, pode-se reescrever
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¢(8) em termos do erro g; = y; — z,' 3. Entdo, queremos obter o valor de 3 que maximiza
(3 =31 ( (-)) — nlog(o).
(5) Z og (fo(~)) —nlog(o)
Adotando-se p(y) = —log(fo(y)), como feito na Subsecao 2.3.1, tem-se que
.y = (J) 1 .
(B) ;p . + nlog(o)
Por conseguinte, o MLE para 8 é calculado de BML = argmin[—¢((3)]. Com isso,

B8 R
para minimizar —¢ (), deve-se derivar o negativo dessa fungao com relagio a [ e igualar

a zero, portanto, temos

(
Zn:¢ (%) cx;=0, (2.4.1)

em que ¥(y) = p'(y).
Supondo uma fungao de densidade fy(y) normal padrao, como definido pela

equacao (2.3.3), com os cdlculos anédlogos ao da Subsecao 2.3.1, pode-se provar que

p(ﬁ) x (ﬁ)2 x (&?i)Q, para ¢ > 0 uma constante fixa. Dai, o MLE EML de [ serd

g e

n
By = argmin 5 g2,
BeR o

o qual coincide com o LSE, isto é, BML = 3 definido em (2.2.1).
Para o caso da funcdo de densidade fy(y) como a exponencial dupla, definida na

gi
o

equacao (2.3.4), analogamente ao calculado na Subsegao 2.3.1, tem-se que p (%) o o

leil, com o > 0 uma constante fixa. Portanto, o MLE EML de § sob uma funcao de

densidade exponencial dupla serd

n
By = argminz |€i].

PeER o
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imador B é ido minimizan m IT u re-
Neste caso, o estimado é obtido ando a soma dos erros absolutos da re
gressao. Diferente do LSE, este estimador nao possui forma fechada e deve ser obtido

utilizando algum método de otimizacao nao linear.

Na pratica, o é um valor desconhecido e, portanto, deve-se estima-lo. Supondo
que o é obtido anteriormente do procedimento inferencial para 3, segundo Maronna et

al. (2019), podemos definir os M-estimadores de regressao B\M através de

By = argmin » p (,\ ) 2.4.2
B eER 121 oM ( )
em que oy ¢ um M-estimador de escala previamente calculado. Analogamente ao que

foi feito para se chegar a expressao (2.4.1), também podemos obter os M-estimadores de

regressao [y a partir do sistema de equagoes

iw (Ag ) cx; =0, (2.4.3)

=1

em que ¥(y) = p/(y). Vale salientar que a fungdo p(y) é uma fungao que obedece as
condigoes C a Cy, descritas na Subsecao 2.3.1, e a fungao ¢ (y) também é equivalente a

definida nessa mesma subsecao.

Para algumas situacoes, o estimador o), é calculado previamente através de al-
gum M-estimador robusto de escala. Contudo, 7, também pode ser calculado simulta-
neamente com 5 , seguindo a metodologia j& discutida na Subsegao 2.3.3. Considerando
este cenario, deve-se resolver de forma simultanea o sistema de equagoes de estimacgao

definido em (2.4.3) e o sistema de equagoes de estimagao

n )
(l) Zpscale (“—161\4) = 5; (244)
n OM

i=1
em que 0 <9 < 1.

Neste trabalho, consideraremos os M-estimadores de regressao para o vetor de
coeficientes 3 e para o parametro o obtidos de forma simultanea considerando as funcoes
do tipo Huber e bisquare de Tukey para a funcao p(y) em (2.4.2), e a fungao pyeqe(y) =
I(ly] > ¢) em (2.4.4). Estes M-estimadores ndo possuem forma fechada e devem ser

obtidos utilizando algum método de otimizacao nao linear.

Para realizar testes de hipdteses sobre os coeficientes da regressao linear baseando-
se nas M-estimativas, podemos desenvolver um teste de hipéteses semelhante ao discutido
na Se¢ao 2.2. Sob algumas condigoes, vimos que os M-estimadores possuem uma dis-

tribuicao aproximadamente normal (Subsegao 2.3.4). Sendo assim, podemos considerar
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que

") —
em que BMj ¢ o M-estimador de 3; e a%/[j é a variancia assintotica do M-estimador B\Mj
com j = 0,1,...,k que pode ser obtida de forma andloga a expressao (2.3.18). Para

mais detalhes sobre o calculo da variancia assintdtica de M-estimadores sob o contexto de

modelos de regressao lineares veja Maronna et al. (2019).

Considerando as hipdteses Hy : 3; = b; contra H; : 3; # bj, podemos definir a

estatistica R

b,

fo— D=l (0,1), (2.4.5)

[~9 n—00
em que 8%/13» é a variancia assintotica estimada do M-estimador B\Mj. Assim, rejeita-se Hy
ao nivel de significancia de « - 100%, com 0 < a < 1, se tg < —z, ou ty > 2., com 2,
obtido tal que P(Z > z.) = § com Z ~ N(0,1). Ainda, em termos do p-valor, rejeita-se
Hy se p-valor = 2P(Z > |to|) < a. Note este p-valor é aproximado pois é obtido baseado
na distribuicao aproximada do M-estimador B ;.- Sendo assim, torna-se importante certo
cuidado na utilizagao dos mesmos, uma vez que, dado certo valor do tamanho amostral n,

podemos nao ter uma boa aproximacao da distribuicao verdadeira da estatistica de teste

to sob HO.

De forma analoga, um intervalo para o coeficiente 3; com coeficiente de confianca

(1 — ) - 100% aproximado pode ser obtido de

~ e
5Mj:|:2c' ”UM]"

Novamente, vale ressaltar que este intervalo de confianca para f; ¢ aproximado e deve ser

utilizado com cuidado.
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3 Aplicacoes

Para ilustrar o comportamento de alguns dos estimadores discutidos no Capitulo
2, e a respectiva utilizagao destes em andlise de dados reais, neste capitulo, serao aplica-
das técnicas computacionais em R, por meio do ambiente de desenvolvimento integrado
(IDE) RStudio, criado pela empresa Posit. O IDE que é aplicado para a linguagem de
programagao R estd disponivel em https://posit.co/products/open-source/rstudio/. Serao

considerados dois conjuntos de dados reais.

Para realizar o ajuste de modelos de regressao linear sob os métodos de estimacao

discutidos foram utilizados principalmente, os seguintes pacotes e funcoes do R:

e Pacote stats - funcao 1m(): ajuste dos dados sob modelo de regressao linear via o

método dos minimos quadrados;

e Pacote MASS - funcao rlm(): ajuste dos dados sob modelo de regressao linear via os

métodos de estimagao robustos.

3.1 Aplicacao 1 - Experimento com ratos

Nessa primeira aplicacao, utilizaremos um conjunto de dados disponivel no pacote
do R chamado RobStatTM. Estes dados também sao discutidos e apresentados por Maronna

et al. (2019, p.87). Esta aplicacao foi brevemente discutida no Capitulo 1 deste trabalho.

Os dados sao referentes a um experimento sobre a velocidade de aprendizagem
com que 16 ratos atravessavam uma caixa, no qual foram registrados os tempos em diversas
tentativas. Se o rato levasse mais de 5 segundos para realizar a travessia, este recebia um
choque elétrico antes da préoxima tentativa. As varidaveis em estudo sao o ntmero de
choques recebidos por cada rato e o tempo médio de travessia das tentativas. Assim, para
entender como o nimero de choques levados pelo rato afeta o tempo médio de travessia,

consideraremos a regressao linear simples definida por
%Zﬁo*i‘ﬁﬂ?i‘l—gi s 1€ {1,2,...,16}, (311)

em que a variavel resposta y; ¢ o tempo médio de travessia, em segundos, de todas as

tentativas que o i-ésimo rato fez para atravessar a caixa, e a varidvel explicativa x; é o
, . . . iid.

nimero de choques no total levado pelo i-ésimo rato. Supoe-se ainda que g; ~ N (0, 0?),

o que implica que y; nd N (g, 0?).

Inicialmente, foi feita uma analise unidimensional dos possiveis outliers que es-

tariam presentes na variavel resposta y por meio do método de Tukey (TUKEY et al.,
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1977), no qual considera-se que

OL <@ —K-(Qs—Q1)-F;

(3.1.2)
0S.>Q3+K-(Qs— Q1) F;

em que Q1 e (O3 sao o primeiro e o terceiro quartis amostrais, respectivamente, K é o fator
de Tukey, comumente fixado em K = 1,5, F' é um valor que pode ser fixado ou depender
de outros fatores como, por exemplo, a assimetria dos dados, e O.I. e O.S. sao os valores
de y que sao identificados como outliers inferiores e superiores, respectivamente. Para
esta aplica¢do, o método de Tukey et al. (1977) foi realizado tomando F'=1e K = 1,5.
Identificamos trés possiveis outliers em y, sendo estes as observagoes associadas aos ratos

1, 2 e 4. Note que estas sao as observacoes previamente identificadas na Figura 1.

O modelo de regressao (3.1.1) foi ajustado, via linguagem estatistica R, sob quatro

cenarios:

e via minimos quadrados considerando os dados completos (LS);

e via minimos quadrados para os dados incompletos excluindo os outliers identificados

via 0 método de Tukey e via o grafico de dispersao na Figura 1 (LS-);

e via 0o M-estimador com a funcao ¢ (y) do tipo Huber considerando os dados com-
pletos (Huber);

e via 0 M-estimador com a fungao ¥ (y) do tipo bisquare de Tukey considerando os

dados completos (Bisquare).

As estimativas associadas ao modelo de regressao linear simples ajustado sob cada

método de estimacao estao apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1: Estimativas obtidas pelos métodos de estimagao considerados
sob o modelo de regressao linear simples definido em (3.1.1).

Métodos de Estimativas Erro padrao Estatisticas | p-valores
estimagao dos parametros das estimativas do teste do teste
Lg BO = 10, 4846 1,0776 9,7300 < 0,001
ﬁl = —0,6129 0,1224 —5,0070 0,0002
L Bo = 17,2152 0, 7636 9,4490 | < 0,001
Bl = —0,3198 0,0785 —4,0740 0,0018
B\Mo =9,8174 0,8777 11,1860 < 0,001
Huber —~
Brn = —0,5719 0,0997 —5,7366 | < 0,001
) BMO = 17,9164 0,3202 24,7219 < 0,001
Bisquare ~
B = —0,4137 0,0364 —11,3738 < 0,001
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A partir das informacoes apresentadas na Tabela 1, pode-se observar que a esti-
mativa Bl via 0 LSM para os dados completos é 91, 65% maior que essa mesma estimativa
via o LSM aplicado aos dados sem outliers. Apesar do p-valor associado ao teste Hy:
B1 = 0 sob o LSM sem outliers ter ficado maior do que o obtido via o LSM com dados
completos, fixando um nivel de significancia de 10%, em ambos os casos ; se manteve
estatisticamente diferente de zero. Com relacao ao intercepto [y, observa-se que este se
manteve estatisticamente significante para os dois ajustes sob o LSM, com um aumento,
em sua estimativa, de 45,31% quanto a estimativa desse parametro obtida via método
robusto sem os outliers. Portanto, notamos que a reta de regressao ajustada via o LSM

é muito afetada na presenca das observacoes referentes aos Ratos 1, 2 e 4.

Comparando as estimativas obtidas via o M-estimador bisquare com as estima-
tivas obtidas via o LSM sem os outliers, obtemos que as estimativas de [y e (1 via
bisquare sao 9,7% e 29,4% maiores, respectivamente. Assim, via o M-estimador bisquare,
obtivemos estimativas mais proximas daquelas obtidas via o LSM sem as observacoes
discrepantes. Vale ressaltar que as estimativas obtidas via o método robusto nao necessa-
riamente devem coincidir com as estimativas obtidas pelo método de estimagao cléssico
sem os outliers. Isto de deve ao fato de que, mesmo sendo observacoes discrepantes, o
procedimento inferencial robusto atribui algum peso (que pode ser zero ou nao) a estas
observagoes. Comparando as estimativas obtidas via o M-estimador de Huber com as
estimativas obtidas via o LSM sem os outliers, obtemos que as estimativas de [y e 81 via
Huber sao 36,1% e 78,8% maiores, respectivamente. Assim, nota-se que as estimativas
obtidas pelo método via fungao Huber nao foram proximas aquelas obtidas via LSM sem

outliers, e portanto, este método nao se mostrou robusto para o cenario estudado.

Ainda, nota-se que os coeficientes da regressao foram estatisticamente significan-

tes sob todos os modelos de regressao ajustados para um nivel de significancia de 10%.

Para ilustrar o desempenho dos estimadores considerados, apresentamos a Figura
4 que contém o grafico de dispersao para os dados com as diferentes retas de regressao
ajustadas de acordo com cada método de estimacao. Analisando-a, nota-se que as retas
obtidas via os métodos de estimacao LS e LS- se encontram nos extremos superior e
inferior, respectivamente, devido a influéncia dos outliers 1, 2 e 4, os quais alavancam
a reta de regressao linear simples para cima quando incluidos no modelo. Ademais, fica
claro como o método de estimagao com a fungao 1 (y) do tipo bisquare robustifica melhor
o processo de estimacao para o modelo de regressao linear simples, que implicitamente
atribui pesos mais baixos para esses outliers do que com a funcao ¥ (y) do tipo Huber,
ajustada mais proxima da reta obtida via o LSM com os dados completos. Ainda, pode-
se concluir que, conforme os ratos levavam mais choques, fazendo mais tentativas, menor
ficava o seu tempo médio para atravessar a caixa. A partir das M-estimativas do método

bisquare, a cada choque levado, o tempo para travessia diminui, em média, 0,41 segundos.
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Figura 4: Gréfico de dispersdo do tempo médio para travessia versus nimero de choques levados pelo
rato juntamente com retas de regressao ajustadas via cada método de estimagao.
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Apoés o ajuste de um modelo de regressao linear se faz necessario uma analise de
residuos com o objetivo de verificar se as suposicoes apresentadas na Subsecao 2.1.3 sao
validas. Sendo assim, na Figura 5 apresentamos os graficos dos residuos studentizados
internos versus os valores ajustados sob cada método de estimacao. Aqui, vale pontuar que
sob as estimativas robustas, em tese, podemos calcular os residuos studentizados internos
t; e os residuos externos t; discutidos na Segao 2.2. Entretanto, o calculo de forma rapida
do residuo ¢} e sua respectiva distribui¢ao de probabilidades sao validos apenas sob as
estimativas obtidas via o LSM. Portanto, para realizar as comparacoes entre os residuos
obtidos via todos os métodos de estimacao utilizamos o residuo studentizado interno
t;. Ainda, lembre-se que esperamos que os residuos t; possuam média zero e variancia
constante igual a 1. A partir destes graficos, nds observamos fortes indicios de que a
suposicao de homoscedasticidade nao é adequada. Entretanto, sob o ajuste LS com dados
completos e o ajuste via o M-estimador de Huber vemos que os residuos nao parecem estar
distribuidos de forma parecida em torno da média zero. Este ultimo comportamento fica
evidenciado ao observar Figura 5(a) e Figura 5(c). Vale ressaltar que estas conclusoes
devem ser tomadas com cautela pois estamos considerando um tamanho amostral de

apenas n = 16 observagoes que dificulta a andlise grafica.

Em particular, observamos que alguns residuos assumem valores discrepantes sob
o ajuste via os M-estimadores de Huber e bisquare. Isto se deve ao fato de que o método
de estimacao robusta objetiva ajustar bem a maior parte dos dados e aquelas observagoes
que sao identificadas pelo procedimento como atipicas recebem peso baixo e, portanto,
nao ficardo bem ajustadas. A partir da Figura 5(d), percebe-se que o M-estimador bis-
quare identifica como observagoes influentes aquelas associadas aos Ratos 1, 2, 4, 8 e
15. Assim, este método de estimacao além de dar pouca contribuicao para os outliers

identificados anteriormente, também atribui menor peso para outras duas observacoes (8
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e 15). Portanto, observamos que os gréficos dos residuos studentizados sob estimadores
robustos além de ajudar na avaliacao das suposicoes, estes nos ajudam na identificagao
de observacoes que receberam peso menor no processo de estimacao devido sua influéncia
desproporcional.

Figura 5: Graficos dos residuos studentizados internos versus os valores ajustados da regressao sob
cada método de estimacao.
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3.2 Aplicagao 2 - Custo de aeronaves monomotoras

Para esta segunda aplicagao, usaremos um conjunto de dados disponibilizado no

pacote do R chamado robustbase e apresentados por Rousseeuw e Leroy (2005, p.154).

Os dados sao referentes a 23 aeronaves monomotoras construidas ao longo dos
anos de 1947 a 1979, dados estes que foram obtidos da fonte Escritério de Pesquisa Naval
dos Estados Unidos. Neste caso, a variavel resposta y é o custo da aeronave (em unidades
de US$ 100.000) e as varidveis explicativas sdo a proporc¢ao de aspecto da aeronave (x7),
a relagao de sustentacao/arrasto (x2), o peso do avido em libras (z3), e o impulso méximo
que ele alcanga (z4). Consideramos a modelagem desses dados por meio de uma regressao

linear multipla, ou seja,

Yi = Bo + Bixia + Potio + Paxiz + Bavia +; , i € {1,2,...,23}, (3.2.1)
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em que a variavel resposta y; é o custo da i-ésima aeronave x;1, x;2, ;3 € T;4 Sa0 0s valores
e L . : . idd.
das varidveis explicativas para a i-ésima aeronave. Ainda, asssumimos que g; ~ N (0, 0?),

o que implica que y; N (u;, 0?).

De forma andloga ao que foi feito na Aplicagao 1, realizamos uma analise unidi-
mensional para identificagao de possiveis outliers com relacao a y por meio do método de
Tukey et al. (1977). Identificou-se previamente que a Aeronave 22 é tida como outlier.
Adicionalmente, observando os graficos de dispersao de y versus z; e x5 apresentados na
Figuras 6 e 7, respectivamente, nota-se um comportamento atipico da Aeronave 16. Entao,
consideraremos as observagoes relacionadas as Aeronaves 16 e 22 como dois possiveis ou-
tliers em y. Conforme feito na aplicagdao anterior, serao realizados o ajuste do modelo
de regressao linear mutiplo (3.2.1) considerando os quatro cendrios explicitados na Segao
3.1: LS, LLS-, Huber e Bisquare.

Aplicando-se a modelagem de regressao linear multipla aos dados, via linguagem
estatistica R, obtivemos as estimativas dos parametros do modelo (3.2.1) ajustado sob
cada método de estimacao, conforme apresentado na Tabela 2.

Tabela 2: Estimativas obtidas pelos métodos de estimagao considerados
sob o modelo de regressdo linear miltiplo definido em (3.2.1).

Métodos de Estimativas Erro padrao Estatisticas | p-valores
estimacao | dos parametros | das estimativas do teste do teste
Bo = -3,7914 10,1157 -0, 3750 0,7122

B\l = —3,8529 1,7630 —2,1850 0,0423

LS 52 = 2,4883 1,1868 2,0970 0,0504
Bg = 0,0035 0,0005 7,3050 < 0,001

34 = —0,0020 0, 0005 —3,9180 0,0010

30 = 9,5007 5,5775 1,703 0,1078

B\l = —3,0488 0,9191 -3,317 0,0044

LS- B\g = 1,2100 0,6492 1,864 0,0808
,@3 = 0,0014 0,0004 3,519 0,0029

34 = —0,0006 0,0003 —1,691 0,1102

ﬁMo = —1,2850 8, 6035 —0,1494 0,8813

B = —3,4214 1,4994 —2,9818 | 0,0225

Huber B\MQ = 2,2160 1,0093 2,1955 0,0281
BM?) = 0,0029 0,0004 7,2207 < 0,001

§M4 = —0,0016 0,0004 —3,6940 < 0,001

Buo = 8,7164 6,5184 1,3372 | 0,1812

//B\Ml = —3,1804 1,1361 —2,7995 0,0051

Bisquare BMQ = 1,3792 0, 7647 1,8035 0,0713
BM3 = 0,0016 0,0003 5,1288 < 0,001

//B\le = —0,0007 0,0003 —2,2088 0,0272
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Analisando os resultados apresentados na Tabela 2, nota-se que, para um nivel de
significancia de 10%, alguns coeficientes da regressao foram estatisticamente iguais a zero,
pois possuem p-valores que nao rejeitam Hy: 3; = 0. Por exemplo, observe os p-valores
associados ao coeficiente de 3y obtidos a partir dos quatro métodos de estimacao. Todos
sao maiores do que 0,10. Assim, a comparagao entre estimativas de 3y de acordo com os
métodos de estimagao considerados nao é relevante, tendo em vista que podemos afirmar

que [y é estatisticamente igual a zero sob os quatro cenarios.

Comparando a estimativa do coeficiente [y obtida via o LSM com todas as ob-
servacoes com relacao a estimativa obtida via LSM sem os outliers, pode-se notar que a
estimativa BQ obtida do primeiro é 105,64% maior que a obtida do segundo. Ademais, a
estimativa de (5 calculada via o M-estimador de Huber é 83,14% maior que para o método
de estimacao LSM sem os outliers, enquanto que a estimativa do 8, via o M-estimador
bisquare é apenas 13,98% maior do que esta ultima. Portanto, via o M-estimador bisquare,
obteve-se uma estimativa de ( mais proxima da obtida via o LSM sem as observacoes
discrepantes no modelo, o que sugere que este método de estimacao robusta atribuiu um

peso menor para esses outliers durante o processo inferencial dos parametros.

Observando as estimativas obtidas para o coeficiente 3, que € estatisticamente
diferente de zero para um nivel de significancia de 10% sob a regressao ajustada via todos
os diferentes métodos de estimagao, notamos que 33 via LSM com todas as observagoes
¢ 150% maior do que a estimativa calculada via esse método sem os outliers. Ainda, a
estimativa de 3 via o M-estimador de Huber é 107,14% maior que a obtida via LSM sem
os outliers. Em contrapartida, a M-estimativa via bisquare de (33 é apenas 14,28% maior

do que este iltimo método de estimagao classico sem as observacoes discrepantes.

Portanto, nota-se que, no geral, as estimativas dos parametros do modelo de
regressao obtidas via o método de estimagao robusto bisquare sao mais proximas aquelas
calculadas via LSM sem os outliers, ou seja, observa-se que o método de M-estimacao via
funcao bisquare robustificou o procedimento de estimacao. Esta mesma conclusao nao
pode ser feita sobre o método de M-estimagao via funcao de Huber, uma vez que este

ultimo apresentou desempenho proximo ao LSM com os dados completos.

Para ilustrar graficamente as diferencas entre os ajustes dos modelos de regressao
via os diferentes métodos de estimacao, nas Figuras 6 e 7 construimos os graficos de
dispersao da variavel resposta y versus as covariaveis x; e xz juntamente com as retas
de regressao ajustadas. Vale ressaltar que para construir as retas de regressao ajustadas
para cada método de estimacao, as covariaveis nao consideradas nos eixo das abcissas do

graficos de dispersao foram fixadas em seus valores médios amostrais.
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Figura 6: Custo da aeronave versus a proporcao de seu aspecto (z1),
com as retas ajustadas por cada método de estimagao.
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Figura 7: Custo da aeronave versus seu peso (z3),
com as retas ajustadas por cada método de estimagao.
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A partir das Figuras 6 e 7, observamos comportamentos distintos para as retas
de regressao ajustadas a partir de cada método de estimacao. Notamos o mesmo padrao
discutido na Aplicagao 1, isto é, as retas obtidas via os métodos de estimacao LS e LS-
nos extremos superior e inferior, respectivamente, devido a influéncia dos outliers 16 e
22, os quais alavancam a reta de regressao ajustada pelo LSM. Além disso, fica evidente
como o método de M-estimacgao com a funcao bisquare produz um melhor ajuste a maioria
dos dados quando comparado ao M-estimador com a funcao do tipo Huber. Esta tultima
possui uma inclinacao muito proximo a reta LS com dados completos, o que indica maior
influéncia das observacoes discrepantes sobre a respectiva reta de regressao ajustada.
Ainda, vemos que conforme a proporcao de aspecto da aeronave (z;) aumenta, o seu
custo médio diminui, enquanto para valores maiores de peso da aeronave (z3), esse custo
médio é maior.

Por fim, avaliaremos o comportamento dos residuos studentizados sob os modelos

de regressao ajustados. Para tanto, inicialmente construimos os graficos dos residuos
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studentizados internos para cada método de estimacao que estao apresentados na Figura
8. A partir destes graficos observamos que o ajuste via LSM sem os outliers e o ajuste via
o M-estimador bisquare produzem um melhor ajuste comparado aos ajustes obtidos via
LSM com dados completos e M-estimador de Huber. Ainda, observamos que o método
de estimacao com a funcao bisquare atribui pesos menores para as observagoes atipicas
16 e 22, desde que estas observacoes possuem residuos discrepantes.

Figura 8: Graficos dos residuos studentizados internos versus os valores
ajustados da regressao sob cada método de estimagao.
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Para finalizar esta andlise, na Figura 9 estao apresentados os graficos de pro-
babilidade normal dos residuos studentizados com envelope simulado sob cada regressao
ajustada. Este tipo de grafico é muito 1til para avaliar a suposicao de normalidade do
erro aleatério. Esta suposicao é importante para que possamos utilizar seguramente os
p-valores associados aos testes de significancia dos coeficientes. Se os residuos studentiza-
dos se encontrarem dentro do envelope simulado sem padrao sistematico, teremos indicios
de que a suposicao de normalidade esta adequada. E importante pontuar que esta ava-
liacao nao é a mesma quando o grafico é construido sob estimativas obtidas a partir de
uma inferéncia robusta. O objetivo da estimacao robusta é modelar bem a maior parte

dos dados, exceto observacoes discrepantes que possuem influéncia desproporcional no
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procedimento inferencial. Assim, sob a inferéncia robusta, esperamos que a maior parte
dos residuos se encontrem dentro do envelope simulado sem padrao sistematico, porém
nao é necessario que todas as observacoes estejam dentro destes limites. Na verdade,
as observacoes atipicas devem ser destacadas neste grafico pois devem possuir residuo

discrepante.

A partir do grafico sob a estimagao via o LSM com dados completos e M-estimagao
de Huber, nao temos fortes indicios contra a suposicao de normalidade dos erros. A ob-
servacgao 22 é destacada em ambos os graficos. Nota-se que a maioria dos residuos obtidos
via o método de estimagao com a funcao bisquare se encontram dentro do envelope simu-
lado, enquanto que os residuos das observacoes 16 e 22 estao claramente destacadas. Para
observar isso mais detalhadamente, contruimos a versao ampliada deste grifico que esta
apresentada na Figura 10. Portanto, o ajuste da regressao linear sobre o M-estimador
bisquare produziu residuos studentizados que indicam adequacao da suposicao de norma-
lidade para a maior parte dos dados, exceto as observacoes 16 e 22 que receberam peso
baixo no procedimento de estimagcao.

Figura 9: Graficos de probabilidade normal dos residuos studentizados
com envelope simulado sob cada método de estimagao.
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Figura 10: Versdo ampliada do grafico de probabilidade normal dos residuos studentizados com
envelope simulado para os residuos sob método robusto do tipo bisquare.
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4 Consideracoes Finais

O presente trabalho dedicou-se a fazer uma introducao a regressao linear robusta,
voltada para o contexto de M-estimadores sob modelos de localizacao e escala, os quais
possuem boas propriedades como Fisher-consisténcia e normalidade assintotica. Foram
aplicados métodos estatisticos robustos na andlise de dados sob modelos de regressao
linear simples e multiplo, com foco em situacoes em que a presenca de outliers pode
impactar significativamente os resultados obtidos pelo método classico de estimagao via

minimos quadrados.

A estrutura do trabalho foi dividida em capitulos que abordaram desde a fun-
damentacao tedrica com detalhes até a aplicagao pratica para comparagao dos métodos
de estimacgao estudados. No Capitulo 2 foi feita uma revisao sobre modelos de regressao
lineares e os respectivos métodos de estimacao que foram utilizados. Os métodos de es-
timacao para os parametros da regressao linear foram discutidos e comparados a partir
de suas diferencas de obtencao e propriedades. Em particular, a classe de M-estimadores,

conhecida por produzir estimadores robustos, foi introduzida sob diferentes contextos.

Nas aplicagoes praticas, apresentadas no Capitulo 3, foram abordados dois con-
juntos de dados diferentes para ilustrar o uso e as vantagens dos métodos de estimagao
robustos quando comparados ao LSM. A partir das aplicacoes foi possivel aplicar os concei-
tos e métodos estudados no Capitulo 2, destacando a sensibilidade dos resultados obtidos
a partir do LSM na presenca de observagoes atipicas. Foi observado como os métodos de
estimacgao robustos podem oferecer um ajuste melhor a maior parte dos dados, atribuindo

peso baixo as observagoes discrepantes.

E de suma importancia o estudo de métodos robustos para lidar com cenarios
em que a presenca de outliers podem comprometer a validade das analises estatisticas
tradicionais. Nesse sentido, reforga-se a necessidade continua de avancar nas técnicas
estatisticas para enfrentar os desafios presentes na analise de dados. Os métodos robus-
tos apresentados neste trabalho sao de grande relevancia para pesquisadores, analistas e
profissionais que buscam interpretagoes mais confidaveis e robustas a partir de seus dados,
proporcionando interpretagoes mais consistentes diante de dados que fogem dos padroes

usuais.

Em sintese, este trabalho proporcionou uma visao introdutéria sobre a teoria e
aplicacao de métodos de estimacao robustos sob modelos de regressao linear, contribuindo
para a compreensao e utilizacao dessas técnicas em contextos diversos, ressaltando sua

relevancia em promover uma andlise estatistica mais sélida e confiavel.
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