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RESUMO

A identi�cação de sistemas dinâmicos não-lineares invariantes no tempo através do modelo

de Volterra de segunda ordem com base de funções ortonormais na representação dos kernels

é um tópico amplamente discutido na literatura para dois tipos de bases, a de Laguerre e a de

Kautz. Assim, a proposta de utilização da base de funções ortonormais generalizadas com um

pólo real e um par de pólos conjugados se mostrou um tópico a ser explorado, especialmente

para sistemas cuja dinâmica é de ordem superior a dois.

A reação de polimerização em um reator ideal de tanque agitado, Continuous Stirred Tank

Reactor (CSTR), é um exemplo de planta industrial que atende a esses requisitos e, já tendo

sido utilizado em diversos trabalhos como fonte de dados de entrada e de saída (I/O), se mostrou

um bom estudo de caso.

Adotou-se na construção do algoritmo uma metodologia de busca exaustiva, em que foram

testados todos os elementos de um dado conjunto de pólos que melhor identi�cavam a saída

do reator durante a primeira metade da reação de polimerização. Com os kernels de primeira

e segunda ordem obtidos, fez-se uma validação do modelo utilizando um outro conjunto de

dados, no caso, a segunda metade do processo de reação.

São comparados os resultados obtidos utilizando os três tipos de base de funções e discutidos,

além da apresentação de propostas futuras e de melhorias da metodologia e do algoritmo.

Palavras-chave: GOBF, Volterra, identi�cação de sistemas NLIT, kernel, CSTR



ABSTRACT

The identi�cation of non-linear time invariant dynamic systems through second order Vol-

terra models with orthonormal basis functions to reproduce the kernels is a topic well discussed

in the literature for two particular function basis: Laguerre and Kautz. So, the representation

through generalised orthonormal basis functions is a issue worth of discussion, specially for

systems with more complex dynamic.

The continuous stirred tank reactor (CSTR) polymerisation process is a common case of study

and is used as source for input and output data.

During the algorithm project, an exhausted search approach was adopted, where all the ele-

ments were tested of a certain set of poles that better estimate the output during the �rst half

of the polymerisation process. Then, using the �rst-order and second-order kernels obtained

with the second half of the data, the model was validated

The results obtained using these three classes of orthonormal basis functions were compared

and discussed. Also, suggestions for improvements and for future works were presented.

Keywords: GOBF, Volterra, identi�cation of NLTI systems, kernel, CSTR
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 MOTIVAÇÃO

Desde a Primeira Revolução Industrial, iniciada com o advento do máquina a vapor, a

humanidade registrou acelerado avanço tecnológico, chegando até a iniciar a exploração turística

do espaço. E sistemas de controle foram e são parte fundamental desse processo, permitindo a

representação e modelagem matemática de processos cada vez mais complexos que permitiram

esse grande progresso (NISE, 2008).

Dentre as várias etapas necessárias para a modelagem matemática de sistemas de controle,

uma delas é a adoção de uma metodologia que permita essa representação. As duas principais

são caixa branca e caixa preta.Enquanto na primeira a construção é feita tomando-se os pa-

râmetros físicos de um dado sistema, na segunda essa construção é feita através dos dados de

entrada e dos dados de saída(LJUNG, 1999).

E para a modelagem matemática de um dado sistema, adota-se, de forma geral, algumas

premissas que levam a uma simpli�cação do processo. E uma das simpli�cações mais adotadas

consiste na adoção de premissas que permitam um sistema cuja dinâmica é não-linear, ser

analisado e estudado como um sistema linear. Análise em torno de um ponto de equilíbrio,

pequenas variações angulares, são exemplos de tais premissas.

Apesar dessa simpli�cação ter diversas vantagens, como utilização de ferramentas mate-

máticas mais simples, desvantagens como restrições na representação, perda de �delidade em

relação ao caso estudado, demandam o emprego de técnicas não-lineares (DRONGELEN, 2010).

Assim, a proposta deste trabalho é justamente dado um conjunto de dados de entrada e

de saída (I/O) de sistema não-linear, ou seja, através da abordagem de caixa preta, fazer a

construção de um modelo não-linear para representá-lo.

Dentre o vasto estudo dentro desse escopo, existem diferentes modelos matemáticos a serem
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utilizados, cada qual com suas vantagens e desvantagens. Adotou-se para este trabalho a utili-

zação do modelo de OBF-Volterra, que são modelos NFIR (Non-linear �nite impulse response)

com não-linearidade polinomial. Esse modelo tem por grandes vantagens que a sua representa-

ção se dá somente em termos de amostras passadas e é um modelo linear nos seus parâmetros.

(HEUBERGER et al., 2005).

O emprego de funções de Laguerre e de Kautz para identi�cação de sistemas não-lineares

através do modelo OBF-Volterra já é bem discutido e consolidado, como em (HEUBERGER

et al., 2005; NINNESS; GUSTAFSSON, 1997); DOYLE et al., 2002); DUMONT; FU, 1993);

DA ROSA et al., 2009); OLIVEIRA et al., 2012)), de forma que a proposta do trabalho é

justamente contribuir em uma nova linha de discussão, através da utilização de funções GOBF

com três pólos, um real e um par de conjugados. Assim, se busca fazer uma comparação da

precisão na identi�cação de um dado sistema não-linear utilizando essa GOBF proposta, com

os resultados obtidos utilizando as outras bases, Laguerre e Kautz.

Para tal, foi desenvolvido um algoritmo descrito ao longo do trabalho e buscou-se empregá-

lo de forma padronizada para essas três classes de bases de funções durante a identi�cação de

uma reação de polimerização em um reator ideal de tanque agitado. Os dados de entrada e

de saída utilizados e obtidos durante simulação dessa reação, foram utilizados como fonte para

veri�carmos a capacidade de identi�cação do modelo de OBF-Volterra utilizando cada uma das

três bases, Laguerre, Kautz e a GOBF proposta utilizando o algoritmo desenvolvido.

1.2 ORGANIZAÇÃO DO TEXTO

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte maneira:

� No capítulo 2, apresenta-se a fundamentação teórica do modelo de Volterra, das bases de

funções ortonormais utilizadas e do modelo OBF-Volterra;

� No capítulo 3, é descrito o algoritmo adotado e a metodologia aplicada para melhor seleção

dos pólos das bases de funções ortonormais;

� No capítulo 4, é descrito o estudo de caso e os resultados obtidos para a modelagem são

apresentados e discutidos;

� Por �m, no capítulo 5, apresentam-se as conclusões deste trabalho, além de propostas
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para trabalhos futuros.



CAPÍTULO 2

MODELOS DE VOLTERRA BASEADOS EM FUNÇÕES
ORTONORMAIS

2.1 MODELO DE VOLTERRA

O modelo de Volterra, desenvolvido pelo matemático italiano Vito Volterra no ano de 1930,

é essencialmente uma forma de representação de sistemas não-lineares e invariantes no tempo

(NLIT) através de uma sequência de operações de convolução ou similar a essas entre o sinal

de entrada, x(t), e as funções hn, chamadas de kernels de Volterra, no domínio contínuo do

tempo (DRONGELEN, 2010):

y(t) =

∫ +∞

−∞
h1(τ1)x(t− τ1)dτ1

+

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h2(τ1, τ2)x(t− τ1)x(t− τ2)dτ1dτ2 + · · ·

+

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞
hn(τ1, τ2, · · · , τn)x(t− τ1)x(t− τ2) · · ·x(t− τn)dτ1dτ2 · · · dτn,

(2.1)

sendo y(t) a saída e o índice n dos kernels indicam a ordem desses.

Alguns autores, (BILLINGS, 1980); DUMONT; FU, 1993)) adotam a expressão com um h0

que representa um o�set do sistema.

Esse modelo também pode ser representado no domínio discreto do tempo (k) (SCHETZEN,

2006; RUGH, 1981)):

y(k) =
+∞∑

τ1=−∞

h1(τ1)x(k − τ1)

+
+∞∑

τ1=−∞

+∞∑
τ2=−∞

h2(τ1, τ2)x(k − τ1)x(k − τ2) + · · ·

+
+∞∑

τ1=−∞

+∞∑
τ2=−∞

· · ·
+∞∑

τn=−∞

hn(τ1, τ2, · · · , τn)x(k − τ1)x(k − τ2) · · ·x(k − τn).

(2.2)

Por �ns práticos, é adotado um limite εn de truncamento na representação, além do qual os

kernels de ordem n são considerados nulos. Além disso, o limite inferior do somatório é kn = 0,



2.1 � Modelo de Volterra 5

uma vez que para uma representação su�cientemente precisa, assume-se que o sistema é causal

(BOYD; CHUA, 1985)) logo, com essas considerações a representação �ca da seguinte forma:

y(k) =
k∑

τ1=0

h1(τ1)x(k − τ1)

+
k∑

τ1=0

k∑
τ2=0

h2(τ1, τ2)x(k − τ1)x(k − τ2) + · · ·

+
k∑

τ1=0

k∑
τ2=0

· · ·
k∑

τn=0

hn(τ1, τ2, · · · , τn)x(k − τ1)x(k − τ2) · · ·x(k − τn),

(2.3)

com k > εn.

Já foi estudado e comprovado que o truncamento do modelo de Volterra representa com precisão

su�ciente qualquer sistema não linear que satisfaça as seguintes condições (BOYD; CHUA,

1985)):

1. Seja causal, estável, invariante no tempo ;

2. A entrada seja limitada.

Assim, o sistema da equação (2.3) atende a essas condições.

Geralmente na literatura a expansão do modelo de Volterra é adotada até a segunda ordem

(n = 2), tanto por razões práticas, como limitar número de variáveis a serem trabalhadas, e

por razões teóricas, como aproximação su�cientemente precisa (BILLINGS, 1980); DUMONT;

FU, 1993)). Assim, a representação do modelo de Volterra adotada neste trabalho será:

y(k) =
k∑

τ1=0

h1(τ1)x(k − τ1) +
k∑

τ1=0

k∑
τ2=0

h2(τ1, τ2)x(k − τ1)x(k − τ2). (2.4)

Uma vez que a proposta de trabalho está limitada a sistemas do tipo SISO (Single-Input Single-

Output), a função x(k−τn) representa diferentes amostras de uma mesma entrada, de tal forma

que os kernels de segunda ordem, h2 podem ser considerados simétricos, já que estão associados

a um mesmo fator, ou seja, h2(τ1, τ2) = h2(τ2, τ1) (SCHETZEN, 2006). Conforme será discutido

de forma mais ampla no capítulo 3 uma das grandes vantagens desse modelo é a capacidade de

representação de sistemas não lineares em um modelo cujos coe�cientes são lineares, ou seja,

mesmo com a relação não linear entre entrada, x(k), e saída, y(k), a relação nos coe�cientes

do modelo de Volterra, como os kernels, hn é linear. O que facilita na utilização de métodos
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numéricos mais comumente empregados, como mínimos quadrados, para sua estimação. Uma

desvantagem desse modelo é a grande quantidade de termos para representação dos kernels, o

que acarreta em um aumento da variância dos termos estimados (HEUBERGER et al., 2005).

Uma forma de reduzir essa desvantagem é a representação desse modelo usando bases de funções

ortonormais (OBF) (SCHETZEN, 2006; DOYLE et al., 2002)).

2.2 BASE DE FUNÇÕES ORTONORMAIS

2.2.1 Uso de Funções Ortonormais

A redução do número de termos necessário para estimação dos kernels com o emprego da

base de funções ortonormais é resultado direto da sua própria de�nição:

∞∑
k=0

Ψi(k)Ψj(k) =

{
1, se i = j
0, se i 6= j

, (2.5)

com Ψi(k) e Ψj(k) pertencentes a mesma base de funções ortonormais. Isso é embasado na

propriedade de completude desse conjunto de funções, (OLIVEIRA et al., 2011)), a qual ga-

rante que qualquer função dentro do espaço de Lebesgue l2[0,∞) pode ser aproximada por

uma combinação linear das funções que compõem a base de funções ortonormais com precisão

de�nida pelo modelo, ou seja, para qualquer função y(k) : N→ R em l2[0,∞) existirão inteiros

n1 > 0 e n2 > 0, ∀ε > 0 satisfazendo:

∞∑
k=0

(
y(k)−

∑n1

i=1 ciΨi(k)−
∑n2

i1=1

∑n2

i2=1 ci1ci2Ψi1(k)Ψi2(k)
)
< ε, (2.6)

em que ε é a precisão desejada, o conjunto de funções da base ortonormal é o utilizado para a

aproximação da função y(k) e os coe�cientes c são escalares. Assim, esse conjunto de funções é

uma alternativa viável para a representação ou identi�cação de um dado sistema. Essas funções

podem ser entendidas como encadeamento de �ltros passa-todas (NINNESS; GUSTAFSSON,

1997); HEUBERGER et al., 2005):

Ψi(z) = z

√
1− |βi|2
z − βi

i−1∏
j=1

(
1− βjz
z − βj

)
, i = 1, 2, · · · , (2.7)

em que βi são os pólos da base ortonormal (βi ∈ C : |βi| < 1) e βi é o conjugado complexo

de βi. As funções representadas acima são conhecidas como funções de Takenaka-Malmquist
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(HEUBERGER et al., 2005; MACHADO et al., 2007)). Todo o desenvolvimento até aqui

se dá no domínio da frequência, caso se deseje trabalhar no domínio do tempo, deve-se usar

transformada z inversa das expressões utilizadas nessa seção (OLIVEIRA et al., 2011)). Os

pólos βi são tais que |βi| < 1, logo estáveis. As funções Ψi(k) que compõem a base ortonormal

são completas no espaço de Lebesgue se, e somente se,
∑∞

i=1(1 − |βi|) = ∞, (NINNESS;

GUSTAFSSON, 1997)), assim, os pólos dessas funções devem atender a esse requisito para

que essas possam ser utilizadas na representação ou identi�cação de modelos que se desejar

representar. Muitas vezes essas funções, devido à própria estrutura delas, possuem coe�cientes

complexos, o que é �sicamente irrealizável, mas esse problema pode ser contornado através de

uma parametrização, montando uma base de funções modi�cadas em que todos os coe�cientes

são reais (NINNESS; GUSTAFSSON, 1997)). Existem algumas bases de funções ortonormais

mais utilizadas que se diferenciam de acordo com a natureza dos pólos das funções que compõem

a base e da quantidade de pólos distintos.

2.2.2 Funções de Laguerre

A base de Laguerre é um caso especí�co de base de funções ortonormais em que todos os

pólos βi são reais e iguais, ou seja, βi = βi = p, tal que p ∈ R e, obviamente, |p| < 1. O parâmetro

p é chamado de pólo de Laguerre e a expressão dos �ltros ortonormais que constituem a base

de Laguerre é descrita (FU; DUMONT, 1993); BELT; DEN BRINKER, 1995); OLIVEIRA E

SILVA, 1994); TANGUY et al., 1995)) assim:

Ψi(z) = z

√
1− p2
z − p

(
1− pz
z − p

)(i−1)

, (2.8)

expressão que deixa evidente que se trata de um caso particular da expressão (2.7), em que

p é o pólo único e se repete para a i-ésima função da base. As funções de Laguerre são mais

utilizadas para a representação de sistemas com dinâmica amortecida de primeira ordem, pela

própria natureza de sua construção, com apenas um pólo real (HEUBERGER et al., 2005).

É interessante analisar o comportamento temporal dessas funções, uma vez que isso fornece

insumos para analisarmos o quão oscilatória é a base de funções e o instante de convergência

dessas, dois parâmetros de grande importância para a decisão de qual base adotar na representa-

ção de um sistema NLTI (TIELS; SCHOUKENS, 2014)). A �gura 2.1 mostra o comportamento
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temporal das seis primeiras funções de Laguerre geradas com um pólo p = 0, 8:

Figura 2.1. Comportamento temporal das 6 primeiras funções da base de Laguerre com pólo p = 0, 8

2.2.3 Funções de Kautz

Um outro caso particular, de muito interesse, da base de funções ortonormais é o das funções

de Kautz. Nesse, o encadeamento de �ltros ortonormais da equação (2.7) é feito com funções

cujos pólos são um único par de conjugados complexos, ou seja� o par de pólos βi será igual

a β e β. Assim, as funções de Takenaka-Malmquist �cariam da seguinte forma (NINNESS;

GUSTAFSSON, 1997); HEUBERGER et al., 2005):

Ψi(z) = z

√
1− |β|2
z − β

(
1− βz
z − β

)i−1
. (2.9)

Um problema da equação acima são os coe�cientes complexos, devido ao par de conjugados β e

β. Como já mencionado, isso não é adequado para a representação de sistemas físicos reais e uma

forma de se contornar isso é através de uma parametrização (NINNESS; GUSTAFSSON, 1997)).

No caso especí�co de Kautz, essa parametrização é feita da seguinte forma (HEUBERGER et
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al., 2005; TANGUY N.; CALVEZ, 2002); WAHLBERG, 1994)):

Ψ2i(z) = z

√
(1− α2

2)(1− α2
1)

z2 + α1(α2 − 1)z − α2

[
α2z

2 + α1(α2 − 1)z + 1

z2 + α1(α2 − 1)z − α2

]i−1
,

Ψ2i−1(z) = z
(z − α1)

√
1− α2

2

z2 + α1(α2 − 1)z − α2

[
α2z

2 + α1(α2 − 1)z + 1

z2 + α1(α2 − 1)z − α2

]i−1
,

(2.10)

em que o par de funções Ψ2i e Ψ2i−1 são resultado da parametrização dos pólos conjugados β

e β em α1 e α2:

α1 =
β + β

1 + ββ
, (2.11)

α2 = ββ, (2.12)

assim, o par de funções Ψ2i e Ψ2i−1 é construído com os parâmetros reais α1 e α2, |α1| <1 e

|α2| <1.

Uma das vantagens da base de Kautz em relação a de Laguerre é que, pela natureza dos pólos

que possui, a primeira representa melhor sistemas oscilatórios (HEUBERGER et al., 2005).

Inclusive, pelo número de pólos das funções da base de Laguerre e de Kautz elas são mais

utilizadas, respectivamente, na modelagem de sistemas com dinâmica de 1a e de 2a ordem. A

�gura 2.2 mostra o comportamento temporal das seis primeiras funções da Kautz. Esse exemplo

é para o par de pólos β = 0, 8± 0, 4i.
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Figura 2.2. Comportamento temporal das 6 primeiras funções da base de Kautz com par de pólos β =
0, 8± 0, 4i

Ao compararmos a �gura 2.2 com a 2.1 percebemos algumas diferenças no comportamento

das funções da base de Laguerre com as da base de Kautz, como o maior comportamento

oscilatório das de Kautz, que as tornam mais adequadas para representação de sistemas de

comportamento também mais oscilatório.

2.2.4 Base de Funções Ortonormais Generalizadas

Como já discutido nas seções anteriores, as bases de Laguerre e de Kautz são mais utilizadas

na modelagem de sistemas de 1a e de 2a ordem, respectivamente (HEUBERGER et al., 2005).

Para sistemas com dinâmicas mais complexas, outras bases de funções ortonormais são preferí-

veis. As bases de funções ortonormais generalizadas, em inglês Generalised Orthonormal basis

of functions (GOBF), (Van Den Hof et al., 1995); HEUBERGER et al., 2005; MACHADO

et al., 2007)) são uma alternativa para a modelagem de sistemas de ordem maior que o de

segunda.

Considerando inicialmente um encadeamento de �ltros ortonormais com pólos reais, representa-
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se a equação (2.7) assim:

Ψi(z) = z

√
1− p2i
z − pi

i−1∏
j=1

(
1− pjz
z − pj

)
, i = 1, 2, · · · , (2.13)

em que os pólos p1, p2, · · · , pi ∈ R. Dessa forma, as funções que compõem a base ortonormal

que obteríamos a partir desses pólos seriam Ψ1,Ψ2, · · · ,Ψi.

Considerando i = n− 1, ou seja, n− 1 pólos reais, teríamos n− 1 funções nessa base.

Para acrescentarmos um par de funções com pólos complexos nessa base ortonormal (NINNESS;

GUSTAFSSON, 1997)), de forma que essas funções possuam coe�cientes reais, a seguinte pa-

rametrização é proposta para as duas funções da base seguintes às n − 1 funções já obtidas a

partir dos pólos reais:

Ψ
′

n(z) = z

√
(1− |βn|2(λ

′
z + γ

′
)

z2 − (βn + βn)z + |βn|2

n−1∏
j=1

(
1− pjz
z − pj

)
,

Ψ
′′

n(z) = z

√
(1− |βn|2(λ

′′
z + γ

′′
)

z2 − (βn + βn)z + |βn|2

n−1∏
j=1

(
1− pjz
z − pj

)
,

(2.14)

em que as funções Ψ
′
n e Ψ

′′
n são as últimas duas funções dessa nova base, gerada a partir da

base anterior que continham as n− 1 funções Ψ1,Ψ2, · · · ,Ψi, agora acrescidas das funções Ψ
′
n

e Ψ
′′
n parametrizadas pelo par de pólos complexos βn e βn.

Os coe�cientes λ
′
, γ

′
, λ

′′
e γ

′′
são reais e, de forma similar ao visto com a base de Kautz, resultam

da parametrização do par de pólos complexos βn e seu conjugado. Nesse caso a parametrização

ocorre assim (NINNESS; GUSTAFSSON, 1997)):

[
λ

′
γ

′] 1 + |βn|2 βn + βn

βn + βn 1 + |βn|2

 [λ′

γ
′

]
= |1− β2

n|2 , (2.15)

[
λ

′′

γ
′′

]
=

1√
1− ξ2

 ξ 1

−1 −ξ

 [λ′

γ
′

]
, (2.16)

em que a constante ξ é relacionada ao par de pólos βn e βn da seguinte forma:

ξ =
βn + βn
1 + |βn|2

. (2.17)
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Das equações (2.16) e (2.17), nota-se que há uma in�nidade de valores que para os parâ-

metros λ
′
,γ

′
, λ

′′
e γ

′′
. Quaisquer escolhas de valores para esses parâmetros que satisfaçam as

condições das equações (2.15), (2.16) e (2.17) são válidas (NINNESS; GUSTAFSSON, 1997);

ZIAEI; WANG, 2006)). Uma variação desse modelo é a inserção de mais de um par pólos

conjugados.

Até então o modelo foi desenvolvido para um número n − 1 de pólos reais e a inserção de um

par de pólos complexos conjugados . Para inserção de outros pólos complexos, sempre conju-

gados uma vez que trabalhamos com coe�cientes reais para a representação de modelos físicos,

o seguinte modelo é proposto (NINNESS; GUSTAFSSON, 1997); ZIAEI; WANG, 2006)):

Ψ
′

n+1(z) = z

√
(1− |βn+1|2(ρ

′
z + µ

′
)

z2 − (βn + βn+1)z + |βn+1|2

n−1∏
j=1

(
1− pjz
z − pj

)
F (z),

Ψ
′′

n+1(z) = z

√
(1− |βn+1|2(ρ

′′
z + µ

′′
)

z2 − (βn+1 + βn+1)z + |βn+1|2

n−1∏
j=1

(
1− pjz
z − pj

)
F (z),

(2.18)

sendo que

F (z) =

(
1− βn
z − βn

)
·
(

1− βn
z − βn

) n−1∏
j=1

(
1− pjz
z − pj

)
(2.19)

De forma análoga ao discutido na construção do modelo representado pela equação (2.14),

as funções Ψ
′
n+1 e Ψ

′′
n+1 correspondem às funções parametrizadas pela inserção do novo par de

pólos conjugados βn+1 e βn+1, ou seja, é um par de funções acrescidos à base de funções geradas

pelos n− 1 pólos reais e pelas duas funções Ψ
′
n e Ψ

′′
n.

Também de forma similar ao que já foi proposto, os parâmetros ρ
′
,µ

′
, ρ

′′
e µ

′′
possuem a mesma

relação com os pólos βn+1 e seu conjugado que os parâmetros λ
′
,γ

′
, λ

′′
e γ

′′
possuem com os

pólos βn e seu conjugado expressas nas equações (2.15), (2.16) e (2.17).

Um exemplo dessa construção é o caso da modelagem de um sistema com três pólos, um pólo

real p e um par de conjugados β e β.A �gura 2.3 mostra o comportamento no tempo das seis

primeiras funções do caso particular, em que os pólos são p = 0, 8 e β = 0, 8± 0, 4i:
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Figura 2.3. Comportamento temporal das 6 primeiras funções da GOBF com 1 pólo real p = 0, 8 e 1 par de
conjugados β = 0, 8± 0, 4i

Como discutido nas seções de Laguerre (2.2.2) e de Kautz 2.2.3, a análise do comportamento

da função ilustrado na �gura acima é de grande utilidade para a análise da convergência das

funções e do comportamento oscilatório delas (TIELS; SCHOUKENS, 2014)).

Ao compararmos o conjunto de equações (2.14), (2.15) e (2.16) com o conjunto das equa-

ções (2.10), (2.11) e (2.12) as semelhanças são várias, especialmente os coe�cientes da variável

complexa z. Já as duas últimas funções da GOBF de 3a ordem são, de certa forma, uma com-

binação da construção da base de funções de Laguerre com a construção da base de funções de

Kautz.

2.3 MODELO OBF-VOLTERRA

Como já discutido na seção 2.1, algumas das grandes vantagens da representação e modela-

gem de sistemas não-lineares através do modelo de Volterra é que este é linear nos parâmetros

e a capacidade de representar sistemas com memória. .
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Uma desvantagem dessa abordagem é o número alto de variáveis desconhecidas que devem

ser estimadas via métodos numéricos, o que leva, muitas vezes, a uma alta variância desses

parâmetros (OLIVEIRA et al., 2012)). Uma forma de contornar isso é através da expansão

dos kernels de Volterra usando uma base de funções ortonormais, reduzindo o número de

parâmetros a serem estimados e assim, diminuindo a variância dessa estimativa (SCHETZEN,

2006; DOYLE et al., 2002)).

Assume-se que os kernels hn sejam truncados até um limite εn, ou seja, hn(k1, · · · , kn) = 0

para kj > εn(∀j ∈ {1, · · · , n}), assim eles podem ser representados no espaço de Lebesgue, per-

mitindo que possam ser expandidos usando uma base de funções ortonormais 2.2. Assumindo

que tanto o kernel de 1a ordem quanto o de 2a ordem sejam representados por funções orto-

normais Ψ que compõem uma mesma base ortonormal tem-se que (SCHETZEN, 2006; RUGH,

1981)):

ĥ1(k) =

n1∑
i=1

ciΨi(k),

ĥ2(k1, k2) =

n2∑
i1=1

i1∑
i2=1

ci1,i2Ψi1(k1)Ψi2(k2),

(2.20)

em que Ψi é a i-ésima função da base ortonormal,n1 e n2 são o número de funções ortonormais Ψ

que serão utilizadas na representação dos kernels de primeira e de segunda ordem e os escalares

ci1,i2 são resultado da expansão dos kernels utilizando a base de funções ortonormais. Esses

coe�cientes, para o modelo de Volterra de 2a ordem, com n1 e n2 funções ortonormais Ψ na

expansão dos kernels são de�nidos como (SCHETZEN, 2006; RUGH, 1981)):

ci =
εn∑
k=0

h1(k)Ψi(k),

ci1,i2 =
εn∑
k1=0

εn∑
k2=0

h2(k1, k2)Ψi1(k1)Ψi2(k2),

(2.21)

em que h1(k) e h2(k1, k2) são os kernels de primeira e de segunda ordem, respectivamente, e εn é

o limite de truncamento, dado pelo número de amostras da função y(k) que se deseja representar,

de tal forma que os kernels h1(k) e h2(k1, k2) = 0, k > εn. Quando se deseja representar um

eventual o�set do sistema através de um kernel de ordem 0 h0 como em (BILLINGS, 1980);

DUMONT; FU, 1993)), também se faz necessário estimar o coe�ciente c0.
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Assim, combinando as expressões (2.3),(2.20) e (2.21) , obtém-se a representação ŷ(k) da

função y(k) segundo o modelo de Volterra de segunda ordem (SCHETZEN, 2006; RUGH,

1981)):

ŷ(k) =

n1∑
i1=1

ci1li1(k) +

n2∑
i1=1

i1∑
i2=1

ci1,i2li1(k)li2(k), (2.22)

sendo que li(k) =
∑k

τ=0 Ψij(τ)x(k − τ), ou seja, li é o resultado da entrada x(k) �ltrada pelas

funções ortonormais Ψ.

Assim como os kernels de segunda ordem descritos na representação original do modelo de

Volterra na seção 2.1, os coe�cientes de segunda ordem ci1,i2 a serem estimados segundo equação

(2.21) são também simétricos, uma vez que se trate de um sistema SISO, de tal forma que ci,j

= cj,i.



CAPÍTULO 3

SELEÇÃO DOS PÓLOS DAS BASES DE FUNÇÕES
ORTONORMAIS

Uma das grandes vantagens do modelo de Volterra é a capacidade de representação de

sistemas não-lineares em parâmetros lineares, como introduzido na seção (2.1) , facilitando

o uso de algoritmos mais usuais. A metodologia aqui adotada explora isso, descrevendo o

algoritmo montado para a representação de sistemas NLIT através do modelo OBF-Volterra

utilizando três bases de funções ortonormais distintas, Laguerre, Kautz e a GOBF proposta

com um pólo real e um par de conjugados. Todos as etapas do processo foram implementadas

na plataforma do MATLAB®. Os códigos relativos a cada uma das etapas está anexado e foi

programado de forma similar às três bases. Assim, será anexado relativo a uma delas após cada

seção o código utilizado para a GOBF proposta.

Conforme será apresentado no decorrer desse capítulo, e também nos capítulos 4 e 5, o custo

computacional foi uma variável importante e assim, informações do computador utilizado no

trabalho são importantes. O trabalho foi realizado em um computador modelo Dell, Inspiron

14 com as seguintes características:

� Processador: Intel® CoreTMi5-8250U CPU @ 1.60GHz 1.80 GHz; ;

� RAM: 8,00 GB (utilizável: 7,66 GB) ;

� Sistema operacional: 64 bits, processador baseado em x64, Windows 10 Pro;

� HD: WDC WD10SOZX-75Z10T1, espaço de 927 GB.

.

3.1 GERAÇÃO DE FUNÇÕES ORTONORMAIS

O primeiro passo é a própria geração das funções ortonormais. Nesse trabalho, para a seleção

do melhor conjunto de pólos que permitem uma identi�cação mais precisa do sistema dinâmico
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foi projetado um algoritmo de busca exaustiva, de tal forma que se fez necessário a geração das

seis primeiras funções de Laguerre, de Kautz e da GOBF proposta para todo um domínio de

pólos, em que o número de elementos desse domínio foi limitado por razões computacionais.

Assim para alcançarmos a precisão desejada de quatro casas decimais, foi necessário repetir o

processo re�nando os limites do conjunto de pólos a cada repetição. O algoritmo adotado para

essa etapa pode ser visto na seção 3.1 do apêndice A.

A quantidade máxima de amostras k da equação (2.4) foi limitada segundo dois critérios.

Primeiro, o instante de convergência das funções Ψ(k), a partir do qual o valor delas permanece

nulo. Para obter tal quantidade foi desenvolvido o algoritmo descrito na seção A.2 do anexo A.

Porém, há algumas funções que demoram muito para convergir, e para essas, foi limitado ao

número de amostras do próprio sistema que se deseja identi�car, uma vez que além desse, os

valores não são utilizados.

3.2 ESTIMAÇÃO DOS COEFICIENTES VIA MÍNIMOS QUADRADOS E CÁLCULO

DOS KERNELS

Um dos pontos mais discutidos nesse trabalho foi a capacidade de se representar sistemas

dinâmicos não-lineares através de parâmetros lineares usando o modelo de Volterra.

A equação (2.22) evidencia essa relação e também sintetiza o que foi implementado nessa etapa

Tendo já o conjunto de dados de entrada e de saída (I/O) do sistema NLIT estudado, y(k) e

u(k), e já tendo sido geradas as bases de funções ortonormais para todo o conjunto de pólos

propostos, o algoritmo implementado nessa etapa foi o de obtenção das funções li(k), ou seja,

o processo de �ltragem das funções de entrada u(k) pelas funções que compõem cada uma das

bases. Esse processo foi feito através de loops para englobar as funções resultantes de todos os

pólos utilizado. No caso deste trabalho, por se realizar uma comparação entre as três bases,

buscou-se usar o mesmo número de funções para as três, assim, n1 e n2 da equação (2.22) são

iguais a 6. O processo está descrito no código A.3.

Obtidas as funções li(k), e com os dados de saída do sistema em questão, y(k), estima-

se os coe�cientes ci e ci1,i2 via mínimos quadrados. Nesse trabalho, utilizou-se a função do

MATLAB®, lsqr (PAIGE; SAUNDERS, 1982)). Em suma, essa função resolve o sistema linear
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sobredeterminado A · x = b que minimiza o módulo de (b− A · x).

No caso, a matriz de coe�cientes A, o vetor x a se estimar e a função a qual se deseja representar

b são λ(k), ζ e y(k), respectivamente:

λ(k) =



l1(0) · · · l6(0) l1(0)2 l2(0)l1(0) l2(0)2 · · · l6(0)l1(0) l6(0)l2(0) · · · l6(0)2

l1(1) · · · l6(1) l1(1)2 l2(1)l1(1) l2(1)2 · · · l6(1)l1(1) l6(1)l2(1) · · · l6(1)2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

l1(k) · · · l6(k) l1(k)2 l2(k)l1(k) l2(k)2 · · · l6(k)l1(k) l6(k)l2(k) · · · l6(k)2


(3.1)

ζ =
[
c1 · · · c6 c1,1 c2,1 c2,2 · · · c6,1 c6,2 · · · c6,6

]
T (3.2)

y(k) =



y(0)

y(1)

...

y(k)


(3.3)

A implementação foi feita conforme algoritmo A.4. No estudo de caso que será discutido

no capítulo seguinte, fez-se a retirada do o�set sistema em estudo para que não houvesse a

necessidade da estimação do parâmetro c0, que seria usado para a representação do kernel h0,

de forma a reduzir o custo computacional, de forma a reduzir o tamanho dos arquivos inter-

mediários gerados no algoritmo na plataforma do MATLAB e também o tempo de simulação,

permitindo uma varredura de um maior número de pólos a cada iteração.

Com os coe�cientes ci e ci1,i2 estimados, a obtenção dos kernels ĥ1 e ĥ2 é feita de acordo
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com a expressão (2.20) e código A.5

Importante ressaltar que todo esse processo foi adaptado para que fosse realizado para cobrir

todo um domínio de pólos e as expressões descritas nessa seção foram devidamente adaptadas

para isso.

3.3 SELEÇÃO DO MELHOR CONJUNTO DE PÓLOS E VALIDAÇÃO

Fazendo uma breve recapitulação, dado um conjunto de pólos, foram calculadas as bases

de Laguerre, Kautz e GOBF para esse conjunto, em que foram representadas as seis primeiras

funções para cada base de cada pólo. Feito isso, estimou-se os coe�cientes por expansão via

mínimos quadrados, permitindo o cálculo dos kernels de primeira e de segunda ordem para toda

essa variedade de pólos. Agora descreveremos a �ltragem de todos esses dados para obtermos

os pólos que permitem uma melhor identi�cação da saída do sistema usando cada uma das três

bases de funções propostas.

Para tal, foi calculado a função (2.22) para todo o conjunto acima descrito e calculou-se o

erro quadrático médio (EQM) da seguinte forma:

EQM =
1

Nd

Nd∑
k=1

(y(k)− ŷ(k))2, (3.4)

em que y(k) é a saída original, no caso, a primeira metade do conjunto de dados do es-

tudo de caso e ŷ(k) é a função obtida. Após esses cálculos, comparou-se os erros quadráticos

médios gerados pelas diferentes elementos do conjunto de pólos e foi escolhida a combinação

que resultava no menor EQM. Importante mencionar que o limite de elementos do conjunto

de pólos mencionados no início da seção 3.1 foi estabelecido devido a essa etapa, uma vez que

se chegou a um limite de tamanho de arquivos permitidos no software. Todo esse processo foi

repetido quatro vezes para as funções de Laguerre, de Kautz e da GOBF em questão com o

intuito de chegar à precisão desejada de quatro casas decimais, padrão desse trabalho. Também

calculou-se o erro quadrático normalizado (EQN), utilizado nos trabalhos (OLIVEIRA et al.,

2011)) e (OLIVEIRA et al., 2012)) de�nido como:

EQN , 10log

∑Nd

k=1[y(k)− ŷ(k)]2∑Nd

k=1 y(k)2
. (3.5)
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Assim foi obtida a combinação de pólos que levam aos kernels, tanto de primeira ordem

quanto de segunda ordem, que permitem uma melhor identi�cação, dentro do algoritmo des-

crito, do sistema em estudo via modelo de Volterra de segunda ordem. Para essa etapa se

implementou o último código descrito nesse trabalho A.6.

Por �m, todo o processo foi validado, utilizando os kernels de primeira e de segunda ordem

obtidos em um outro conjunto de dados. No caso desse trabalho, fez-se um estudo de caso em

que se utilizou a primeira metade do período do sistema em estudo para a etapa de estimação

e a segunda metade para a validação, usando o mesmo código A.6.



CAPÍTULO 4

MODELAGEM DE UMA REAÇÃO DE
POLIMERIZAÇÃO EM UM CSTR

Inicialmente será feita uma descrição do sistema NLIT estudado, uma reação de polimeriza-

ção em um reator ideal de tanque agitado, em inglês Continuous Stirred Tank Reactor (CSTR).

A escolha deste estudo de caso se deve a esse ser um sistema cuja dinâmica é não-linear, de

ordem superior à segunda e é um caso bem discutido em importantes trabalhos (DOYLE et al.,

1995); DOYLE et al., 2002); OLIVEIRA et al., 2011); OLIVEIRA et al., 2012)).

São enumeradas as premissas simpli�cadoras, descreve-se a representação no espaço de estados

dessa reação e são apresentados os grá�cos da saída em função do tempo.

Na seção seguinte, são apresentados e discutidos os resultados obtidos para a identi�cação da

primeira metade da reação no CSTR, utilizando o modelo OBF-Volterra de segunda ordem com

cada base de funções discutida, Laguerre, Kautz e a GOBF proposta. Também serão analisados

a queda na precisão entre o processo de seleção e o de validação, ou seja, na representação

pelo modelo de Volterra da primeira metade do conjunto de dados de saída do CSTR com da

segunda metade, de forma a se discutir o viés do trabalho. Ao �nal desse capítulo, comparam-se

os resultados entre cada uma das bases e se discute as vantagens e desvantagens comparativas

entre elas, além de se as expectativas do trabalho foram atendidas e os eventuais motivos de

não terem sido.

4.1 REAÇÃO DE POLIMERIZAÇÃO EM UM CSTR

Para a discussão da representação do modelo de Volterra para sistemas NLIT, fazemos o

estudo de caso de uma reação de polimerização de radical livre de metacrilato de metila (MMA)

com Azobisisobutironitrila (AIBN) como iniciador e tolueno como solvente em um CSTR. A

representação dessa reação foi a mesma adotada em (DOYLE et al., 1995)), na qual foram
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adotadas as seguintes premissas a�m de simpli�cação:

� Operação isotérmica;

� Mistura perfeita;

� Capacidade de calor constante;

� Sem polímeros no �uxo de entrada;

� Sem reação de autoaceleração (efeito gel);

� Volume constante do reator;

� Hipóteses de estado quase estacionário e de cadeia longa adotadas.

Com essas premissas, foi obtida a representação no modelo de espaço de estados tendo como

saída o peso molecular médio em número (Mn) , y(t) (kg/mol), e como entrada o quociente de

vazão do iniciador, u(t) [m3/h] (DOYLE et al., 1995)) :



ẋ1(t) =10(6− x1(t))− 2.4568x1(t)
√
x2(t),

ẋ2(t) =80u− 10.1022x2(t),

ẋ3(t) =0.0024121x1(t)
√
x2(t) + 0.112191x2(t)− 10x3(t),

ẋ4(t) =245.978x1(t)
√
x2(t)− 10x4(t),

y =
x4(t)

x3(t)
,

(4.1)

em que as variáveis de estado são: x1, concentração do monômero, x2, concentração do iniciador

(AIBN), x3 e x4 são, respectivamente, o peso total de todas as moléculas poliméricas da amostra

e o número total de moléculas da amostra,utilizados para a obtenção da saída y(t). As condições

iniciais de estudo adotadas foram x1(0) = 5, 50677, x2(0) = 0, 132906, x3(0) = 0, 0019752, x4(0)

= 49, 3818, u(0) = 0, 016783 e y(0) = 25000, 5. Importante reforçar que todo o processo de

obtenção desse modelo está descrito com detalhes em (DOYLE et al., 1995); MANER et al.,

1996)).

Também nessa mesma referência, foi feita uma normalização do modelo de estados da equa-

ção (4.1), para �ns numéricos durante os processos de simulação, em que as variáveis de entrada,

de saída e de estado normalizadas foram de�nidas como zi = xi−xi(0)
xi(0)

, de tal forma que as con-

dições iniciais para todas elas são nulas. Feito isso, é possível, também para �ns numéricos
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durante o processo de simulação, fazer uma aproximação por séries de Taylor truncadas na

segunda ordem e obter o seguinte modelo de espaço de estados (DOYLE et al., 1995)):



ż1(t) =− 10.8957z1(t)− 0.447837z2(t)− 0.447837z1(t)z2(t) + 0.111959z22(t),

ż2(t) =− 10.1022z2(t) + 10.1022ũ(t),

ż3(t) =2.4162z1(t) + 8.7744z2(t)− 10z3(t) + 1.22581z1(t)z2(t)− 0.306453z22(t),

ż4(t) =10z1(t) + 5.00001z2(t)− 10z4(t) + 5.00001z1(t)z2(t)− 1.25z22(t),

ỹ(t) =− z3(t) + z4(t)− z3(t)z4(t) + z23(t).

(4.2)

Para esse sistema, foi considerada que a entrada u(t) fosse uma sequências de funções degrau

de amplitude uniformemente distribuídos no intervalo de [-0, 6,0, 8] ao longo de trinta e duas

horas, com período de amostragem de 0,03 horas. O comportamento temporal simulado é

representado no grá�co a seguir.

Figura 4.1. Função de saída do CSTR para sequência de funções degrau de pequena amplitude

A primeira metade do período (16 horas) será usada para a seleção do conjunto de pólos que

permitem a melhor identi�cação do sistema através do modelo de Volterra para cada uma das

três bases de funções ortonormais propostas e a segunda metade será utilizada para a validação

do modelo proposto. Assim, na primeira etapa utilizou-se as primeiras 533 amostras, enquanto
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que na segunda, as demais 534. Na representação acima já foi retirado o o�set da função para

�ns numéricos.

4.2 APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DE RESULTADOS: LAGUERRE

Como já descrito no capítulo anterior, foram realizadas quatro iterações para atingir a

precisão desejada. Assim, a combinação de pólos que melhor identi�ca o sistema em questão

para a base de funções de Laguerre foi o pólo p = 0,9113 para o kernel de primeira ordem e

também para o kernel de segunda ordem.

O comportamento do kernel de primeira ordem h1 é apresentado a seguir:

Figura 4.2. Kernel de 1a ordem obtido para base Laguerre com pólo p = 0,9113

E o comportamento do kernel de segunda ordem h2:
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Figura 4.3. Kernel de 2a ordem obtido para base Laguerre com pólo p = 0,9113

Alguns pontos interessantes desses resultados foram os módulos desses pólos, que foram

próximos a um . Por um lado, isso evidencia o que foi discutido no capítulo 2, que as funções de

Laguerre seriam mais adequadas para a representação de sistemas de primeira ordem, diferente

do em estudo, que é quarta ordem. Por outro lado, também indica uma de�ciência do algoritmo

e da metodologia adotada, uma vez que o número de pólos analisados é menor do que poderia ser

e o próprio processo de re�nação para alcançar a precisão desejada, em que restringe os limites

do domínio em prol de uma maior precisão enviesa a seleção para que os pólos dos kernel de

primeira e de segunda ordem estejam próximos. Essa limitação é mais evidente ainda quando

se analisa os resultados obtidos para Kautz e para a GOBF proposta, que serão apresentados

mais adiante. Outro ponto a se evidenciar é a representação dos kernels de 2a ordem no grá�co

4.3 em que �ca claro a simetria, conforme posto no capítulo 2 .

Todavia tanto a identi�cação, quanto a validação apresentaram uma boa precisão, como os

grá�cos a seguir mostram:
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Figura 4.4. Função de saída do CSTR durante as primeiras 16 horas (linha contínua) e saída obtida a partir
do modelo de Volterra com as funções de Laguerre (linha com símbolo)

Figura 4.5. Função de saída do CSTR durante as 16 horas restantes (linha contínua) e saída obtida a partir
do modelo de Volterra com as funções de Laguerre (linha com símbolo)

Comparando-se o grá�co 4.5 com o 4.4 percebe-se um prejuízo na precisão, mas que era
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esperado dado o viés estatístico.

Uma observação na representação grá�ca foi evidenciar que ao realizarmos a identi�cação via

modelo de Volterra e, também, na representação dos kernels, trabalha-se no domínio discreto do

tempo em que as funções só podem ser avaliadas nos instantes de amostragem. Para representar

esses instantes, o símbolo "x"foi utilizado.

Os resultados ilustrados nos grá�cos acima são agora expostos numericamente, apresentando

os erros EQM e EQN tanto para o processo de recuperação dos estados de Laguerre (seleção)

quanto para a validação do modelo:

EQM EQN (dB)
Estimação 1, 1254× 10−4 -9,7301
Validação 7, 0830× 10−4 -4,2506

Tabela 4.1. Performance da simulação do modelo de OBF-Volterra com funções de Laguerre

Por �m, para reforçar os resultados da tabela acima, também foi gerado o grá�co do erro

da representação durante todo o período da reação:

Figura 4.6. Erro entre saída do sistema y(k) e saída do modelo �y(k) utilizando funções de Laguerre

O grá�co mostrado na �gura 4.6 deixa bem evidente a perda de precisão entre as etapas de
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recuperação dos estados de Laguerre e da validação do modelo, o que era esperado dado o viés

estatístico da abordagem adotada.

4.3 APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DE RESULTADOS: KAUTZ

Nas simulações para Kautz, foi o primeiro momento em que foi identi�cado um prejuízo

maior pela limitação do algoritmo proposto. Dados os limites de elementos do conjunto de

pólos em que são feitos a busca por exaustão, observou-se que essa limitação levou a um maior

erro no caso de Kautz em comparação com Laguerre, o que foge do esperado, uma vez que a

base de Kautz contempla as funções da base de Laguerre.

Por mais que tenha sido identi�cada essa falha, manteve-se o padrão de procedimento adotado

para Laguerre e para a GOBF proposta, de tal forma que soluções e melhorias para esse

problema são discutidas no capítulo 5.

Dessa forma, utilizando a base de funções de Kautz, a melhor combinação de pólos foi de

β = 0, 9000 para o kernel de 1a ordem h1 e o par conjugados β = −0, 7000 ± 0, 7000i para o

de 2a ordem h2. O comportamento do kernel de primeira ordem obtido utilizando a base de

funções de Kautz é apresentado a seguir:

Figura 4.7. Kernel de 1a ordem obtido para base Kautz com pólo β = 0,9000



4.3 � Apresentação e discussão de resultados: Kautz 29

Alguns pontos a se destacar são o comportamento mais oscilatório dos kernel de 1a ordem

quando comparado ao obtido para Laguerre, mesmo com pólos de magnitude semelhantes, o

que se deve a um comportamento mais oscilatórios das funções de Kautz e, por consequência,

do kernel. Outra consequência desse comportamento, é o maior número de amostras necessário

para que o kernel convirja.

Para o de 2a ordem tem-se:

Figura 4.8. Kernel de 2a ordem obtido para base Kautz com par de conjugados β = -0,7000 ± 0,7000i

Nesse caso, percebe-se pelo grá�co 4.8 uma alternância mais frequente entre valores positivos

e negativos no kernel de 2a ordem, muito por decorrência do sinal negativo da parte real do

pólo obtido. E,como já discutido no início dessa seção 4.3, houve uma queda na precisão da

identi�cação no caso de Kautz quando comparado à Laguerre, como o grá�co a seguir ilustra:
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Figura 4.9. Função de saída do CSTR durante as primeiras 16 horas (linha contínua) e saída obtida a partir
do modelo de Volterra com as funções de Kautz (linha com símbolo)

E, por consequência, também observamos essa perda de acurácia na etapa de validação:

Figura 4.10. Função de saída do CSTR durante as 16 horas restantes (linha contínua) e saída obtida a partir
do modelo de Volterra com as funções de Kautz (linha com símbolo)
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Contudo, os grá�cos e os valores numéricos apresentados a seguir ainda demonstram uma

boa capacidade de identi�cação do modelo e, mais que isso, indicam para um bom potencial

de melhoria uma vez resolvidos os problemas da metodologia proposta.

Assim, utilizando o modelo de Volterra-OBF com base de funções de Kautz obtivemos os

seguintes resultados para erros, representados abaixo tanto numericamente quanto na forma

grá�ca, assim como feito para o caso de Laguerre:

EQM EQN (dB)
Estimação 4, 1370× 10−4 -4,0764
Validação 0,0011 -2,3582

Tabela 4.2. Performance da simulação do modelo de OBF-Volterra com funções de Kautz

Figura 4.11. Erro entre saída do sistema y(k) e saída do modelo �y(k) utilizando funções de Kautz

As mesmas observações feitas para o caso de Laguerre na análise do grá�cao 4.6 e da tabela

4.1 são válidas para esse caso também.
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4.4 APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DE RESULTADOS: GOBF

Por �m, discutiremos os resultados obtidos para o modelo OBF-Volterra com a GOBF de

um pólo e um par de conjugados.

Durante a geração das funções, foi identi�cada uma falha devido ao método do algoritmo

proposto, uma vez que no processo de re�namento da seleção de pólos, na terceira iteração ob-

servamos um erro menor do que na quarta. Como já discutido na seção de Kautz 4.3, melhorias

serão propostas e discutidas no último capítulo desse trabalho.

Seguindo o procedimento adotado nos dois casos anteriores, os pólos obtidos que melhor repre-

sentam o sistema em estudo foram pr1 = 0, 8930 e pc1 = 0, 9680± 0, 0060i para o kernel de 1a

ordem e o conjunto de pólos pr2 = 0, 8900 e pc2 = 0, 9680± 0, 0020i para o de 2a ordem.

O comportamento tanto de h1(k1) quanto de h2(k1, k2) é mostrado a seguir:

Figura 4.12. Kernel de 1a ordem obtido para GOBF com pólos pr1 = 0, 8930 e pc1 = 0, 9680± 0, 0060i
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Figura 4.13. Kernel de 2a ordem obtido para GOBF com pólos pr2 = 0, 8900 e pc2 = 0, 9680± 0, 0020i

A semelhança entre os kernels obtidos para a GOBF em questão e os obtidos para Laguerre,

�guras 4.2 e 4.3, era esperada, especialmente após os resultados obtidos na etapa de seleção

dos pólos. Uma vez que para a GOBF proposta, as quatro primeiras funções da base são iguais

às quatro primeiras de Laguerre, dada a expressão (2.13). Essa semelhança será vista também

mais à frente na apresentação dos resultados para os erros.

Com os kernels obtidos acima, obteve-se o seguinte resultado para o processo de identi�cação

da reação de polimerização no CSTR, representado no grá�co 4.14, e para validação do modelo

utilizando o período restante da reação, no 4.15:
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Figura 4.14. Função de saída do CSTR durante as primeiras 16 horas (linha contínua) e saída obtida a partir
do modelo de Volterra com a GOBF proposta (linha com símbolo)

Figura 4.15. Função de saída do CSTR durante as 16 horas restantes (linha contínua) e saída obtida a partir
do modelo de Volterra com a GOBF proposta (linha com símbolo)
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E, como antecipado, os erros obtidos para o modelo OBF-Volterra utilizando essa base de

funções, foram próximos daqueles obtidos com as de Laguerre, mas com uma pequena melhora.

Deve-se ressaltar também que dadas as limitações do algoritmo proposto e essa ligeira melhora

na precisão, avalia-se que há um bom potencial de melhoria na representação de sistemas não

lineares de comportamento dinâmico com ordem maior que dois utilizando tanto essa GOBF

quanto variações dela, conforme expressões (2.13), (2.14) e (2.18).

EQM EQN (dB)
Estimação 1, 0161× 10−4 -10,1739
Validação 5, 2368× 10−4 -5,5621

Tabela 4.3. Performance da simulação do modelo de OBF-Volterra com a GOBF proposta

Figura 4.16. Erro entre saída do sistema y(k) e saída do modelo �y(k) utilizando a GOBF proposta

4.5 COMPARAÇÃO DE RESULTADOS ENTRE AS TRÊS BASES PROPOSTAS

Durante as seções anteriores já foram feitas algumas ponderações e discussões entre os resul-

tados obtidos para cada uma das bases de funções ortonormais utilizadas, Laguerre, Kautz e a
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GOBF proposta, e inclusive algumas comparações entre elas já foram introduzidas. O objetivo

dessa seção será apresentar os resultados compilados dessas três bases e apontar vantagens e

desvantagens comparativas entre elas. Para facilitar a discussão, iremos expor os resultados

tanto da etapa de recuperação de estados quanto da validação do modelo na forma de tabela.

Kernel de 1ª ordem Kernel de 2ª ordem
Laguerre p = 0,9113 p = 0,9113
Kautz β = 0,9000 β = -0,7000 ± 0,7000i
GOBF pr = 0,8930 e pc = 0,9680 ± 0,0060i pr = 0,8900 e pc = 0,9680 ± 0,0020i

Tabela 4.4. Pólos obtidos que melhor identi�cam a função de saída do CSTR através do modelo OBF-Volterra
para Laguerre, Kautz e GOBF proposta

EQM EQN(dB)
Laguerre 1, 1254× 10−4 -9,7301
Kautz 4, 1370× 10−4 -4,0764
GOBF 1, 0161× 10−4 -10,1739

Tabela 4.5. Comparação dos erros EQM e EQN durante a etapa de identi�cação através do modelo OBF-
Volterra para Laguerre, Kautz e GOBF proposta

EQM EQN(dB)
Laguerre 7, 0830× 10−4 -4,2506
Kautz 0,0011 -2,3582
GOBF 5, 2368× 10−4 -5,5621

Tabela 4.6. Comparação dos erros EQM e EQN durante a etapa de validação do modelo OBF-Volterra para
Laguerre, Kautz e GOBF proposta

Observa-se que a localização dos pólos obtidos para os kernels de 1a ordem no plano z são

bem próximos entre si nos três casos. Além disso, suas localizações são próximas da circunfe-

rência unitária, ou seja, próximas da região de instabilidade no plano z, indicando a necessidade

de um maior número de termos. Isso mostra que dentro do processo de seleção de cada base,

as funções que melhor aproximaram o sistema foram funções que necessitaram de um maior

número de amostras para convergir. Isso é resultado, principalmente, da função que se deseja

identi�car, no caso, da saída do CSTR, uma vez que se trata de um função NLIT de 4a ordem,

como a representação no espaço de estados mostrada expressões (4.1) e (4.2) mostram.

Já para o kernel de 2a ordem, o pólo de Kautz se distancia dos demais, dada a limitação e falha

observada no algoritmo, já discutida na seção 4.3.
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Outro ponto a se observar é a proximidade entre a localização do pólo obtido para Laguerre

e do pólo real obtido para a GOBF em questão, reforçando a contribuição das quatro primeiras

funções de Laguerre na base GOBF proposta. Contudo, a inserção do par de conjugados nessa

última, tanto para o kernel de 1a ordem quanto para o de 2a resultou em uma melhora no

processo de identi�cação e , naturalmente, na etapa de validação também, como as tabelas 4.5

e 4.6 mostram.

Portanto a inserção de um par de conjugados com parte imaginária de pequena contribuição,

já resultou em uma melhora no processo de identi�cação. E também foi propiciada uma maior

melhoria na representação da reação na etapa de validação, quando comparamos a diferença

entre os erros das três bases de funções, o que pode indicar uma melhor robustez da GOBF

quando comparada às demais.



CAPÍTULO 5

CONCLUSÕES E PROPOSTAS FUTURAS

Um dos principais objetivos desse trabalho foi acrescentar um novo tópico de discussão

para a identi�cação de sistemas NLIT através do modelo OBF-Volterra de 2a ordem, no caso,

a utilização da base GOBF proposta, com um pólo real e um par de conjugados. Para tal,

tomou-se um caso real já utilizado na literatura que foi o da reação de polimerização de MMA

com AINBD utilizando tolueno como solvente em um CSTR. Para essa reação, foram simula-

dos a representação dela através do modelo OBF-Volterra utilizando os três tipos de bases e

comparados os resultados entre elas.

Avalia-se que foi satisfatório o resultado do processo, especialmente quando se olha esse

objetivo, instigar um novo tópico de discussão. Houve uma melhora ao utilizarmos a GOBF

proposta como base em comparação com as de Laguerre e de Kautz dentro da metodologia

descrita no capítulo 3, tanto na identi�cação da reação quanto na validação do modelo, o que

atendeu, em certa parte, as expectativas. E, tendo em perspectiva as limitações da metodologia

discutidas no capítulo 4, a discussão do uso da GOBF para sistemas cuja dinâmica seja mais

complexa se mostra ainda mais relevante, uma vez que foram obtidos melhores resultados,

especialmente na validação do modelo, mesmo com essas limitações.

Dentre as quais, a principal limitação da metodologia adotada foi o grande custo computa-

cional para a implementação das funções ortonormais. Essa questão foi, além de um desa�o,

um fator limitador do trabalho, uma vez que trouxe um prejuízo na própria identi�cação, como

discutido principalmente na seção 4.3, em que �cou bem evidente que os resultados deveriam

ter sido melhores para as funções de Kautz e não o foram em decorrência dessa de�ciência.

Dessa forma, para propostas futuras, a mudança de uma busca exaustiva para algoritmos mais

so�sticados, como de gradiente descendente adotada em trabalhos como (DA ROSA et al.,

2009)) , se mostram necessárias, não só pela redução de custo computacional, mas pela própria

melhoria do processo de representação e de identi�cação de sistemas NLIT. Também a inser-
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ção de de incertezas já na construção do modelo também é um meio de se melhorar o custo

computacional (MAYER, 2021)).

Outro ponto de melhora é a utilização de modelos matemáticos mais complexos para a

representação de plantas industriais. Nesse trabalho, foram adotadas algumas premissas sim-

pli�cadoras, enumeradas na seção 4.1, além de ferramentas matemáticas que também simpli-

�caram o processo. E naturalmente essas simpli�cações trazem um prejuízo na �delidade do

modelo. Utilização de modelos estocásticos como em (VILLANI et al., 2019)) trazem uma

maior �delidade e também uma melhora de resultados, por exemplo.

Além disso, o emprego de GOBFs cuja construção seja feita com um maior número de

pólos, seja com a inserção de mais pólos reais , seja com outros pares de conjugados, também

são pontos a serem explorados. O próprio estudo de caso desse trabalho é um modelo de ordem

quatro, assim, a utilização de GOBFs com quatro pólos em sua construção poderia propiciar

uma melhora na identi�cação da reação.

Além dessas, outras propostas pertinentes são a de utilização de modelos OBF-Volterra de

ordem maior que a segunda, algo pouco explorado na academia (BILLINGS, 1980); DUMONT;

FU, 1993)). E também a utilização de ferramentas matemáticas mais avançadas que permitam

a obtenção de expressões analíticas para o erro, como feito no trabalho (DA ROSA et al., 2007))

para as funções de Kautz, para a representação do modelo de Volterra com a GOBF, tanto a

proposta com um pólo real e um par de conjugados, quanto para outras variações.
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APÊNDICE A

CÓDIGOS

Todos os códigos aqui anexados são de autoria do autor desse trabalho e foram desenvolvidos

na plataforma do MATLAB®.

A.1 GERAÇÃO DA BASE DE FUNÇÕES ORTONORMAIS

f unc t i on [C] = Geracao
%Geracao dos c o e f i c i e n t e s , cada l i nha da matr iz r ep r e s en ta a funcao de
%lague r r e gerada para um polo%

eqmgf = 1000000;
q=4;
l i n f 1 = =1;
inc1 = . 1 ;
l sup1 =.9;
maxi = 1 ;

l i n f 2 = =1;
inc2 = . 1 ;
l sup2 =.9;
maxi2 = 1 ;

l i n f 3 = =1;
inc3 = . 1 ;
l sup3=0;
maxi3 = . 1 ;

o =10;

whi l e ( ( l sup1 < maxi ) | | ( l sup2 < maxi2 ) | | ( l sup3 < maxi3 + inc3 ) | |
( l sup1 ==0 ) | | ( l sup2 == 0 ) | | ( l sup3 == 0 ) )

l sup1 = l i n f 1 + 8* inc1 ;
l sup1 = round ( l sup1 *o )/ o ;
i f l sup1 >= maxi

l sup1 =maxi +inc1 ;
end
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l sup2 = l i n f 2 + 8* inc2 ;
l sup2 = round ( l sup2 *o )/ o ;
i f l sup2 >= maxi2

l sup2 =maxi2 +inc2 ;
end

l sup3 = l i n f 3 + 8* inc3 ;
l sup3 = round ( l sup3 *o )/ o ;
i f l sup3 >= maxi3

l sup3 =maxi3 + inc3 ;
end

syms z ; %em que i eh o numero de funcoes
k = [1 z e ro s ( 1 , 2 0 0 0 ) ] ; %geradas
a = 0 ;
t = 0 ;
C = c e l l ( 5 2 , 1 ) ;
PG = ze ro s ( 5 2 , 2 ) ;
f o r p = l i n f 1 : inc1 : l sup1

f o r m = l i n f 2 : inc2 : l sup2
f o r n = l i n f 3 : inc3 : l sup3

bn = m + n*1 i ;
i f ( abs (bn) < 1 && abs (p)<1)

a = a+1;
PG(a , : ) = [ p , bn ] ;

lamb1 = abs(1=bn^2)/ sq r t (1+abs (bn )^2 ) ;
gama1= 0 ;
lamb2 = =(bn + conj (bn ) )/ sq r t (1+ abs (bn )^2 ) ;
gama2 = sq r t (1 + abs (bn)^2) ;

f o r g = 1 : q+2
P(g , : ) = k ;
end

x = ( z^2 = (bn + conj (bn ) )* z + abs (bn)^2)* ( z=p)^q ;
y1 = ( lamb1*z^2 + gama1*z )* s q r t (1=abs (bn)^2) * (=p*z+1)^q ;
y2 = ( lamb2*z^2 + gama2*z )* s q r t (1=abs (bn)^2) * (=p*z+1)^q ;

den = expand (x ) ;
d = sym2poly ( den ) ;
num1 = expand ( y1 ) ;
n1=sym2poly (num1 ) ;
num2 = expand ( y2 ) ;
n2= sym2poly (num2 ) ;
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%Laguerre

f o r cont=1:q ;
num0 = sq r t (1=p^2)* z *(1 = p*z )^( cont =1);
n0 = expand (num0 ) ;
n0 = sym2poly ( n0 ) ;

den0 = ( z=p)^ cont ;
d0 = expand ( den0 ) ;
d0 = sym2poly ( d0 ) ;
f 0 = f i l t e r (n0 , d0 , k ) ;

P( cont , : ) = f0 ;

end

f1 = f i l t e r (n1 , d , k ) ;
f 2 = f i l t e r (n2 , d , k ) ;
P(q+1 , : ) = f1 ;
P(q+2 , : ) = f2 ;
C( a ) = {P} ;

e l s e
t = t+1;

end
end

end
end

end

A.2 ANÁLISE DE CONVERGÊNCIA

f unc t i on [ kc ] = checonv (F)
%v e r i f i c a r se é uma matr iz e se for , checar convergenc ia

h = s i z e (F ) ; %para todas as l i nha s
l i n = h ( 1 ) ;
c o l = h ( 2 ) ;
kc = ze ro s (1 , l i n ) ; %vetor de z e ro s para montagem de

%vetor de convergenc ia
f o r cv = 1 : 1 : l i n %transpos ta e v e r f i c a o comprimento

count_max = f i x ( . 1* c o l ) ; %contagem maxima n e c e s s a r i a para
%conf i rmar convergenc ia

c = 0 ; %va r i a v e l a u x i l i a r para marcar i n s t an t e
%em que a convergenc ia conf i rma
%ver i n s t an t e de convergenc ia das funcoes

f o r count = 1 : c o l %contador para i r checando va l o r e s
%das funcoes ate a convergenc ia
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H = F( cv , : ) ;
i f abs (H( count ) ) < .0001 %t o l e r a n c i a

c = c + 1 ;
i f c > count_max

kc ( cv ) = count = count_max ;
break

end
e l s e

c = 0 ;
end

end
end

A.3 FILTRAGEM DA FUNÇÃO DE ENTRADA PELA BASE DE FUNÇÕES ORTO-

NORMAIS

f unc t i on [CL] = matlagv3 (FL1 , FL2 , FL3 , FL4 , FL5 , FL6)

t = s i z e (FL1 ) ;
n = t ( 2 ) ; %pegando as 6

%pr ime i ra s
p = t ( 1 ) ;
CL = c e l l (p , 1 ) ;
f o r l =1:1 :p %polo p

a1 = FL1( l , : ) ;
a2 = FL2( l , : ) ;
a3 = FL3( l , : ) ;
a4 = FL4( l , : ) ;
a5 = FL5( l , : ) ;
a6 = FL6( l , : ) ;
A = [ a1 ; a2 ; a3 ; a4 ; a5 ; a6 ] ; %concatenação para montar

%vetor do polo p em questao
MFL = ze ro s (n , 4 2 ) ;

f o r k=1:1 :n %i r a pegar todos
%as amostras k

f o r q=1:1:6
MFL(k , q ) = A(q , k ) ;

end
q = 7 ;
f o r i 1 =1:1:6 %pegar cada funcao de l a gu e r r e

f o r i 2 =1:1:6
MFL(k , q ) = A( i1 , k )*A( i2 , k ) ; %f a z e r produto dentro de

%uma mesma amostra
q = q + 1 ;

end
end
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end

CL( l ) = {MFL} ;
end
%cada coluna r ep r e s en ta um parametro que s e ra usado
%para c a l c u l a r os 28 c

A.4 OBTENÇÃO DOS COEFICIENTES DE EXPANSÃO VIA MÉTODO DE MÍNI-

MOS QUADRADOS

f unc t i on [ c l , f l l , r r l , i t l , rv l , l s l ] = c o e f l a g (CL, y )
%funcao pra obter os c o e f i c i e n t e s c
n = s i z e (CL, 1 ) ;
c l = ze ro s (42 , n ) ; %pegar numero de po lo s e ge ra r

%vetor i n i c i a i s para serem preench idos
f l l = ze ro s (1 , n ) ; %pe l o s r e t o rno s das funções de minimos
r r l = ze ro s (1 , n ) ;
i t l = ze ro s (1 , n ) ;
r v l = ze ro s (100 , n ) ;
l s l = ze ro s (100 , n ) ;
f o r p=1:1:n

a = CL(p ) ; %i r gerando os c o e f i c i e n t e s
A = ce l l 2mat ( a ) ;
[ x , f , rr , i t , rv , l v ] = l s q r (A, y , 1 e=4 ,100) ;
c l ( : , p ) = x ;
f l l ( 1 , p ) = f ;
r r l (1 , p ) = r r ;
i t l (1 , p ) = i t ;
r v l ( 1 : i t +1,p) = rv ;

end

A.5 GERAÇÃO DE TODOS OS KERNELS DE PRIMEIRA E DE SEGUNDA ORDEM

PARA O DOMÍNIO DE PÓLOS ADOTADO

f unc t i on [H1 , H2 ] = kerne l s2n ( c , L1 , L2 , L3 , L4 , L5 , L6 , k l )
%i n s i r o todas as amostras das s e i s funcoes de lague r r e , os c o e f i c i e n t e s c
%r e l a t i v o s ao polo que gera menor r e s i duo e o i nd i c e des se polo
q=1;
np = s i z e (L1 , 1 ) ;
na = s i z e (L1 , 2 ) ;

p s i 1 = ze ro s (np , na ) ;
p s i 2 = ze ro s (np , na ) ;
p s i 3 = ze ro s (np , na ) ;
p s i 4 = ze ro s (np , na ) ;
p s i 5 = ze ro s (np , na ) ;
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ps i 6 = ze ro s (np , na ) ;

H0 = ze ro s (1 , np ) ; %%coluna d i z qual eh o polo
H1 = ze ro s (na , np ) ;
H2 = c e l l (1 , np ) ;

f o r p=1:1: np
ps i 1 (p , : ) = L1(p , : ) ; %funcoes q geraram menor r e s iduo
ps i 2 (p , : ) = L2(p , : ) ;
p s i 3 (p , : ) = L3(p , : ) ;
p s i 4 (p , : ) = L4(p , : ) ;
p s i 5 (p , : ) = L5(p , : ) ;
p s i 6 (p , : ) = L6(p , : ) ;
p s i i = [ p s i 1 (p , : ) ; p s i 2 (p , : ) ; p s i 3 (p , : ) ; p s i 4 (p , : )

p s i 5 (p , : ) ; p s i 6 (p , : ) ] ;
c l i = c ( 1 : 6 , p ) ; %cs de 1 ordem
c l i j = c ( 7 : 4 2 , p ) ; %cs de 2 ordem
e = kl ( : , p ) ;
e = max( e ) ;
HL2 = ze ro s ( e , e ) ;
f o r k=1:1 : e %geracao dos k e rn e l s de 1

f o r i =1:1 :6
soma1 = c l i ( i )* p s i i ( i , k ) ; %ke rne l gerado p/ cada amostra
H1(k , p) = soma1 + H1(k , p ) ;

end
end

f o r k1=1:1: e %analogo para 2 ordem
f o r k2=1:1: e

f o r i 1 =1:1:6
f o r i 2 =1:1:6

soma2= c l i j ( q )* p s i i ( i1 , k1 )* p s i i ( i2 , k2 ) ;
HL2(k1 , k2 ) = soma2 + HL2(k1 , k2 ) ;
q = q+1;

end
end
q = 1 ;

end
end
H2(p) = {HL2} ;

end
H1 = H1 ' ;

A.6 SELEÇÃO DOS PÓLOS

f unc t i on [ yhat , pr1 , pc1 , pr2 , pc2 , Kernel1 , Kernel2 , eqmmin , ip1 , ip2 ] =
s e l g ob f (H1 ,Hp2 , u1 , y t i l 1 ,P)
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np = s i z e (H1 , 1 ) ; %numero de po lo s
t = length ( u1 ) ; %numero de amostras da funcao exemplo
e = length (H1 ) ; %numero maximo de amostras do ke rne l
comb = np*np ;
kern1 = ze ro s ( t , np ) ;
kern2 = ze ro s ( t , np ) ;
yapro = ze ro s ( t , comb ) ;
a=1;
po lo s = ze ro s (comb , 2 ) ;
eqm = ze ro s (1 , comb ) ;

f o r p=1:1: np
b = Hp2(p ) ;
H2 = ce l l 2mat (b ) ;
l im = length (H2 ) ; %va r i a v e l a u x i l i a r para

%pegar o maior numero

f o r c = 1 : 1 : t %"c" e "k" ind i c a qual
%in s t an t e de amostragem

k = c ;
f o r tau =1:1 : e

vez = H1(p , tau )* u1 (k ) ;
kern1 ( c , p ) = vez + kern1 ( c , p ) ;
k = k = 1 ;
i f k < 1

break ;
end

end

f o r tau1 =1:1 : l im
k=c+1;
f o r tau2 =1:1 : l im

i f (k=tau1 < 1) | | (k=tau2 < 1)
break ;

e l s e
vez = H2( tau1 , tau2 )* u1 (k=tau1 )*u1 (k=tau2 ) ;
kern2 ( c , p ) = vez + kern2 ( c , p ) ;

end
end

end
end

end
f o r p2=1:1 : np

f o r p1=1:1 : np
f o r c = 1 : 1 : t

yapro ( c , a ) = kern1 ( c , p1 ) + kern2 ( c , p2 ) ;
end
po lo s ( a , 1 ) = p1 ;
po lo s ( a , 2 ) = p2 ;
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a = a+1;

end
end

f o r n=1:1: comb
eqm(n) = immse ( y t i l 1 , yapro ( : , n ) ) ;

end
[ eqmmin , indmin ] = min (eqm ) ;
ip1 = po lo s ( indmin , 1 ) ;
ip2 = po lo s ( indmin , 2 ) ;
pr1 = P( ip1 , 1 ) ;
pc1 = P( ip1 , 2 ) ;
pr2 = P( ip2 , 1 ) ;
pc2 = P( ip2 , 2 ) ;
yhat = yapro ( : , indmin ) ;
Kernel1 = H1( ip1 , : ) ;
k2 = Hp2( ip2 ) ;
Kernel2 = ce l l 2mat ( k2 ) ;
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