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Resumo

Um sistema abstrato de redugao (ARS) é um par ordenado (A, R) onde A é um conjunto
e R é uma relacao de redugdo sobre esse conjunto [1]. A confluéncia de um ARS, que
expressa o determinismo computacional do sistema, é a propriedade que esse sistema
tem se, dado um elemento qualquer que possa ser reduzido a partir do fecho transitivo
reflexivo da relacdo do ARS para dois elementos distintos, entao esses dois elementos
distintos podem ser reduzidos para algum elemento comum a partir do mesmo fecho
transitivo reflexivo. Em outras palavras, um ARS é confluente se qualquer divergéncia
pode ser juntada. Existem diversas técnicas distintas para se provar a confluéncia de um
ARS [2], e a que utilizaremos aqui se baseia no fato de que ela pode ser obtida a partir
da existéncia de algum mapeamento que satisfaga a propriedade Z nesse sistema [, 3].

O céalculo A é um sistema formal de computagao criado por Alonzo Church que é
equivalente as maquinas de Turing e que constitui o fundamento teérico do paradigma
de programacao funcional [, 5]. Podemos ver o cdlculo A como um sistema abstrato de
reducao, onde as suas expressoes sao os elementos de A, e R é o conjunto contendo as
redugoes do célculo. Uma das variagdes do célculo A que também pode ser vista como
um ARS é o calculo A\;, que é um calculo com substitui¢do explicita, i.e., uma extensao
do calculo A cujo operador de substituicao é um dos construtores da gramatica de termos
[0, 7].

Esse trabalho tem como objetivo explicar o processo de formalizacao via o assistente de
provas Coq, que é um provador de teorema altamente utilizado tanto no meio académico

quanto na, na industria confluéncia do célculo A, conforme [0], no contexto nominal.

Palavras-chave: Coq, Calculo A, Confluéncia



Abstract

An abstract rewriting system (ARS) is an ordered pair (A, R), where A is a set and R is a
binary relation on this set. Confluence of an ARS, which expresses the determinism of the
computational process, is a property satisfied by the system if, given an arbitrary element
that reduces to two different elements in the transitive reflexive closure of the binary
relation R, then these two different elements can be reduced to a common element in the
reflexive transitive closure of R. In other words, an ARS is confluent if every divergence
can be joined. There exists different techniques to prove confluence of an ARS, and here
we will use one based on the Z property [1].

The A-calculus is a computational formal system created by Alonzo Church that is
equivalent to the Turing machines and constitutes the functional programming paradigm.
One can see the A-calculus as an abstract reduction system, whose expressions are elements
in the set A, and R is the set of its reductions. One of the extensions of the A-calculus
that can also be seen as an ARS is the calculus A, which is a calculus with explicit
substitutions, i.e. an extension of the A-calculus whose substitution operator is one of the
constructors of the grammar of terms.

The goal of this work is to explain the process of formalization, via the Coq proof
assistant, of the confluence property of the A, calculus following [0], using the nominal
approach so that we can provide a more general overview of its pros and cons in a non

trivial example.

Keywords: Coq, Acalculus, confluence
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Capitulo 1
O Calculo )\ e suas extensoes

Este capitulo introduz nogoes a respeito da definicao do calculo A [8] e suas extensoes
com substituigdes explicitas. Em particular, apresentaremos o calculo A, [7] que pode
ser visto como a versao mais simples e intuitiva dentre os calculos com substitui¢oes
explicitas[9, 10, 11, 12, 13, 7].

O calculo A é um sistema formal proposto em 1932 como uma formalizagao de fungoes
pelo matematico estadunidense Alonzo Church. Esse calculo se baseia no conceito de
funcgoes computaveis, e a partir da aplicacao, reducao e manipulacao dessas fungoes é
possivel fazer as computacgoes desejadas. Pouco tempo depois do seu desenvolvimento
e de forma independente, o matematico britanico Alan Turing propos o sistema formal
conhecido futuramente como maquina de Turing, e no paper onde a maquina de Turing
foi definida, em 1936, foi provado que o seu sistema era equivalente ao sistema do calculo
A proposto por Church [1, 5].

O calculo X ¢ a principal base para o desenvolvimento de diversas tecnologias presentes
na computacao atual, e dentre essas tecnologias, podemos destacar o paradigma de pro-
gramagao funcional [1]. Esse paradigma se baseia na construcao de programas baseados
nao em uma série de instrugoes que vao resultar na computagdo de um resultado, mas
na aplicagao sucessiva de fungdes em argumentos, que ao longo de sua aplicagao fazem a
computacao necessaria. Esse paradigma vem sendo adotado por linguagens de programa-
¢ao nao funcionais, dado o seu poder e conveniéncia. Dentre as linguagens que o estao
adotando, podemos citar o Java, o Javascript e o C++. Além disso, existem linguagens de
programagcao que sao totalmente baseadas no paradigma funcional, como, por exemplo,

as linguagens Lisp, Haskell e OCaML.



1.1 A estrutura do Calculo )\

Como comentado anteriormente, o calculo A\ é baseado na nocao de fu¢des como cidadaos
de primeira classe (first class citzens). Suas expressoes sdo construidas a partir de uma

gramatica bastante simples, como podemos ver na definicao a seguir:

Defini¢ao 1.1.1 /5] Uma expressao no cdlculo A pode ser construida indutivamente a

partir da sequinte gramdtica:

M=z | XxM|MM (1.1)

Em que x € uma varidvel de um conjunto infinito enumerdvel, Ax.M ¢ chamado de
uma abstracdo, onde x € uma varidvel e M uma expressao, e MM ¢é uma aplicacdo, onde

M € uma expressao.

A abstragao na definicao anterior é um construtor de fungao, assim uma expressao da
forma Ax.M corresponde a uma funcao que tem parametro x e corpo M. A aplicacdo
de uma funcao (Az.M) a um argumento N é feito via a justaposigao da fungao seguida
do argumento, ou seja, (Az.M)N. Como veremos a seguir, a forma de avaliar a fungao
(Ax.M) no argumento N se da via a substitui¢ao de todas as ocorréncias livres da variavel

x em M por N. Este passo de computagao é conhecido como [-reducao:

(\e.M)N —5 Mz := N]

As defini¢oes a seguir serao utilizadas para fornecermos uma definicao precisa da ope-
ragao de substituicdo denotada por M|z := N] acima, que como veremos é a operagao
mais importante do célculo A.

Pela definicao de uma expressao no calculo A conseguimos distinguir quais sao os
conjuntos de variaveis presentes em uma expressao. No entanto, saber apenas qual é
o conjunto de variaveis nao suficiente para algumas defini¢des, pois as varidveis em uma
expressao podem ser divididas em dois conjuntos: Os das variaveis livres e os das variaveis

ligadas.

Definicao 1.1.2 [8] O conjunto de varidveis livres de uma expressio e (FV(e)) pode ser

definido indutivamente da sequinte forma:
e FV(x) = {x}
e FV(\e.M) =FV(M) - {z}

« FV(MN) =FV(M)U FV(N)



Defini¢ao 1.1.3 [5] O conjunto de varidveis ligadas de uma expressio e (BV{(e)) pode

ser definido indutivamente da sequinte forma:

« BV(z)=10
« BV(\x.M) =BV(M)U {z}

« BV(MN)=BV(M)U BV(N)

Analisando essas definigbes podemos visualizar que as varidveis ligadas de uma ex-
pressao sao as variaveis relacionadas as abstragoes dentro dessa expressao.

Dizemos que ela é uma meta-operagao porque o construtor da substituicao nao faz
parte da gramética do cdlculo A, ou seja, a expressio M[r := N] ndo é nenhum dos
construtores da gramaética (1.1). Neste sentido, a expressdo M|z := N] apresentada
anteriormente denota o resultado de substituir todas as ocorréncias livres de x em M por
N.

A operacao de substituicao do célculo A também tem mais um detalhe: ela é tal
que nenhuma ocorréncia de variavel livre em N pode ser capturada neste processo. Por
exemplo, suponha que queiramos substituir todas as ocorréncias livres da variavel x no
termo A\y.xx pela varidvel livre y. Isto corresponde & seguinte expressao (Ay.zx)[z := y].
Se simplesmente substituirmos as duas ocorréncias de x por y obtemos o termo Ay.yy e a
variavel y que antes da substituicdo era livre passou a ser ligada depois da substituigao.
Isto ndo pode ocorrer porque a semantica do termo foi alterada, como pode ser visto
ao fazer a aplicacdo de um termo nas duas abstragoes. Para contornar este problema, a
operacao de substituicao é definida da tal forma que esta captura nao ocorre. Como isto
é feito? Com o renomeamento de variaveis ligadas. Note que o nome de uma varidvel
ligada é irrelevante: de fato, Ax.x e Ay.y representam a mesma funcdo, uma vez que a
aplicagao de um termo n. Considerando estas observacoes, existem diferentes formas de

se definir formalmente a operacao de substitui¢do, como por exemplo:

Definicao 1.1.4 [5] A substituicio no cdlculo A (denotada por M[z := N]) é o ato de
trocar todas as instancias livres da varidvel x em M pela expressio N, de forma que
nenhuma varidvel livre de N seja capturada. Mais precisamente, podemos definir a subs-

tituicao como:

2 ylz:=Nl=y (y#z)
3. (Ax.M)[z := N] = .M

4. Oy Mla = N) = Ay.(M[a := N)) (y # )

3



5. (MO)[x := N| = M[z := N]O[x := N]

Na defini¢do acima, a captura de variaveis é evitada informalmente ao assumirmos a

convengao de variaveis de Barendregt [14]:

Convencgao de variaveis de Barendregt: Para qualquer termo M do céalculo A,

as variaveis ligadas sao diferentes da variaveis livres. Em outras palavras,

BV(M)NFV(M) = 0,VM.

No item 4 da definicado anterior, ao assumirmos a convencao de variaveis de Baren-
dregt, temos que N nao pode conter ocorréncias livres da varidvel y ja que y é uma
variavel ligada do termo em consideracao. Do ponto de vista formal, a definicdo acima
nao é adequada ja que precisamos garantir que a variavel y nao ocorre livre no termo N.
Assim, na formalizacdo, o caso 4 da defini¢cdo acima é adaptado de forma que a variavel
ligada y é renomeada para uma nova variavel z, que nao estava em nenhuma das expres-
soes envolvidas na substituicao, antes que a substituicao seja propagada para dentro da

abstracao:
(Ay.M)[x := N] = Az.(M[y := z][x := NJ)(y # z, e z é varidvel nova)

A adaptagao acima é possivel porque os termos do calculo A sdo considerados médulo

a-equivaléncia, como detalhado a seguir.

1.1.1 «-equivaléncia e S-reducao

Duas expressoes sao a-equivalentes no calculo A se a diferenca entre elas for apenas na
escolha dos simbolos utilizados para as variaveis ligadas da expressao. Por exemplo, temos
que as expressoes Ar.x e A\y.y sdo a-equivalentes, enquanto que as expressdes \z.rz e
Ay.yw nao sao. A a-conversao se da quando substituimos uma ou mais vezes todas as
instancias de uma variavel ligada em uma expressao por outra variavel, de forma a nao

ocorrer a captura de varidveis no processo. Mais precisamente, temos a seguinte:



Definicao 1.1.5

t1 =a to
(aeq-var) (aeq_abs_same)
T=p T Ax.t1 =, ATty

x#y x & FV(ty) t1 =a (y x)ts
)\fE.Ifl =a )\th

(aeq_abs_dif f)

751 ~« tll t2 e t,2

(t1 ta) =q (1) 15)

(aeq_app)

Na definigao anterior, o termo (y x)ty que aparece na regra aeq_abs_dif f representa
o resultado de se permutar todas as ocorréncias das variaveis x e y no termo t,. A teoria
relacionada com esta agido de permutacao é conhecida como Légica Nominal[l5], e serd
detalhada no Capitulo 4.

Definicao 1.1.6 [7] No cdlculo A\, podemos definir a reducio beta (—p) como a relagdo

entre duas expressoes que pode ser especificada da sequinte forma:

e ANe.M)N —3 M|z := N]

« M —5N=2ZM -3 ZN, MZ =3 NZ ¢ Ae.M —5 \x.N

Ter em mente as definigoes mostradas até agora sobre o calculo A é imprescindivel para
o entendimento das varias areas de influéncia desse calculo [1]. Uma dessas areas, como
mencionado anteriormente, é o paradigma de programa funcional, onde as computagoes
feitas no programa sao resultado de aplicagoes sucessivas de fungoes em argumentos [1].
No entanto, o salto logico entre o calculo A e a programacao funcional pode ser algo
muito abrupto, sendo conveniente uma modelagem que sirva como um passo intermediario
entre os dois. Nesse contexto, as extensoes do calculo A com substituigoes explicitas
correspondem a uma representacao intermediaria, pelo fato de modelar ao nivel de objeto
a funcao de alta ordem que é a operacao de substitui¢ao [7]. Nesse trabalho, vamos nos

aprofundar mais especificamente no calculo com substitui¢ao explicita \,[16, 17, 18, 19].

1.2 O Calculo )\,

O Calculo A\, é uma variacao do calculo A convencional, mas que possui uma estrutura
sintatica para a substituicao de variaveis. Essa nova possibilidade sintatica traz algumas

mudancas para as defini¢oes apresentadas anteriormente, e também traz uma nova forma



de redugao no calculo [6]. Esse calculo é um exemplo de cdlculo com substituicao explicita,
que é uma forma de tentar modelar a operacao de alta-ordem de substituicao de forma
sintatica. Dessa forma é possivel ter um maior entendimento de como funcionam as

substitui¢des em modelos mais complexos [7].

1.2.1 Sintaxe

Defini¢ao 1.2.1 [0] Uma expressao no cdalculo A com substituicao explicita pode ser cons-

truida indutivamente a partir da sequinte regra:

M=z | XM |MM| M(x:=N)

Em que M({x := N) denota uma substituicao explicita, e que diferente da substituicao

convencional, possui uma estrutura sintdtica associada.

A construcao do conjunto de varidveis livres e variaveis ligadas de uma expressao segue
um esquema parecido com o caso do calculo A\ convencional, diferenciando apenas no novo

caso para a substituicao explicita.

Definicao 1.2.2 Podemos definir indutivamente o conjunto de varidveis livres de uma

expressio e (FV(e)) da sequinte forma:

FV(x) = {x}

FV(a.M) = FV(M) - {2}

FV(MN) =FV(M)U FV(N)

FV(M{x:=N)) = (FV(M) - {x}) U FV(N)

Definicao 1.2.3 O conjunto de varidveis ligadas de uma expressao e (BV(e)) pode ser

definido indutivamente da sequinte forma:

BV(z) =10

BV(Ax.M)=BV(M)U {x}

BV(MN) = BV(M)U BV(N)

BV(M(z:=N)) = BV(M) U {z} U BV(N)



Dessa forma, podemos ver que a varidvel x na expressao M (z := N) ¢ ligada dentro
da expressao M.

No célculo \,, existe uma meta-operacao de substituicao denominada meta substitui-
¢ao e que possui a notagao apresentada anteriormente, a saber Mz := NJ, e é definida

de forma semelhante a 1.1.4, mas incluindo o caso da substituicao explicita:

Definicao 1.2.4 A meta substituicio no cdlculo \, pode ser definida indutivamente da

sequinte maneira:

(Az
(

e (MO)[z := N] = M[z := N|O[z := N]

e (M{(x:= N))[x:=0]=M(z:= N[z :=0)])
o (M{x:=N))[y:=0]= Mz :=z]ly:=0]){z:=Nly:=O0)) (y diferente de z, e z
¢ varidvel nova)

A definicdo de a-equivaléncia no célculo A\, pode ser vista nas regras de inferéncia a

seguir:



Definicao 1.2.5

(aeq-var)
T =q T
t1 =« T2
° (aeq_abs_same)
)\.ﬁE.tl =a )\33'152

xF£y x ¢ FV(ty) t1 =a (y )ty
>\$.t1 =a )\y.tQ

(aeq_abs_dif f)

tl ~a tll 252 e’ tIQ

(t1 ta) =a (1) t3)

(aeq-app)

tl ~a tll Z52 ~a tlg

(aeq_sub_same)
ti(z = ty) =4 ty(z = 1)

ty =, t x x & FV(¢, t1 =o (v 2)t,
2 2 #y ¢ : (t1) : 1 (y z)t) (acq_sub_diff)
t (@ = ta) = 11 (y :=15)

Onde (y =)t tem a mesma definigdo vista na defini¢do de a-equivaléncia do célculo \.
Com a adicao da nova possibilidade sintatica no calculo com substituicao explicita,
temos novos casos de reducgoes para serem definidos. A ideia é simular a S-reducao do
calculo A via uma regra que dispara o processo de simulacao, a saber, a regra 3., e mais
um conjunto de regras que executam a simulacao. Este conjunto de regras sera denotado

por .

Defini¢ao 1.2.6 [0] As redugoes 5, e 7 sao definidas da sequinte forma:
o (\e.M)N —p5, M(x:= N)

x{x = N) —var N

y(r = N) —ge Y

(AyM)(x :=N) —aws Ay.M(z:=N)

(MO)(x :=N) —4p M{x:=N) O{x:=N)

Podemos ver que a reducao 3, tem a mesma ideia da (-reducao do calculo A, mas
restrita a um termo com a substituicao explicita. Enquanto que as regras do conjunto 7

completam a simulacao da operacao de substituicao do calculo .



Capitulo 2
Confluéncia do Calculo A\,

Este capitulo introduz no¢oes a respeito da definigao de confluéncia, como provar que um

sistema é confluente e mostra como provar a confluéncia para o calculo A,

2.1 Confluéncia

Um sistema abstrato de reescrita (ARS) é um par ordenado (A, R), onde A é um conjunto
e R é uma relacao de reducao sobre esse conjunto. Se a,b € A entao escrevemos a —g b
para denotar que a esta relacionado com b via R. Dada uma relacdo — g, podemos definir

o seu fecho transitivo reflexivo (representado por — ) indutivamente da seguinte forma

[1]:

CL—)Rb b—»RC
aga (refl) GRC

(rtrans)

Tendo essas duas defini¢bes em mente, podemos definir o que é confluéncia:

Definicao 2.1.1 [1] Um sistema abstrato de redugio (A, R) é dito confluente se para todo
a,bece A, tais que a »r b e a —g ¢ implica a existéncia de um d € A onde b - d e

¢ —» g d. Diagramaticamente, temos a sequinte representagdo para a noc¢ao de confluéncia

Y

o
d

Essa definicao traz a ideia de que em um sistema confluente, qualquer divergéncia na

reducao a partir de um ponto em comum converge para um ponto em comum.



Como exemplos de sistemas confluentes, podemos citar algumas variagoes do calculo
A, como o calculo A, e 0 Auzr, [0].

No entanto, a prova de que um sistema é confluente a partir da definicao de confluéncia
muitas vezes nao é uma tarefa facil. Por exemplo, a unido da reducgao estrutural com a
reducao com renomeacao traz bastante dificuldade para a prova de confluéncia do calculo
A [6]. Nesse contexto, a propriedade Z em um ARS pode ser vista como uma solugao

para o desenvolvimento mais simples da prova de confluéncia, como sera visto a seguir.

2.2 A Propriedade Z

Definimos que uma funcao f : A — A satisfaz a propriedade Z se, para todo a,b € A,

a —g bimplicab —g f(a) »r f(b). O nome da propriedade se da pelo seguinte diagrama

[1]:

a——-——0b

R
4 R
fla) = f(b)
Além disso, dizemos que um sistema abstrato de reducao satisfaz a propriedade Z
se existe uma funcao f que satisfaca a propriedade Z nesse sistema. Uma das grandes

importancias dessa propriedade é a prova de que ela implica e confluéncia [20].

Lema 2.2.1 [I] Para todo sistema abstrato de reescrita (A, R), se existir uma fungao f

tal que f satisfaca a propriedade Z nesse sistema, entao (A, R) é confluente.

Tendo isso em mente, em sistemas onde a prova da confluéncia pela sua defini¢ao é uma
prova extremamente complexa, podemos reduzir o nosso esforco para provar a confluéncia
de um sistema ao esforco de provar que existe uma fungao f que satisfaca a propriedade

Z nesse sistema.

2.3 A Propriedade Z Composicional

Em Nakazawa e Fujita [0], ¢ definida uma extensao da nocao de Z denominada Z com-
posicional, que nos permite decompor um sistema de reescrita (A,R) em duas partes,
digamos (A,R1) e (A,Ry) tal que R = R; U Ry para mais facilmente provarmos que o
sistema original satisfaz a propriedade Z, e com isso concluirmos que (A, R) é confluente.
Para definirmos as propriedades que as fungoes f; e fy precisam satisfazer, precisamos

primeiro da definicdo de propriedade Z fraca.

10



Defini¢ao 2.3.1 [20] Dizemos que uma fungio f satisfaz a propriedade Z fraca para —
por —, se, para todo a,b € A, tivermos que a — b implica b —, f(a) e f(a) —, f(b).

Tendo essa nocao em mente, podemos definir a propriedade Z Composicional

Defini¢ao 2.3.2 [20] Dado um sistema abstrato de reducao (A, R), e R sendo uma unido

das relagoes R1 e R2, temos que se existirem fungoes f1, f2: A — A tais que:
1. f1 éZ para — g
2. a —pg1 b implica f2(a) - g f2(b)
3. a —g f2(a) ocorre para todo a € Im(f1)
4. fao f1 satisfaz a propriedade Z fraca para R2 por R

Entdo a fung¢io fyo f1 € Z para (A, R).

Além disso, temos outra condi¢do suficiente para a prova de que existe uma funcao

que satisfaz a propriedade Z em (A, R).

Definicao 2.3.3 [20] Dado um sistema abstrato de redugio (A, R), e R sendo uma unido
das relagoes R1 e R2, temos que se existirem fungoes f1, f2: A — A tais que:

1. a =gy b implica f1(a) = f1(b)

2. a —pr1 fl(a) ocorre para todo a

3. a —g f2(a) ocorre para todo a € Im(f1)

4. fao f1 satisfaz a propriedade Z fraca para R2 por R

Entdo a fung¢io fyo f1 € Z para (A, R).

Na proxima sec¢ao, mostraremos como utilizar a propriedade Z composicional para

provar a confluéncia do calculo A,.

2.4 Confluéncia do Calculo )\,

Uma das formas de provar a confluéncia do célculo A\, é a partir do Lema 2.2.1. Desse
forma, achando uma funcao f que seja Z em \,, temos a prova de confluéncia desejada.

Pela definicdo 2.3.3 tendo em mente os mapeamentos M* e MP a seguir:
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Az.M)¥ = \p.M”*

« (MN)F = MPNP
o (M{x:=N))¥=MP[z = NT| .
Temos que basta provarmos os seguintes lemas

1. M —, N implica MP = N
2. M —. M¥ ocorre para todo M
3. M —g,ur MP ocorre para todo M € Im(P)

4. B o P satisfaz a propriedade Z fraca para 3, por f, Um

E teremos que B o P é Z, provando assim que A, é confluente [20].
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Capitulo 3
Coq

Este Capitulo introduz informacoes a respeito do assistente de provas Coq, explicando o
seu funcionamento e a sua importancia tanto para o desenvolvimento desse trabalho como

para o desenvolvimento de tantos outros.

3.1 Assistentes de Provas

Desde o surgimento da ciéncia da computagao, o campo da matematica vem sendo um dos
principais pilares para o seu desenvolvimento como area de estudo. Utilizando de campos
como a logica, a algebra, a teoria dos niimeros e tantos outros, a ciéncia da computacao
foi crescendo e nos ultimos anos pode ser considerada um dos campos que mais vem se
desenvolvendo e se destacando. Felizmente, as contribui¢oes entre a matematica e a ciéncia
da computacdo nao sao unilaterais, e varias das descobertas desenvolvidas pela ciéncia
da computacao vem contribuindo para o desenvolvimento da matematica. Dentre essas
descobertas, podemos destacar os assistentes de provas, que permitem o desenvolvimento
e a prova de teoremas matematicos direto de um computador, usufruindo dos beneficios
do mesmo [21].

Um assistente de provas ¢ um sistema computacional que permite tanto a modelagem
de sistemas matematicos e computacionais a partir de uma linguagem formal, permitindo
a descricao de estruturas, funcoes e propriedades do sistema, como também é um sistema
que disponibiliza ferramentas para prova de lemas e teoremas sobre o sistema modelado
escolhido, permitindo que provas de sistemas matematicos e computacionais possam ser
feitas com o auxilio de um computador [22].

Apesar do desenvolvimento de uma prova em um assistente de provas muitas vezes
ser mais demorado e trabalhoso do que o desenvolvimento da mesma em papel e caneta,
dado o esforco para fazer a modelagem do sistema e o rigor que a linguagem formal do

assistente traz para o desenvolvimento da prova, provas em um assistente tem a grande
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vantagem de possuirem um rigor baseado no seu assistente provas que faz com que sejam
mais facilmente aceitas do que provas em papel e caneta [22]. Enquanto algumas provas no
papel feitas na matematica possam nao ser aceitas se forem provas extremamente grandes
e complexas, dado o fato de provas muito grandes e com o seu desenvolvimento gerando
muitos casos de analise serem mais suscetiveis a erros, provas feitas em um assistente estao
baseadas em um sistema amplamente testado e validado por uma grande comunidade,
além de que o desenvolvimento baseado em uma linguagem formal faz com que cada
passo na prova e na modelagem de um teorema seja checado e validado, garantindo
uma maior robustez no desenvolvimento [21]. Por exemplo, podemos citar a prova em
Coq do teorema das 4 cores, que anteriormente era considerada controversa entre alguns
matematicos, dado a abundéncia de configuragdes que eram necessarias serem analisadas,
mas que ao ser feita no provador de teorema Coq trouxe uma maior robustez em seu
desenvolvimento, ja que todos os passos e computagoes da prova sao checados e validados
pelo assistente de provas, garantindo que o desenvolvimento de algo sempre seja feito a

partir da prova de algo ja validado [21].

3.2 Provador de Teoremas Coq

O Coq é um sistema formal de gerenciamento de provas que permite a definicao de al-
goritmos, sistemas matematicos, provas e teoremas, além de possuir um ambiente para a
escrita de provas validadas passo a passo pelo seu verificador formal. Ele também possui
ferramentas para a geracao de cédigos em linguagens como Haskell e Scheme que pos-
suem certificagdo de propriedades especificas que foram modeladas a partir da linguagem
do Coq [23].

Esse assistente de provas implementa uma linguagem de alto nivel chamada Gallinna,
que é baseada no calculo de construcao indutiva, trazendo consigo tanto aspectos de logica
de alta ordem quanto aspectos de uma linguagem de programagcao ricamente tipada [23].

Dentre as varias areas de utilizacao do Coq, podemos citar algumas que possuem bas-
tante destaque, como a modelagem de linguagens de programacao, onde é possivel fazer
o estudo de linguagens complexas e permite a verificacao de propriedades das linguagens
como a seguranca, a criacao de softwares e hardwares que possuem a propriedades espe-
cificas formalmente provadas, tentando aumentar ao maximo a corretude e seguranca do
produto gerado, e a area académica, onde a modelagem e prova de teoremas utilizando o

Coq traz mais seguranga e robustez na veracidade das provas [21, 23].
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Capitulo 4

Formalizacao da Confluéncia do
Calculo )\,

Esse capitulo explica como foi feita a formalizacao no assistente de provas Coq da con-
fluéncia do calculo \,. Vai ser explicada a modelagem feita para os principais aspectos da
prova e os principais resultados necessarios para provar a confluéncia, além de algumas
provas auxiliares que ou foram muito trabalhosos, ou foram muito utilizados ao logo de
todos os lemas subsequentes, e por isso merecem um destaque.

Para fazermos a modelagem e as provas dos lemas propostos nesse trabalho, foi pre-
ciso o uso da biblioteca do Coq chamada de Metalib!. Essa biblioteca é um trabalho do
grupo de linguagem de programacao da Universidade da Pensilvania e consiste da jun-
cao de varias outras bibliotecas feitas para auxiliar a mecanizagao no assistente Coq de
metateorias de linguagens de programacao?. Além disso, a modelagem proposta nesse tra-
balho toma como base uma modelagem do calculo A presente na Metalib, e que pode ser
achada no seguinte repositorio: https://github.com/plclub/metalib/blob/master/
Stlc/Nominal.v.

O repositorio onde essa formalizacao foi feita pode ser encontrado em https://
github.com/flaviodemoura/lx_confl/tree/danilo

Os arquivos mais importantes presentes nesse repositério sao o arquivo lambda_x.v,
onde esta a modelagem de todas as defini¢oes feitas, tirando as definicdes dos mapeamen-
tos P e B, e que também possui a prova de varios lemas auxiliares, o arquivo 1x_confl.v,
onde estd a definicao dos mapeamentos P e B, e também onde estao as provas de con-
fluéncia dos lemas descritos em [(] e dos lemas que serao descritos nesse artigo, e o arquivo
ZtoConfl.v, onde existem alguns lemas sobre a prova de que um ARS é confluente quando

ele satisfaz a propriedade Z.

https://github.com/plclub/metalib
’https://www.cis.upenn.edu/~plclub/metalib/
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4.1 Modelagem

Para iniciarmos a modelagem do calculo A\, é preciso inicialmente ser feita a apresentacao
da gramédtica que nos permite construir os termos (ou expressoes nominais, dai 0 nome

n_sexp) do calculo:

Inductive n_sexp : Set =
| n_var (z:atom)
| n_abs (z:atom) (t:n_sexp)
| n_app (t1:n_sexp) (t2:n_sexp)
| n_sub (t1:n_sexp) (z:atom) (t2:n_sexp).

Na gramética acima, o tipo atom representa objetos sem nenhuma estrutura associada
chamados de atomos, mas que a igualdade ¢ decidivel, ou seja, dados dois atomos sabe-
mos sempre responder se eles sao iguais ou diferentes entre si. Os construtores n_var,
n_abs, n_app e n_sub representam, respectivamente, varidveis, abstragoes, aplicagoes e
substituicoes explicitas.

Ao definirmos as expressoes no calculo \,, temos o necessario para definir recursiva-

mente o conjunto fv_nom(t) das variaveis livres de t:

Fixpoint fu_nom (n : n_sexp) : atoms :=
match n with
| novar © = {{z}}
| n_abs x n = remove x (fu_nom n)
| n_app t1 t2 = fo_nom t1 ‘union' fu_nom t2

| nosub t1 z t2 = (remove x (fv_nom t1)) ‘union' fu_nom t2

end.

O predicado pure caracteriza os termos que nao possuem substituicoes explicitas:

Inductive pure : n_sexp — Prop :=
| pure_var : ¥V x, pure (n_var x)
| pure_app : ¥V el €2, pure el — pure e2 — pure (n_app el e2)
| pure_abs : ¥ z el, pure el — pure (n_abs z el).

Ap06s ser definido o conjunto de varidveis livres de uma expressao, a proxima definigao
é a de a-equivaléncia, pois a partir dela é feita a relagdo de equivaléncia entre expressoes
na modelagem do nosso calculo. No entanto, algumas defini¢bes auxiliares como o swap
de variaveis em uma expressao, que é a troca de todas as instancias de uma variavel
em uma expressao (tanto varidveis livres quanto ligadas) por outra varidvel precisam ser

apresentadas primeiro.
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Definition swap_var (z:atom) (y:atom) (z:atom) :=

if (z == z) then y else if (z == y) then z else 2.
Em seguida, a operagao de troca (swap) é estendida para a estrutura dos termos:

Fixpoint swap (z:atom) (y:atom) (t:n_sexp) : n_sexp :=
match ¢ with
| n_var z = n_var (swap_var © y z)
| n_abs z t1 = n_abs (swap_var x y z) (swap z y t1)
| n_app t1 t2 = n_app (swap z y t1) (swap = y t2)
| n_sub t1 z t2 = n_sub (swap z y t1) (swap_var z y z) (swap = y t2)

A definigao de a-equivaléncia pode ser vista na definigdo indutiva a seguir (c.f. Defi-

nigao 1.1.5):

Inductive aeq : n_sexp — n_sexp — Prop :=
| aeq_var : V z,
aeq (n-var ) (n_var z)
| aeq_abs_same : ¥ z t1 t2,
aeq t1 t2 — aeq (n_abs x t1) (n_abs = t2)
| aeq_abs_diff : ¥ z y t1 t2,
T # y — x ‘notin’ fu_nom t2 —
aeq t1 (swap y x t2) —
aeq (n—abs x t1) (n_abs y t2)
| aeq_app : ¥ t1 t2 t1° t2,
aeq t1 t1’ — aeq t2 t2° —
aeq (n_app t1 t2) (n_app t1° t2°)
| aeq_sub_same : ¥ t1 t2 t1° t2’ z,
aeq t1 t1’ — aeq t2 t2° —
aeq (n_sub t1 x t2) (n_sub t1’ z t2’)
| aeq_sub_diff : ¥ t1 t2 t1° t2° z y,
aeq t2 t2° — x # y — x ‘notin‘ fu_nom t1’ —
aeq t1 (swap y x t1’) —
aeq (n_sub t1 x t2) (n_sub t1’ y t2’).

Na defini¢ao de a-equivaléncia mostrada acima, os nicos casos que se destacam sao
os casos da abstracao e da substituicao explicita onde as variaveis sao diferentes. Nesses
casos temos que a variavel ligada na primeira expressao nao pode estar no conjunto de
variaveis livres da segunda expressao. Essa definicao esta de acordo com a ideia de a-

equivaléncia do calculo A, pois ao garantirmos isso, temos que as duas expressdes vao
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possuir o mesmo conjunto de variaveis livres e cada variavel livre vai estar na mesma
posicao nas duas expressoes, diferenciando assim as duas expressoes apenas pelo conjunto
de variaveis ligadas.

Com a definicdo de a-equivaléncia, temos o necessario para modelarmos a meta subs-
tituicao no calculo A, que denotaremos por m_subst. Como esta definicao recursiva nao é
estruturalmente recursiva, utilizaremos as defini¢coes auxiliares de tamanho de um termo

(size) e de substitui¢do limitada a n chamadas recursivas (subst_rec) :

Fixpoint size (¢t : n_sexp) : nat :=
match ¢ with
| n_var x =1
| neabs x t = 1 + size t
| n_app t1 t2 = 1 + size t1 + size t2
| nsub t1 © t2 = 1 + size t1 + size t2

end.

Fixpoint subst_rec (n:nat) (t:n_sexp) (u :n_sexp) (z:atom) : n_sexp :=
match n with
| 0=t
| S m = match t with
| n_var y =

if (z == y) then u else ¢

| n_abs y t1 =
if (x == y) then ¢
else
let (z,-) :=

atom_fresh (fu_nom u ‘union‘ fu_nom t ‘union‘ {{z}}) in
n-abs z (subst_rec m (swap y z t1) u x)
| n_app t1 t2 =
n_app (subst_rec m t1 u x) (subst_rec m t2 u x)
| nosub t1 y t2 =
if (z == y) then n_sub t1 y (subst_rec m t2 u x)
else
let (z,-) =
atom_fresh (fu_-nom u ‘union‘ fu_nom t ‘union‘ {{z}}) in
n-sub (subst_rec m (swap y z t1) u x) z (subst_rec m t2 u x)
end

end.
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Por fim, a definigdo de meta substituigao (m_subst) é limitada a um ndimero de cha~

madas recursivas iguais ao tamanho do termo onde se quer fazer a substituicao:

Definition m_subst (u : n_sexp) (x:atom) (t:n_sexp) := subst_rec (size t) t u x.

Vale destacar na definicao de subst_rec no Coq o swap de variaveis nos casos da
abstragao e da substituicdo explicita. Isso ocorre pois nao temos como garantir que
ocorrera a captura de variavel ou nao ao fazer a substituicao. Dessa forma, o swap por uma
variavel nova que nao estava no conjunto de variaveis livres de nenhuma das expressoes
envolvidas na substituicao garante que nao ocorrerd captura ao fazer a substituicao.

Por fim, vamos modelar as redugdes no célculo A\, e as fungoes P (recursivamente
substitui meta substituigdes por substitui¢oes explicitas) e B (complete development) que
serao utilizados para provar a confluéncia. Com relacdo as conversoes, fizemos a defini¢ao
da conversao (3, da conversao m, da conversao [ do calculo X\ original e da conversao [,

que é a uniao da conversao m e da [3,.

Inductive betax : n_serp — n_sexp — Prop :=
| step_betax : V (el e2: n_sexp) (z: atom),
betax (n_app (n—abs z el) e2) (n-sub el x e2).

Inductive piz : n_sexp — n_sexp — Prop =
| step_var : ¥ (e: n_sexp) (y: atom),
pix (n_sub (n_var y) y e) e
| step_gc : V (e: n_sexp) (z y: atom),
z # y — piz (n_sub (n_var z) y e) (n_var x)
| step_absl : ¥V (el e2: n_sexp) (y : atom),
pix (n-sub (n_abs y el) y e2) (n-abs y el)
| step_abs2 : ¥V (el e2: n_sexp) (z y: atom),
T # y — x ‘notin’ fu_nom e2 —
pix (n_sub (n_abs z el) y e2) (n_abs z (n_sub el y e2))
| step_abs3 : ¥V (el e2: n_sexp) (z y z: atom),
T#y—zF#y—xin’ founom e2 — z ‘notin’ fo_nom el — z ‘notin‘ fu_nom e2
— piz (n_sub (n_abs z el) y e2) (n_abs z (n_sub (swap = z el) y e2))
| step_app : V (el e2 e3: n_sexp) (y: atom),
pix (n_sub (n_app el e2) y e3) (n_app (n_sub el y e3) (n_sub e2 y e3)).

Inductive betapi: n_sexp — n_sexp — Prop :=
| b_rule : V t u, betax t u — betapi t u
| z_rule : V t u, pix t v — betapi t u.
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Inductive beta : n_sexp — n_sexp — Prop :=
| step_beta : V (el e2: n_sexp) (x: atom),
beta (n_app (n-abs x el) e2) (m_subst e2 x el).

Para a definicao das reducgoes, fizemos a defini¢do do fecho contextual reflexivo de uma

conversao, que ¢ basicamente a definicao de reducao feita anteriormente no célculo A,.

Inductive ctz (R : n_sexp — n_sexp — Prop): n_sexp — n_sexp — Prop :=
| step_aeq: ¥ el €2, aeq el e2 — ctr R el €2
| step_redex: V (el e2 e3 ef: n_sexp), aeq el e2 — R e2 el — aeq €3 e} —
ctr R el e4
| step_abs_in: ¥ (e e’ n_sexp) (x: atom), ctx R e e’ — ctx R (n_abs x €) (n_abs = e’)
| step_app_left: V (el el’ e2: n_sexp) , ctr R el el’ —
ctr R (n-app el e2) (n_app el’ e2)
| step_app_right: ¥ (el e2 e2’: n_sexp) , ctx R e2 e2’ — ctx R (n_app el e2) (n_app
el e2’)
| step_sub_left: ¥ (el el’ e2: n_sexp) (z : atom) , ctx R el el” — ctx R (n_sub el z
e2) (n_sub el’ z e2)
| step_sub_right: ¥ (el e2 e2’: n_sexp) (z:atom), ctx R e2 e2’ — clx R (n_sub el z
e2) (n-sub el x e2’).

A definicdo dos mapeamentos P e B seguem as defini¢oes anteriormente vistas.

Fixpoint B (t: n_sexp) := match ¢ with

| novar © = n_var z

| n_abs x t1 = n_abs x (B t1)

| n_app t1 t2 = match ¢ with
| n_abs z t3 =

m_subst (B t2) z (B t3)

| - = n_app (B t1) (B t2)
end

| n_sub t1 x t2 = n_sub (B t1) z (B t2)

end.

Fixpoint P (t: n_serp) := match t with
| n_var x = n_var x
| n_abs x t1 = n_abs x (P t1)
| n_app t1 t2 = n_app (P t1) (P t2)
| n_sub t1 z t2 = m_subst (P t2) z (P t1)

end.
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4.2 Resultados obtidos

Com relagao a estratégia da modelagem do calculo ., a abordagem seguida foi a defini¢ao
de uma série de lemas e teoremas relacionados a cada uma das defini¢oes descritas anteri-
ormente, com o objetivo de provar propriedades relacionadas as defini¢does que pudessem
ser necessarias futuramente, e depois a prova dos lemas descritos em [6]. Ao longo da prova,
de cada um desses lemas, foi preciso tanto a adigdo e prova de lemas auxiliares quanto
a adequagao de lemas ja conhecidos & modelagem feita no assistente de provas Coq (Por
exemplo, os lemas refltrans_pure_beta e pi_P, presentes no arquivo 1x_confl.v).

Infelizmente alguns poucos lemas nao foram finalizados, dado problemas tanto da
forma como a modelagem no Coq foi feita, mais especificamente o fato de que as varia-
veis livres geradas automaticamente na meta substituicao nao podiam ser escolhidas, de
forma que muitos problemas que poderiam ser mais facilmente solucionados pela escolha
inteligente de uma varidavel em comum na conversao « se tornavam problemas bastante
complexos pelo uso de varidveis geradas automaticamente, quanto por um fator de tempo,
mas todos os lemas nao finalizados ou sdo bastante intuitivos de se ver que sao corretos ou
possuem sua prova em papel ja finalizada (Por exemplo, os lemas aeq_swap_m_subst,
refltrans_m_subst1 e refltrans_m_subst2, presentes no arquivo 1x_confl.v).

Os lemas desenvolvidos ao longo da modelagem dos termos mencionados anteriormente
foram consideravelmente mais faceis do que os lemas feitos para tentar provar os lemas
presentes em [(]. A maioria desses lemas estao relacionados a manipulagio e a proprieda-
des tanto de expressoes quanto do conjunto de variaveis livres dessas expressoes, o swap
dessas expressoes e a a-equivaléncia entre elas. Como destaque de uso pode ser pontuada
a prova dos Lemas subst_fresh_eq e aeq_swap0 (arquivo lambda_x.v), que provam
que se uma variavel nao estiver no conjunto de variaveis livres de uma expressao ¢, entao
a meta substituicao dessa variavel por outra expressao em t é a-equivalente a t, e a prova
que se as variaveis x e y nao estao na expressao t, entao t é a-equivalente ao swap de x e
y em t, respectivamente.

Outras provas que se destacaram ao serem amplamente utilizadas ao longo tanto dos
lemas principais presentes em [(] quanto nos lemas auxiliares feitos ao longo do trabalho
foram as provas que relacionavam a auséncia de uma variavel no conjunto de variaveis
livres de uma expressao e a auséncia de uma variavel no conjunto de variaveis livres do
swap dessa expressao.

Com relagao ao desenvolvimento das provas necessarias para provar a confluéncia do
calculo \,, o primeiro lema que se destacou foi o Lema aeq_swap_m_subst? sobre a dis-

tributividade do swap na meta substituicao. Esse lema é a base para a maioria das nossas

3arquivo 1x_confl.v
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provas envolvendo a a-equivaléncia e a meta substituicao, pois da forma como é imple-
mentada a troca de variavel visando evitar a captura de variavel, ndo é possivel fazermos
a reducao « desejada, de forma que provas com miultiplas meta substitui¢cdes acarretam
swaps de meta substituigoes que precisam ser distribuidos para serem solucionados. Infe-
lizmente essa prova nao conseguiu ser concluida, mas as partes que faltam da prova sao
relativamente pequenas em relagdo ao resto dela.

Vale pontuar que a forma como a meta substituicao troca a variavel ligada visando
evitar a captura de variavel foi o maior empecilho no desenvolvimento das provas. Isso
se da pelo fato de, como a variavel que é substituida é escolhida de forma automaética
pelo Coq, nao é possivel fazer a escolha da mesma variavel quando se tem muiltiplas meta
substituigoes (salvo em algumas excegoes, como o lema aeq-m_subst_1 do arquivo
lambda_x.v). Dessa forma, ao se ter que comparar as variaveis das metas substituigoes
para saberem se sao iguais ou diferentes, acabamos gerando uma arvore de possibilidades
que cresce exponencialmente com o nimero de meta substitui¢oes, tornando as provas
cada maiores e mais trabalhosas.

Alguns exemplos de lemas onde a utilizacdo de varias meta substitui¢oes causou um
grande esforco na resolugao da prova foram as provas relacionadas a a-equivaléncia entre
meta substitui¢oes, que foram de extrema importancia para a resolu¢ao das provas, mas
que demandaram um grande esforco para serem resolvidas. Como exemplo dessas provas,
podemos citar os Lemas aeq_m_subst_2, aeq_m_subst_3 e aeq_double_m_subst,
presentes no arquivo 1lx_confl.v e que foram essenciais para o desenvolvimento tanto
direto como de lemas auxiliares para as provas equivalentes aos Lemas 5.3, 5.4 e 5.5 de
[6]. Outros lemas que foram bastante importantes para o desenvolvimento das provas pre-
sentes em [0] foram os relacionados ao fecho transitivo reflexivo de uma redugao qualquer
(refltrans_abs, refltrans_composition3, refltrans_app3 e refltrans_sub3, presen-
tes em 1x_confl.v). A partir deles foi possivel fazer as provas de todos os lemas a frente
que envolviam o fecho transitivo reflexivo de uma das redugoes do calculo \,. Infelizmente
nao foi possivel fazer algumas das provas que envolviam redugao entre meta substitui¢oes
(refltrans_m_subst1 e refltrans_m_subst2, presentes em 1x_confl.v), mas os casos
andlogos para todos os tipos de expressoes foram resolvidas, de forma que a validade do
lema ¢é intuitiva.

O primeiro lema presente em [6] que foi provado foi o Lema 5.3.1.
Lema 4.2.1 M —. N implica M¥ = NT .

Ou seja, a redugao por m de uma expressao para outra expressao implica na igualdade
dos mapeamentos P das duas expressoes. Para se adequar a nossa modelagem no Coq, a
prova fala que a reducdo implica na a-equivaléncia entre as duas expressoes. Para resolver

essa prova, foi feita inducdo em — .
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Seguindo, os proximos lemas provados foram os lemas remanescentes do Lema 5.3.
Lema 4.2.2 M?” ¢ puro.
Lema 4.2.3 M puro implica M* = M.
Lema 4.2.4 M puro implica M{x := N) —, M[z := N]|.

O Lema 5.3.2 (Lema 4.2.2 acima) diz que qualquer expressao no conjunto imagem do
mapeamento P é puro, e esse lema pode ser facilmente provado pela induc¢ao na expressao.
O Lema 5.3.3 (Lema 4.2.3 acima) diz que se uma expressao é pura, entao a aplica¢do de P
nela produz ela mesma, e esse lema foi resolvido facilmente utilizando as mesmas ideias do
Lema 5.3.2. Por fim, o dltimo lema provado do Lema 5.3 foi 0 5.3.4 (Lema 4.2.4 acima),
que diz que para toda expressao el pura, nos temos que a substituicao explicita de el por
uma variavel e outra expressao qualquer pode ser reduzido pelo fecho transitivo reflexivo
da relagao m para a meta substituicao de el pela mesma variavel e pela mesma outra
expressao. A prova desse lema se da pela inducao em el e foi relativamente tranquila
apos a finalizagao das provas relativas a meta substituicoes.

O préximo lema provado presente em [0] foi o Lema 5.4. Nele, sdo provados lemas
relativos a reducao B do calculo A original. Para fazer a adaptacao desses lemas para a
nossa modelagem, foi utilizado a nossa modelagem do — 3 e os lemas foram provados para
expressoes puras, uma vez que o conjunto de expressoes puras do calculo A\, é igual ao

conjunto de expressoes do calculo A.
Lema 4.2.5 M — N ocorrer em \, implica MT —5 N¥ no cdlculo .
Lema 4.2.6 M —3 N ocorrer em X\ implica M — N em A;.

O primeiro lema é o Lema 5.4.1 (Lema 4.2.5 acima), que diz que se uma expressao
reduz a outra no calculo A\, entao a aplicagao de P na primeira expressao reduz pelo fecho
transitivo reflexivo de f a aplicacao de P na segunda expressao. Como foi provado que
qualquer expressao na imagem de P é pura, entao a aplicacao P nas duas expressoes estéd
em ), e assim eles podem ser reduzidos por —»5. A prova desse lema se da pela inducao
em — e foi relativamente extensa, mas tranquila. O segundo lema é 0 5.4.2 (Lema 4.2.6
acima), que diz que, para duas expressoes puras, se uma delas pode ser reduzida por /3
para a outra, entao elas também podem ser reduzidas pelo fecho reflexivo transitivo de
B em \;, onde 3, é a uniao de [, e w. Para a resolucao dessa prova, foi feita a inducao
em —g.

Com a prova do Lema 5.4, é possivel fazer a prova de que o mapeamento B é Z em

relagao ao célculo A de acordo com [0]. Infelizmente a prova desse lema nao foi concluida,
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uma vez que esse foi um dos ultimos lemas feitos, e o pouco tempo para a sua resolugao
somado a uma complexidade de prova que nao permitiu a sua finalizacao nas primeiras
tentativas resultou na falha em finalizar a prova. Deixamos esse lema para trabalhos
futuros.

Por fim, a ultima prova feita foi a prova do Teorema 5.5, que é a prova dos requisitos
necessarios para provar que a funcao B o P é Z de acordo com a prova Z composicional

em [0].
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Lema 4.2.7 Para provar a confluéncia de A, € suficiente provar os sequintes pontos:

M —,. N implica MY = NP.
M —». M¥ ocorre para todo M.

M — MP® ocorre para todo M puro.

M —p, N implica N — M*B — NFB,

A estrutura geral desta prova é como a seguir:

1.

A primeira prova a ser feita é a prova de que se uma expressao reduz para outra por
m, entao a aplicacao de P nas duas expressoes sao iguais, e como esse ¢ o enunciado

do Lema 5.3.1, entao ela ja tinha sido feita.

A segunda prova foi a prova de que qualquer expressao pode ser reduzida pelo fecho
transitivo reflexivo de 7 para a sua imagem em P, e ele é facilmente provada pela

inducao na expressao.

. A terceira prova é a prova de que qualquer termo puro é reduzido pelo fecho tran-

sitivo reflexivo de S7 a sua imagem em B, e essa também foi facilmente resolvida

utilizando a indugao na expressao junto com os lemas provados anteriormente.

Por ultimo, temos a prova de que dado duas expressoes M e N do calculo A\, temos
que M —5, N implica N — MPB — NFP_ Para resolver essa prova, foi feita a
divisao dela na prova de N —» MPB e MPB — NPB A primeira prova pode ser
feita a partir da indugao em —g,, com o caso mais complicado necessitando a prova
de que MB[x := NB] — (M[x := NJ])B. Infelizmente essa prova nao foi possivel
de ser finalizada. A segunda parte da ultima prova foi feita a partir das provas do

Lema 5.4 e com a ajuda da prova de que B é Z para (5.

Dessa forma, temos a prova de que BoP é Z, e por consequéncia temos que A, é confluente

[0].
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Capitulo 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusao

Este trabalho apresentou o desenvolvimento no assistente de provas Coq da prova de con-
fluéncia do calculo A\, via a propriedade Z Composicional, prova essa que foi feita seguindo
as estratégias e os lemas propostos em [6]. A abordagem utilizada é baseada na logica
nominal[15] que tem se mostrado um formalismo interessante para a formalizacdo de te-
orias que possuem binders[21]. No caso da formalizacao do célculo A e suas variantes, a
definicao da nocao de a-equivaléncia exige alguns cuidados que possam evitar, por exem-
plo, 0 uso excessivo de trocas de dtomos (swaps). Neste trabalho, utilizamos a biblioteca,
Metalib que possui um ferramental que nos deu um bom suporte no desenvolvimento das
provas. No entanto, a nocao de a-equivaléncia disponivel nesta biblioteca faz uso do swap
de uma forma sistematica, o que resultou em provas particularmente longas. Por exemplo,
a prova do lema aeq-m_subst_3 (arquivo 1x_confl.v) que estabelece a a-equivaléncia é
parcialmente compativel com a operacao de meta substitui¢ao possui mais de 1700 linhas!

Infelizmente, por causa problemas muitas vezes relacionados a modelagem no assis-
tente de provas, nem todas as provas foram concluidas, mas todas as provas pendentes ou
sdo bastante intuitivas ou foram provadas no papel em [0]. Essas provas serdao deixadas
para trabalhos futuros.

Com a conclusao desse trabalho, conseguimos verificar a veracidade dos lemas descritos
em [0] e trazer uma robustez maior a esses lemas. Além disso, produzimos um material
que pode ser utilizado futuramente no desenvolvimento de outras provas no Coq que

precisem da prova de confluéncia do calculo A,.

26



5.2 Trabalhos Futuros

Dado o fato da prova de confluéncia do célculo A\, nao ter sido totalmente concluida,
uma vez que alguns dos lemas auxiliares necessarios para a finalizacao da prova nao
foram finalizados, temos a possibilidade de trabalhos futuros com o objetivo de concluir
e possivelmente complementar a nossa prova.

O primeiro lema auxiliar que nao foi provado ¢é relativo a distributividade do swap na
meta substituicao, que tem o nome de aeq_swap_m_subst no arquivo 1x_confl.v. Nesse
lema, temos que um swap sendo aplicado a uma meta substituicao é a-equivalente a uma
meta substituicao onde o swap anterior esta sendo aplicado a cada um dos termos dessa

substituicao, ou seja, o swap pode ser propagado para dentro da meta substituicao.
swap x y (M|z := N]) =, (swap z y M)[(swap x y 2) := (swap x y N)]

O segundo lema cuja prova estd pendente é a proposicao 1.4.1 em [25], conhecido
como Lema da Substituicao, que versa sobre a uma espécie de distributividade da meta
substituicao quando uma condigao especifica é atendida, e essa proposicao é a parte que
falta para provar a parte d do Lema 5.5 presente em [6]. No arquivo 1x_confl.v do Coq
esse lema recebeu o nome de m_subst_lemma.

Também nao foram finalizadas algumas provas referentes ao fecho reflexivo transitivo
de meta substitui¢oes. Mais especificamente, temos que dado duas expressoes e o fecho

contextual reflexivo de uma relagao R (— i (r))), temos as seguintes provas como objetivos:

M = pry N implica Mz := Z] —qury) Nz := 7]

M ~vaa(m N implica Zle := M] >aa(ry Z[o = N)

Como ja temos provas semelhantes a essa para todos os casos gramaticais do calculo
Az, a veracidade do lema acima ¢ intuitiva. No arquivo presente na nossa modelagem do
Coq esses lemas foram chamados de refltrans_m_substl e refltrans_m_subst2.

A quarta parte da prova que ficou de fora foi a prova de que o mapeamento B é Z
para 3, que teve seu lema nomeado como Z_property_B_beta no Coq, e temos que esse
lema é veridico de acordo com [6].

Além disso, temos como trabalho futuro fazer algumas adaptac¢des na prova para que
a prova de confluéncia do calculo A, possa ser exportada e utilizada em outras provas do
Coq de acordo com a definigdo 2.3.3 presente em [(]. Essas adaptagoes sdo necessarias
uma vez que, enquanto na definicdo 2.3.3 o primeiro ponto indica que a igualdade entre

fl(a) e f1(b) é uma igualdade sintatica entre os termos, temos que na nossa prova do

27



Z composicional feita nesse trabalho, a igualdade entre f1l(a) e f1(b) é uma igualdade
modulo a-equivaléncia, que é uma igualdade mais abrangente se comparada a igualdade
sintatica. Dessa forma, é preciso provar que o Lema 5.5 em [(] considerando a igualdade
moédulo a-equivaléncia implica no lema considerando a igualdade sintatica.

Por tultimo, vale pontuar como possivel trabalho futuro a refatoracao das provas de
forma a torna-las menores e mais legiveis, uma vez que muitos trechos de cédigo estao
repetidos e poderiam ser refatorados em mais lemas auxiliares ou substituidos por algumas

automacoes de prova.
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