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Resumo

E descrito campos invariantes por transformacgoes de calibre e encontra-se que para quan-
tizar um campo de calibre ndao-Abeliano necessita-se de fixar um calibre no funcional
geratriz e consequentemente introduz-se o formalismo BRST de quantizacao que tem
como propriedade manifestar a covariancia dos campos observaveis através de um opera-
dor BRST que é introduzido via nocdes de algebra cohomologica e graduada. E observado
que a constante de acoplamento que acopla o campo do gluon (carregador bosénico de
interacdo da cromodindmica quantica) com o campo do quark se torna muito grande na
regido (de pequenas energia) infravermelha, consequentemente quebrando métodos per-
turbativos utilizados para descrever observaveis. E construido a técnica da Pinca (PT) que
busca rearranjar os termos da série de Schwinger-Dyson (método nao-perturbativo) para
se obter funcoes de Green invariantes do esquema de fixacao de calibre. Uma equivaléncia
entre o método de campos de fundo (BFM), um método de se obter fungoes de Green
que obedecem identidades do tipo Identidade de Ward (WI) da eletrodinamica quantica,
e PT é notado no calibre de Feynman. E introduzido os anticampos do formalismo de
Batalin-Vilkovisky para em seguida obter identidades quanticas de fundo (BQI) que sao
identidades de Slavnov-Taylor relacionando campos, fantasmas, anticampos e campos de
fundo. Usando a técnica da pinga ¢é obtido a série de Schwinger-Dyson para o propagador
do gluén no BFM no calibre de Feynman e em seguido usa-se as BQI para truncar a série

e garantir transversalidade de suas componentes.

Palavras-chaves: simetria de gauge; simetria de calibre; formalismo BRST; técnica da

pinca; Batalin-Vilkovisky; teoria quantica de campos.
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Introducao

Desde que a nocao de acao 4 distancia Newtoniana teve seu fim com a introducao
das nogoes da relatividade especial por Einstein (BOGOLIUBOV; SHIRKOV, 1959), a
melhor forma de descrever a interagao entre corpos da natureza ¢é introduzindo a nocgao
de campo, um meio nao fisico que permeia todo o universo e associa para cada ponto do
espago-tempo uma informagao, que pode ser nula ou nao. Sendo assim, ao introduzir a
nocao de uma particula pontual, estamos lidando com uma pertubacao de um campo em
que a densidade de probabilidade da mecanica quantica usual pode ser tomada e a parti-
cula pontual é descrita como um quanta de informacao localizado. As interagoes ocorrem
quando outra particula é introduzida respeitando a relatividade especial e consequente-
mente o principio da causalidade, com adicao de um quanta encarregado de mediar a
interagao (de velocidade finita) informando uma particula a presenca de outra. Das inte-
ragoes mais comuns, temos por exemplo, particulas carregadas que perturbam o campo
eletromagnético que consequentemente encarrega aos fotons o trabalho de cuidar da inte-

ragao.

Lidando com interagoes na natureza, em geral, observamos que interagoes apenas
ocorrem via pertubacao de campos de spin-1, no qual associamos uma certa simetria, a
chamada simetria de calibre (gauge) (SREDNICKI, 2007). Os graus internos de liberdade
de um sistema pode ser descrito via no¢ao de maco de fibras e por exigéncia de invariancia
de descrigao desses graus internos por transformacao global e local temos a introdugao
de um potencial forma-um com valores na algebra de Lie e que cuida de manter nossa
descricao dinamica dos graus internos dos campos invariantes. Acontece que nossas inte-
ragoes sao descritas por bésons que tem seus quantas governados por estes potenciais que

demandamos serem invariantes por transformacao local e global.

Funcionalmente os campos sao fungoes no espaco de Hilbert em que seus estados
sao dados por uma descricdo coerente no espaco de Fock. Em teorias de gauge, diferen-
temente de campos escalares, nao conseguimos realizar a quantizacao dos campos via
quantiza¢do canonica devido & quebra de invariancia por Lorentz e em seguida ao sur-
gimento de métrica negativa que quebra a interpretacao de probabilidade da mecanica
quantica (ITZYKSON; ZUBER, 2012). Uma consequéncia histérica disso foram as di-
versas tentativas de construir uma quantizacao para teorias de Yang-Mills abelianas e
nao abelianas. De maneira concreta, o indiano Suraj N. Gupta e o suico Konrad Bleuler
construiram um procedimento para tratar em especial o campo de radiagao via adigao de
um termo de vinculo 4 Lagrangeana, impondo assim uma condi¢do aos estados que gera
a exclusao das componentes de norma negativa e se faz possivel definir um verdadeiro

espaco de Hilbert com métrica definida positiva com condicao de fixacao de gauge.
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Para teorias nao abelianas tiveram dois marcos importantes na construcao da
quantizacao da teoria. O primeiro importante resultado ¢ devido a Ludvig D. Faddeev e
Victor N. Popov explorando uma invariancia da medida da Lagrangeana e introduzindo
fantasmas com graduacgoes de Grassmann opostas, porém também é realizado um pro-
cedimento de fixagao de gauge (KACHELRIESS, 2018). A segunda grande construcao
para teorias de gauge nao abelianas se da pelo formalismo desenvolvido por Carlo Becchi,
Alain Rouet, Raymond Stora e Igor Tyutin, chamado formalismo BRST (HENNEAUX;
TEITELBOIM, 1992).

O formalismo BRST se baseia na introducao de fantasmas de maneira semelhante
ao formalismo de Faddeev-Popov, introduz-se graduacoes fantasmas e anti fantasmas para
os campos envolvidos na Lagrangeana e um operador derivagao é construido via pertuba-
¢ao algébrica e que age nos campos envolvidos na teoria. A introdu¢ao dos anti-fantasmas
nos permitem descrever de forma covariante os observaveis de uma teoria de gauge em
termos de um complexo diferencial que contém campos fisicos definidos sobre o espaco-
tempo e assim evita tratar os campos como variaveis candnicas em um dado instante do
tempo e por consequéncia nenhuma fixacdo de gauge é exigida em algum momento da
construgao (BARNICH; BRANDT; HENNEAUX, 2000). A simetria de gauge expressa
uma simetria interna do campo, desde que nao é uma quantidade fisica mensuravel, pode-
se escolher diferentes calibres e a fisica resultante deve ser e é a mesma, porém ao realizar
procedimentos de quantizacao observamos que esta simetria é quebrada quando se rea-
liza uma fixacado de calibre, que é uma escolha de um representante para se calcular a
integral de caminho, a propagacao entre dois pontos no espago-tempo e evitar o infinito
que vem do calculo das redundancias. A simetria BRST surge quando realizamos a troca
dos parametros de transformacao de gauge por campos fantasmas de maneira a estender
o espago de fase e nao o reduzir como no procedimento de Faddeev-Popov (que escolhe
passar pelas orbitas de gauge uma tinica vez), isto nos faz trabalhar consistentemente com
fungoes definidas e que preservam a localidade e invaridncia. A simetria BRST pode ser
entendida como uma versao quantica da simetria de gauge que nos permite explorar a
invariancia da agao quantica para obter resultados consistentes e manter unitariedade e

renormalizabilidade.

Mais de 90% da matéria visivel no universo é formada por protons e néutrons, que
por sua vez nao sao particulas elementares, mas sim um conjunto ligado de no minimo
trés particulas elementares chamadas de quarks. Porém, mesmo se somarmos as massas de
trés quarks ainda restam 98% de massa. Os quarks sao Hadrons, particulas que interagem
via forca forte e que tem seu carregador de forga (interagdo) o béson chamado de gluon.
Estima-se que a massa restante dos protons e néutrons advém dos gluons. Os quarks obe-
decem a estatistica de Fermi-Dirac e os gluons satisfazem a estatistica de Bose-Einstein,
logo devem ser quantizados obedecendo o teorema spin-estatistica (ITZYKSON; ZUBER,

2012). Como foi comentado anteriormente, tem-se para interagoes fortes uma teoria de



calibre nao-Abeliana. Os gluéns sao bésons nao massivos e assim suas propagacoes devem
ocorrer de maneira transversal (vetor polarizagdo sempre ortogonal ao seu vetor momento
linear) e desta forma devem obedecer identidades do tipo de Ward da eletrodindmica
quantica. Apos se acoplar os campos dos quarks e gluéns e em seguida quantizar a teoria
via fantasmas de Faddeev-Popov, havera duas constantes de grande importancia, uma é a
constante de acoplamento entre os campos, presente na derivada covariante e a segunda é
o parametro de fixacao de calibre. Observa-se que ja no propagador existe uma dependén-
cia explicita no parametro de fixacao de calibre e que por conseguinte infesta as fungoes
de Green em todas as ordens (AGUILAR; BINOSI; PAPAVASSILIOU, 2015). A massa
que surgira sera devido & auto interagoes, ou ainda, se a polarizacao de vacuo desenvolver
um polo em baixas energias (AGUILAR; BINOSI; PAPAVASSILIOU, 2015). Em resumo,
¢é de interesse estudar a teoria das interagoes fortes, a cromodindmica quantica, em baixas
energias (regido infravermelha). Porém, em baixas energias a constante de acoplamento é
muito grande e desta forma a teoria de perturbagao é quebrada (NASTASE, 2019) dando
margens a teorias nao perturbativas, como por exemplo equagoes de Schwinger-Dyson,
um método de se obter equagoes integrais de regioes infravermelha, porém de quantidade

infinita uma acoplada & outra.

A técnica de Pinga tem como objetivo rearranjar os termos da série de Schwinger-
Dyson via expansao de vértice que ird engatilhar uma identidade do tipo de Ward resul-
tando em vértices inteiramente independentes do calibre. O método de campos de fundo
(BFM) constréi fungdes de n-pontos invariantes por transformacao de calibre e que satis-
faz identidades do tipo de Ward, mas de forma a ainda depender do esquema de fixacao de
calibre. No calibre de Feynman, é notado que a técnica de Pinga é equivalente ao BFM.
Desta forma temos um método consistente de construir vértices independentes do es-
quema de fixagao de calibre e que satisfazem identidades do tipo de Ward. Préximo passo
¢é fazer uso do formalismo de Batalin-Vilkovisky introduzindo anticampos como fontes
das transformacoes BRST e que em seguida podem ser usados para construir identidades
de Slavnov-Taylor relacionando vértices. Usando o BFM e o formalismo BV ¢é possivel
construir identidades quéanticas de fundo (BQI) relacionando os anticampos, fantasmas,
campos usuais e campos de fundo. As identidades quanticas de fundo sdo usadas para
fazer a transicao nas séries de Schwinger-Dyson envolvendo vértices dos campos da QCD
com os vértices no BFM no calibre de Feynman satisfazendo identidades do tipo de Ward
da eletrodinamica quéntica. Desta forma se faz possivel truncar a série de Schwinger-
Dyson mantendo a transversalidade dos vértices. Uma transi¢do para o calibre de Landau
é possivel de ser realizada pois no calibre de Landau as simulagoes na rede mostram que o
propagador do gludn satura em um valor diferente de zero no regime profundo do infraver-
melho, correspondendo a um sinal inequivoco de geracao de massa do gluén (AGUILAR;

BINOSI; PAPAVASSILIOU, 2015).

Primeiro, serd construido as componentes da Lagrangeana de teorias de Yang-
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Mills de forma geral, partindo da construgdo da redundancia dos graus de liberdade de
um campo escalar complexo. Apresentara definigoes de algebra graduada, paridade, como
se faz possiveis estender o espaco de fase de maneira a acomodar vinculos e em seguida
como a cohomologia do operador BRST ¢é construida. Sera identificado os campos, fantas-
mas e anti fantasmas de acordo com as devidas graduacgoes e em seguida sera assinalado o
espago fisico onde os estados dos campos observaveis sao identificados devido & cohomolo-
gia do operador BRST estabelecido. E introduzido a cromodinimica quantica discutindo
suas cargas conservadas, calcula-se os propagadores e regras de Feynman para diagramas.
Voltando um passo atréas e tratando teorias de calibre abelianas define-se a identidade de
Ward. A ténica da pinga é introduzida no contexto da cromodindmica quantica, discute-se
como se faz possivel eliminar a dependéncia do esquema de fixacao de calibre nos elementos
de matriz-S de interacdo quark-quark, isto é, das funces de Green off-shell. E mostrado
como construir um vértice quark-gluon que satisfaz uma identidade do tipo de Ward da
eletrodindmica quéantica. A equivaléncia entre o BFM e PT ¢é discutido. Apds a intro-
dugao do formalismo de anticampos, identidades de Slavnov-Taylor envolvendo campos,
anticampos, fantasmas e campos de fundo sao construidas. Por fim, define-se a série de
Schwinger-Dyson para o propagador do gluén no contexto da técnica da Pinga onde usa-se
as identidades quanticas de fundo para chegar a uma nova equacao de Schwinger-Dyson
transversal, independente do esquema de quantizacao e ainda truncavel em diferentes

ordens.
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1 A funcao de Lagrange

Neste capitulo, tem-se como objetivo construir todas as componentes da Lagran-

geana de Yang-Mills nao-abeliana.

1.1 Invariancia por Gauge
Um campo escalar complero mais simples tem sua Lagrangeana na forma
£ = (9,6")(9") — m*6". (1.1)
Esta Lagrangeana ¢ um escalar de Lorentz desde que

x'), ' =Ax, ou
¢'(a') = o) B (1.2)
¢'(x) = ¢(A~ "),

com A denotando uma transformacao de Lorentz.

Para ¢(x) e ¢*(x) com valores complexos em R* definimos um espago total P
de todos os estados do tal campo. Dado dois pontos distintos no espago-tempo, temos
diferentes estados associados em P, denotados por G, e G, para dado dois estados z,y.

Estamos definindo a fibra P sobre o espago-tempo base M.

Sabemos que nossa Lagrangeana deve ser invariante sobre transformagao de fase

dos campos

¢a) — eo(),
¢ () = e¢(), (1.3)

/
o = gt

com A sendo um nimero real constante para todo x e que representa uma rotacao de
fase através de um angulo A. Podemos ainda definir A(z) uma transformagio que varia
arbitrariamente de ponto a ponto, neste caso chamamos de transformagcao local e quando
A é constante, chamamos de transformagao global. Estamos buscando entao uma indepen-
déncia de transformacao de fase para cada ponto do espaco. Chamamos isto de invariancia

de calibre (gauge).

Mas ¢é verificado que nossa Lagrangeana nao ¢ invariante pela dada transformacao

local

£ = (0,6")(0") — m?6"9' # £

(1.4)
L —L~a® s<1.
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Sendo assim, surge uma complicagao para quando tivermos termos de derivada na cons-
trucao, ja que por exemplo campos ¢(z) e ¢(x + €) estdo em pontos diferentes do espago e
se transformam de forma completamente diferente. Devemos entao construir um fator que

tera o papel de compensar a diferenca de transformacao de fase em dois dados pontos,

Esse fator é a derivada covariante que inclui o termo de derivada parcial mais um
termo de conexao

D, =0, — Ay (). (1.5)

Seja uma transformacao infinitesimal, temos entao
g(x) = =14+ \(z) = 1+ \*(2)t" (1.6)

Sabemos que A,(r) = Aj(x)(t*) se transforma em primeira ordem segundo

Az(:c) = g(x)’lAu(:c)g(:c) + g(x)’lﬁug(x) =A,(z)+0A,(z). (1.7)
E agora podemos verificar como a derivada covariante se transforma

Dyg(x) = (0 — Au(@))d(x) = [0 — Ap(x) — Ou(A(@)) — [Au(2), A@)]](1 + A(z))o(2)
= (14 2)(9, — Au(2)¢(x) = DD, ().
(1.8)

Observemos que D, ¢(x) se transforma assim como ¢(x). Sem essa propriedade, ndo pode-
riamos escrever uma Lagrangeana envolvendo termos de derivada. Assim, qualquer combi-
nacao de ¢ e suas derivadas covariantes que sao invariantes globalmente por transformagao
de fase, serao também invariantes por transformacao local. Logo, tanto as derivadas do

campo, a conexao quanto suas transformagoes descrevem entao o mesmo sistema fisico.

Pode-se concluir entao que nao apenas um conjunto de campo mas toda uma classe
de configuragoes de gauge equivalentes correspondem ao mesmo sistema fisico real. Isto
implica num espago interno de estado sem base fixa com respeito a um campo de matéria
que se da em termos de componentes ¢. Tais bases podem ser introduzidas localmente
em cada ponto do espago-tempo, no entanto, nao hé razao fisica para fixar sua posicao.
A alteragao local da base é interpretada como uma mudanca de gauge do campo. Desse
modo, a Lagrangena ser invariante representa uma redundancia na representagao dos

nossos campos e nao simplesmente uma simetria de rotagao.

Seja uma curva 7(s) no espago-tempo definido por

A(s) = w,(s). (L9)

O campo vetorial ¥(s) de vetores tangentes a 7(s) tem componentes X, = dX,/ds.

Podemos falar de transporte paralelo de ¢(x) ao longo de v(s) desde que

Vu9(8)|a=a(5) X = 0, (1.10)
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sendo a derivada covariante na direcao tangencial onde as coordenadas de 7 satisfazem
essa igualdade. Definindo como antes um transporte paralelo através de um paralelogramo
fechado de vértices

(x,x+ Az, 2 + Az + Doz, + Agx). (1.11)

A nao comutatividade de ¢(z) pode ser calculada via
Dy D)6 () = — [0, A% — 0,A% + fo AP AJt 6 (x), (1.12)
onde podemos definir
P =0,A, —0,A,+ A, A)] = Ft°, (1.13)
a curvatura no espaco de estado. Onde podemos abrir o ultimo termo como segue

i[Ay, A)] = i[AL (), ACte] = P A% (2) AS () [t 1] = (f5, AL () AS (). (1.14)

ca’

E abrimos as componentes do tensor £},

Fy, = 0,45 () = 0,45(2) + froAp(x) Ap (). (1.15)

j2%

Seja G = SU(2), isto é, o grupo das matrizes 2 X 2 unitérias. Os geradores sao
dados pelas matrizes de Pauli:
— (1.16)

01:<0 1), 02:(9 _i>, 03:(1 0). (1.17)
10 v 0 0 -1

A conexao sera dada por

a Ua
A= Af(x) <2i>da:“. (1.18)
Usando a propriedade dos comutadores, temos
a b ab o°
= fI"—. 1.19
Dessa forma, temos [D,,, D,| = —F,0?/2i. Escrevemos as componentes do tensor curva-
tura na forma
Fi, = 0,A5 — 0,A% + fr AL AL (1.20)
Sabendo a transformacao de A,(x) segue que o campo de forca se transforma como
o® - % _. o o® o® o® o® o®
e 1)\Fa7 —tA _ 1 A\ a” (1 )\"_)= Fo __ Ne—— Fe Z 1 (1.21
gy ¢ Fwge T = N Lo 2) = Py T Vigp Fluggl (121)

Que nos mostra que £, nao é invariante por gauge desde que tem dependéncia em trés
dire¢des 0. Mas ainda podemos tentar construir uma fungao de Lagrange invariante por

gauge, na forma
e 1
27} — _CF v, (1.22)

4 HY— a

O.a

1
— —1r{F,,
L 5 r{F, %
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E dessa forma, podemos mostrar que obtemos com exito a construcao da Lagrangiana

invariante por transformacao de fase

a v iA A —iA i\ v_—i\N) __ i\ a v\ —1A
(F5, Y ) —(e Fie )(e Fte ) =e (FWFC’;‘ Je . (1.23)
E por fim, temos o nosso primeiro termo de Lagrangeana de Yang-Mills, que é
dado por
1

L=~ FuF". (1.24)

1.2 Procedimento Gupta-Bleuler e o segundo termo

Dado a nossa Lagrangeana construida na se¢ao anterior, podemos pegar por sim-

plicidade o caso abeliano em que f{. é zero e temos

1 1
— py T _ LAV QU AR
L= 4FWF = 4((9#141, 0,A,)(0"A” — 0" AM), (1.25)
Podemos pensar em quantizar este campo via quantizacdo candonica em que a Uinica
preocupacao a ser tomada é de nao tirar a invariancia de Lorentz, isto é, ndo termos uma
direcao especificada na nossa quantizagao e com isso continuarmos tratando indices p indo
de 0 a 3. No formalismo de quantizagado canonica, promovemos um campo ¢(z) qualquer

a classe de operador tal que obedece as seguintes regras
.7, ds(t, )] = 0 (1.26)

Daqui ja podemos ver a primeira complicacao em realizar este procedimento, a

componente 7° é zero

oL
wo_ — v
T oAy T
FO — OV _ pp0i g 00 _ a0i (1.27)

70 = 0.

E uma consequéncia disto é que nao podemos quantizar de forma canoénica desde que

estamos preocupados com invariancia de Lorentz.

No procedimento de Gupta-Bleuler (ITZYKSON; ZUBER, 2012), para contor-
nar este problema introduz-se uma constante arbitraria a que entra na Lagrangeana na
forma

Q@
'Cvinculo = _g(aMAN)Q’ (128)
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e para qualquer escolha de valor de o dizemos que estamos fixando um calibre, ou ainda,
fixando uma escolha de representacao, usando de fato que temos uma redundancia em

tratar a dinamica dos nossos campos e nos retorna a equagao de campo

oL oL
— = Oy=——=0
0A, "0(0,A,)
(1.29)
0A, — (1 — ®)0,(0,A") =0
E o momento conjugado agora se 1é
T = " — (0, A" ),
(A" ) (1.30)
70 = F10 — (0, A",
e
0 = —a(9,A") # 0 (1.31)
nao é mais zero.
Olhando a equagao dinamica do campo
OA, — (1 —«a)d,(0,A") =0,
= (1= )00, o

ad(0,A) =0,
nos mostra que a (9,A*) é um campo escalar livre.

Uma consequéncia disso é que no procedimento de Gupta-Bleuler se faz possivel
tornar A, (¢, ) um operador e consequentemente seu momento canénico, mas um resul-
tado disso é que nao estamos tratando mais da teoria de Maxwell ja que temos outra
Lagrangeana e outra equacao dindmica. Um problema de métrica indefinida surge e para
lidar, usa-se a condicdo 0"A4,|Y) = 0 ja no espago de Hilbert e assim divide o espago
de Fock dos estados de maneira que a fisica observavel é dada apenas por bons esta-
dos de métrica semi-definida positiva. Mais adiante neste trabalho sera discutida outras

propriedades e caracteristicas deste procedimento de Gupta-Bleuler.

1.3 Fantasmas de Faddeev-Popov

Para o caso nao-abeliano (fg # 0) podemos pensar em invocar o procedimento de

Gupta-Bleuler somando um termo proporcional a a(0d,A*)
1 a a a Cc a a a c 1 a a
L= _Z(aﬂAu - aVA;L + gfbcAZAu)(aHAl/ - @VA;L + gfbcAZAy) + 5(8“14#)(8”14#), (133>
calculando a equagao dindmica teremos

O A + 9 AL(0,A, — 0uAY) — 9 frefac A AL A, = 0,(0"Ay), (1.34)
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e nao temos mais (J,A") como um campo livre, exceto quando g = 0 e ndo podemos
seguir a diante com intuito de obter os subespacos do espago de Fock que ¢ fisicamente

invariante por acao dos observaveis.

A integral de caminho para uma teoria de Yang-Mills é dada por
7 x / DAexp(iSyu(A)), (1.35)

onde a agao é escrita como se segue
1 apuv a
Sya(A) = /d%[— P FW] (1.36)

A integral de caminho da maneira como é construida é tal que leva em conta todos
os possiveis caminhos que o tal campo pode percorrer entre dois dados pontos do espaco-
tempo nos dando a amplitude de persisténcia de vacuo. Podemos notar um problema,
ja que temos um campo com infinitas redundancias que sao de fato levadas em conta
no calculo da integral de caminho. Podemos adicionar vinculos nas direcoes de gauge de

forma a introduzir uma identidade na integral funcional

B N 0G(A%)

| = /Da(m)é(G(A ))det( - ) (1.37)

onde A® representa o campo A transformado. Usando
G(A) = 0" Al (z) — w(z), (1.38)

e a transformagao de A%(z), teremos
0G(A*) 1,
=-0"D,. 1.

(SO( ga H ( 39)

Sabendo que um determinante funcional pode ser escrito como uma integral de caminho
sobre variaveis complexas de Grassmann (PESKIN; SCHROEDER, 1995),

/ DbDe exp(—bMc) = det(M), (1.40)

introduzimos os campos complexos de Grassmann c*(z) e b*(x) tal que anti-comutam de

forma que ficamos com

det@aﬂD#) - / DeDbeapli / d*zb(—9"D,)e). (1.41)

Para obtermos a identidade correta, devemos ter ¢ e b anticomutando e sendo escalares

de Lorentz. Estes campos introduzidos sao chamados de fantasmas de Faddeev-Popov.

O ultimo termo da nossa lagrangeana de Yang-Mills se lé

L=—b""Dc® = b D, (1.42)
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2 Algebra cohomolégica

2.1 Algebra graduada-comutativa

Comecemos definindo uma algebra. Seja A um campo vetorial sobre um corpo K,

que usualmente escolhemos trabalhar com K = C.

Definicao 1 Uma dlgebra associativa sobre o corpo dos complexos é um conjunto A com

as propriedades

e A ¢ um espaco vetorial sobre C;

e para todo par (x,y) de elementos de A, hd um produto xy € A que satisfaz as

condicoes de bilinearidade e que € associativa.

Isto é, para z,y, x1, T2, y1,y2 € Ae a € C:

(14 22)y = 11y + x2y; YY1 + Y2) = TY1 + 2Yo
a(zy) = (ar)y = z(ay) (2.1)
(zy)z = z(y2).

Definigao 2 Uma dlgebra A é dita G-graduada se A pode ser escrita como a soma direta

de subespacos A = @ A, tais que para todo g, h € G temos AyA, C Agy.

Qualquer elemento a € A pode ser escrito como a = 3 csa,y, com a, € Ay
Denotamos o deg, o grau de a pelo indice do subconjunto que a mesma pertence, deg(a) =
g < a€ A, O indice g é um inteiro (Z-graduacao) positivo ou negativo, ou inteiro

(N-graduagao) positivo e nao negativo.

Definicao 3 A dlgebra de Grassman E possui uma Zs-graduagdo na forma E = Ey@ Ey
onde Ey € o subespaco de monomios de comprimento par e Ey de monomios de compri-

mento impar.

Ou mais geral ainda, podemos definir

Definigdo 4 Se A = Ay @ Ay, entdo € dita uma Zs-graduada-comutativa ou super-
comutativa ou super-dlgebra. Os subespacos Ay e Ay sdo chamados as componentes par e

impar de A, respectivamente.
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Para uma algebra Z,-graduada temos

vy = (=)““yz, (2.2)

com €, sendo a paridade de Grassman tal que €, = 0 quando u € Ay e ¢, = 1 quando

u € Ay, o que implica em

AoAg C Ag,  AgAi C A1, A1A, C A, (2.3)

Dado um espago vetorial V' Zs-graduado
V=V,®W, (2.4)

definimos End(V') como o conjunto de todos os homomorfismos de V em V|, V — V isto
é, transformacoes lineares que levam de um espaco a si mesmo e que forma uma algebra
associativa com a unidade. Uma transformacao linear M é dita ter uma paridade definida

ey = (0,1) se para qualquer elemento x € V
e(Mz) = ey + €. (2.5)
A multiplicagdo ordinaria de transformacoes lineares preserva a graduagao

€<M1M2) = €M,y -+ EMy- (26)

Dado duas transformagoes lineares M; e M,, seu comutador graduado [My, Ms] é
definido por
{Ml, MQ] = M1M2 — <—>€Ml€M2 MQMl. (27)

O comutador graduado é antissimétrico exceto quando M; e M, sao ambos par ou impar,
neste caso sera simétrico. Um espago vetorial End(V') com estrutura de comutador é uma

algebra de Lie (graduada).

E importante notar que deg(M) pode ser negativo mesmo se a graduagao de A é

> 0, porque M pode fazer A, — A,, com n > m.

Definimos agora uma derivacao (graduada). Uma derivagao graduada é uma trans-

formagao linear que obedece a regra de Leibniz
D(xy) = Dy + (=) (Dx)y. (2.8)

Definimos uma subélgebra de Lie graduada de End(A) denotada por Der(A) como o

conjunto de todas as derivagoes de A.

Um ideal B é um subespaco vetorial de A tal que AB C B, isto é, xy € B sempre
que y(ou x) € B. Assim B é uma subalgebra.

Seja agora uma algebra A e B um ideal de A. Consideremos um espaco vetorial
quociente A/B = {aB|a € A}, sendo aB = {ax|r € B}. Este produto é super-comutativo
e associativo se o produto em A for também. Todas as propriedades algébricas de A passam
para A/B.
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Definicao 5 Um diferencial D € uma derivacdo impar que é nilpotente de ordem dois,

1
D?*=2[D,D]=0
2 (2.9)
e(D) = 1.
Assumimos que ha uma IN-graduacao tal que
deg(D) = £1. (2.10)
Se deg(D) = —1, o diferencial D decresce a graduagao e se comporta como um

operador contorno. Se deg(D) = +1, o diferencial D aumenta a graduagao e se comporta
como um operador co-contorno. Se considerarmos sobre uma algebra Z-graduada, o sinal

de D se torna uma mera convengao.

A élgebra graduada com um diferencial D é chamada uma &algebra diferencial

graduada.

2.2 Algebra Cohomologica

Definimos um complexo diferencial como um espacgo vetorial V' = @,V,, que é

IN(Z)-graduada com um operador nilpotente linear e de grau +1.

Definimos o ker(D) como o conjunto de elementos de A tal que sdo aniquilados
por D
x € ker(D) <= Dz =0. (2.11)

O subespago ker(D) é uma subélgebra de A porque D é uma derivagdo. Chamamos para
todo = € ker(D) elementos D-fechados.

O subespago I'm(D) é por definicao a imagem de A sobre D, isto é
reIm(D) < Jye A:Dy=ux. (2.12)

Os elementos de Im(D) sao chamados D-exatos.

Por D ser nilpotente de ordem dois, todo elemento do subespago ker(D) pertence

também ao subespago Im(D) e assim I'm(D) é um ideal de Ker(D).
Desde que temos D(A,) C A,+1, um complexo diferencial é dado pelas seguintes
cadeias

LB A B A B A D deg(D) = 41,

(2.13)
LB A, E A EAE L deg(D) = —1.
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Podemos definir uma algebra quociente

Ker(D)

SR (2.14)

que denotamos por H*(D) e chamamos a élgebra cohomologica de D quando deg(D) =
+1. Denotamos H,(D) a élgebra homologica de D quando deg(D) = —1. Ambas algebras

homologicas e cohomologicas herdam a graduacao de A, isto é

H*=®,H"(D),

H, — ®,H,(D). (2.15)

Seja um operador linear A tal que Az = Az com A = @A, para z € Ay. Assumimos
que o subespaco A, associado com o autovalor zero esté contido no subespaco Ay de grau
zero, Ay C Ay. Chamamos uma contracio homotdpica se existe um operador linear o que

o anti-comutador com D, o operador derivagao, resulta em A

oD + Do = A. (2.16)

Teorema 1 Se existe uma contracao homotopica, o diferencial D obedece
H*D)=0, k#0. (HJ(D)=0, k#0) (2.17)

e dizemos que o diferencial D ¢é aciclico.

Se existir uma derivagdo A que comuta com D, dizemos que A é D-fechada
[A, D] =0 <= A¢é D-fechada. (2.18)
Todas as derivagoes D-fechadas formam uma subalgebra de Lie do conjunto das derivacoes
em A, der(A).

Uma derivagado A é D-exata se pode ser escrita como o comutador de outra deri-
vagao com D,

A =[A,D] <= Aé D-exata. (2.19)

Podemos notar que uma derivacao D-exata é D-fechada devido & nilpoténcia da derivacao
D. As derivagoes D-exatas formam um ideal sobre a algebra de Lie das derivacoes D-
fechadas.

Seja 6 um diferencial e d uma derivagao impar. Se é comuta com d
ds + 6d = 0, (2.20)

uma derivagdo é induzida em H,(d) e é dada por d. Se d? é d-exato segundo (2.19)

para alguma derivacao A, o diferencial induzido d respeita o grau de nilpoténcia dois,
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d*> =0, em H,(d). Se estas duas propriedades se aplicam a § e d, podemos construir uma
cohomologia de d em H.,(§) que serd dada por H*(d|H,(5)) ou simplesmente H*(d). Uma
classe de cohomologia de d pode assim ser determinada e sera tal que para um elemento
x d-fechado seu modulo dy é d-fechado

ox =0,

2.21
dr = dy. ( )

2.3 Resolucao
Seja A uma &lgebra. Uma resolu¢io (homologica) de A é uma algebra diferencial
A N-graduada com diferencial § de grau menos um tal que

Hy,(0)
Ho(6)

0, k=0,

N (2.22)

Assim, uma resolugao representa A como a algebra quociente H,(d) = Hy(0) da algebra
diferencial IN-graduada (A, §). A graduacio de A é chamada o grau da resolucdo e os

elementos de A sao identificados ao se identificar elementos de A.
Como ¢ define uma resolu¢do homologica de Hy(d), temos explicitamente
6 =0,
r(0) = -1 < r(dz) =r(z) -1, r(z)>1,
dx =0, r(z)=0,
Hy(6) =0, k#0.

(2.23)

Onde k é o grau da resolugao.

Para uma derivacao d modulo 6 da resolucao de grau zero, isto é, d age em ele-

mentos de graduacgao zero e vale
od+ds =0, d*=—[5sY], r(d) =0, (2.24)

onde s é uma derivacio da resolucao de grau um e a graduacio de d é dada por deg.
Assumimos que é deixada inalterada pela acdo de d e por definicio tomamos d como o

operador co-contorno. Temos entao

deg(6) =0, deg(d) =1. (2.25)

Definimos agora o numero fantasma total

gh(x) = deg(z) — r(x). (2.26)

Logo, devemos ter
gh(d) = gh(d) = 1. (2.27)
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Teorema 2 e Se Hp(6) = 0 para todo k # 0, existe um diferenical s de nimero

fantasma total um que combina d e 9,

s=0+d+sY+s2 4

r(s®) =k, gh(s®) =1, (2.28)
s =0.

e Qualquer diferencial s que combine d com § como (2.21) satisfaz que
H*(s) = H*(d), (2.29)
onde a cohomologia de d é calculada de Hy(9), isto €, € definida pela equagio
dr =0y, x~x+dz+062, (2.30)

com

r(z)=0=r(z), r(y) =1=r(). (2.31)

Podemos concluir que a classe cohomologica de um elemento s-fechado é comple-
tamente determinado por suas componentes na resolucao de grau zero. Na cohomologia

1) 2)

de s os termos relevantes sdo apenas d e 6, os termos sV e s? em diante apenas sdo

importantes para garantir a nilpoténcia de s.

2.4 Construindo o formalismo

Nesta etapa queremos assinalar quantidades fisicas para as quantidades matemaéti-
cas definidas anteriormente de forma consistente e que nos leve a resultados que arremetam
a interpretacoes fisicas.

Denotamos por P o espago de fase e C*(P) o espago de fungoes suaves do espago

de fase que deve ser munido de uma estrutura algébrica de produto ponto a ponto, e

também de uma operacgao, o Dirac Bracket que o torne uma &algebra de Lie.

Denotamos por ¥ uma superficie de vinculo e C*°(X) o espago de fungoes suaves
em Y. Fungdes que somem em ¥ para a multiplicagdo usual formam um ideal em C*°(P)

que denotamos por N.

Uma condigao de invariancia por transformagoes de gauge nos elementos de C* (%)

se traduz a uma exigéncia que tais sejam aniquiladas por d em ..

Definimos 6 como a resolugdo de Koszul-Tate de C*°(X) que age em C[P,|@C*>(P)

onde P, sao polinémios.
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Desde que § age em C[P,| ® C*(P), temos que P, aniquilam fungdes que somem
em . Um diferencial d é denotado em ¥ mas pode ser levado a agir em P. Queremos

construir um formalismo tal que
H°(d) = {fun¢des em ¥ que sido constantes ao longo das orbitas de gauge}.  (2.32)

Desde que d? é zero a termos 6 — exatos, d é um diferencial modulo 6.

A élgebra C*°(3) de fungoes em 3 pode ser identificada como a dlgebra quociente
C*(P)/N de fungoes no espago de fase P que diferem por elementos do ideal N de

fungoes que desaparecem em Y. Para objetivos de construcao, deve-se definir § tal que

(Ker(d))o =C>(P), (2.33)

(Im(0))o = N. (2.34)

Para termos (2.33), definimos polinémios Z, como varidveis do espago de fase e o

fazemos orbitar o kernel de 9,
5(Z24) =0. (2.35)

Com § agindo como uma derivacio temos que para toda funcio do espaco de fase F(Z)4

temos
antigh(Z4) = 0. (2.36)

Definimos fungoes F' como fung¢odes no espago de fase tal que podemos escrever

como

F =0, (2.37)

para indicar que F' é numericamente restrita a ser zero mas nao necessariamente desapa-

rece no espago de fase.

Desde que N é um ideal de func¢oes que desaparecem em X, um elemento arbitrario
de N pode ser escrito como uma combinacao de vinculos com coeficientes que sao fungoes

no espaco de fase
F = FG,, (2.38)

se definirmos tantos geradores P, quanto houver de vinculos GG, e fazer
6(Pa) = =G, (2.39)
temos
F=6(—F"P,) € (Im(6))o, (2.40)
teremos por fim
antigh(P,) = 1,

e(Pa) = € + 1 24
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com €, = €(G,).

Temos que 0 age em polindmios arbitrarios P com coeficientes que sao fungdes no

espago de fase de forma C[P,| ® C*°(P) desde que § seja uma derivagao impar.

Definimos agora P como o momento fantasma e a motivagdo para tal reside no

fato que ird comutar com os fantasmas.

Teorema 3 A dlgebra diferencial [C[P,] @ C*®(P),d] fornece uma resolugao da dlgebra

de fungoes nas superficies de vinculos, isto é
Hy(6) = C%(X),

(2.42)
Hi(6) =0, k#0.

Através de cada ponto na superficie de vinculo, ha uma orbita de gauge definindo
direcoes verticais e horizontais. Campos vetoriais nas superficies de vinculos sao ditas
serem longitudinais se em todo ponto sao tangente as orbitas de gauge. Assim, campos
vetoriais associados com os vinculos e que definem transformacgoes de gauge infinitesimais
sao campos vetoriais longitudinais. Teremos formas-1 n® duais aos campos vetoriais e
que definem transformacoes de gauge infinitesimais, com coeficientes que sdo funcgoes
suaves em X. Desta forma, a algebra exterior longitudinal é isomoérfica a C*°(X) ® C[n?].
Denotamos n® por fantasmas em que seu respectivo grau é denotado por numero fantasma

puro e é denotado por puregh. Teremos
pure gh n* =1, pure gh Z¢ = 0. (2.43)
Funcgoes de vinculos G, determinam nao apenas a superficie de vinculo X através de
G, = 0, mas também orbitas de gauge (transformagoes de gauge) através de 0 F = [F, G,].

Declaremos que n* sao conjugados de P,, isto é, estendemos a estrutura de bracket

do espaco de fase original P a n® e P, como

[Pustf) = () Vg, P = . (2.44)

Definimos agora o importante espago de fase estendido P..; que é o espago de fase
usual P mais as variaveis fantasmas n® e seus momentos P,. A algebra de P,,; é dada por
C[P,] ® C*(P) ® C[n®]. Fantasmas sao reais

(") =n", (2.45)
e com paridade

e(n®) =e(P,) =€, + 1, (mod 2). (2.46)

Temos ainda,

(2.47)
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E definimos um indice de niimero total fantasma por
gh(A) = puregh(A) — antigh(A), (2.48)
para toda variavel de niimeros puregh e antigh. Temos

gh(Za> - 07 gh(na) =1= _gh(Pa)a (249)

gh(AB) = gh(A) + gh(B). (2.50)

Os fantasmas n* contam positivamente enquanto os momentos fantasmas P, contam ne-

gativamente.

Numeros fantasmas possuem um gerador canonico G que é dado por

G =P, (2.51)
que obedece
[4,G] = igh(A)A, (2.52)
e ¢ imaginario
g =-g, (2.53)

mostrando que apresenta autovalor real.

Em resumo o que temos até agora é um derivac¢ao § que age em C[P,] ® C*(P) e

uma derivagao d que age em C*(P) ® C[n®]. Estendemos § tal que
on* =0, (2.54)
e assim 0 pode agir em todo o espago de fase estendido. Mas por
antigh(én®) = antigh(d) + antigh(n®) (2.55)

e (2.47), temos antigh(dn®) = —1.

Queremos por fim construir uma relacao definitiva de s = § + d + mais termos, tal

que s* = 0, como garante o Teorema (2). Olhemos para a fungdao que gera s através do

Poisson Bracket
sF = [F, Q. (2.56)

As propriedades de graduacgao de s implicam para 2
€(2)
gh()

Além disso, podemos identificar a nilpoténcia s? = 0 através de (2.7),

b (2.57)
1. '

[€2,0] = 0. (2.58)
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Se € reproduz ¢ & menor ordem no momento fantasma, deve-se ter
Q = n"°G, + mais termos, (2.59)

onde os seguintes termos sao na ordem de P, e n*. Com isso, temos [P,, Q] = 0P, + .. ..
Usando (2.59) e a identidade de Jacobi, temos

(Z4.Q] = 24, Gan + ..., (2.60)
—dzA .. '

Logo, podemos concluir que as restrigoes a superficie de vinculo § e & transformacgoes de

gauge d sao geradas pelas mesmas func¢oes de primeira classe G,.
Enunciemos agora que o gerador de transformacao deve satisfazer as seguintes
exigéncias:
e gh() =1 €Q)=1, Q*=Q,
« Q=0"Goy + N ZgE Poypor + ooy
e [Q,Q]=0.

A segunda exigéncias faz (2 reproduzir através do Poisson Bracket os termos lineares em

P em 0P,,. Juntando a terceira propriedade de nilpoténcia implica que s = [, Q].

2.5 0O que deve ser feito

Dado uma Lagrangena do tipo Yang-Mills L[A, ¥], isto é, onde seus pardmetros
sao invariantes por transformacoes de gauge, queremos explorar uma outra simetria, no
sentido que mesmo apds a fixagdo de um gauge, ainda contenha uma simetria mas de forma
residual. Como visto anteriormente devemos considerar um espaco de fase estendido de
maneira que acomode os fantasmas de Faddeev-Popov, nos dando L[A, ¥, C] e em seguida
deve-se adicionar as fontes para as variagoes BRST dos campos e dos fantasmas. Um
cuidado na construgao devido s paridades de Grassmann deve ser tomado desde que nossa

Lagrangena deve ter nimero fantasmas zero, nos dando ainda, outra simetria residual.

Deve-se construir um diferencial BRST até ordem -~y
s=0+7, (2.61)

onde para campos Z fantasmas ou reais, temos sZ = 6Z + vZ que obedecem as seguintes

regras: 00, = 0,0, v0,, = 0,7y e v aumentando o nimero fantasma puro por uma unidade.

O diferencial s deve ser construido de forma a ter uma nilpoténcia como antes,

s* =0, (2.62)
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0 que nos retorna
2 =0=~% 0y+7=0. (2.63)

Os campos Z devem ser rotulados por serem BRST-fechados por estarem no kernel

de s,

SA =0, (2.64)

e BRST-exatos por estarem na imagem de s. Por consequéncia da nilpotencia de s,
campos BRST-exatos sao automaticamente fechados. A cohomologia BRST é construida

como o espaco quociente de elementos fechados e exatos como mostrado anteriormente,

_ Ker(s)

H(s) Tmis)

(2.65)

E esperado que a teoria construida restaure a independéncia por transformacao de
gauge por restaurar a simetria na agao efetiva ao introduzir os termos da transformacao

BRST, o que é a motivacao priméria em quantizar usando o presente formalismo.
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3 Formalismo BRST

3.1 Operador derivacao s

Unindo todas as Lagrangeanas encontradas nas se¢des do Capitulo 1, temos a
nossa Lagrangeana padrao de uma teoria de gauge nao-abeliana ou de Yang-Mills,
1 a rrapv 1 v a Myab b
L= _Z(F’“’F H )—i—%(a"Au)(a Ay) + 00" Dy (3.1)
Claramente, observamos que apés a construcdo do procedimento de Faddeev-
Popov, fixamos um gauge, quebrando assim a simetria de gauge local (a simetria glo-
bal ainda se mantém). Felizmente uma outra simetria é encontrada de forma que nossa
Lagrangeana de Yang-Mills ¢ invariante pela mesma.

Primeiramente devemos fazer as identificacbes a partir das defini¢des feitas no

Capitulo 2. Os campos normais z4

sao aqui A, e se tivermos campos de matéria acoplados
(exemplo campo fermiénico ¥ de Dirac) também serdo identificados por 2. Os campos
fantasmas 7 como deve ser, sao identificados pelos fantasmas de Faddeev-Popov c. J& os

campos anti fantasmas sdo aqui b.

Devemos introduzir um novo operador derivagao (5) na forma
s=0+", (3.2)

que age nos campos normais, campos fantasmas e ainda nos anti-campos que serao in-
troduzidos em outras circunstancias. Como definido anteriormente, § é o diferencial de
Koszul-Tate que age em C[P,] ® C*(P), isto é, somente nos anti-campos, logo para a
nossa Lagrangeana, nao tera efeito algum. O operador v é definido sobre X, a superficie
de vinculo, mas ainda pode ser levado a agir em P, o espaco de fase e assim tera efeito
em A,,c,b e se fosse o caso, nos anti campos também. Desta forma, v se reduz a s nesta
etapa do formalismo. Vale lembrar que o espago de fase C*°(P) é o espaco de fase definido

no kernel (kerd)y de maneira que §(z4) = 0 como identificado nas linhas acima.

Agora temos que verificar as graduagoes de numeros fantasma, anti fantasma e

fantasma puro dos campos em questao. Da equacao (2.48), temos

gh(K) = puregh(K) — antigh(K),

gh(z) =0—-0=0, z=A4,V,.. (3.3)
)=1-0=1, n=c,..

Logo, § e v aumentam o nimero fantasma por uma unidade com ¢ diminuindo o niimero

anti-campo (anti-fantasma) por uma unidade enquanto deixa o ndimero fantasma puro
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inalterado, j4 7 aumenta o nimero fantasma puro por uma unidade enquanto deixa o
nimero anti-campo (anti-fantasma) inalterado. Ou seja, antigh(d) = antifd(d) = —1 e
antifd(y) = 0. Vale lembrar que s é construido via expansao de nimero antifd, s =
> ks_1 Sk com antifd(sy) =k e no nosso caso s_; = 0 e 59 = 7y e assim pode-se notar que
em teorias de Yang-Mills a expansao para em vy mas em teorias de gauge genéricas pode-
se ter ordens superiores. Com isso, temos o requerido espago de fase estendido C[P,] ®

C*(P) ® C[n] no qual nossos campos e agoes de s interagem.

Com objetivo de construir uma transformacao que tem como forma residual uma

transformacao de gauge de maneira que permaneca a Lagrangeana invariante,
sL =0, (3.4)
a transformag¢do BRST toma a forma de uma transformacao de gauge
SAL = A\ (2)" + gfp AL (3.5)
em que os parametros de gauge A(x) é espago-temporal dependente de um grupo de Lie

semi-simples compacto G com f;. sendo as estruturas constantes. Os parametros de gauge

A sdo substituidos pelos fantasmas:
sAf = (Duc)'A = Ad,c" + gfl?CAZcCA. (3.6)
Para consisténcia, fazemos a seguinte analise: a dimensao da Lagrangeana deve ser 4, logo

temos [c] = [b] = 1 e também devemos ter gh(L) = 0, desde que A\*(z) — ¢*(z)A e usando
a regra (2.48).

gh(X*(x)) = 0 = gh(c"(z)A) = gh(c") + gh(A) = 1 + gh(A),

3.7
gh(A) = —1. (31)
Também podemos inferir (NASTASE, 2019)
Ll=4, [0,)=1, [A)]=1,
£] (0] [A] (3.8)

6A,] =1 = [D,\] = [D,c*(x)A] = 1.

Pela construgao de sAj ter sido direta da transformagao de gauge, temos que o pri-

meiro termo ja é invariante, resta analisar o restante dos termos. O termo —b,0* s(D,,c)*

deve ter variacao zero desde que nao ha nenhum outro termo possivel para nos retornar

uma variagao que a cancele, melhor ainda podemos verificar a variagao de s(D,c)* sendo
zero, temos

S(Dyc") = Bu(se”) + g (Do) A + g fiL AL (). (3.9)

Lembrando da identidade de Jacobi, multiplicando por c’c® e lembrando que ¢ anti-comuta,

obtemos
i+ Biufly + Fiufly =0
' frafse — ¢ frelyy — ¢ frefpy = 0 (3.10)

1 a a c
[2 qul?c — Jgc ]()Zb‘| Cbc = 0.
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Ficamos com 1
s(D,c") = D,(sc") + §Du(gflfcchcc) =0, (3.11)

onde para A, =0
1
sct = —igfg’“ccbcc/\, (3.12)

e para A, # 0 a igualdade acima continua valendo. Concluimos que para o termo de
acao de Faddeev-Popov ser invariante por acdo de s, no minimo o fantasma c* deve se

transformar devidamente como em (3.12), mas ainda nao sabemos a transformacao de b*.

Resta apenas averiguar a variagao da agao nos seguintes termos
Lopot + Ly g = —H*(Dyc)® + ;a(am,‘)(amy), (3.13)
transformando os campos em primeira ordem em A, ficamos com
5L = —(sb)*0*(Dyc) + ;(WA,,)a“(Duc)“A. (3.14)
O termo (SLghost) tem que se cancelar com o termo (sL,_y), para isso

—sH (D) = —(9°A,)0"(D,c) A, (3.15)

1
o
1

sb* = ——(0"A,)A. (3.16)
o
Em, resumo uma transformacao BRST na nossa acao tem as seguintes propriedades

sL =0,

Al = AL+ sAL = A+ (Do) A,
1

=t st = — igf,fccbcc/\, (3.17)
1

b = a+sb* =b" — —(0"4,)A,
a

D¢ DI + gA f;C(Dfﬁ + ).

3.2 Nilpoténcia e Campo Auxiliar

Como ¢ dado por (5), o operador derivagio s deve ser nilpotente em grau 2: s* = 0.

Verifiquemos se esta condig¢ao é satisfeita.

Temos

sAf = (Dyc)?,

o

(D o (3.18)

logo, podemos inferir que
52 A0 = 0. (3.19)
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Para o campo fantasma ¢, temos a agao do operador derivacao s é dada por

1
= §gffccbccA (3.20)

e se atuarmos por s mais uma vez, ficamos com

s2c = s(fRchc) = fisc® ¢ + ficd sct

=fgz( 9fi. d€>c0+f&6< 9fic )
(3.21)

c b .d.e
7gfcb dec CC + gfbc deC CC

_ c deb
= 9fefac .

d

usando a antissimetria de c®c?c¢ e identidade de Jacobi das estruturas constantes, temos

por fim
s%c" = 0. (3.22)

Verifiquemos agora b°,
1
sb* = ——0"AJA,
@
1
S(Sba) = —aa'u((DMC)aAQ)Al, (323)
1
S = ——0"(sAp)As.

O que nos indicaria que s*b* # 0 quebrando a nilpoténcia de s, porem, se olharmos a

equacao dinamica de b*, temos

b (3.24)

o que nos indica na verdade que s?b* = 0, porem somente on-shell, isto é, quando a
equacao dinamica é valida. Esta dependéncia on-shell pode parecer satisfatéria mas ter

uma dependéncia a mais nas nossas equagoes e construcoes nao ¢ interessante.

Definimos agora o campo auxiliar de Nakanishi-Lautrup B(z) que é adicionado &

Lagrangeana de gauge-fixing
o
Ly =SB )~ Bx)(0A))
i) -2
"\o.B)) 0B (3.25)
aB+ (0°A,) =0
1 a
B - —a(apAp)
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Agora escrevemos a variacao de b* e B na forma
sb® = BA, sB=0. (3.26)
E temos finalmente a nilpoténcia sendo respeitada de forma integra

s** =0 = sB. (3.27)

Podemos notar que a nossa teoria de campos até o momento vem apresentando
boas concordancias com o desenvolvimento realizado no Capitulo 2 e que ao adicionar o
campo de Nakanishi-Lautrup faz a nilpoténcia s?0* = s(BA) = 0 ser respeitada e a torna

ainda independente do gauge-fixing «.

3.3 Carga e transformacao BRST

A nossa Lagrangeana tem a forma

1 a apy a a ]‘ a
£ = = (FL ) = 0", (De") — ~B* ~ B(@" A}, (3.28)

e obedece as transformacoes (3.17). Segue do teorema de Noether que para transformacoes
infinitesimais nos campos ¢’ — ¢(z) + A& com & sendo o gerador das transformagoes e o

funcional da agdo do campo sendo invariante sobre tal transformacao, 0L = 0, temos
9,(>_mh&s) =0. (3.29)
J
E desta forma podemos identificar uma corrente

j“ = Z(WJ)MfJ, (330)

7
tal que

5uj” =0,

Ao ((m5)°6s) = =0u((m1)"Es),

e finalmente identificamos uma carga (ITZYKSON; ZUBER, 2012)

(3.31)

Q= /j9d337 = /(ﬁ)“&d%- (3.32)

Seja algum F um funcional dos campos e de seus momentos, queremos calcular

seu Poisson Bracket

S _ 6@3 5.F . 5QB 5/’.'
{Q’F}_/dsx%:<5ﬂ'] 5¢J 6¢J 671-])’ (333>
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usando (3.30) e (3.32), temos entao

(@ 7= [d (& ; %). (3.34)

Em particular encontramos

{Q%,0(x)} = &, (3.35)

um resultado muito importante que nos mostra explicitamente que as cargas ()° geram
estas transformacoes infinitesimais através do Poisson Bracket da mesma maneira que
a Hamiltoniana gera translacao temporal. Dessa forma (), pode ser levado & classe de

operadores que age em estados |1).

Voltando & nossa Lagrangeana (3.28) e s nossas transformacoes (3.17), identifi-
camos nossa corrente BRST como

oL

ip = ; m5B@J($)a (3.36)

onde o indice B indica corrente devido & transformacao BRST, ®; vale para todos os

campos, incluindo os de matéria quando for o caso.

De maneira geral, teremos

oL 8£ oL
_ DV a Y~ a b c B .
tal que
8“]5 =0, (3.38)
]5 = BDyc" — 9,Bc" + %gaﬂb“( hc’ct) = 0" (F, ). (3-39)

Definimos a carga BRST conservada como

Op — / &z 1% (). (3.40)

Qp = / Bx[BOyc” — 0B + gB(fLAbc) + (;) gOoob (ficbc?)]. (3.41)
Desde que tenhamos ¢ e b campos independentes teremos,
(00, 45) = D),
{Qp. (@)} = —> 59 i ()" (),

(
{Qp, 0*(2)} = B( ),
{Qs,B(z)} =

(3.42)
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Onde os comutadores e anti-comutadores devem ser escolhidos de acordo com as paridades
de Grassmann. Dessa forma podemos interpretar s® = [@Qp, ®], com ® valendo para os

campos contidos na nossa Lagrangeana. Daqui em diante usaremos a notagao

Qp = Q. (3.43)

Precisamos agora analisar a nilpoténcia de Q% = 0 que pode ser vista via

€2, / d*x (BDyc" — Oy Bc" + 1g@ob“( 2 cPc))]
2 (3.44)
= /de (—0oB(sc") + 80(sb)a§gf,f‘ccbcc) =0,

desde que sB = s(D,c) = s(ficbc?) = 0, sc¢* = —1gfic’c® e sb® = iB. Assim temos

mostrado explicitamente a nilpoténcia da carga BRST.

O Teorema de Noether nos afirma que para toda simetria existe uma respectiva
quantidade conservada e como mencionado antes, a nossa Lagrangeana ¢ invariante por
numero fantasma e consequentemente deve existir uma carga de nimero fantasma con-
servada (KUGO; OJIMA, 1979). A correspondente corrente conservada é

JC = i(0" Dy — 9,b%c"), (3.45)

com indice ¢ indicando ser a corrente devido & conservagao do nimero fantasma. A carga

conservada é entao
Q. =i / B3 [B°00c® — 9pb® + gb® £ (AB)). (3.46)

Chamamos (). de carga fantasma e ao ser elevado & classe de operador age nos campos

fantasmas e anti fantasmas da seguinte forma

[1Qc, c(@)] = c(z), (3.47)
[iQc, b(x)] = —b(x), (3.48)

nos indicando que tem como autovalor o nimero fantasma do respectivo campo que atua.

3.4 Operador BRST e estados fisicos

Nosso objetivo agora consiste em elevar €2 4 classe de operador que age em estados
|1y do espago de Fock dos campos assintéticos das teorias de Yang-Mills. Desde que
sabemos que o espago vetorial de estados em teorias de gauge necessariamente contém
estados de norma negativa e consequentemente métrica indefinida que quebra nossa nocao
de probabilidade da mecénica quéntica, temos que usar nossa construgao de carga BRST
nilpotente e a cohomologia definida no Capitulo 2 de maneira a separar de forma tnica

os bons estados, isto é, os de métrica semi-definida positiva.
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Queremos que nossa carga BRST 2 identificada pelo operador derivagao s cuide
de realizar a separacao comentada no paragrafo anterior, isto é, queremos identificar nosso

espaco de Fock dos estados dos campos fisicos como

Ker(s)
H = = isico- .49
(5) Im(s) fo (3 )
com o ponto de partida sendo a condigao
Q |¢> =0 <= |1/)> € Hfisica (350)

O primeiro subespago que temos que definir é o espaco dos bdsons e anti campos,

denotado por H; que é definido como
Hi={|Y) € H tal que Q) #0}. (3.51)

Seja um dado estado |¢)) € H; é denotado por |k, N) onde k é referido a seus momento
e numeros quanticos, e com seu numero fantasma dado por gh(|1))) = N. Desde que

Q¢) # 0 entdo podemos escrever
|k,N+1)=Q|k,N), (3.52)
de maneira que podemos definir um novo subespaco Hs
Ho = {|Y) € H tal queexiste [¢") € H; desde que ) = Q) }. (3.53)

e forma uma base da representacao chamada dubleto-BRST.

Usando a nilpoténcia de {2 podemos ainda escrever
QQE,NY) =Q|k,N+1)=0, (3.54)
mostrando que estados pertencentes a H; tem norma zero

(k, N|Q|k,N +1) = (k, N + 1|k, N + 1) = 0. (3.55)

E finalmente podemos falar da cohomologia de €2, que é definida por vetores de

estado que estao contidos no kernel de €2 e a0 mesmo tempo nao estao no subespaco Ho
Ho = {|Y) € H/Hatal queQ) ) = 0}. (3.56)

Seja um campo ®(z) de ntmero fantasma zero, gh(®) = 0, e com operador cria¢ao gbL
que define o estado
) 10) = |k, N =0), (3.57)



3.5. DISCUSSAO 37

usando |k, N) = 0 desde que |k, N) € Hy com o fato de ®(z) ter nimero fantasma zero,

o campo ¢ deve descrever uma particula fisica e entdao comuta com a carga BRST

Qk,0) = Q61 0,0) = (0} — ¢12) [0,0) =0, (3.58)
[, 1] = [, é] = 0, (3.59)

onde gbz é o operador criacao do respectivo campo. Para uma teoria consistente, ¢ deve

ter norma positiva

(D, S1] =+, (3.60)

o comutador deve ser substituido pelo anti-comutador se for o caso de um campo fermio-
nico. Vale notar que estamos fazendo uma exigéncia aqui, queremos construir o subespago
de Fock de bons estados, desde que valha que os estados de norma positiva definida sao

os contidos no kernel de §2 e que nao sao imagem de outra agao de €2.

3.5 Discussao

Nota-se que

Q) =0 < [v) € H(s) = ’;ZE;) = ZZ = H fisicos (3.61)

¢ a condicao mais importante e que nos concilia toda a construgao requerida de que a adi-
¢ao de fantasmas no espaco de Fock nos permite faze-los se cancelarem por consequéncia
da construgdo da cohomologia do operador derivagdo s. Onde claro, os estados [i) sdo
resultados de criagao, ou aniquilacao, dos operadores criagao e aniquilacao dos campos
A,b e c. Desde que os fantasmas sao fechados e anti fantasmas tem imagem, isto nos
permite escrever os bons estados de observaveis. Para a representando o operador aniqui-
la¢ao ou criagdo de um campo fisico qualquer, temos o seguinte ciclo (note a nilpoténcia

e acréscimo de nimero fantasma devido a )
0503030 (3.62)

Aqui percebemos que os bons estados (métrica semi definida positiva) podem ser separados
dos estados ruins (métrica indefinida) desde que conseguimos identificar os estados criados
(aniquilados) por a que estao contidos na imagem de € (e por consequéncia os estados
criados/aniquilados por a que nao estao na imagem) e os estados criados (aniquilados) por
a que nos retornam ¢ (e por consequéncia os estados criados/aniquilados por a que nao
nos retornam c), fazendo assim uma identificagio tnica de H/Ha, isto é, estados criados

(aniquilados) por a exatos e que nao podem ser escritos como imagem de outra atuagao
de s.
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4 Cromodinamica Quantica - Uma teoria

nao-abeliana

Para uma melhor visualizagao da aplicabilidade do formalismo anteriormente cons-
truido, foi escolhido avaliar a teoria das interacoes fortes, a Cromodinamica Quantica
(QCD), que descreve a interagdo entre quarks, particulas fermionicas, e gludns, o inter-
mediador da forga forte. Sera visto que o formalismo BRST de quantizacao e os fantasmas

inseridos sao essenciais para a construcao da respectiva teoria quantica.

4.1 Cores e Sabores

A Lagrangiana construida, incluindo os termos de fixacao de gauge e fantasmas é
dada por (3.28). Definimos agora uma Lagrangeana para um campo massivo fermionico,

chamada Lagrangeana de Dirac

" y 1 a aur
L= bz: Vi (i) — m) i — ZF’“’F m. (4.1)
com ) = D, e indices 4,7,k = 1,2,...,N representam os sabores com a,b,c,... =

1,...N? — 1 sendo os indices de cores, além disso temos os indices de letras gregas re-
presentando a dimensao do espaco-tempo. Para cada sabor, o espinor do quark é escrito

como

Na teoria da Cromodindmica Quéntica, temos uma teoria de gauge nao-abeliana
SU(3), desta forma, teremos oito espinores de sabores com 3 cores cada. Os quarks per-
tencem & representagao fundamental do SU(3) de dimensdo 3 e os gluons pertencem &
representagao adjunta do SU(3) de dimensao 8. A derivada deve ser utilizada de forma a
acoplar todos os campos envolvidos na teoria. A estrutura constante ¢ do grupo de cor

SU(3) é definido como se segue

[°, 8% = i fr, (4.3)
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sendo totalmente antissimetrico e sao dadas por

f123 -1
FUT g6 _ 25T p35 _ g516 _ p63T _ - (4.4)
A58 678 _ ﬁ
2
Os geradores t* da SU(3) sao dados pelas matrizes de Gell-Man e satisfazem as seguintes
propriedades
1
Trit"t] = tré™, tr = 3 (4.5)
N?2—1 4
Zt” ki — CF(SZ']', CF - 2N - §, (46)
S feedfhed = C40%, Cy = N = 3. (4.7)

cd
Denotamos C4 e Cp os autovalores do operador Casimir da representacao adjunta e

fundamental respectivamente. Notando que o gluon tem uma cor e uma anti-cor, para o

SU(3), o produto das representagoes 3-quarks e 3-anti-quarks é
B®3)=8a1). (4.8)

Temos ainda um octeto de estados de cor

G1=RG, Gy=RB, Gs;=GR,

G,=GB, Gs=DBR, ,Gs=BG, (4.9)

1 _ - 1

—(RR - GG), Gs=—%
\/5( ), G \/6(

Por se tratar de uma teoria de gauge nao-abeliana temos os mesmos problemas de

G, = RR+ GG —2BB).

redundancia e de necessidade de fixagao de gauge discutidos anteriormente. Sendo assim,

a nossa Lagrangeana completa fica sendo da forma

L= —L(EL ) 4 S G — m)igty — WO,(DI) — a(a“AZ)z- (4.10)

4 ( sabores

E como serd visto a seguir, o uso dos fantasmas e dos termos de fixagao de gauge é essencial
para a quantizacao da teoria e sendo assim, apresenta grandes resultados experimentais e
deixa em aberto questoes a serem estudadas e resolvidas deixando uma motivagao a mais

para estudos sobre o formalismo BRST.

4.2 Propagadores e diagramas de Feynman

Primeiramente vamos focar no termo de Lagrangeana fermionica com massa, dada
pela seguinte equacao

= (i — m)y, (4.11)
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com a seguinte integral de trajetéria de Feynman, livre de fontes, definida por
Z[0] = /DwD@/; expi/d%@z(i@ —m), (4.12)

podemos entao adicionar fontes de Grassman 7 e 77 & agao tal que S[t, 15] = 714+ vn. Entdo

em seguida completamos o quadrado a obter

DAY + i+ = (Y + AT AW + A7) — ATy, (4.13)
logo
Zlin) = [ DDy expi [ dad s [h(@) Alw, a')b(@) + ila )i e) + o () "
:thw&w/d%&fm@Sﬂx—ﬂM@%. '
Aqui temos A~! = Sp(z — ') = —ST(2' — ), j4 que a matriz A definida é antissimétrica

Denotamos assim o propagador fermionico de Dirac como uma linha com uma flecha re-
presentando o fluxo de carga conservada e que assim distingue particulas e antiparticulas,
o diagrama de Feynman para o férmion é como se segue:
—— = iSpp)=——— (4.15)
Pp—mHe
Queremos agora escrever o propagador de um campo bosonico vetorial sem massa,

dada pela seguinte Lagrangeana

1 a aur
L= _Z(F’“’F ) (4.16)
ou melhor ainda
1 v
L= —Z(c?uAff — &,AZ + gffCAfLA,‘i)(@“A“” — VA" + gff’cz‘lb”z‘lc ). (4.17)

Como para descrever a propagacgao entre dois pontos do espago e tempo de um campo é
interpretado a como calcular a funcao de Green de dois pontos da integral de trajetoria do
respectivo campo, temos que usar os escrever a agao (ou Lagrangeana) como a agao de duas
derivadas parciais sanduichadas por campos. Com isso, podemos escrever a Lagrangeana

como sendo

1
L=~ (0,A4,0" A = 9,A,0,A,0" A¥)
1 14 14
= S(A,8,0° A" = A,0,0 AY)

2 (4.18)
= SAug" DO - 9"9)A,
1
— CAMD A",
2 Hw

Onde foi possivel desprezar os termos envolvendo g e ordem superior ja que sumiriam no

calculo da derivada funcional de Z[J].
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A partir de uma transformada de Fourier podemos passar ao espago dos momentos,
onde o propagador é dado por

 kuk

D) = KPP = (g — ")

pv

(4.19)

com Pr”(k) sendo o operador projecao, que projeta qualquer quadri-vetor em um subes-
paco ortogonal a k:
PP}, = PR (4.20)

e tem autovalor 0 e 1. Ao tentar calcular a inversa de (4.19) encontramos
—AK*S8 + AkFEy = 64, (4.21)

onde para um k arbitrario com A = 1/k* e A = 0 ndo temos solugdo e B ainda fica
indeterminado. Este fato também poderia ser observado notando que P*T'(k) nao é um
operador unitario, tem ao menos um autovalor zero e é assim nao inversivel. O traco do

operador projecao pode ser calculado como se segue
Pl = guwPr = o —1=3, (4.22)

e assim trés autovalores sdo um e o outro ¢é zero. O autovalor zero corresponde a k, Pr” = 0
como exigido para um operador projecao no subespaco ortogonal a k. A parte ortogonal

a o4 — Pr & dado pelo operador projecio longitudinal Pt = (k*k")/k?.

A necessidade de fixacdo de gauge aqui fica mais clara e apds adicionarmos o
mesmo termo de fixacdo de gauge introduzido por Gupta e Bleuler que se faz possivel
inverter D~! e encontrar o propagador para um campo bosdnico vetorial de spin-1 sem

massa.

Adicionando o termo de fixagdo de gauge, temos

1 1
= —F, " — —(0"A,)?
E 4 13 QOé(a M)7

Lao- (1- Do,

(%

(4.23)

realizando uma transformada de Fourier, obtemos
PM = —k*g" + (1 — a kK
kEFEY
k2

= —k*Py — o 'KPPY,

= —k? (P#” + ) + (1 — a k", (4.24)

e por fim temos
1
(kg + (1= )k ) DY = id} (4.25)

com solugao

D’ (k)

. k,k,
:k2+i€<g“ —(1-a) ’];2 ) (4.26)
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LG
Wy = Do(ga=1)= . 4.27
(@5 ) g% + i ( )

Resta agora obtermos os termos de vértices, isto é, termos de interacao. E claro,
para calcularmos interagao, precisamos primeiramente acoplar os campos F),, com 1.

O acoplamento é feito quando fazemos a transicao da derivada usual para a derivada

covariante no qual obtemos a seguinte Lagrangeana
1 L T
L= — 7 Fuw "+ V(I — m)p (4.28)
ou ainda

1 — _
L =S AL "D — 0°0") AL + G (id) — m) + gt Az
) (4.29)
o gfabcAZAga,uAcy o ngabefcdeAZAgAc,uAdu'

O propagador do campo bosbnico e do campo fermidnico ja foram calculados,
restando apenas os termos de interacao de primeira e segunda ordem, que pelas regras

para diagramas de Feynman, temos como se segue:
= —igv“/d‘lx (4.30)
O vértice de trés gludns é dado a seguir

=if*""[(ps — Pz)agﬁ7 + (p1 — ps)BQM + (p2 — pl)’ygaﬁ]-
(4.31)

4.3 Matriz-S e o Teorema Optico

Neste momento da nossa teoria, queremos descrever como dois campos interagem
e o primeiro passo ja foi dado, no primeiro capitulo inclusive, que foi acoplar os campos
por uma constante g. Agora, partindo da ideia que temos os modos dos campos definidos

sobre o espaco Fock, isto é

1. Autovalores de energia e momento estao dentro do cone de luz
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2. Existe um estado fundamental invariante por Lorentz que é ndo degenerado e é

definido sendo o de menor energia e de valor zero, chamado estado de vacuo

3. Os estados de vacuo e estados de tinica particula (estados | P®) criados pelo operador

criagdo atuando no estado de vacuo) estaveis formam um espectro discreto

Junto com nossa definigdo de como campos se propagam iremos definir um estado
lq1q2 - - . qnin) de m particulas se propagando livremente antes da intera¢do e um estado
|p1p2 - . . pn out) de m particulas apds o instante de interagao. Definimos assim um operador

S de transicao entre o estado inicial e final

S |inicial) = | final) , (4.32)
e a amplitude de transicao dada por

St = (finallinicial) (4.33)

que define a amplitude de projecao do campo inicial em t — —oo & um estado de campo
final em ¢ — o0. Pelo pressuposto de completeza de estados iniciais e finais, todos os

elementos de matriz de um operador S que transforma estados iniciais em estados finais

(p1p2 .. pain| S = (p1p2...ppout|, (pips...p,out| S (p1p2 - . . pnin (4.34)

e deve ser unitario de maneira a conservar a probabilidade

ST i ... qnin) = |q1qs - . . gn out) (4.35)

e consequentemente
(pipa - prout| SST|qugz . . gnin) (4.36)
SST =519 =1. (4.37)

Mas o operador S contém o caso onde particulas entram sem interacido e assim
definimos (NASTASE, 2019)
S =1+1T, (4.38)

e devemos sempre inserir conservacao de momento por uma delta de Dirac que entra na

amplitude e assim definimos o elemento de matriz M invariante dado por
(@2 Gulpipa - - pa) = 27)*0*(Pr — B)iM(q1G2 - - G- P1P2 - - - D). (4.39)

Definimos
R = (27)'6* (P — Py)T, (4.40)
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e pela equagao (4.38) temos

SST=(1+iR)(1 —iR"),

1=1—iR"+iR+ RRI, (4.41)
R— R'=iR'R,
€ CoImn
R — R" = 2iIm(R), (4.42)
temos
2Im(R) = R'R = RR'. (4.43)

Supondo um processo |pi1p2) — (psp4| em que neste caso

1 Bhy Bk
2Im((pspa|T'|p1p2)) RITSE Z/Wlm 0 (prpe =k — ke — - — k) (4.44)

X (papa|T|kika ... ko) (pipa|Tlkiks .. ko).

E este é o conhecido Teorema Optico. Um importante coroldrio deste teorema é caso
(p3pa| = |p1p2) ou ainda f = i, exemplo processos do tipo ete™ — ete™ ou qg — qq entre

quarks.

4.4 |dentidade de Ward

Para um campo ¢(z) escalar qualquer, definimos as fungoes de Green de n-pontos
por

1 6z
i 0 (21)..0 (20) | ,_y

0

G122, oo ) = (0] T[9(21) - . $(2)] |0) = (4.45)

que como mencionado antes, descrevem a propagacao de campos entre n pontos. Se qui-
sermos calcular o processo de espalhamento entre dois campos, isto é, interagao entre dois

campos, podemos usar a formula de redu¢io LSZ (Lehmann, Symanzik e Zimmermann)
(ITZYKSON; ZUBER, 2012)

<p17 s ;meUt| |(117 cee JQHJin> - <p17 s 7pn7OU’t| S |QI7 cee JQH7in>

= partes desconexas

n l
+ (12—1/2)”+’/d4y1 . dayexp (ink Y= D G 93)
1 1

X Oy +m?) .. (Oay +m?) (0] Th(y1) . .. (1) [0),

(4.46)

que relaciona fungoes correlagoes(produto de campos ordenados no tempo) com amplitu-
des de transicdo on-shell. Pode-se perceber também que fungoes de Green tem polos nas
varidveis p? com p; conjugado a x;. A menos de constante de normalizagdo, elementos de

matriz-S sdo apenas os residuos dos multiplos polos.
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Definimos fungoes redutiveis como sendo os diagramas de Feynman em que as
linhas internas podem ser cortadas ao meio, outro nome que aparece na literatura para
estes diagramas € I-particle redutible. Os diagramas que nao podem ser cortados ao meio
nas linhas internas sdo denotadas por I-particle irreducible (1PI) (RYDER, 1996). Se
queremos calcular a interagao entre dois campos, entao podemos desconsiderar da matriz-
S as fungoes de Green conexas pois iriam descrever dois campos se propagando entre dois
pontos sem um perceber e interagir com o outro. As fungoes de Green conexas sao geradas

por W (Z = ") e sao dadas por

1 "W J]
i" 18 J(xq)...0J (xy,)

G (xy,...x,) = (4.47)

J=0

Chamamos os diagramas conexos de propagador completo e sdo denotados por

4@7 = G*(z,y) (4.48)

Definimos a auto-energia como a soma de grafos 1PI o termo i~ (p) e tem seus diagramas

dados como a a figura (1). O propagador completo Gg) no espaco dos momentos pode ser

O +___84___ +__{}___ 8

Figura 1 — Expansao do propagador em termos de diagramas 1PI.

escrito em termos do propagador usual

C2) = Golp) + Golr) L Gi(p)

Go(p) Go(p) + ...

by DIDY
= Go (1 + 7G0 + ?GO?GO + )

-1
“af1-¥a)

= [GO(P) - Eip)] _1,

(4.49)

em diagramas é dado como na Figura 2.

Temos entao duas funcoes de Green que sdo computadas através de Z e outra

através de W em que Z e W se relacionam como se segue

Z(J) = / Do expiS(¢) +i / d'zJg, (4.50)
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) W, —O—CO

Figura 2 — Expansao do propagador com corre¢oes radioativas.

(Y
N
()

com S = [d*xzL sendo a acdo, via Z = e"'. Motivados por isso, introduzimos uma

transformacao de Legendre

Zo(J) = / Do exp [iT(d) + i / d*zJg),
= exp [iWrp(J)].

(4.51)

e como visto Wr[J] é dado pela soma de diagramas conexos (com fontes) com cada linha
representando o propagador exato e cada vertice dado por 1PI exatos. A transformacgao

de Legendre se resume a

WL =Tl + [ d'z(@)o(x), (4.52)
assim, diferenciando
SW[J] or'[g] B
iy =) =) (15)
e podemos ver ainda
B 5°T[¢] 00
Ge(z,y) = 5T~ I (4.54)
junto com
W IJ] dJ(x)
T _ - _ 4.55
9= oot~ o)’ 5
nos mostra que a funcgao I' é a inversa do propagador (RYDER, 1996)
. W 1J] 5°T[¢]
&6 e = = [ Sess ity saenm
_ [, 00(x)0J(2) (4.56)
= | 55 st
=d(x —y).
Com isso, podemos voltar & nossa Lagrangeana de férmions e bésons
Z =N / DA, DYDY expi / d'zL, (4.57)

1 P o1 = 4 b
L= =B " 4 i (i0, — igAu)tp — mptp — o (0" Au)* + J' Ay + 100 +m, - (4.58)
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e como queremos que as fungoes de Green, i.e a propagacao, dos campos sejam invariantes

por Gauge (supondo caso Abeliano), fazemos a seguinte transformacao nos campos
Ay = +0N, Y=Y +igy, =Y —ig), (4.59)

os trés primeiros termos de (4.58) sao invariantes por Gauge, mas o restante ndo. Com

isso, ficamos com
1 _
exp (i/d‘lx[ — a(a“A#)DA + JHO, N+ igA(mp — ) |), (4.60)
e com A infinitesimal, expandimos a exponencial de forma a ficar com

1 . 1 _
1+ / d'z l — aD(@"AM) — 0" J, +ig(mb —¥m) | A(z) — EDWA“) — 0" J, +ig(ny —m)

(4.61)
fazemos a seguinte identificacao
19 - 0 10
-—— —, A - 4.62
Ve Y sy T T (4.62)
Exigindo que a a fun¢do de Green seja invariante, temos
i 4] - )
-0 — — o — —n— || Z[n,n,J] = 4.
usamos que Z = eV,
ow ow ow
il P VA, —
D@ 57 +ig ( ¥l —n— o > 0. (4.64)
Fazendo as seguintes identificagoes (RYDER, 1996)
or ow
— K — AM
e R e R
or _ ow
or ow -
= = —nz), = ¢ x),
5o M Gy~
a partir de
P, 0, Al = Win i, Jul = [ d'a(i + dn + 744,), (4.66)
teremos 5T
——DE)“A g0 19— gqﬁi . 4.67
o) = 00~ Vi 9 o

Se diferenciarmos duas vezes funcionalmente a equacgdo anterior com respeito a
Y(z) e Y(y1) e em seguida fazer ¢ = ¢p = A, = 0, teremos o primeiro termo de (4.67)
igual a zero, o segundo ird nos retornar o vértice 1P férmion-bdson, e os outros dois

termos serao inversas de propagadores exatos.
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Definimos a fung¢ao vértice propria I',,(p, ¢, p + q) por

- 0°T[0]
dAodie d4y P’z —py1—qz) __ = —ig(2m 45 p/ —p—q)l paQap/ )
[ dtadtaiaty Slennmaan) e " (4)68>

mas como diferenciacdo funcional de I' por ¥ e 1 é o propagador inverso Sg (p), obtemos

por fim
¢'Tu(p,q,p+q) = S (p+q) — Sz (p), (4.69)

conhecida como a identidade de Ward-Takahashi e tomando o limite g, — 0, obtemos a
identidade de Ward (RYDER, 1996)

oSyt
Op*

=TI.(p,0,p). (4.70)
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5 A técnica da pinca

Jéa foi visto como se da a simetria de Gauge em campos bosonicos, como se faz
possivel quantizar os campos abelianos definindo seus modos de maneira coerente no
espago de Fock e como podemos quantizar campos nao-abelianos de maneira consistente.
Foi visto que para a quantizagao ser consistente precisamos escolher representantes de
Gauge e que isso ocorre ao introduzirmos termos de fixagdo de Gauge. Em seguida vimos

como se calcula o propagador e ainda os elementos de matriz-S para campos que interagem.

Vale ressaltar que invariancia por Gauge diz respeito a4 quantidade trabalhada
ser invariante por transformacoes de Gauge, ja independéncia por Gauge significa
que a quantidade trabalhada ¢ independente do método de fixacao de Gauge, ou ainda,
do calibre escolhido. As teorias de interagoes de particulas elementares sdo teorias de
Gauge. Como sabemos e foi visto, elementos de matriz-S sao independentes do Gauge,
porém, os propagadores de campos bosonicos sao dependentes do Gauge trabalhado. Ao
exigirmos invariancia por Gauge do funcional geratriz Z, obtemos a identidade de Ward
que relaciona funcoes de Green. Se a constante de acoplamento que entra no vértice for
fraca, pode-se fazer uso da teoria de pertubacao sem grandes dificuldades, ja em teorias
com constante de acoplamento préximas & unidade ou maior (como no caso da QCD),
métodos ndo perturbativos sdo preferiveis. E de interesse definirmos elementos que irao
entrar na matriz-S de maneira a serem independentes do Gauge. A maneira mais instrutiva
a se fazer isso é considerar diagramas com diferentes topologias (vértices, caixa ou loop)
e que envolvam trés ou quatro particulas bosonicas e assim trabalhar com a parte de
auto-energia, da respectiva particula, que envolve parametro de Gauge, assim extraindo

a independéncia de calibre.

O método apresentado a seguir tem nome de técnica da pitada ou pincada e consiste
em identificar as partes dos diagramas de Feynman em ordem de um-loop e fazer com
que momentos longitudinais ativem a identidade de Ward e consequentemente realizem
cancelamentos e como resultado, amplitudes fisicas sao reorganizadas em sub-amplitudes

que mantém a forma cinematica, restando apenas quantidades independentes do Gauge.

5.1 Um exemplo

Consideremos um vértice de trés gluons, denotado aqui por I'Yl" tal que todos os

momentos estao entrando q¢ + k1 + ko = 0

,i]:\amn = gfamnra;w(qa kla k?)a (51)

apy
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FaW(Qa ki, ko) = g;w(kl — k2)a + gou (ko — Q)u + gau(q — k1) (5.2)
a q k,’g 1%
k1
L

Figura 3 — Vértice de trés gludns.

Este vértice deve satisfazer as identidades de Ward para ¢, ki’ e k. Verifiquemos
para ¢ primeiro
qaraw/ = guu(qakla - qakza) + qVkQM - quly>
= gw/(_kl - k2)a(k1 - k2)a + (_kl - k?)uk2u(kl - k2)a7

= gw/[_k% + kg] + klukl,u - k2uk2u7 <53)
k2yk2 klukl
= k;[g#y - k2 M] - k%[g#y - k2 HL
onde para o restante das identidades é analogo, e por fim escrevemos
qara/ux(Q7 kl? k2) - kgp/u/(kQ) - kfpul/<kl)7 (54)
KTy (q, K, k2) = 6* Pa(q) — k3 Pay (k2), (5.5)
kgra;w<qu klu kQ) = k%Pa,uUfl) - QQPCW(Q)' (56)

E podemos ver que o lado direito das equagoes anteriores sao precisamente dadas por
(4.19) e desta maneira o vértice (5.1) nao satisfaz as identidades de Ward, pois os opera-

dores projecao transversal contidos nao tem inversa.

Queremos assim, encontrar uma maneira de decompor este vértice de forma a
obedecer a identidade de Ward e seguindo o que foi feito anteriormente, queremos que
apareca um operador projecao longitudinal que seja capaz de suprir a identidade de Ward.
Escrevemos (5.1) com ky = —q—k; e —ky = ¢+ ko, lembrando que k; + ko 4+ ¢ = 0, depois
se soma e subtrai o termo de calibre £ ![k2, 9oy — k149ar], onde agora & serd nosso termo

de fixagdo de Gauge. Por fim nosso termo de vértice toma a forma

F,u,l/a((L kh k2) = F§ + FPE

pro pro

(5.7)
onde

1
Fiya(Q7 kb k2> = (kl - kz)ag,w - QQ,ugua + QQVg,ua + (1 - §> [kQVgau - kl,ugazz] (58)
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1
3
Verifiquemos se I'¢ satisfaz a identidade de Ward

4°TS,0(q, k1, ka) = — (K + ko) (k1 — k2) oGy

—+ (1 — i) [—(1{31 —+ kz)”/@y + (lﬁ + k2)uk1y]7

1
= (—ki + k3)gu + (1 — 5) [k1ukr, — Eaukay],

ko ko 1\ F1uk
= k2 lg,w + (1 —€‘1> = ] — K lg,w + (1 —¢ 1) — ]
2 1

e podemos ver que obedece sim a identidade de Ward, desde que do lado direito temos a

IS (Q; k?17k2) =

7%

[kZVgau - klugau]~ (59)

(5.10)

diferencga de duas inversas de propagadores, podemos explicitar isso escrevendo em termos
de (4.25),

qarfwa(q’ klka) = D;Vl(k:?)g) - D/Iul(klag)7 (511>

no calibre de Feynman ('t Hooft), £ = 1, podemos ainda escrever Ffjm e assim definimos
Lo (g, k1, k2) = Ffw(q, ki, ko) + Piw(q, k1, ko), (5.12)

Fguy(% ]{71, k2) = (kl - k2)ag;w + QQI/ga,u - 2ngau7 (513)

Fg;w((L klv k2) = k2uga,u, - klugau- (514)

A técnica da pinga ou pitada se baseia em invocar um momento longitudinal que
ird acarretar no cumprimento da identidade de Ward. Claramente, quando isto for feito
em elementos de matriz-S, trara consequéncias para os diagramas de Feynamn e nas se¢oes
que se seguem, serd feito uma analise nas consequéncias de se aplicar a técnica e como se

dard o diagrama resultante.

5.2 Matriz-S para espalhamento quark-quark

Consideremos os elementos de matriz-S de espalhamento do tipo qq¢ — qq, de um
quark com outro quark. Os diagramas de Feynamn podem ser vistos a seguir na Figura
4, onde a menos dos termos dos quarks externos e internos, temos termos de propagacao

do gludn e vértice de trés gluons que irao aparecer nas amplitudes.

Ao lidar com integrais de loop, usa-se regularizagdo dimensional (SREDNICKI,

2007) que serd daqui para frente entendida por

/kz ,f(zw)*d/ddk;, (5.15)
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onde d = 4—¢ é a dimensao do espago-tempo e i é o fator de massa de t’Hooft, introduzido
para garantir que a constante de acoplamento nao tenha dimensao em dimensao d. Além

disso, vale para regularizagdo dimensional o seguinte resultado

/k k12 —0. (5.16)

(a) (b) (c)

(d) (e)

"
N
e

Figura 4 — Diagramas de Feynman para correcoes radioativas de interacao quark com
quark.

A amplitude se 1é
T4 = V(11 r9)iDas(q)iV* (p1, p2), (5.17)

e os termos fermionicos cinematicos sao dados por

LE V LE
~ =

. TS

VP (p1,p2) = ulpr) igt” u(ps), (5.18)

iV (r1, 1) = u(ry) igt® u(ry), (5.19)
—— N~

LE \Y% LE

com V, LI, LE significando respectivamente vértice, linha interna e linha externa, indi-

cando de onde surgem através dos diagramas de Feynman.

Se olharmos o termo

0 1 daq
‘Dgxﬂ) = ? 9o — (]. — Oé) qQ/B (520)

podemos perceber que os termos da parte longitudinal g, e gz multiplicando v e 7* fazem

acionar as equacoes de movimento

u(p)(p —m) = 0= (p—m)u(p), (5.21)
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desde que linhas externas nas amplitudes sempre estao on-shell. Dessa forma, ficamos

apenas comm

T = iV*(ry,r2)d(¢*) V2 (p1, pa), (5.22)

e definimos d(¢*) = ¢~2 e olhando a soma dos dois primeiros diagramas da Figura 4, temos

LE VvV LI vV LE LI LI LE
2 [T TR GO — B T e DUk — o) DO 2 o
(@) =g [[3(r) 3¢ SO(ra = k) ¢ u(ra) DYk — q) DL(K) 6> p1)
(5.23)
X {’Yﬁt“ SOpy + k) 17t" +97t" SO (py — k) 77t } X (ps) .
—_—— S o — e ——

v LI v v LI v LE
Lembrando da identidade de Ward (4.69), teremos que vale sempre para um gluon

e um férmion entrando e saindo um férmion
kAt =S pi+ k)= S (p) = S Hp + k), (5.24)

com o segundo lado da flecha valendo quando tivermos em amplitude envolvendo termos
p1 on-shell. Assim, podemos usar o produto de D) (/{;)Dgg (k—q) e abrir o primeiro termo

COo1mo se segue,

D) = ) gy — ()1 - €) 257,
— d(k*)g,0 — d(K?)(1 — €)d(k?)k ks, (5.25)

= (a)e=1 — d(K*)Ad(k?) ks,

em que (a)e—1 pode ser escrito desde que quando o termo (a) (5.23) multiplicar o primeiro
termo d(k?)g,, € igual ao (a) (5.23) no calibre £ = 1, também foi definido A = (1 — &).

Multiplicando (5.23) pelo segundo termo de (5.25), teremos

g /k (1) 7t SO (ry — k)7t u(r2) DSk — q) [d(K)AA(K?)kyky] g a(p:)
(5.26)
. {%t“ SO (py + k)t 4+ 47t SO (py — Wta} < (pa).

em especial, para
AR ko] () % {W SO (g + Wyt 78 SO (py — /«Mtd}a(m)

(5.27)

[d(K*)Ad(k?)k,] g*u(py) X {75 t* SO (py + k)koAt" + koyt" SO (py — k)7 t“}ﬂ(pz),

(5.28)



56 CAPITULO 5. A TECNICA DA PINCA

usando

bSO+ h) = oS ) =S =1 (529

desde que (gh — m)u(pz) = 0. O mesmo vale para k775 (p; — k) ¢ ficamos com

[d(K*)MNd(K*)k,) g*u(py) x {vﬁta =t ’yﬂt‘l}u(pg),

= [d(K*)N(K*)k,] g*u(pr)i f* "yt u(p2) — [d(K*)Ad(K*) k] g a(pr)in " fo™ ( _(éagqﬁ>U(pz),

= [d(K*)Ad(K?)k,) g*u(pr )if " B (q)y"t" u(p2),
= [d(K*)Ad(K*)k,] g f*" P (q)iV"™ (p1, p2)
(5.30)

com
u(py)igt"y u(p2) = V" (p1, p2)- (5.31)

Voltando a (5.23), e aplicando k,, teremos

g [ alri) 7t SO (r = )y ulra) Dk = @) [dRARE] 9f " P (@)iV ™ (pr.po),

(5.32)
g [ alr)y*t e u(rs) DYk — 2N g PGV (propa), (5.33)
usando
SO ry — k) ki =1, (5.34)
(S
frrttt = t"(=Ca/2), (5.35)
ficamos com
— g [[ () 170t L Cu(r2) Dk — RN 9P @iV 01, pa),
— g [V i) SCaDS 0k — QAR gFL (0)iV™ (11, p2), -
a /k Vi(ri,72) ;CADw)W(k - Q))\]{id(qQ)d(f)q‘* P2 (q)iVE(p1, ps) |
— /k Vi(re,ra) gy ;CAD@W(/{; - q))\];d(q2)d(q2)q4 Pl (q)iV§ (1, pa).

Abrindo o termo DO (k — ¢), teremos

(k - Q)u(k
(k—q

V(o) (d«k )" — d((k - ) = Q)”)va;@l,pz), (5.37)
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fazendo os produtos podemos obter

(k= q)u(k —
(k—q)?

Vi (ri,ma) (d((k —q)*)P*7 = d((k — ¢)*)Ag™" 2. Pﬁ”) Vi (p1,p2),  (5.38)

e assim abrir novamente g** como P ao adicionar ¢*¢*/k?*. Teremos finalmente
(@) = (@)e=1 + Vi (r1,m2)d(¢* )1 (g, Nd(¢*) V5 (1, p2), (5.39)

com

a 1 2 4 au v (k — Q)u(k —q)v o 1
(0.0 = 0gta! PP [ B pe [ L

Fazendo as identificacoes: k — ¢ — k e k — k + ¢, temos

o _ 1 Qs v _ p« 1
1%(q,A) = 5Carg’q [AP (q)P?( /k4 k+q) P 5(‘-’)/kk2(k+q)4]' (5.41)

As partes isoladas dependentes de A (£) independentemente da origem no dia-

grama, tem a forma
(i) = (D)e=1 + V2 (ry, 2)id (") id(g7)iV§ (pr, p2), (5.42)

onde (i) vale para cada diagrama envolvido na intera¢ao, e pode-se observar na tabela
(1), que a soma total dos termos de auto-energia se cancelam completamente e assim

retirando a dependéncia de calibre da amplitude.

ko k

N i k+2) A k4 k+q) A m i g
H(a) CA/2 0 —Cy 0
21 0 0 0 Cy — 20y
2H(C) —CA 20,4 2CA —20,4
AT () 0 0 0 20
H(e) CA/2 —20,4 —CA CA
Total 0 0 0 0

Tabela 1 — Contribuicdes dos diferentes tipos de diagramas envolvidos na interacao.

(CORNWALL; PAPAVASSILIOU; BINOSI, 2010)

A técnica de pinca resultou em vértices invariantes de calibre e que tem sua forma
diagramatica original, assim vemos dois pontos importantes para o uso da técnica: expli-
cita que desde o inicio podemos trabalhar com o calibre £ = 1 que em muitos casos é de

maior facilidade e também é obtido as sub-amplitudes independentes do calibre.
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5.3 Auto-energia do Gludn

Relembremos agora como se da a auto-energia em um-loop do gludn a partir de
(4.49) que foi escrito para um campo escalar qualquer. No nosso caso, o gluén tera duas

contribuigoes relevantes (Figura 5), a primeira é dada como se segue

| I
,C / v B 5.43
A9 k2(k + q)? (5:43)
e também tem contribuicao
alk+a)s+ ks(k +q)a
—g? : 44
g Ca / k2(k + q)? (5.44)
T
Mg = VALY NN

Figura 5 — Convencional auto-energia do gluon em um-loop.

Lembrando que ', = Dok, q,—k —q) =TE,  + TP e entdao I =T — T,

pro pro

Pode-se escrever o termo FQWFZV da seguinte forma

IT =1fTF 4+ 11?4 TP0F 4 TP,

(5.45)
=Tfrf 4o —frf 4+ 0T
com
Cive = Ty = [k + @)vgap — Kpgor] (5.46)
Db —= T = (k+q) g5 + kgh, (5.47)

teremos para I''T’
T T8 = (k+ Qo — kpga T
—(k+q) s + k.5 (identidade de Ward) (5.48)
= K’ Pag(k) — ¢*Pas(a) — ¢*Pas(a) + (q + k)*Pag(k + q),
e para I'T? com
Faul/rgwj = (kj + Q)Vgaurgy - kugaurgy
= —(k+q)I%s + k', (identidade de Ward) (5.49)
= K’ Pag(k) = ¢°Pas(a) — ¢° Pas(q) + (g + k)* Pag(k + q).
Somando (5.48) com (5.49) ficamos com
IPT + T = —4¢*Pos(q) + 2k* Pag(k) + 2(k + q)*Pag(k + q) (5.50)
= —4q2Pa5(q) + 2/{72ga5 — Qkakﬂ + Q(k‘ + q)ang - 2(]{3 + q)a(k‘ + (])5 .
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Calculando agora para I'"T' temos
TPTY = —(k + q)gap + (k + @)aks + ka(k + @)s — k> gap, (5.51)

apés retirar os termos que somem por regularizacio dimensional ([, k=2 = 0)temos por
fim

DPT + TP — TPTY = —4¢°Pos(q) — 2(2k + q)o(2k + q) 5. (5.52)

Chegamos em

1 | (2k + q)a(2k + q)5 ¢*P,
Maa(a) = 59°Ca| [ il =2 | 2ag? [ 0 Pasle).
sla) = 39 Al Rk+q2 e K2(k+q)? ] 49" [ k2 lH—q

2
(5.53)
s = MA%WM+’\/\/\/\/ NN —ZM

Figura 6 — Corregdo em um-loop da auto-energia do gluén apds o processo de PT.

Somando (5.44), podemos ver que o termo de auto-energia na técnica de pinga é

dado por

| _/k ok +q)s+ ks(k+ q)a L 92C, / ¢*Paplq)
kE2k+q)?  Jk k2(k + q)? k2 k+q2’
(5.54)

e ao abrir os termos de vértice na decomposicao da técnica da pinga obtemos a auto

N 1
ap(q) = QQQCA[

energia do gludn na técnica da pinga

1 l I / 2(2k + q)a(2k + Q)ﬂ]
k M

. _ 2
Has(q) = 59°Ca K2(k + q)? k2(k + q)?

(5.55)

assim, concluimos a auto-energia final, dada pela soma de partes convencionais e auto-

energia extraida de dois vértices

Map(q) = Tag(q) + 21055 (g). (5.56)
Agora vamos abrir o termo Fgw,FF“ Y

d(2k + q)a(2k + q)5 + 8¢*Pap(q), (5.57)

e inserimos o fator dimensional d, ficando com

i1, = 1 20Al 8¢°Pas(9) (- 2>/k (2k + q)a(2k + q)5 (5.59)

— 29 A e k2(k + )2 Bk+q? |
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Olhando o denominador podemos definir
Dy = —(k—q)?* Dy=—k* (5.59)

e assim com II$ o numerador pode ser escrito como

4
A + 4k -q+ ¢ = —4DQ+§(DQ—D1 —¢*) + ¢, (5.60)

ficando com

—4D 2D — D) —2¢?

) (=Dx) ’
lembremos que termos fk( )72 = 0 para propagadores sem massa e assim todos os termos

do numerador com D; e Dj é zero, podemos também usar que I1,5(q) = P.sI1(¢?)

P2 28 d—2 2k + q)*
me(q) = Le@|__a8 =2 Ckte | (5.62)
2 K2k +q)? Py e kK2(k + q)?
e usando que
. 2
(2k + q)? ety g2, Pj:gg—;:d—l, (5.63)
e assim, como deve valer para todo indice, teremos por fim
1 2Pag8
*9 A/ - /
2 k2(k + q)? E2( k + q)?
- 1 ¢*Pap(q) 7d —6 5.64
Ha S ZC ap ( . )
P A LR+ 2\ d—1
Mas(q) = Pas(@)TI(q?),
sendo valido para d = 3,4 e obedece a identidade de Ward
¢“Tlp = 0. (5.65)
Em d = 4, temos
Mas(q) = Pas(a)T1(¢?), (5.66)
com (CORNWALL; PAPAVASSILIOU; BINOSI, 2010)
N 11 2
I(g*) =i 42‘492 12+ Indr —yg —In q— + g; (5.67)

5.4 Processos no PT obedecendo WI

Até o momento usamos o procedimento da técnica de pinga, que se baseia no
uso do surgimento de momentos longitudinais, para ativar identidades de Ward e assim

foi possivel mostrar explicitamente que para um processo de espalhamento entre quarks,
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podemos considerar elementos de matriz-S no calibre £ = 1 sem nenhuma perda de gene-
ralidade e em seguida também foi possivel determinar a auto energia do gluén a partir de
um rearranjo nos elementos de vértice e o resultado foram trés estruturas manifestamente
transversais que admitem uma conservagao independente e assim temos uma identidade
de Ward livre de fantasmas, isto tem uma ligacdo forte com o truncamento da Serie de
Schwinger-Dyson no qual a construcao na técnica de pinga oferece a vantagem de tornar
a série invariante por calibre e de forma a manter a transversalidade. Podemos ja aqui
perceber um padrao no uso da técnica empregada: fazemos uma expansao em um-loop
trazendo o momento longitudinal & equacao de expansao e de maneira a ativar a iden-
tidade de Ward, assim obtemos um resultado independente do calibre e que obedece o
vinculo imposto pela identidade de Ward, a forma funcional da auto-energia do bdson
deve obedecer (g"¢* — ¢"q")1(¢*) (PESKIN; SCHROEDER, 1995).

O grande objetivo aqui é obter quantidades independentes do calibre e que sa-
tisfacam a identidade de Ward, um fato ainda nao discutido no trabalho é que usual-
mente teorias de calibre nao-Abelianas tem uma identidade geral, chamada identidade de
Slavnov-Taylor que relaciona vértices em ordens mais altas com contra-termos fantasmas
e normalmente estas identidades levam em conta termos que nao sao faceis de se traba-
lhar. Obter um propagador e termos de vértices independentes do calibre nos permite no
manter no degrau da identidade de Ward em todas as ordem, sem inserir novas quantida-
des dificeis de se trabalhar. Iremos agora comentar a construcao do wvértice quark-gluon.
Para maiores detalhes sobre o procedimento de trés-gluons e vértice de quatro-gluons,

recomenda-se consultar as referéncias que serao dadas ao decorrer da segao.
O vértice de quark-gludn I'% (p;, p2) obedece a identidade de Ward em tree-level
¢"Ta(p1,p2) = igt"[S™ (p1) — S (p2)], (5.68)

queremos agora construir, ao menos em nivel de um-loop, o vértice de quark-gluén satis-

fazendo um analogo & identidade de Ward.

Seja um vértice quark-gluon I'% (py, pa) dado pelo diagrama (b) da Figura 4

V(r1,72) D (q) D) (k) g*u(p1)i(p2) DS (q + k) SO (po — k)y " v °9T pyws (5.69)

(5)5:1 = Z'Vgid@Z)ﬂ(pl)ifZ(Php2)U(P2)7 (5.70)

em um-loop, temos

. 1 [LF,, +T8 7SO (py — k)y*
[ — POt / oy T~ v 5.71
onde temos
ng: v2k+ a+2ua_2 avs
w = G (2k + Qo + 2¢09ap — 24,9 (5.72)

F(I;;w = (k + Q)Vgau + kugaw
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logo podemos reescrever como

/ Loy S (p2 — k)" / —(k + 0)ugayr" SO (P2 — k)" / kugory" SO (p2 — k)"
k k k

k2(k +q)? k2 (k +q)? k2 (k + q)?
(5.73)
assim (k + ¢) e k ativam identidades de Ward que por fim nos dé
v ©
/ [ aul/] S ( k’)’}/ / (574)
k k2(k + q)? k2 ( k:—i—q)

E neste caso também obtemos um termo do tipo propagador vindo da pinga que obedece
uma identidade de Ward

Ms(a) = 9°Ca |, m. (5.75)
Para o outro vértice espelho dado pelo diagrama (c) da Figura 4, temos
—igy“t%iy"t°gS (po + k)d(k*)g,wigy t"S(p1 + k), (5.76)
em que podemos usar
(agbya _]T\{tb’
_QZCF-Q, (5.77)
N, 2

nos retorna

- 1 7SO (py — k)y* Ca\ [ 7"S(p1 + k)v*S(pa + k),
a _ . 3pa| aur o 1
Tolprp) =gt lch/k e | \ T2 I K2

(5.78)

%

Figura 7 — Técnica da pinga aplicada em um vértice de quark-gluén em um-loop.

Como dito antes, ja expandimos o vértice, ativamos identidades de Ward para
realizar cancelamentos, agora queremos derivar a identidade de Ward que I'? satisfaz,

sendo assim, apliquemos ¢“, onde usaremos

argu” - (k + q)2glﬂ/ - kzguua (579)
obtendo por fim
; a MS + k :“S + k
q“Tq(p1,p2) = —zg3Cft [ v p22 g p12 )V ]’
(5.80)

= igt*[S(p1) — (p2)]
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O fato do vértice I'? satisfazer a identidade de Ward, nao é trivial, como dito
antes, o usual ¢é satisfazer uma identidade de Slavnov-Taylor com termos relacionadas a
fantasmas e que nao é nada facil de se ter em maos. Uma implicagdo imediata disso que
podemos imaginar é que os termos cancelados ao invocar a técnica da pinga e os termos do
tipo fantasma na identidade de Slavnov-Taylor estao conectados, este serd o foco principal

do proximo capitulo.

5.5 O Teorema Optico

Na secao 4.3 foi citado rapidamente o teorema 6ptico, que funciona perfeitamente
para teorias Abelianas (PESKIN; SCHROEDER, 1995). Quando passamos & teorias nao-
Abelianas a situacao se torna mais complicada, é de se imaginar que devido aos métodos de
quantizagdo empregados, o problema sao os fantasmas (se surgissem no espectro teriamos
particulas quebrando o teorema spin-estatistica), mas acontece que eles sdo essenciais
para garantir a unitariedade da matriz-S e nao so isso, mas se cancelam completamente
desaparecendo do espectro da teoria, um fato que explicita porque particulas fantasmas
sao fantasmas e ndo reais e porque no formalismo BRST construido, eliminamos os estados

criados pelo operadores criagao dos referentes campos fantasmas.

Comecemos definindo as variaveis de Mandelstam. Seja um processo 2 — 2 como
na Figura 8, isto é, interagao entre dois campos que trocam (interagem via) uma terceira
particula e sendo assim, o que muda entre o estado inicial e final é apenas o estado dos

campos externos e vale sempre conservacao do quadri-momento. Temos entao

s=p+p)=k~+k) (5.81)
t=(k—p)= K —p) (5.82)
u=(k'—p)?*=k-p), (5.83)

definidos por

e t: quadrado da diferenca dos momentos iniciais e finais,
e w: definido fazendo k — &’ em t,

e s: quadrado do 4-momento inicial,
ou ainda

o s: Particula 1,2 se unem formando uma particula intermediaria que em seguida se
divide em 3,4,

o t: Particula 1 emite uma intermediaria e se torna 3, enquanto 2 absorve a particula

intermediaria e se torna 4,
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e u: canal t com 3,4 trocados.

Figura 8 — Processo qualquer do tipo 2 — 2.

Consideremos agora quatro diagramas da interacio q¢ — ¢ em ordem g*.

AVAVAV gr\/u s ’ Y
t u '\/\/\/\/
AN SJV 4

Figura 9 — Sub-amplitudes de interacao ¢ — g via variaveis de Mandelstam.

Temos Im(A) = BB, onde B ¢é a amplitude para todos os processos possiveis

ou ainda, a metade dos diagramas de Feynman ¢g — ... como na Figura 9:
= 11 _ L
Im({qq|Tqq)) = 5 (9@ Tlgg) (99|Tlqq)" , (5.84)
22 JPsy,

a integral é uma medida de integracao do espago de fase de dois gluons

1
/PS B (2m)? /d4k1 /d4k25+(kf —mi)ds (k3 —m3)8*(q — k1 — ka), (5.85)

e por motivos estatisticos temos o fator 1/2 inserido. Assumimos as seguintes variaveis de

Mandelstan para este processo

s=q" = (p1+p2)” = (k1 + k2)” (5.86)
t=(p1— k1)’ = (p2 — k2)° (5.87)
u=(p1 — ka)® = (p2 — k1), (5.88)
definindo
Va = 0(p2)t*yau(p1), (5.89)

temos para os diagramas (a), (b), (¢)

B = —g ™ DO P (q)Taw (g, —ki, —ka) VS, (5.90)

s pv

By = —ig*o(p2)[t" SO (1 — k)t + 79,8 (p1 — ko)t u(py), (5.91)
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onde temos

o (g, —k1, —k2) = (k1 — k2)aguw + (¢ + k2) g — (@ + k1)v 9w, (5.92)

e o termo que depende do procedimento de fixagdo de calibre fica sendo

DO (q) = (]12<gpA —(1- g)q;;f) (5.93)

Agora definimos o tensor polarizacdo L, (k) de uma particula sem massa e de spin-1

nuk, — nyk, 5 kuk,

n-k n(n-k:)27

L/,Ll/(k) = _g/u/ + (594)

em que para gludns on-shell vale k* = 0 e kL, (k) = 0. Pegando o primeiro temo de
(5.91) temos

B™ — g2 fmncvgd(q2)Fzy(q,k1,k2), (5.95)

S uv

e se usarmos a expansao da técnica da pinga (5.12), (5.13) e (5.14) obtemos que o termo

I'” vai a zero completamente desde que temos um termo ativando a identidade de Ward
¢"¢* ¢ o o

—(1- f)FFAW =—(1- E)?(/ﬁ — k3)9uv, (5.96)

com k% = 0, restando apenas o termo I''", um fato essencial j4 que nao é de se esperar

que conservacao da corrente sozinha garanta a dependéncia do parametro de fixacao de

calibre. Resta entao a seguinte amplitude

M = [BE + By L4 (ky ) L (k) [BE + B3, (5.97)
com
Fmn mncgp)\ F c
Bs,uz/ - _gf ?F)\#V(CL _kla _k2)‘/p . (598)

Para o diagrama (d) temos

1
™ = §gfam”d(q2)(k1 — k2)*Vy, (5.99)
e definimos
Ry" =gV, (5.100)
de forma que temos
KIR™ — YR = ¢*S™, (5.101)
assim podemos usar
kllirg;w(% —lﬁ, _kZ) = _q2g0111 + (kl - k2) - Oékg,,, (5102)



66 CAPITULO 5. A TECNICA DA PINCA

e calcular

1% 728

1
kit [Bs]an — QQfmchéPkilFFa

1
= 92fmmV§?[—q2gff + (k1 — k2)%kau],

. (5.103)
= gV g G VER b — )
= 2k, 8™ — R,
KB = ig* [0(p2)t" SO (p1 + k)t ke yu(p)]
+ig* [0(p2)t" k17, S (p1 + k)t yu(pr)] (5.104)
_ 92 [Vlt/zfmnaL
=R".
De maneira analoga, temos
k;[Bf]Zf/” = 2k)'S™ + R, (5.105)
ky [ Bl = —R™, (5.106)
logo
ESEY[BEI™ = 2kY ko, 8™ — kg R™™,
2 1[ s]u 2 M2 2 (5107)
— q28mn’
kSR [Bm = ks RI™,
s ki [ By, 2 (5.108)
— _qZSmn'
Desta forma, quando operarmos o produto L** L**" ficamos com
M = (BF Bt — 888" + (BF B + BI''B,) + B,B/. (5.109)

No momento estamos preocupados com os termos envolvendo fantasmas e por isso
iremos focar na primeira parte da amplitude, que definimos ser uma sub-amplitude do

tipo propagador que denotaremos por (rhs);, o lado direito do teorema 6ptico
1
hs)y = f/ BFBFt —888H), 5.110
(rhs)y = [, (BFBIT - 588 (5110)
olhando (5.98), (5.99) e ainda (5.57), obtemos
T0 TN = [k = k2) oG + 20uG00 — 20090)[(k1 — k2)rg™ + 20" g5 — 24" 4],

(5.111)
= 4k — k) (k1 — k), — 8q2< — gt q;;“)
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mn gmn 1 mnc1 c ]' mnc 1 Ayrc
gmn g T <2gf ?(kl — kQ)pr> <29f ?(kl - k2) V)\>7
1
4

IR (5.112)
oK1 — Ko 1 — Re c
= CAVP (q2)2 V)\a
somando
1 1
4(rhs), = ngm"cfmm?Vﬁ (4(1{:1 — ko)H (k1 — k)" + 8Q2PW(Q)> ?Vﬁ
1 ok = ko) (ky — k)" | .
—8,4°CaV, pr Ve, (5.113)

1 1
= SV P (a) + (4= 2) (s — ) — k)] 5V,

e podemos observar que esta equagao é muito proxima & equagao (5.58) com d = 4. Reali-
zemos agora as integragoes no espaco de fase invariante por Lorentz (LIPS) (SREDNICKI,
2007)

1
(2m)2 /d4k1/d4k25+(k% —mi)d. (k3 —m3)8(q — k1 — ka)

N 3 m3) P
T 8@ @

(5.114)

com I\(z,y,2) = (2% — y? — 2%)? — 4yz e desta forma, para dois gludns, particulas sem
massa temos A'/2(¢%,0,0) = ¢° e a integracdo ocorrendo sobre angulo sélido resulta em

(47)

1
= —. 5.115
/LIPS 8 ( )
O segundo termo nos da uma integracao na forma (SREDNICKI, 2007)

2,02 02
Ag®, mi, m;

ot = 12 by = { R g

/\(92 m% m%) 2 2 2\ | Qudv
+ | = "+ 2(m{+m ’ /
[ 7 q ( 1 2) 2 LIPS

: \ q (5.116)
q q 2| du9v /
={-2_P, i _
{ 32" <Q)+lq2 ql ¢ } LIPS
2
q
=——P,(q).
2 @)
Desta forma, juntando os resultados obtidos, temos por fim
1., Y 1 7> 1.,
(rhs), = 2C’Aq—2VM[8q2P’“‘ (q)S—W - QEPW(q)]?VV
5.117)
_ 20 1vc[1 QP[LV( )]1VC (
_g Aq2 I 48q q q2 v
definindo e
h= -2 (5.118)

4872’
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temos

(rhs)1 =g b7r VC[ 2P (q)] qlel‘f, (5.119)

e olhando (5.67) podemos observar que (rhs)l ¢ precisando a parte imagindria de ﬁ(q),

isto é, o lado esquerdo do teorema 6ptico
(lhs); = (rhs);. (5.120)

Desta forma fica mostrado que a auto-energia do processo de PT obedece a versao forte
do teorema 6ptico, isto é, cada sub-amplitude satisfaz o teorema separadamente e conse-
quentemente fica explicito a necessidade dos fantasmas introduzidos por Faddeev e Popov.
Na auséncia dos fantasmas nao valeria o teorema 6ptico e nao teriamos a unitariedade da

matriz-S obedecida.

5.6 Equivaléncia PT e método de campos de fundo (BFM)

Como discutido, invaridncia por transformacao de calibre da acao classica é perdida
quando é de interesse quantizar a teoria, desde que necessitamos de fixar o calibre. O
método de campos de fundo (BFM), é um formalismo que permite fixar o calibre e em
seguida calcular quantidades quanticas ao mesmo tempo que nao se perde explicitamente

a invariancia de calibre.

Dado uma agao tipica de Yang-Mills nao-Abeliana

1 a auv a a aaG
Lya = = Fo F ——(SGG Vo

(5.121)

O préximo passo ¢ escolher um calibre mas de maneira que o campo A, ainda permane-
cerd com a devida simetria de calibre. A invariancia é assegurada pela fonte externa de
acoplamento do campo. No termo de fixacao de calibre substitui-se a derivada usual pela

derivada covariante em relagao ao campo de fundo

A

D,(A) =0, —igA,, (5.122)
e escolhemos
G* = (D)™ —igT§ AL, (5.123)

para o termo de fixacdo de calibre. O termo de Faddeev-Popov da integral funcional sofre

a mesma mudanca
Ly, = 0" D" Dbec = —(D"b)*(D,c)”. (5.124)

Sobre transformagao infinitesimal temos
da A (z) = =Dy (), (5.125)

Sac(z) = —igh(x)(TS)"c"(x), (5.126)
Al (z) = 0, (5.127)
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e aqui o campo A é fixo e ndo muda sobre transformagao de calibre. Como discutido
antes, as Lagrangianas dos campos fantasma e de fixacao de calibre quebram a simetria

e sabendo disso, definimos uma transformacao de calibre para o campo de fundo
SpAl(z) = —D%0°(x), 6pcAl(z) = 0,0pac(z) = 0, (5.128)

e a Lagrangiana Ly ), invariante sobre esta transformacao, mas os termos de fixacao e de
fantasmas nao sao invariantes por dgg sozinho, mas sim sobre a transformagao combinada
0B + dpg

dcrpa(A— Al = —(D — D)b0"(x) = igh"(T*)"(A — A):. (5.129)
E foi possivel obter uma Lagrangiana £ = Ly y+Ly¢+ L, invariante sobre transformacao

combinada.

Se colocarmos A = A, temos
Ly;=0, Ly =—(D"b)(D,c), (5.130)

e obtemos uma acao quantica expressa em termos da agao classica mais termos de corre-

¢oes em loops
~ 1~ 4 A ~
T[A,e,b, A] = / d%[ = B = (D) (Do)’ (5.131)

Para calcular as corregoes em loops comentada, temos que calcular fungoes de Green 1P[
no calibre de campo de fundo com propagadores externos removidos e substituidos por
campos externos. Assim, o campo externo de calibre deve ser posto igual ao campo de

fundo
A=A+ A, (5.132)

e desta forma obter a integral de caminho em termos de A. Assim, restauramos o termo

de fixagao de calibre, dado agora por
Lyr=——=(D'A,)*(D"A,)". (5.133)
O termo de campo de forga se escrever como

Fo, = Fo, + (DA — (DAL + gf ™ ALAC (5.134)

1284

e a Lagrangiana completa se escreve como

1Aal/Aa 1 A vya [ 1 a
EYM:_ZFM F,uy_§(DHA) (DMAV)
1

A A . A (5.135)
S (DPATY (DA — Sof M EALA 4

agora manipulando o terceiro termo do lado direito da equagao anterior, obtemos

(D" A" (D, A" = +(DFA,) (DY A,)° — gf ™ P AL A, (5.136)



70 CAPITULO 5. A TECNICA DA PINCA

e o primeiro termo desta equacgao se cancela com o primeiro termo da equacgao de fixacao
de calibre (5.133) no calibre £ = 1. E é aqui que reside a equivaléncia entre a técnica da

ping¢a com o método de campo de fundo. No calibre £ = 1, temos

| PSS 1 ~ ~ A 1 -
L= = P, = (DAY (DA = (DD (Dye)” = Saf™ B A A 4.

(5.137)

O exemplo mais claro de se observar a equivaléncia entre a técnica de pinga e o
método de campo de fundo (BFM) é em ordem de one-loop calculando os diagramas do
BFM no calibre £ = 1 seguindo as regras dadas por L. F. Abbott (ABBOTT, 1981), a

forma funcional é dada como a seguir
(@)os = ~2C /1r (¢, —F — ¢, )T (g —k — g, ) (5.138)
A)ag = 29 A A k2<k+q)2 auv\q, q, B q, q, ) .
1
D)oy = —g°C /7% 2k +q)s, 5.139
oo = ~0°C [ o 26+ al2k ), (5.139)

e sao idénticos & equagao (5.55) calculados na técnica de pinga.

Fungoes de n-pontos geradas pelo funcional geratriz no método de campo de fundo
sdo invariantes por transformacao de calibre, de maneira que satisfazem identidades do
tipo de Ward, como visto nas equagoes (5.138) e (5.139), que sao semelhantes as encontra-
das na técnica de pinga e que consequentemente foram mostradas satisfazerem identidade
de Ward. Mas no BFM, estas fungoes de Green, em especial off-shell, continuam dependen-
tes do calibre, diferente da técnica de pinga, que busca gerar rearranjos e cancelamentos
nas séries perturbativas para enfim gerar funcoes de Green, em especial as off-shell que en-
tram em matriz-S, que sejam invariantes do calibre. Consequentemente pode-se observar
que é possivel usar os dois procedimentos combinados, mesmo quando usado um calibre
diferente de £ = 1 no BFM, ainda havera momentos longitudinais que podera invocar a

técnica de pinca.
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6 Formalismo de Batalin-Vilkovisky

6.1 Anticampos

Desde o inicio foi visto que dado uma lagrangiana tipica de Yang-Mills nao-
Abeliana pode-se construir uma integral funcional (ou ainda, fungao de partigdo) que
serd usada para construir elementos de matriz-S apoés procedimento de quantizacao ade-
quado. E visto que para se quantizar uma teoria de calibre ndo-Abeliana é necessario fixar
o calibre e que observaveis sao independentes do procedimento de fixagao de calibre (ou
ainda, pardmetro de fixagao de calibre). O objetivo de Batalin e Vilkovisky era de definir
uma integral funcional no qual fosse possivel definir todos os observéveis da teoria (TRO-
OST; NIEUWENHUIZEN; PROEYEN, 1990). O formalismo BRST ¢é o procedimento de
quantizagao covariante e que nao exige em seu formalismo qualquer mencao ao parametro
de fixacdo de calibre e além disso se baseia no uso de algebra cohomologica construido
apés identificacao do espaco de fase, superficie de vinculo e fungoes que sdo constantes
ao longo das orbitas de Gauge, e que apesar de nao trabalhado é um formalismo que tem
como base o formalismo Hamiltoniano de vinculos de primeira e segunda classe (HEN-
NEAUX; TEITELBOIM, 1992). Dito isso, queremos construir uma integral de trajetéria
quantica na forma lagrangiana a partir de uma acao classica Sy, isto €, o objetivo de
Batalin e Vilkovisky.

Pelo principio béasico da mecanica quantica, dado a propagacao de um bdson entre
dois pontos, nao se pode determinar completamente a trajetéria do mesmo, desta forma,
usa-se o formalismo de integral de trajetoria de Feynman, comentado anteriormente e que
se leva em conta a integral sobre a média (ponderada) de todas as possiveis trajetérias
de propagacao do bdson entre os dois pontos. Em geral o espago da integral é enorme,
tendo um numero incontavel de dimensoes para se levar em conta e consequentemente
a integral se torna mal definida. Desde que estejamos falando de um bodson vetorial,
temos que levar em conta ainda a liberdade de calibre e que duas trajetérias consideradas
na integral podem ser mapeadas uma na outra e consequentemente sendo contada duas
vezes. Nossos observaveis sao elementos de um espaco de fungoes suaves C*°(M) e que nao
devem depender de fixagdo e de transformacao de calibre, isto é, devemos ter a integral

de trajetéria dada pelo mapa

<>:C®(M) = R, (6.1)

onde para um observavel f € C°°(M), definimos um forma volume 2 de maneira a

definirmos a integral funcional

< f>= /M 79, (6.2)
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que fornece a habilidade de relacionar elementos de C*°(M) que terdo o mesmo valor
se fQ e f'Q se distinguirem por um termo d-exato, nos mostrando que observaveis sao

elementos de um grupo de cohomologia.

Seja o espaco funcional Z infinito dimensional de todas as historias de propagacao
de um campo. Para um campo ¢(z") = ¢' qualquer, um ponto ¢ em Z é uma historia
arbitraria que pode ou nao fechar on-shell, isto é, §Sy/d¢* = 0 obedecida, com Sy sendo
a agao classica. O fechamento on-shell determina uma subvariedade ¥ em Z, chamada de
superficie estacionaria. Esta subvariedade é apenas o espago de fase covariante e Z nao
é restrito por condicoes de contorno de maneira a conter todas as solugoes das equacoes
dinamicas. Desta forma, fica claro que observaveis sao fungoes definidas em ¥, isto é,

elementos de C*°(X).

Qualquer funcao f de campos em ¥ (historias em Z com suas equagoes dindmicas
validas ) pode ser estendida para fora de ¥ a uma fungao de campos F(¢') definido em Z,
isto é, a um elemento de C*°(Z) e esta extensao pode nao ser unica. Dado duas extensoes
F e I, elas irao ser distinguiveis por fungoes que sao zero em Y e que consequentemente

formam um ideal . A algebra de fungdes C°°(X) é assim a dlgebra quociente C*°(Z)/N.

Transformagoes de calibre geram orbitas bem definidas na superficie estacionaria
Y (simetria de Gauge é puramente matematica, dado uma transformagao de calibre, a
fisica é exatamente a mesma). As fungoes invariantes por transformagoes de calibre sdo
constantes ao longo das orbitas de calibre e, assim, induzem fung¢oes definidas no espago

quociente ¥ /G da superficie estaciondria por orbitas de calibre.

Dado um conjunto de campos com suas historias definidas sobre Z, a superficie

estacionaria Y ¢ dada por

0S5p
- =0 6.3
5¢2 ’ ( )
com transformacoes de calibre sobre os campos definindo as orbitas de gauge como
oF _.
0 F = — R ™. 6.4
e (6.4

A descricao de observaveis envolve duas etapas

 Restrigdo a superficie estacionaria (condigao on-shell)

o Implementacao da condicao de invariancia por transformacao de calibre em .

O diferencial BRST deve corresponder & soma de diferenciais que apliquem as restrigoes

citadas acima

s=0+d+ .., (6.5)
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com ¢ sendo o diferencial de Koszul-Tate que implementa a restri¢do & superficie estaciona-
ria e segundo o diferencial d longitudinal exterior que tira para fora as fungoes invariantes

por transformagoes de calibre.

Para cada equagdo de campo §5y/d¢" = 0, consequentemente para cada ¢, intro-

duzimos um anticampo ¢; e definimos o diferencial de Koszul-Tate § em ¢' e ¢} como

5¢' =0, (6.6)
85
5pf = — 5¢?' (6.7)

Os anticampos foram introduzidos por Zinn-Justin como fontes acopladas a varia-
¢do BSRT dos campos com objetivo de controlar como a simetria BRST nao-linear passa
pelo processo de renormalizacao (NASTASE, 2019).

Para garantir propriedades de graduacao do diferencial ¢ , devemos ter a seguinte

graduacao de nimero anticampo

e(¢;) =1,

) (6.8)
antifd(¢;) =1, antifd(¢') =0,

e isto é dado assim, desde que o diferencial de Koszul-Tate age somente em anticampos
retornando a equagio dindmica do respectivo campo, Im(d)y = N, e leva a zero os campos
usuais Ker(d)y = C>®(Z)

Hy(0) = C™(%). (6.9)

Agora devemos construir o diferencial exterior longitudinal d de maneira que im-
plemente a segunda condi¢ao de invaridncia por transformagcao de calibre em Y. As orbitas
geradas pelas transformagoes de calibre sao integraveis quando as equagoes de movimento
valem, isto é, na superficie estacionaria ¥ e assim definimos o operador derivada exterior

d que age em formas-p ao longo das orbitas de gauge
H°(d) = {funcdes invariantes por transformacdes de calibre}, (6.10)

Aqui reside a motivagao da introducao de campos fantasmas C'* de maneira que

puregh(C) =1, €(C%) =1, (6.11)
e temos S
dF = 5¢iRaC’ , (6.12)

1
dC* = JC5,C°C7. (6.13)
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Na formulagao Lagrangiana nao temos uma estrutura de Poisson Bracket natural
no espaco Z de todas as historias, porém, acontece que ha uma estrutura de antibracket
natural que pode ser definida. Denotamos a estrutura de antibracket por (, ) de maneira
que

sA = (A,S), (6.14)

com S sendo o gerador de simetria BRST, onde por motiva¢ao da construcao de Zinn-

Justin, contém a acao classica Sy mais termos de fonte

S[6,¢"] = Sold] + > & s¢. (6.15)
¢
E natural declarar que os pares ¢, 7 O, ¢F sao conjugados
(¢',97) = 45, (6.16)
(C%, ¢5) = d5. (6.17)

Assim, podemos definir o antibracket & funcionais locais A e B dos campos, fantasmas e
anticampos, como se segue
SRASB  §RAGB
00" 007 87 00
dRASLB  §RAB
T 50 Sgr S o0

(Av B) =

(6.18)

Por conta da paridade e nimero fantasma do antibracket, o gerador S da simetria

BRST (6.14) deve ser par e ter nimero fantasma zero,
€(S)=0, gh(S)=0. (6.19)
Além disso, a nilpoténcia do operador S se traduz 4 chamada master equation

(5,8) =0. (6.20)

Os primeiros termos em S devem gerar ¢ e d e isto significa que na expansao de S

segue o numero anti-fantasma

S=>3 8" antifd(S™) =n, (6.21)

n>0

devemos ter

SO — g, (6.22)

de maneira que (¢}, S) = d¢; + .. .; e ainda
SW = ¢*Rl O, (6.23)

de maneira que (¢%,S) =065 + ... e (¢',S) =do" + .. ..
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Explicitamente para o diferencial de Koszul-Tate temos,

A% =0, 6 =0,

(6.24)
VAN =D, F*  6C; = DA},
e para o diferencial exterior longitudinal,
a a a 1 a b.c
dAf, = Dy, dec* = —5fuc (6.25)
A4 = fLAPE,dC; = .05
de maneira que ficamos com
a a a 1 a b c
sAL = Dyc?,  sc® = — fr.c'c,
2 (6.26)

SAZM - DVF:M + fl;chZ“Cc7 SC; = DMA:(LM + gccl;koc'

Tendo definido o formalismo de anticampos e a equagdo mestre (master equation),

resta definir o funcional integral buscado por Batalin e Vilkovisky.

6.2 Identidades de Slavnov-Taylor e Lee-Zinn-Justin

Comecemos lembrando da equagao (4.58) e assim, escrevemos para 0 Nosso €aso

nao-Abeliano

1 a rauv I a ab b 1 a

L= _Z(F;WF : ) + szlD - m)ijwj —b a,u(Du ¢ ) - %(8“14“)2
+ JUA + T+ + Bac® + b, (6.27)
= Eeff + £fontes

agora realizamos como antes uma transformacao, que neste caso agora ¢ a transformagcao

BRST e como visto a nossa Lagrangiana efetiva é invariante (dpL.rs = 0) mas ao agir nas

fontes obtemos um termo adicional infinitesimal (supondo o caso de uma transformagao

BRST infinitesimal sobre parametro A)
opL = J*(0pA,) + 1(0pY) +n(6pY) + Bu(dpc”) +7*(5ba)- (6.28)

A invaridncia do funcional integral Z por transformacao BRST implica
7z = / DA, DYDYDbDeexp (i / AL+ i / dlxdL). (6.29)

expandindo a parte infinitesimal
Sp7 = / DA, DYDYDHDeexp (i / dlz5,L)

) (6.30)
= [ DADIDYDIDAL + [ dladpL+ .. )
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logo
7 = / DA, DYDYDbDee 51 + / A8 5L), (6.31)

com S = Lerr+ L fontes € S€ queremos a invariancia da integral funcional (05Z = 0), entao

devemos ter

pZ = / DA, DIDYDYDee S / dlxdpL] = 0. (6.32)

Desta maneira podemos adicionar ao expoente o seguinte termo de acao com fontes

extras

_Sfontesextras = /ddx[Kz(QBA)Z - La(QBC)a + M(Q3w> + N(QBQZ)L (633)

notemos que como as fontes obedecem QpKj; = QpL® = QpM = QpN = 0, temos que
para o restante de termos desta Lagrangiana de fontes extras vale QQBAZ =0, Q%Y =0,

29 =0e Q%" = 0, é entdo é possivel reescrevermos da seguinte forma

_Sfonteseztras = Z qb*sgb, (634)
¢

como escrito na se¢ao anterior e este ¢ o truque de Zinn-Justin. Fazemos as seguintes

identificagbes dos anticampos

Ki=A, L°=C" M=y, N=u" (6.35)

A equagao (6.32) com (6.28) e S ja somada com as fontes extras é dada por

e / d*z J* (05 A,) + Ba(05¢") +n(65Y) + 7(0pY) +v*(65ba)] = 0, (6.36)
e podemos fazer as seguintes identificagoes
) " )
5BA;L = @7 dpc’ = Wu
1 ) - )
ogb=—0,—, oY = —, 6.37
P as Ay U sy (6.37)
0
oY = —,
s =5
e desta forma obtemos a seguinte identidade equivalente & identidade de Ward
) 0 ) ) 1 0 -
dd m : s 7 a =~ I — A* * * *] )
/ le 54 + 8 SO +n5¢* +n5w* +7 OZ@%A;]W[J,@%U,U, , O " "] =0
(6.38)

Nosso objetivo agora é escrever como no formalismo de anticampos e chegar por fim

em uma forma da equacao mestre, para tal, realizemos uma transformacao de Legendre
]‘—‘[AZ’ ba? Ca’ A:,a7 C*a7 /l/}*? /IZ*:I :W[Jli/? /80/7 ,Ya’ T]? ﬁ’ AZG/7 C*a’ ¢*7 @E*:I

) . (6.39)
+ /d B(JEAT 4 Boc + by + 0+ 7).
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Desta transformacao de Legendre obtemos

P VY
#_514;37 a — 6Ca7 ’V _6ba7 T]_(S’IZ’ n_éw

SWoT SW 4T e W W or oW er
A T A G T §Cet TRTSL G oge o0t v

(6.40)

Desta forma, obtemos

LI AL
M= [a — —
S(r) = [ da l(SAZ T T T LTI T T T

ou ainda, com ¢ representando todos os campos da teorla, podemos escrever

/ Z&ﬁ* 6¢ (6.42)

Usando a invaridncia da agao, realizemos um deslocamento b, — b, + db,, onde o

(0,4 =0, (6.41)

primeira termo leva & toda discussao anterior, e para o segundo termo temos

0bo[0" (D) + 7] = 0ba[0"(QBAL)" + 7], (6.43)
temos em seguida
/ DA, Db, D" / d428by (1) [0 (QpA,)® + 0)eSerst] dalatBet) — g (5.44)
escrevendo QpAj, como §/d A% temos
0 a) ,~WIJB7,A*,C*] _
(auw + >€ = 0, (645)
obtemos por fim
or or
A G 0. (6.46)

Podemos ainda obter uma relacao equivalente, olhando o termo de fixacao de

Faddeev-Popov da equagao (6.27) e fazendo como se segue
EFPG = —bmﬁ“(Duc)a
= —bMoH(sA)?,

(6.47)
or
ool
gA=m
consequentemente vale
or or
H =
5o +0 ST 0, (6.48)
podemos ainda tomar uma transformacao de Fourier para obter
or or
q" =0. 4
5o +iq 5 0 (6.49)
E o restante da identidade de Lee-Zinn-Justin pode ser escrita como
or or 5F or 5F or 5F or
/ dz o> 02 (6.50)
0A% 0 A% 50‘1 C’*“ (W 5¢ (W o*
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6.3 Identidade de ST para vértice de trés gludns

Na secao 5.4 foi discutido o vértice de trés gluons e vértices quark-gluén usando
a técnica da pinga para obter o termo de vértice que satisfaz a identidade de Ward, na
mesma secao foi comentado que isto nao era um fato trivial e que além disso deveria
satisfazer uma identidade de Slavnov-Taylor ainda nao discutida. Veremos aqui qual é
esta identidade de Slavnov-Taylor e discutir o seu grau de importancia e dificuldade de

manipulacao.

A equacao de Lee-Zinn-Justin tem nimero fantasma +1 e que por conservacao
ao derivarmos funcionalmente esta relagdo, o nimero fantasma deve se manter o mesmo,

entao temos a seguintes regras

o Pode diferenciar com respeito a um campo fantasma

o Se diferenciar com respeito a dois campos fantasmas, entao deve-se diferenciar com

respeito a um anticampo (+2 — 1 = +1)

« Se diferenciar com respeito a um anticampo fantasma, deve-se diferenciar com res-

peito a trés campos fantasmas

Seguindo as regras podemos diferenciar duas vezes a equagao (6.50) em relacao a
um campo bosonico e uma vez em relacao a um campo fantasma
§38(T)
oc(q)0 A (k1) AL (k2) |,

=0, (6.51)
7¢*:0

teremos como resultado
Fca/qugA;7 (¢, k1, k2)PA: + FAQAT;A;” (K1, kz)FcaAg (9)
+ Deaaparr (¢, k2)U amaa (k1) + Tap axr (k2)T o am aa (¢, k1)
+ Lea g az (@, k)T ap aa (k2) + T azo (k1)L caap a4 (¢, k1)
+ Loz ()T amapaa (kr, k2) + T aoLeaaman aa (q, k1, ko)
+ Deaamapert (@, b1y ko)l 4+ T amap et (1, ko)L ea (q) (6.52)
+ Leaapent (g, kQ)FAL”cl(kl) + Tapen (k2>rcaA;7cl(q7 k1)
+ Leaament (@, k)T ager (k2) + Tament (k1)U eanp e (, k2)
+ Leact (T aper (k1) + Tentliagmer (g, k1)
=0
agora olhemos a equagao (6.27) e a equagao (4.29) e fazemos ¢ = ¢* = 0, resultando por

fim em
—Leapsn (Q)FAg’A:TA’; (F1s k) =Tongar (ki k)T aga (k1)
+ FCaALnA;v (K1, kz)FAgAg (Ka2).

(6.53)
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Derivemos a equagao (6.49) com respeito a ¢
chbn + Z.qyrcmA;n = O, (654)
e usando que podemos escrever como

Lomazn(q) = @l ema=n(q), (6.55)

temos
Lempn(q) = —iq"Temazn (q) = —iq*Tem aen (q). (6.56)
Observando que derivada da integral funcional com respeito ao campo fantasma e anti-

campo nos retorna o propagador fantasma (PESKIN; SCHROEDER, 1995), que agora

denotaremos por D e para o propagador bosonico usaremos a notacao A,

. Z'(;ab
D» = e (6.57)
e como discutido em (4.56), o propagador é a inversa do vértice, temos
Substituimos agora em (6.53) para obter
q“T ag amap (K1, k2) :[QQDaa’]{FCa’AgA;W(kZa k1)L ad am (K1) (6.50)
+ Toar a o (B, B2)T g ay (F2) 3
e agora resta fazer as identificagoes, a primeira é a do propagador bosonico.
Fw ]
T _ | 2" :A—lab _'daba

@ = ai| = (A7) - 60 o0

= 10" Pag(q) A7 (¢%),

a fungdo A(¢?) que em tree-level é dada simplesmente pelo termo ¢ 2, contém toda a
dindmica do propagador do gluon e além disso é relacionado ao correspondente fator
escalar da auto energia do gluén I, (¢), outro fato é que tanto perturbativamente quanto

nao perturbativamente transversal, devido & simetria BRST, e vale também
A™Hg) = ¢* +ill(¢?). (6.61)

Identifiquemos agora o termo I'.4, Ax (k1,k2) que relaciona interacao fantasma-gluén em

identidades de Slavnov-Taylor para trés gludns, assim, temos
FcAHA:j(kla ko) = H,y(kr, ko), (6.62)

em tree-level para vértice de trés gluons, temos H l(t?) = 1g,- Podemos agora finalmente

escrever a identidade de Slavnov-Taylor para vértice de trés gluéns

¢°Taya,a, (b1, k2) = [ D(Q)/{H) (k1 ko) Py ATV (KY) 4+ HJ (ky, k) Py (k) A7 (K3)
(6.63)
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6.4 Identidades quanticas de fundo (BQI)

Uma vantagem de se trabalhar no formalismo de Batalin-Vilkovisky é que de fato
as identidades de Slavnov-Taylor (identidades semelhantes as Identidades de Ward para
teoria Abeliana) sao independentes do calibre. O formalismo de BFM discutido na segao
5.6 mostrou grande importancia por dois motivos: construir fun¢des de Green invariantes
por transformacao de calibre e ser equivalente & técnica de pinga no calibre ¢ = 1. Iremos
obter agora identidades envolvendo campos de fundo e suas respectivas fontes de forma que
serao construidos independentes do calibre, por consequéncia das identidades de Slavnov-

Taylor.

O primeiro passo é estender a simetria BRST ao campo bosonico de fundo

im __ om m o__
sAT = QT s = 0. (6.64)
A expressao (2} representa o campo vetorial classico de mesmo ntimero quéantico que
o gludén, mas de nimero fantasma de uma unidade gh(£2) = +1, além disso obedece a
estatistica de Fermi. Por consequéncia, a dependéncia das fungoes de Green dos campos

de fundo sao controladas pelo modificado funcional de Slavnov-Taylor

or’ or’
! F/ _ F/ / 4 Qm _ )
STl =Sl + [ 0| o~ | (6.65)
or’ o1’ or’ or’
ST = Ql — — m] (6.66)
0A% 0 A, §Am  OA}
com I denotando a acao efetiva que depende das fontes de fundo Qr
A 1
L =A9 c* — abc Ab + Ab - = abcC*achc

+ig (07 T ) + QoY — g f** (A7, + A})b°),
de forma que I' = I"|g—

A equacao (6.49) encontrada depende claramente da Lagrangiana fantasma e con-
sequentemente, da fun¢do escolhida para fixacdo de calibre. Como visto o formalismo
BEFM se baseia em escolher uma funcao de fixagdo de calibre que tem embutida o campo
de fundo. Desta forma temos
or” )
oo+ <D S

)m — (D"Q,)™ =0, (6.68)

e se as fontes de campo de fundo sao tomadas a zero, obtemos novamente a equacao
(6.49).

A primeira identidade quantica de fundo vem de
§28'(T)

5922 ()5 45 (q) —0 =0 000

¢7¢* 7920
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diferenciando funcionalmente a equacao (6.66) temos

Logavaglage +Tap ag (P)T e aza(q) + Togaglay aze (q) + Taglag b aze (p.q)

(6.70)
+ FA%AT(C]) + 8, FQA%A;;L - FAg - QaFQ;AgAg =0,
apés fazer os campos irem a zero ¢, ¢*, €2 = 0, temos
il g a1 (2) = [i920™ + Tag 4 ()T 4043, (0). (6.71)

A préxima diferenciagao que faremos é em relacao aos campos 22 (p)(ifl%(q)

oS (I
—(A)b =0, (6.72)
6928 (p)0A%(q) |56+ =0
resultando em
iFAgAg(Q) [ig) 6 +PQGA*7]FAgA%(Q)- (6.73)

Inserimos agora o termo I' ;4 Agb(q) da equagao (6.73) com os devidos indices, na equagao
v
(6.71), resultando em
iT;

a
(&3

(9) = 1T g0 (@) + 2P 427 ()T 408 (¢) — il ax ()T agae (DT s a2 (@), (6.74)

b
8
Lembremos da forma funcional dos termos I' ;4 e I'44, que sao as fung¢oes de dois pontos

dos respectivos campos classico e quantico

T4, = i853(0) = iPas(0) A7 (¢?) + iags, (6.75)

Paoas = 18.5(q) = iPap(@) A7 (¢%) + igags, (6.76)
49

Pap(q) = Gas qf. (6.77)

Queremos deixar agora esta equacao mais sugestiva de maneira que mostre explicitamente

a ligacao dos propagadores dos campos envolvidos, para tal, fazemos uma analise para

resolver esta equagao tensorial, isto é, a forma de I'ga 4-a(q) s6 pode depender da forma
a‘ly

Joy © 4aqp/q?, desta forma supomos a existéncia de dois funcionais G(¢?) e L(¢?)
__ ss5ad 2 Qady 2
Loaara(q) = 16| gary G(q7) + ?L(q ) (6.78)

agora equacionamos termo a termo conforme a componente tensorial e em especial para

termos multiplicando a métrica, temos

0igap AT (q?) = igapd ' (4*) + 2i0397G (¢7)igrad™ 5 (¢*)
— i(i6392.G(¢%))8% g0~ (¢*) (100 95G (¢%)))]
= igas AT (G?) + 20650 AT (PG ()
+1050%62905G () A (PG (),
= igapd™[1 + 2G(¢*) + G(¢*)’ 1A~ (¢?),
= igapd™[1 + G(¢*)PA ().

(6.79)
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A equacao

AN = 1+ G(PPA (), (6.80)
tem o papel de grande importancia no truncamento da série de Schwinger-Dyson e em
especial de fazer truncar de forma manifestamente invariante do calibre. A ultima obser-
vacao a ser feita é como podemos ligar explicitamente as identidades de Slavnov-Taylor,

em especial H,g, com as equagoes integrais de Schwinger-Dyson.

Calculemos as série de Schwinger-Dyson dos vértices encontrados, para isso temos

—chA;”(Q) = —04'¢y + gfned/k D(/ﬁ)Aw(/fz)chAgbe(km k1), (6.81)

1
ilcanpanalk,q) =igfq"g) — igfder/k D (k1) A7 (ko) Koo an arpe (K, ki, ka), (6.82)
PQZA;‘”(Q) =49 gn/k D(kl)AZ(kZ)FceAyA;”(k%—Q>- (6.83)

1

6.5 Decomposicao PT da auto-energia do gludn

Na secao 5.4 foi mencionado que o fato de conseguirmos construir um vértice de
trés gludns, de quark-gluon ou ainda a auto-energia do gluén que obedece a identidade de
Ward nao era trivial e que consequentemente deveria haver uma ligagao entre os termos
rearranjados pela técnica de pinga e as identidades de Slavnov-Taylor, aqui isto ficara

claro.

Figura 10 — Equacao de Schwinger-Dyson satisfeita pela auto-energia do gludn.

Para a convencional equacao de Schwinger-Dyson para a auto-energia do gluon
(diagramaticamente dada pela Figura 10), em um calibre qualquer R, por exigir trans-

versalidade, deveria valer
5

q® Z(ai)ag =0, (6.84)

i=1
mas diferente de teorias Abelianas, existe uma complicacao devido as complicadas iden-

tidades de Slavnov-Taylor satisfeita pelos vértices e uma consequéncia base disso é que
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nao se faz possivel truncar a série de Schwinger-Dyson de maneira direta e sem violar a

transversalidade da auto-energia.

Queremos descrever a aplicacdo da técnica de Pinga ao caso (ndo-perturbativo)

das equagoes de Schwinger-Dyson, tal aplicagao é realizado pelas seguintes etapas

FAAEF

Taa = Ty ™ T, 2 Tu (6.85)
O primeiro termo da série de Schwinger-Dyson se 1é

(@) = =508 [ Taprora b, b AL () AL (BT (0 = 2), (6:80)
aplicando a decomposicao PT

Fa/ﬂu’ = (kl - k?)agw/ + 2qugau - 2qugoa/ + k?ugau - klugau

. P (6.87)
= Fa/u/ + Foz/u/?
onde vale para um momento fisico ¢
aFguu - (kg - k%)g,uzz (688)
Logo, temos
7: Iont ! !
(al)P — §gfam n /k(kQV’ga/j — kl/l/gal’,)Af;’bﬂmAZ’l;L(k2>FAlTALLA% (kz, —q, ) (689)
desde que
R S
2o quA , (6.90)
temos
( ) 7gfamn / kggcw’Ayy k2)FALnAgA%<k27_Q)- (691)

Agora usamos as identidades de Slavnov-Taylor (6.60), (6.59) e (6.54) e o termo
k:iTALnA,JA% de (6.91) obtemos

k?fFAp;AgAg(k'% —q) :Dm/m(h){rcm’flgfxp (K2, _Q)(A_l);h;(@) + ch’AgAj;V(k% _Q)FAgAg(CD
— z’édnkzvk%rm,% ar (ko @)},

(6.92)

e o0 termo kQ,yFCm’A%A;"/ ¢ igual & chA%bd' Seguindo, temos por fim para o diagrama (a;)”
+gﬂW%Angmennm@mx—%m>

! (6.93)

. pam/n’ n’ k m’'m
=30 g [ 8 D ) (0, )

= (s1) + (s2) + (53),
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e fazemos a identificagdo do termo (s;) com a equagao (6.83)

(s1) = —iFQgA;”(Q)FAgAg(Q)- (6.94)
Usando "
ko DY (k) = 6% ;2 ~ Tl pey (ko) DI%(ky), (6.95)
temos
(52) = =9/ e, | iD"™ " (k)T oy a2 (—, )
2 / (6.96)
+ F/cg’A;”*Dgg <k2)rcmAbb9(_Q7 k2)]7
e
(s5) = =igf """ [ kaa D™ " (k) D" (k) (=0 ko). (6.97)
1
agora definimos para (sz)
(2) = =9/ “Gur, | Kranl(522) + (5] (6.98)

Para o primeiro termo de (s,) temos
e (o) = 10576} = 105 7 [ D (R)AZY (h)Koagae Rar ), (699)
e desta forma escrevemos
(s2) = 1" o | D7 (k)

4 g2 pemid pdn's / / D™ (k1) A% (ks) D™ (ka) o a agim (— ks, ),

(6.100)
e para (sgp) usamos
o) = 075 [ D (1) A2 Koot (6.101)
E por fim, temos
(s2) = ig2f g [ [ D" (e0) A ) D (K)o (ks )
ki ks (6.102)

X Dgg/(kZ)chA%bg(—qy ka).

Se realizarmos a expansao em série de Schwinger-Dyson do vértice I' ; , (represen-

tagao diagramatica dada pela Figura 11) podemos inferir

(51) = —iFQgA*W( )FAdAb (), ( )

(s3) + (as) = (bs), (6.104)

(824) = (ba) + (b7) + (bs) + (b10), (6.105)

(s26) = (bo), ( )

(az) = (b2).  (as) = (bs), (ag) = (bo), (@1)" = (bn). (6.107)
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Al Ab
b1 b2 b3 b4 O
»O‘y ‘ A
- ’ HRAAS A A A VAVAVAVAVAVAVAV,
‘«Oﬂ
b5 b6 b7 b8 .
Wﬁ%&%ﬂ/ ge m
+ + + ; + O
ot
by big biq

Figura 11 — Equagao de Schwinger-Dyson satisfeita pela auto-energia do gluén —1I";,.

Podemos concluir . .
(s2) + (s3) + l(al)F + Z(al)] = Z(bi>7 (6.108)

e por fim

“Lagar (@) = =ilagar (T a0t (@) — T g0 0 (0)- (6.109)

b
8
Queremos agora usar a equivaléncia oposta, isto é, trocar do diagrama identificado

a perna de fundo pela perna quantica

P an (@) = T ag e (a), (6.110)
isto simplificara as identificagoes dos diagramas, como sera visto.

O terceiro passo ¢ finalmente fazer a transicao I', ; — I' 4, chegando em um dia-
grama completamente escrito em termos de campos de fundo que como visto é equivalente
& técnica de Pinga no calibre de Feynman & = 1 e desta forma resultarda em uma nova

série de Schwinger-Dyson onde suas propriedades e vantagens serao discutidas a seguir.

AVAVAY  TAVAVE)

Aq Ap
as asz
cq co C3 Cq O
LO., o
= + LIEAVAVAVEREER AVAVAV-R"
O
Cs Ce cz
- MV@%?VW " mw%ﬂ;zngw K/\A(Z}\Am
Figura 12 — Equagao de Schwinger-Dyson satisfeita pela auto-energia do gluén —1I", ;.

Realizando a expansao da PT de I' , ; (diagramaticamente representado pela Fi-

gura 12). Para o primeiro diagrama (c;), temos

(1) = igf™™ [ ALk T gy a1 (K ) (6.111)
1 vl
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d

dy dg

O O ~ dg do ,O-
ANNACONNS + S + ° RVAYVACY YN
* NG A g%o

'«O,«‘
jGV\<Z>\A/\@

Figura 13 — Equacao de Schwinger-Dyson satisfeita pela auto-energia do gluén —1I'; ;.

+

mas temos
k?FAgA‘TA{} (kb kQ) = [k%Dmm/] {FCM’A;}Age (kg, Q)FAgAg (q) + ch’AaaAge (Q> k2)FA§A{} (k2>}
- igfamn(k%gow - /ﬁang),
(6.112)

agora usamos novamente (6.59) e (6.54), s que agora com o termo A, j& que como visto,
é equivalente. Temos entao
k1T g e a (R, k) = [k%Dmm/]{ch’AgA*e(kmQ)FAgAg
+ Do g e (5 B2) (ATHE (k2) + Koy Tt e (0, 52) }
- igfamnk%gow;
(6.113)

inserindo de volta em (6.111), temos

o . a amn v k’“‘
(1) = =ilig36" + T arr (@) (@)% + 9™ [ ALl T apas (b, ), (6114)
1 1

desta forma, o termo iggébd + FQ% A;w(q) permite perfeitamente a conversao dos termos do
tipo I'cap € I'caa+ para a forma I' 4, e I' 4 4.. Concluimos a prova da conversao fazendo as
seguintes identificagdes com os termos da série de Schwinger-Dyson (Figura 13) de I' 4,

Ccomo a seguir

(TI)P + (c3) = _iFQgAge(Q)FAEA% + (d3) + (dy) + (d7) + (dg) + (dg) + (d10), (6.115)

(TQ)P + (CQ) = g2OA5ab /k1 Aaﬂ(k’l) + (CQ) = (dg) (6116)

Usamos novamente o fato que
(c))F = (dy). (6.117)
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Obtendo por fim

7 11

(r)" + (r2)” + [(e)" + Y- (e)] = —ilogare ()T e e (q) + D (i), (6.118)

i=2 ' i=1
e finalmente
~Tagin (@) = =iTogaze (9T i (@) = Tgg e (6.119)
que é exatamente a identidade (6.73).

Podemos agora usar a equagao (6.74) para escrever

11

iCaga, + 200 T4 4, — 0o aTa, 4 Dagare =0 _(d;)agp, (6.120)
=1

realizamos novamente a decomposicao de I'g, 4« em termos de tensores da equagao como

na equagao (6.78) e abrindo I' 44 como na equagao (6.76) temos

AN L+ G Pas(q) = ¢ Paplq) + i ;(di)aﬁ, (6.121)

ou ainda

Pap(q) +1i Zz‘lil(di>aﬁ.

A (g?) Paslgq) = & 151G

(6.122)

O diagrama da Figura 13 pode ser dividido em cinco blocos, correspondendo &
contribui¢oes em um-loop ou dois-loop de gluons e fantasmas, ou ainda como no ultimo,
contribui¢ao vinda do quark. O fato mais importante do resultado encontrado na equacao
(6.122) é que temos os blocos da Figura 13 que satisfazem individualmente a condigao
de transversalidade pois satisfazem identidades do tipo de Ward. Se pegarmos os dois

primeiros diagramas da Figura 13, temos

Mas(q) = [1+ G(¢*)]*[(d1) + (d2)]as, (6.123)
e vale
¢*[(d1) + (d2)] =0, (6.124)
desde que temos
anAgAﬂ%Ag(kh k2) = gfamn[A;z}(kl) - A;Z}(kQ)L (6-125)

e a auto-energia encontrada é transversal, um fato curioso, desde que omitimos a con-
tribuicao fantasmas, por exemplo. Outra propriedade que ganhamos foi de poder tratar
os blocos da Figura 13 individualmente, exemplo (d;) e (dy) nao-perturbativamente e os
termos (d3) e (dy) perturbativamente de maneira que ainda satisfaca transversalidade.
Mas estas vantagens vem somente com o adicional termo G(qZ) que estd sempre pre-
sente. Pode-se ainda tratar outros vértices usando o mesmo procedimento desta secao
como também utilizar outros calibres, exemplo o de Landau que tem vantagens em certas

simulagoes na rede.
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Conclusao

O presente trabalho de conclusdo de curso teve como objetivo revisitar conceitos
de quantizagao em teorias de calibre ndo-Abelianas onde em especial foi escolhido estudar
e aplicar, os formalismos propostos a serem estudados, no contexto da cromodinamica
quantica. O trabalho dividiu-se em trés partes, primeiramente foi realizado um projeto
de iniciagao cientifica de titulo “Teoria de Yang-Mills: Geometria de Fibrados Principais”
realizado com foco na descrigdo geométrica de teorias de calibre via mago de fibras. A
segunda etapa foi a realizacao do Projeto de Trabalho de Conclusao de Curso, de titulo
“Formalismo BRST de quantizagao em teorias de calibre nao-Abelianas”, com objetivo de
entender os formalismos de quantizagao para teorias de calibre abelianas e nao-Abelianas.
Em especial o formalismo de Gupta-Bleuler, fantasmas de Faddeev-Popov e o formalismo
BRST, onde o ultimo teve sua motivacdo cohomologica estudada com grande extensao.
A ultima etapa consistia em estudar a generalizacdo do formalismo BRST, o formalismo
de Batalin-Vilkovisky, porém ja no contexto de aplicacoes e assim foi escolhido a teoria
das interagoes fortes. Entre estas etapas foi escrito sobre matriz-S, identidade de Ward,
teorema Optico, propagadores, diagramas de Feynman, entre outros conceitos de teoria
quantica de campos. A técnica de Pinca discutida no presente trabalho foi um interme-
diario para ligar aplicagoes do formalismo de anticampos e o estudo de regimes de baixas
energias. A cromodindmica quantica, apesar de apresentar grandes resultados ainda é uma
teoria nova e que ha importantes problemas em estudo, exemplo o problema de geracao
dindmica de massa, em que simulagoes na rede sao tratadas como o laboratério desta

teoria.
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