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Resumo

Sdo investigadas, por intermédio de revisao bibliogréfica, diferentes abordagens para a apro-
ximacao entre as descricoes das intera¢des gravitacional e eletromagnética, no escopo do
gravitomagnetismo. Investigam-se, também, alguns modelos de eletrodinamica nao linear,
uma vez que tal abordagem coloca-se como candidata ao estabelecimento de analogias en-
tre eletromagnetismo de gravitacdo. No que diz respeito ao gravitomagnetismo, colocam-
se como objetos de estudo duas formas de tratd-lo no ambito da Relatividade Geral - via
aproximacao linear e via tensor de Weyl -, bem como uma redefini¢do da teoria no contexto
do Teleparalelismo Relativistico; para tal, é feita uma revisdo dos conceitos fundamentais
a respeito da Relatividade Geral e da construcao do formalismo teleparalelo. J4 no ambito
da eletrodinamica nao linear, sdo discutidos, também por intermédio de uma revisao bibli-
ogrdfica, modelos constantes na literatura, sendo investigados suas motivacoes e seu fun-
cionamento. Realiza-se uma discussao sobre as perspectivas de como uma generalizacdo

conveniente poderia levar a uma aproximac¢ao do Eletromagnetismo a Gravitacao.

Palavras-chaves: Gravitacao, Relatividade Geral, Teleparalelismo, Gravitomagnetismo, Ele-

trodindmica nao linear.
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Introducao

Sabe-se que, dentre os muitos desafios da fisica contemporanea, encontra-se a busca
pela compatibilizacdo das teorias utilizadas na descri¢do das diferentes interacoes (ou “for-
¢as”) fundamentais da natureza, dadas pelas forcas fraca e forte, pelo eletromagnetismo e
pela gravitacdo!, de forma que uma grande miriade de teorias e formalismos foram desen-
volvidos ao longo do tltimo século com pretensdes de concretizar esse objetivo. Dentre es-
tes, encontram-se aqueles cujas intencoes firmam-se em tentar aproximar, em especial, a

gravitacdo e o eletromagnetismo.

Tal tentativa de aproximacao entre a descricdo de fendmenos gravitacionais e ele-
tromagnéticos remonta, levando em conta ainda o panorama da Mecanica Newtoniana, ao
século XVIII, partindo de uma analogia entre a lei da Gravitacao de Newton e a lei de Cou-
lomb - movimento cuja formalizagdo levaria, posteriormente, ao surgimento do Gravitoele-
tromagnetismo (GEM) (SANTOS, 2021). Por outro lado, tentativas de estabelecer uma teoria
capaz de fornecer, no eletromagnetismo, equacoes de campo mais gerais, como proposto
por Born e Infeld, em (BORN; INFELD, 1934), mostram-se, também, como uma alternativa

para tentar aproximar Gravitacao e Eletromagnetismo.

Nesse contexto, propomo-nos, no presente trabalho, a analisar dois movimentos pos-
siveis na tentativa de aproximar a descri¢do das interacoes gravitacional e eletromagnética:
um partindo da gravitacao em direcao ao eletromagnetismo, considerando uma formaliza-
¢ao da analogia anteriormente citada entre cada teoria - o gravitoeletromagnetismo; o outro,
supondo a possibilidade de partir do eletromagnetismo em direcao a gravitacgdo, por inter-
médio de uma tentativa de generalizacdo das equacoes de Maxwell - caso da eletrodinamica

nao-linear.

O primeiro desses cendrios considera a possibilidade de que corpos massivos e cor-
rentes de matéria possam gerar campos gravitoelétricos e gravitomagnéticos (dai o nome
gravitoeletromagnetismo) (PASCUAL-SANCHEZ et al., 2001; SANTOS, 2021). H4, sob tais cir-
cunstancias, duas principais abordagens que se propdem a realizar esse movimento de uni-
ficagdo ainda no escopo da Relatividade Geral (RG) (MASHHOON, 2003): uma delas consiste
em linearizar as equac¢des de campo de Einstein (MALEKOLKALAMI; FARHOUDI, 2009); a
outra, atua estabelecendo uma relacio entre objetos advindos da decomposicdo do Tensor?
de Weyl e o que seriam, entdo, campos gravitoelétricos e gravitomagnéticos (MAARTENS,

2008).

1" Uma discussio detalhada a respeito das interacdes fundamentais, com maior foco nas interacoes fraca e

forte - as quais fogem, a principio, ao escopo do presente trabalho - pode ser encontrada em (SOARES; JR;
NETO, 2008).

O conceito de tensor serd abordado, em linhas gerais, no Capfitulo 1, no qual sao tratados conceitos funda-
mentais a compreensao do texto.
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H4, apesar dos caminhos tradicionalmente discutidos na literatura, outra possivel
abordagem na tentativa de estabelecimento de uma teoria gravitoeletromagnética consis-
tente: trata-se da utilizacdao do Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral, ou Telepara-
lelismo Relativistico (ETRG), o qual descreve a gravitacdo por intermédio de uma teoria de
calibre (ANDRADE; GUILLEN; PEREIRA, 2000; ANDRADE; PEREIRA, 1997a; ALDROVANDI;
PEREIRA, 2012; ALDROVANDI; PEREIRA, 2016). Obtém-se, dessa forma, um novo panorama
para as possiveis analogias com o Eletromagnetismo - uma vez que este também é, tradi-
cionalmente, expresso como uma teoria de calibre (GRIFFITHS, 2013) - na medida em que
se estabelece um campo GEM no escopo do ETRG (SPANIOL, 2011a; SPANIOL; ANDRADE,
2010; SPANIOL; BELO; ANDRADE, 2014; SPANIOL et al., 2013; SPANIOL et al., 2011).

A eletrodinamica nao linear, por sua vez, busca a generaliza¢do das equacdes do ele-
tromagnetismo mediante modificacdes na lagrangiana eletromagnética, proporcionando,
assim, o surgimento de equacoes de campo de ordem superior. Tais modificacoes podem
se dar, por exemplo, com a introducdo de novos parametros (KRUGLOV, 2015; KRUGLOV,
2017; KRUGLOV, 2015; KRUGLOV, 2016) ou, ainda, com a adi¢do de termos de ordem supe-
rior em & (argumento da lagrangiana eletromagnética) (NOVELLO et al., 2007; NOVELLO;
BERGLIAFFA; SALIM, 2004). Desse modo, sdo obtidas equacdes de campo mais gerais, as
quais recuperam as equacoes de Maxwell como caso particular e que, caso possam ser aco-
pladas a alguma teoria de gravitacdo, apresentam potencial para o estabelecimento de novas

analogias.

Como delineado anteriormente estabelecemos, entdao, como objetivo do presente
trabalho, o estudo de possiveis métodos para a constru¢do de uma analogia entre o eletro-
magnetismo e a gravita¢do, considerando, a principio, o regime da fisica cldssica. Em linha
gerais, visamos a andlise de duas abordagens: o GEM, j4 elaborado com fins de buscar ana-
logias entre os formalismos gravitacional e eletromagnético, e modelos da eletrodinamica
ndo linear constantes na literatura, cada um com abordagens e finalidades particulares -
as quais buscamos revisar a fim de tomar conhecimento de como modifica¢cdes na lagran-
giana eletromagnética podem ser utilizadas em diferentes 4dreas para, entdo, compreender
como sdo obtidas equacgdes de ordem superior. Espera-se que, assim, seja possivel discutir a
possibilidade da aplicacdo da eletrodinamica nao linear na empreitada de tentar aproximar
eletromagnetismo e gravitacao em projetos de pesquisa futuros. Para tal, faz-se necessario o
estudo da teoria eletromagnética, da elaboracdao do GEM e da proposta de uma eletrodina-

mica nao linear.

Atemo-nos, em um primeiro momento, ao regime da Fisica Cldssica na medida em
que o processo de analogias proposto pelo gravitomagnetismo o faz, justamente, neste re-
gime. Assim, como perspectiva de pesquisas futuras, questionamo-nos, a principio, a res-
peito da possibilidade de usar do eletromagnetismo ndo linear para trabalhar com genera-

lizacGes sem entrar no panorama da teoria quantica de campos (assim como outras teo-
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rias alternativas que generalizam as equag¢des de campo gravitacional - as chamadas teorias
estendidas). Vale notar, também, que a quantizacdo da gravitacdo constitui campo de pes-
quisa em aberto na Fisica, de forma que ainda nao foi apresentada nenhuma teoria capaz
de satisfatoriamente quantizar a gravitacao. Evita-se, assim, neste texto, o aprofundamento
no ambito da teoria quantica de campos. Apesar disso, caso surjam aspectos da bibliogra-
fia revisada que tratem de temas que fujam a Fisica Cldssica, tais aspectos serdo descritos e

pontuados - mas nos absteremos de maiores aprofundamentos, pelos motivos ja expostos.

Dessa forma, o presente trabalho organiza-se da seguinte maneira: no Capitulo 1 é
realizada a revisao de alguns conceitos fundamentais para a compreensao do arcabouco te6-
rico abordado ao longo do texto; no Capitulo 2 apresenta-se uma breve revisao a respeito da
teoria da Relatividade Geral (RG) de Einstein; o Capitulo 3, por sua vez, ocupa-se da expo-
sicdo da teoria do Teleparaleliso Relativistico, enquanto o Capitulo 4 aborda o gravitomag-
netismo no contexto da RG; ja no Capitulo 5 discute-se a elaboragdo de uma teoria gravito-
magética no contexto teleparalelo; o capitulo 6 trata de uma revisdo de modelos da eletro-
dinamica ndo linear constantes na literatura da drea. Em seguida, no Capitulo 7, relata-se o
procedimento metodolégico utilizado para o processo de revisao realizado na se¢do ante-
rior; no Capitulo 8, realiza-se uma discussao a respeito das caracteristicas dos modelos de
eletrodinamica nao linear estudados e as perspectivas de uma possivel aplicacdo a busca
por analogias com a gravitagcdo; no capitulo 9 sdo expostas as consideracoes finais deste tra-
balho.

Ressaltamos, além disso, como este trabalho se apresenta como uma extensao natu-
ral dos trabalhos desenvolvidos até entao pela colaboracao entre discente e docente. Houve
a oportunidade, em projeto de Iniciacdo Cientifica previamente executado (edital PIBIC
2019/2020, ProIC/DPG/UnB), de estudar os fundamentos do ETRG, cujo desenvolvimento e
resultados encontrados, na ocasido, podem ser encontrados em (SANTOS; ANDRADE, 2022).
Em projetos de Inciagdo Cientifica posteriores - editais PIBIC 2020/2021 e 2021/2022 - foi
possivel, respectivamente, estabelecer contato com demais tipos de teorias alternativas ou
estendidas (ocasido na qual foi estabelecido contato, também, com o procedimento de obter
equacoes de campo partindo de lagrangianas modificadas) e, em linhas gerais, discutir, jus-
tamente, as propostas do GEM e da eletrodinamica nao-linear - o que pode ser considerado

como um preadmbulo para a presente proposta.
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1 Alguns Conceitos Fundamentais

O processo de revisdo bibliogréfica preliminar realizado até entdo inclui uma série de
topicos relativos a teorias da gravitacao e ao eletromagnetismo. Para a compreensao destes,
faz-se necessdrio o conhecimento de uma série de conceitos matematicos e fisicos a respeito
de sua construcao. A fim de melhor delinear, entdo, alguns desses conceitos, discorreremos,
na presente secao, sobre topicos relevantes na constru¢ao da Relatividade Geral, da teoria

Teleparalela, do Gravitomagnetismo e da Eletrodinamica ndo Linear.

1.1 Tensor Métrico

Trata-se de um objeto fundamentalmente importante pois € a partir dele que sdo de-
finidas as noc¢oes de distancia e comprimento. Ou seja, no arcabouc¢o geométrico proposto,
podemos falar do comprimento de um vetor e da distancia que isso representa, por exemplo,
devido a métrica (D’INVERNO, 1992).

E a partir da métrica, portanto, que se define o chamado "intervalo espaco-temporal",
pois € ela quem rege a combinac¢do dos elementos infinitesimais de espaco e de tempo. Isto
é, considerando uma pequena distancia infinitesimal no espaco-tempo (uma distancia que
nao diz respeito somente a localizacao espacial), a forma como as componentes infinitesi-

mais se relacionam depende da métrica, por intermédio de uma relacdo da seguinte forma':

(Intervalo espaco-temporal) = (Métrica)- (Elementos infinitesimais). (1.1)

Matematicamente, essa relacao pode ser formalizada por intermédio da equacao

ds® = gudxtdx", (1.2)

na qual ds? indica o intervalo (distancia) espaco-temporal e dx*dx" representa os elemen-
tos infinitesimais. Ou seja, g, € 0 objeto que diz como os elementos infinitesimais de cada
coordenada que descreve o espaco-tempo se "misturam"no estabelecimento da distancia
entre dois pontos do espacgo-tempo. A grandeza x* em dx*, dotada do indice y, indica as

coordenadas espaco-temporais - ou seja, diz respeito ndo somente ao espaco, mas tam-

1 A rigor, o intervalo espago-temporal é dado a partir da nocio de um-formas, como explicita Carroll, em

(CARROLL, 2004). Todavia, como tal conceito é elaborado a partir de um ferramental matemaético que foge
ao escopo do presente trabalho, adotamos o ponto de vista exposto por D’Inverno, em (D’INVERNO, 1992),
que se utiliza da no¢do mais intuitiva de intervalo espago-temporal como sendo uma combinacao de dis-
tancias infinitesimais.
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bém ao tempo. O indice u é tal que p € (0,1,2,3)?, e cada x* diz repeito a uma das co-
ordenadas. Por convencdo, adota-se a seguinte denominac¢do para as coordenadas de x*:

Ux?,x%) = (t,x,,2)3. O intervalo ds? aparece ao quadrado pois se trata de uma gene-

(x°,x
ralizacdo da relagdo de distancia tradicionalmente utilizada para espacos n-dimensionais, a

exemplo de um plano Euclideano bidimensional, como veremos no exemplo adiante.

Um exemplo bastante particular, no qual somente componentes espaciais sao con-
sideradas, é o de um espacgo cartesiano bidimensional, no qual a equacao (3.1) reduz-se ao
teorema de Pitdgoras. Isto €, considerando um plano cujos eixos sao definidos pelo par or-
denado (x, ), a distancia entre dois pontos, de coordenadas (x, y1) e (x2, y2), indicada por

z, € dada a partir da expressao

Z% = (X1 — x2)* + (y1 — 2)°. (1.3)

Considerando que a distancia entre os pontos € infinitesimal, podemos definir (x; —

x2)=dxe (y; — y2) = dy, chegando, assim, a expressao

dz? =dx*+dy?, (1.4)

que equivale ao Teorema de Pitdgoras e é um caso particular da equagdo (1.2). Neste caso
particular, a distancia espaco-temporal ds? é dada pela distancia dz entre os pontos do
plano cartesiano, enquanto o segundo membro da igualdade, dx? + dy?, equivale a porcdo

indicada por g, dx*dx" na equacao (1.2).

A métrica é, justamente, a responséavel por indicar como as distancias infinitesimais
dx e dy se relacionam e pode, a partir de uma inspecao da equacao (1.4), ser representada

pela matriz

(1o (15)
8uv = o 1] .
enquanto a equacao (1.4), em si, assume a seguinte forma matricial:
2 1 0)([dx
dz*=(dx dy) . (1.6)
0 1)\dy

Nesse contexto, pode-se dizer, heuristicamente, que a métrica, no que diz respeito
ao estabelecimento de distancias atua, com a equagdo (1.2), como uma generalizacdo da

relacdo na equacdo (1.4) para espacos curvos com maior nimero de dimensdes. Além disso,

2 pode assumir tais valores pois, na RG, trabalha-se com um espago com quatro dimensdes; caso o espaco

considerado tenha mais dimensdes, 1 pode assumir mais valores.

3 Considerando ¢ =1.
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como é o tensor métrico o responsavel por reger a relacdo entre as distancias infinitesimais,
a ele também cabe o papel de indicar como o espaco-tempo, em si, se comporta, uma vez
que, para espacos curvos (e com mais dimensoes), g, assume expressoes mais gerais que a

identidade, como no exemplo exposto.

Por outro lado, um caso particular de grande relevancia da métrica g, € a chamada
métrica de Minkowski, 17,,y, para a qual g,,, = 1. Trata-se da métrica que descreve o espaco
utilizado para o estudo de fendmenos fisicos no ambito da Relatividade Restrita - os quais
ndo levam em consideracdo efeitos gravitacionais. Neste espaco, denominado "Espaco de

Minkowski- dai a denominagdo de 77,y -, 0 elemento de linha ds* assume a forma

ds® = —c*dt* +dx* + dy* + dz°, (1.7)

implicando, consequentemente, a seguinte forma matricial para 7,,:

-1 0 00

My = 0 1 00 (1.8)
010
0 0 01

Trata-se de uma generalizacdo da métrica que descreve um espacgo Euclideano tri-
dimensional, cuja métrica é dada por uma matriz bidimensional 3 x 3 - a qual pode ser
encontrada de maneira andloga a forma como foi deduzida a métrica na equagao (1.5). A
informagao a mais contida em 7, € a adi¢do de uma componente correspondente a coor-
denada temporal, a qual aparece na métrica com sinal contrdrio a componentes ligadas as

coordenadas espaciais.

1.2 Tensores e Contracoes Tensoriais

Tensores sdo objetos matematicos que podem ser definidos, a principio, de duas ma-
neiras: a partir de suas propriedades de transformacao - o que equivale a dizer que tensores
sdo objetos que se transformam de uma maneira especifica - ou, ainda, a partir de como
atuam - situacdo na qual sdo definidos como mapas que levam de uma colecao de vetores e
de vetores duais ao espaco dos reais (CARROLL, 2004).

Heuristicamente, porém, tensores podem ser encarados como generalizacdes da no-
cao de tensor. Isto é, sdo, na prética, objetos utilizados para descrever grandezas fisicas que
requerem, de alguma maneira, mais graus de liberdade em sua descri¢do que aqueles cujos
vetores sdo capazes de fornecer. Nesse contexto, a série de indices que esses objetos mate-
maticos apresentam é, de certa forma, uma manifestacdao da capacidade que possuem em

representar grandezas fisicas com as caracteristicas citadas.
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Dessa forma, o processo de contracao ocorre quando, usando a convencao de soma
de Einstein, hd soma com respeito a um indice contravariante e um indice covariante. A
fim de ilustrar tal propriedade, podemos utilizar o exemplo exposto em (CARROLL, 2004):

uvp
T g

consideremos um tensor qualquer, v- Realizando a soma implicita no indice v (ou seja,

realizando a contracao), obtém-se um novo tensor, o qual podemos definir como

st =T1H"P . (1.9)

Em geral, obtém-se resultados diferentes (ou seja, tensores diferentes) ao serem fei-

tas contracoes entre pares distintos de indices,

T, # T .. (1.10)

Uma propriedade relevante a respeito de tensores é que este podem ser representa-
dos matricialmente - como vimos no exemplo a respeito do tensor métrico na se¢do anterior,
em que g, foi identificado como uma matriz 2 x 2. Um tensor com um tnico indice indica
uma matriz com uma dimensao, como uma matriz linha ou uma matriz coluna, a qual pode
ser identificada, por exemplo, com um vetor. Um tensor de dois indices (como o do exem-
plo), indica uma matriz de duas dimensodes; um vetor com n indices poderia ser associado,

por sua vez, a uma matriz com n dimensoes.

Nesse ambito, um conceito relativo a matrizes que surge com frequéncia na definicao
e aplicacao de certos tensores é o conceito de "traco". Este pode ser definido como o escalar
(ou seja, trata-se de um nimero) obtido com a soma dos elementos da diagonal principal de
uma matriz (BOVYKIN ISAAC L4ZARO, 2020).

1.3 Variedades

Do ponto de vista fisico, no contexto da RG, uma variedade pode ser considerada, a
grosso modo, um conjunto (ou uma colecdo) de pontos com propriedades de conectividade
bem definidas. Isto é, trata-se do arcabouco teérico utilizado por Einstein para descrever o
espaco-tempo, de forma que seja possivel considerar eventos (como aqueles descritos pela
Relatividade Restrita) que ocorram em diferentes pontos e conectd-los - ou associa-los - de
alguma maneira. A variedade é, assim, o objeto matemadtico capaz de estabelecer a noc¢ao
de como conectar uma regiao do espaco-tempo (onde ocorre um dado evento fisico) a outra

regido do espaco-tempo (onde demais eventos ocorrem) (HUGHES, 2020a).

Dessarte, variedades diferencidveis de dimensao n sdo espacos capazes de apresen-
tar uma geometria global curva - ou seja, espacos dotados de aspectos topolégicos mais
elaborados que os apresentados por espacos planos - mas que, localmente, em pequenas re-

gioes, comportam-se como um espaco plano de dimensao n, R". A variedade é construida,
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entdo, ao "juntarmos", de forma continua, cada uma dessas regioes locais?. Tal propriedade
encontra-se em acordo com o Principio da Equivaléncia de Einstein, segundo o qual as leis
da fisica descritas pela Relatividade Restrita sdo recuperadas quando em regioes suficiente-
mente pequenas do espago-tempo (CARROLL, 2004).

Além disso, para definir uma variedade de dimensao n, mesmo no escopo de uma
discussao com caréter heuristico, algumas condi¢des devem ser satisfeitas. Dentre elas, uma
das mais marcantes, no ambito deste trabalho, é a da dimensionalidade da variedade: cada
espaco plano, de caréter Euclidiano, em cada pequena regido da variedade, deve possuir di-
mensionalidade n. Na pratica, isso quer dizer que cada ponto de uma variedade deve possuir
o mesmo numero de dimensoes. Outra propriedade relevante diz respeito a diferenciabili-
dade da variedade: o fato de ser uma variedade diferencidvel indica, qualitativamente, que
em cada ponto da variedade as funcoes ali avaliadas possuem derivadas e que estas sdo con-

tinuas.

Como exemplos de variedades podem ser citados os espacos R”, como a linha (R!)
ou o plano (R?). Uma esfera n-dimensional, definida em um espaco R"*!, também é uma va-
riedade®, bem como transformacdes continuas - a exemplo de rotacdes em um espaco R’ -
e grupos de Lie também o sdo (CARROLL, 2004). Variedades sdo de grande importancia pois,
na RG, sao os objetos responsaveis por descrever o espago-tempo. Isto é, o espacgo fisico
é representado por uma variedade pseudo-Riemanniana 4-dimensional (SCHUTZ, 2009).
Consequentemente, torna-se um ente de grande relevancia em nossa discussao pois, no
contexto teleparalelo, esse papel é mantido - porém passa a ser parte de uma estrutura geo-
métrica mais elaborada, com a qual as particularidades de uma teoria de Gauge podem ser

descritas: a variedade passa a constituir a base de um fibrado.

1.4 Fibrados

Apesar de se mostrar um objeto matemaético bastante elaborado, a noc¢ao intuitiva
do que é um fibrado € razoavelmente direta quando se conhecem as variedades. Em linhas
gerais, um fibrado é uma variedade (denominada "base", ou mesmo "espaco base") a qual
associamos (anexamos), em cada ponto, outra variedade (denominada "fibra"). Dai 0o nome
"fibrado": trata-se de um espaco ao qual "colamos", em cada ponto, um outro espaco (a
"fibra").

Um exemplo de fibrado é aquele constituido por uma esfera (indicada por S?) e por

4 Para uma descricido mais formal dessas nocées, a discussio realizada em (CARROLL, 2004) pode ser consul-

tada. Para uma apresentagdo ainda mais detalhada da geometria diferencial, com a definicao de variedades
feita a partir de espacos topoldégicos, ver (ISHAM, 1999; SCHULLER, 2015; ALDROVANDI; PEREIRA, 2016;
NAKAHARA, 2003).

Apesar de uma variedade ser um objeto cuja existéncia independe de quaisquer outros espacos; nao é ne-
cessdrio, por exemplo, que uma variedade esteja imersa em algum espaco Euclidiano de dimensao superior.
Ver discussdo apresentada em (CARROLL, 2004) para maiores detalhes.



18 Capitulo 1. Alguns Conceitos Fundamentais

todos os planos (isto é, espacos do tipo R?) tangentes a ela. Outro exemplo seria o de uma
esfera, S2, e todas as retas, R?, perpendiculares a ela. Nesse sentido, fibrados vetoriais sdao
aqueles cujas fibras sdo espacgos vetoriais - um exemplo proeminente é o do fibrado dos
espacos tangentes. Fibrados de sistemas lineares, por sua vez, sdo aqueles cujas fibras sao

espacos lineares.

Todavia, os espacos base e as fibras ndo sao, por si s0, suficientes para determinar
completamente um fibrado - é necessario, ainda, definir como eles estao fixados (colados)
um ao outro. Tal especificacao € realizada pelo chamado "mapa de projecdo". Dizer como a
base e as fibras estdo anexadas é importante pois, com 0os mesmos dois espagos, é possivel
construir diferentes fibrados dependendo da forma como estdo associados. Usando o cir-
culo, S}, e retas, R?, por exemplo, poderiamos construir tanto um cilindro, quanto uma fita
de Mobius.

Além disso, outra distincao a qual devemos atentar-nos é aquela relativa a classifica-
cao das fibras utilizadas. Usualmente, uma fibra é uma c6pia de um dado espaco em cada
ponto da base. No caso do fibrado dos espacos tangentes, por exemplo, quando as fibras sdo
espacos tangentes, estas sdo copias de algum espago R” (a dimensdo n do espaco tangente
em questdo depende da dimensdo do espaco base). Esse espaco abstrato, do qual cada fibra
é uma cépia, é denominado "fibra tipica". E possivel definir um objeto matemético no qual
as fibras ndo sao necessariamente as mesmas em cada ponto da base, contudo nos concen-
traremos nas fibras tipicas pois estas sdo as utilizadas na descricao geométrica de teorias
como o TEGR.

1.5 Tetradas

No Equivalente Teleparalelo a Relatividade Geral, utiliza-se como arcabouco geomé-
trico um fibrado. O espaco base desse fibrado é uma variedade 4-dimensional de cardter
Riemanniano, responsavel por representar o espaco-tempo - isto é, o espaco fisico no qual
ocorrem os fendmenos gravitacionais (bem como, naturalmente, os demais fendmenos fisi-
cos). Denomina-se a base desse fibrado, entao, "espaco externo"ou "espaco fisico"; em sua
descricao, sdo usados indices gregos, da forma {u,v,p = 0,1,2,3}, os quais sdo chamados
"indices externos"(ALDROVANDI; PEREIRA, 2012).

A cada um dos pontos do espago externo, associa-se um espaco tangente, o qual
corresponde as fibras no ambito do arcabouc¢o geométrico do fibrado, denominado "espaco
interno". Em sua descricao, sdo utilizados indices latinos, da forma {i,j,k = 0,1,2,3 }, os quais

recebem o nome de "indices internos"ou, ainda, de "indices algébricos".

Nesse contexto, assume papel fundamental objetos denominados "tetradas", a res-
peito dos quais discorremos brevemente na Secao I11. As tetradas, indicadas por h“u, in-

dicam um campo - denominado "campo de tetradas - o qual pode ser interpretado como
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um sistema de referéncia anexado a algum observador no espago-tempo. Isto é, tetradas
sdo conjuntos de vetores, munidos de propriedades de ortonormalidade, que descrevem o
movimento de algum observador movendo-se ao longo de dada linha de mundo no espaco-
tempo; a partir de suas componentes, é possivel obter informacdes a respeito da velocidade
e da aceleracdo de sistemas de referéncia (SPANIOL, 2011b) (D’'INVERNO, 1992).

O papel de tais objetos na construcao geométrica do Teleparalelismo, porém, vai
além de sua interpretacdo como sistema de referéncia, pois a partir das tetradas induz-se,

no espaco, uma métrica g,,,, por intermédio de uma rela¢dao dada pela expressao

v =Naph®,h’,. (1.11)

A métrica é um objeto de suma importancia para a RG de Einstein pois é ela a respon-
savel nao somente por definir a nocao de distancia no espaco-tempo, como também por de-
terminar qual geometria este assume. Assim, ao induzir uma métrica, as tetradas sao as res-
ponsaveis por relacionar os espacos externo e interno, conforme indica a equacao ((1.11)).
Isto é, na medida em que possuem indices internos e externos, € possivel contrai-los com
a métrica de Minkowski 1,p, relativa ao espago tangente (interno), e obter a métrica Rie-
manniana gy, relativa ao espaco fisico (externo) - situacdo descrita pela equagao ((1.11)).
O inverso dessa mesma equacao descreve a situacao contraria: é possivel contrair tetradas

com a métrica g, e obter a métrica de Minkowski.

Dessarte, h“,, € capaz de projetar um vetor U* do espago-tempo no espaco tangente,

U® = h“uU“, (1.12)

enquanto sua inversa, h,', é capaz de trazer vetores U* do espaco tangente ao espaco-

tempo,

Ut =ntue, (1.13)

conforme indicado em (SPANIOL, 2011b).

Tetradas sao importantes pois, enquanto na RG, é a métrica g,w6 o ente fundamental
para a descricdo da interacdo gravitacional, no Teleparalelismo sdo as tetradas os objetos

responsdveis por assumir esse papel.

6 QOu as conexdes de Levi-Civita. Ver (CARROLL, 2004) para uma discussdo a respeito do papel da métrica e

das conexdes como objetos fundamentais da descri¢do da gravitacao.
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1.6 Teoria de Grupos

Conforme abordado em (SCHWICHTENBERG, 2018), um grupo (G, o) €é um conjunto
G, munido de uma dada operacao o, que obedece a certos axiomas. Estes sdo: (1) a operacao
o é “fechada"em G, entdo Vg, 82 € G, g1 0 &2 € G; (2) existe um elemento identidade e € G tal
que, se g € G, entdo goe = eog = g; (3) para cada elemento g € G existe um elemento g~ ! de
forma que gog™! = g7' o g = e; (4) vale a associatividade entre os elementos do grupo com

respeito a operacao o.

Levando em conta essas defini¢oes, a fim de exprimir o significado e o funciona-
mento de um “gerador", seguiremos prosseguimento andlogo ao desenvolvido em (SHAN-
KAR, 1994).

Considerando um dado grupo G, uma transformacdo T pertencente a G e que seja
préxima da identidade I pode ser escrita na forma

TE)=I+¢]. (1.14)

€ é algum parametro infinitesimal, enquanto J é o gerador. Podemos dizer que T'(¢) é
uma transformacao infinitesimal pois a transformacao através dele obtida recai na acao do
parametro ¢, reforcando o aspecto de que se trata de uma transformacao préxima a trans-
formacao identidade.

Aplicando T (€) sucessivas vezes, obtém-se uma transformacao finita g(¢), da forma

gle)=U+enk,

com k o numero de aplica¢oes da transformacao T (¢) feitas.

Considerando algum N € R, N >> 1, podemos escrever T(¢), de forma alternativa,
como uma expressao T'(0), dada por T(@) =1+ % J; sdo transformacoes infinitesimais aque-
las para as quais N — oo, caso em que o termo /N comporta-se como um parametro infi-
nitesimal (anédlogo a €). 0 é um novo parametro em func¢do do qual serdo escritas as trans-

formacoes finitas provenientes de sucessivas aplicacdes das transformacgdes infinitesimais.

Considerando portanto N aplica¢oes e tomando o limite de N — co, obtemos as se-

guintes igualdades:

9 N
I+N]) = e, (1.15)

80)= Jim,

Dai o nome "gerador": J "gera"as transformacoes finitas na medida em que, quando
colocado na exponencial juntamente com o parametro 6, recupera como resultado uma

dada transformacao.
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No escopo do Teleparalelismo, é de grande importancia o gerador do grupo das trans-
lacoes, o qual é dado por J =P, = #. Podemos verificar essa equivaléncia da seguinte ma-
neira: consideremos uma transformacao de translagdo g(«) cuja acao em v (x, £), na coorde-
nada particular x“ = x, fornece g(a)y(x, ) = yw(x+a, t). Isto é, a aplicacdo da transformacao
desloca a fun¢do por um parametro espacial a. Como g(a) = e“a%, usando expansao em

série de poténcias temos

0l 2 62
e axw(x,t): 1+aa+?@+... 'l//(x, t) (1].6)

Realizando expansao em série de poténcias de v (x + a, ), vemos que

2 2
oy (x, t)a+ 0°y(x, t)a_ N

vx+a)=yw(xt)+

ox ox? 2
= 1+ai+a—26—2+ (x,1) Y
B ox 2022 VR

Como a equacao (1.16) coincide com a equagdo (1.17), vemos que de fato e“aix v(x, 1) =

¥ (x + a) e que, consequentemente, o gerador para o grupo das translacoes é P,,.

1.7 Teorias de Calibre

A fim de de entender o que sao Teorias de Calibre, precisamos primeiramente com-
preender o que sdo Transformacdes de Gauge (ou de calibre). Estas sdo transformacoes de
campo - isto é, transformagdes que atuam em campos, modificando-os - e sdo caracteriza-
das pela propriedade de que os parametros da transformacao dependem arbitrariamente do
ponto no espaco-tempo no qual elas sao realizadas (RUBAKOV, 2002).

Esse tipo de transformacao distingue-se das chamadas transformacdes globais, que
sao definidas como aquelas para as quais o parametro é invariante. Isto é, podemos con-
siderar, por exemplo, uma dada transformacdo para algum ponto x no espago tangente a

variedade que representa o espago-tempo, que depende de algum parametro €, dada por

x—x =x+e. (1.18)

No que diz respeito a € ndo importa se a transformacao foi tomada em algum ponto x; ou
em outro ponto X, com Xxj # X2, pois € permanece o mesmo (no caso de uma transformacao
global). Entdo para todos os pontos onde é tomada a varia¢do, no caso das transformacoes

globais, vale que

E(x1) =€(x2) =...=¢. (1.19)
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Aqui é importante perceber que o que permanece constante é o parametro da trans-
formacao, e ndo o valor do campo que atua em cada ponto do espaco. Por exemplo, suponha
um campo ¥ = ¥ (x*) definido em alguma regiao do espaco-tempo. Caso sofra uma transfor-
macao global, quando avaliado no ponto x;, esse campo serd levado em algum correspon-
dente ' (xy), isto é, w(x;) — ¥'(x1). Para 0 mesmo campo, avaliado em algum ponto x;, te-
riamos: ¥ (x2) — ¥’ (x2). O que gostariamos de ressaltar é que, em geral, ndo necessariamente
¥'(x1) e ¥'(x2) sdo iguais. O que permanece constante € o parimetro da transformagao que

levou ¢ em v’ em cada caso.

J& para uma transformacao de calibre, o valor do parametro depende de cada ponto

no espago. Ou seja, vale que

e=¢e(xh). (1.20)

Nessa perspectiva, invariancia por transformacoes de Gauge (ou simplesmente inva-
ridncia de Gauge, ou mesmo simetria de Gauge) é a propriedade de que as grandezas obser-
vaveis referentes a um dado campo permanecem inalteradas quando os campos correspon-
dentes sofrem transformacoes de Gauge - isto é, diferentes configuracoes de campo geram
os mesmos observaveis (CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011). Mas o que isso quer dizer?

Nesse tipo de teoria, os campos ndo sdo em si observaveis; o que se observa sao as
grandezas fisicas a eles correspondentes. A invariancia de Gauge ocorre quando hd mudanca
na configuracdo de campos, porém a grandeza observavel é mantida a mesma. Mais especi-
ficamente, ndo somente as grandezas fisicas, mas também as a¢Ges, lagrangianas e equacoes
de movimento mantém-se inalteradas no caso de uma simetria de Gauge (RUBAKOV, 2002).
Uma teoria com a propriedade de ser invariante por transformacoes de Gauge é chamada
de Teoria de Gauge.

1.8 O Eletromagnetismo como Exemplo de Teoria de Calibre e o

Tensor Intensidade de Campo Eletromagnético

Frequentemente, na literatura da érea, o Eletromagnetismo é citado como sendo o
caso mais simples de uma teoria de Calibre (a exemplo de (RUBAKOV, 2002)). Dessa forma,
podemos uséd-lo como exemplo a fim de ilustrar os conceitos expostos até entdo. Para tal,

recorremos a expressao do tensor de campo eletromagnético, dado por (GRIFFITHS, 2013)

v Iz
_oA” oA =0,A" -0, A" (1.21)

FHY =
0x, 0xy

Mas o que significa cada uma das grandezas expostas na equacao (1.21)? Para melhor

compreendé-las, é de grande utilidade a discussdo realizada em (GRIFFITHS, 2013). Dessa
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forma, no que diz respeito a formulacdo tensorial do Eletromagnetismo, seguimos nossa
exposicao considerando a referéncia indicada: F*V é o tensor de campo (ou intensidade de

campo) eletromagnético, enquanto A é o potencial 4-vetorial.

2

Em linhas gerais, F*¥ é uma generalizacdao dos campos elétrico e magnético E e B.
Isto €, os campos E e B manifestam-se como casos particulares de F*V. Este tensor pode ser
expresso como uma matriz, e pares especificos de indices selecionam elementos especificos

dessa matriz, conforme indicado pela expressdo (1.22):

0 Edc Eylc Elc|
“|-BEyc =B, 0 B, |’ '

em que By, By e B, sdo componentes do campo magnético B, Ey, Ey e E; sdo componentes
do campo elétrico E e ¢ é a velocidade da luz. Ou seja, os campos elétrico e magnético sdo

combinados em um tnico objeto, o tensor intensidade de campo F*".

Analogamente, A# é uma generaliza¢ao do potencial elétrico V' e do potencial vetor
A, em termos do qual F*¥ é escrito. Os campos elétrico e magnético podem ser expressos em

funcao do potencial V e do potencial vetor A da seguinte maneira:

E—VV—O—A (1.23)
a ot’ '
B=V xA. (1.24)

Assim, ao generalizar as expressoes de E e B, faz sentido generalizar também o po-

tencial em funcao do qual eles sdo escritos. O potencial 4-vetorial é dado por

At =(Vie, Ay, Ay, Ap). (1.25)

Uma vez compreendida a equacdo (1.21), podemos entdo discutir uma das facetas
das simetrias de Calibre inerentes ao Eletromagnetismo. Segundo Rubakov’, tanto F*', a
acdo e a lagrangiana® a ele associadas, quanto as equacgdes de campo e a energia do sistema

sdo invariantes por transformagoées do tipo

AF(x) — A (x) = AF(x) +0,e(0), (1.26)

” Ver (RUBAKOV, 2002).

A expressao para uma lagrangiana na presenca de um campo eletromagnético é abordada por Aldrovandi e
Pereira em (ALDROVANDI; PEREIRA, 2016) e, em contextos mais gerais - para qualquer campo de Gauge -,
por Andrade e Pereira em (ANDRADE; PEREIRA, 1997a).
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com &(x) uma funcdo arbitrdria (o parametro) que depende dos pontos do espago-tempo.
Podemos verificar essa propriedade para o caso do tensor intensidade de campo. Substi-

tuindo a equacao (1.26) na equacao (1.21), temos que

F*Y — F'™ = 9,(AY +0ye) — 0, (AF +0,€)
= a'uAV _avalJ
= Fy. (1.27)

Ou seja, como a transformacdo realizada na equacao (1.26) é uma transformacao
de Gauge, a invariancia da equacao (1.27) sob esse tipo de transformac¢do é um dos pontos
que caracteriza o Eletromagnetismo como uma teoria de Gauge (ou de Calibre). Neste caso,
o "campo nao observavel"é o potencial 4-vetorial A#, enquanto os observéaveis fisicos sao
0s campos elétrico e magnético. A alteragao de A, feita na equagao (1.26), ndo afetou os
observaveis fisicos, segundo a equacao (1.27), o que corresponde a rearranjar "0s campos

ndo observaveis"mantendo as grandezas fisicas invariantes.

Apesar disso, vale dizer que, do ponto de vista quantico, percebe-se um cendrio dis-
tinto, no qual o fendbmeno fisico observado depende do potencial eletromagnético. Trata-se
do efeito Aharonov-Bohm, no qual uma particula carregada é afetada pelo potencial mesmo
que em uma regido do espac¢o na qual os campos E e B sejam nulos, devido a fase de Ay,
a qual é mensuravel (e cujos efeitos sdo perceptiveis a nivel quantico) (ALDROVANDI; PE-
REIRA, 2012).
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2 Metodologia

O processo metodoldgico adotado na construcao do presente trabalho consistiu em
uma revisao bibliografica da literatura constante na érea, ao longo da qual foram investiga-
dos formalismos voltados ao estabelecimento de analogias entre gravitacdo e eletromagne-
tismo - ou nos quais vislumbramos potencial para tal. Mais especificamente, foram estuda-

das a teoria gravitoeletromagnética e a eletrodinamica nao linear.

No ambito do gravitoeletromagnetismo, investigou-se sua constru¢ao tanto no con-
texto da Relatividade Geral, materializada na anélise de duas possiveis abordagens - a linea-
rizacdo das equacoes de Einstein e a utilizacdao de analogias com o tensor de Weyl -, quanto
no contexto teleparalelo. Ao longo desse processo, a principal fonte utilizada para consulta
foi (SPANIOL, 2011a), com a qual foi possivel estabelecer no¢des gerais a respeito da prescri-
¢do seguida na elaboracao de cada teoria; posteriormente, materiais complementares foram

utilizados. A investigacao, nesse estdgio da pesquisa, constituiu-se das seguintes etapas:

* Investigacdo do gravitoeletromagnetismo via aproximacao linear;
- Estudo do processo de linearizacao das equagoes de Einstein por intermédio do
limite de campo fraco;

- Obtencao de solucdes para as equacdes de Einstein linearizadas anédlogas as equa-

¢Oes para os potenciais eletromagnéticos V e A;
- Identificacdo dos potenciais gravitoelétrico e gravitomagnético em termos da per-
turbagdo na métrica.
* Investigacdo do gravitoeletromagnetismo via tensor de Weyl;
- Estabelecimento de uma correspondéncia entre o tensor de Weyl e o tensor in-
tensidade de campo eletromagnético, Fy,y;
- Definicdo dos campos gravitoelétrico e gravitomagnético como componentes do
tensor de Weyl.
* Investigacdo do gravitoeletromagnetismo no contexto teleparalelo;
- Estabelecimento de uma correspondéncia entre o superpotencial S " eotensor
intensidade de campo eletromagnético, F,y;

— Definicao dos campos gravitoelétrico e gravitomagnético como componentes de
S v,
Sa
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- Obtencao do par ndo homogéneo das equacdes de campo gravitoelétromagnéti-
cas, em analogia a Lei de Faraday e a Lei de Ampere-Maxwell, a partir da expres-

sdo das equacoes de campo teleparalelas;

— Obtencao do par homogéneo das equacoes de campo gravitoeletromgnéticas,
em analogia a Lei de Gauss e a divergéncia do campo magnético, a partir da iden-

tidade de Bianchi teleparalela.

Jano escopo da eletrodindmica ndo linear, a revisao bibliogréfica proporcionou con-
tato com variadas tentativas de generalizar a lagrangiana eletromagnética. A revisdo de tais
trabalhos deu-se por intermédio da leitura desses artigos e identificacdao de quais tratavam
de abordagens semelhantes; assim, foi possivel entender os objetivos de cada modelo, suas
propriedades e seu campo de atuacao. Mais especificamente, foram seguidas as seguintes
etapas:

* Identificacdo dos artigos cujo desenvolvimento fornece expressoes explicitas para os

campos gravitoelétrico e gravitomagnético;
- Selecdo de lagrangianas generalizadas, £, que mantém o principio da corres-
pondéncia;

— Aplicacao dessas lagrangianas as equacoes de Euler-Lagrange para obtencao de

equacoes de campo generalizadas em sua forma tensorial;

- Determinacdo dos campos D e H ndo lineares, a partir de £, em analogia com o

eletromagnetismo;

- Determinacdo da permissividade elétrica, €, e permeabilidade magnética, u, apre-

sentadas pelo vacuo descrito por esses modelos;
- Determinacao das equacdes eletromagnéticas nao lineares em analogia com as
equacgoes de Maxwell.

* Identificacdo de artigos cuja aplicacdo volta-se a Cosmologia;

- Proposicdo de uma lagrangiana generalizada Z;
— Cdlculo de ©,y, a partir de Z;

— Observagao das implica¢des do O, calculado na obtengdo de grandezas relevan-

tes para o modelo.

O ponto até o qual se deu o aprofundamento de cada um desses topicos é, por sua

vez, discutido ao longo do texto.

O processo descrito até entdo foi conduzido sob constante supervisao da orienta-

dora, concretizada em encontros - virtuais ou presenciais - nos quais foi possivel discutir os
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caminhos a serem seguidos durante o processo de estudo. Além disso, a colaboracdo entre
docente e discente permitiram a discussao, elaboracao e producdao de material, na drea da
Relatividade Geral, que foi além do material previamente publicado e utilizado na constru-

¢ao deste texto.

Mais especificamente, houve a possibilidade, concomitantemente ao processo de
pesquisa para a elaboracdo deste trabalho, de participacdo em colabora¢do que resultou
na publicacao de dois artigos na drea de ensino de fisica (SANTOS et al., 2022; SCHINZEL
et al., 2022), bem como dois capitulos publicados em livro editado pela Editora Livraria da
Fisica (FERREIRA et al., 2022). Estes mostraram-se intimamente ligados ao tema proposto
neste trabalho na medida em que, ao abordar o tratamento e ensino de Relatividade Geral
no nivel basico, propiciaram reflexdes a respeito de possiveis maneiras de levar tais conheci-
mentos para diferentes publicos. Certas secoes do capitulo 1, por exemplo, foram elaboradas

com base na producdes citadas.

Outra atividade relevante para o desenvolvimento do presente trabalho,cuja realiza-
¢ao foi possivel ao longo do semestre, tratou-se da participacdo no 28° Congresso de Ini-
ciacao Cientifica da UnB e 19° Congresso de Iniciacdo Cientifica do DE com apresentacgdo
de trabalho na forma de poster. Este foi desenvolvido no ambito do Programa de Iniciacao
Cientifica 2021-2022 da Universidade de Brasilia (UnB), e constituiu uma das atividades pro-
postas do edital ProIC/DPG/UnB - PIBIC/PIBIC-AF (2021/2022). O tema do referido trabalho
girou em torno, justamente, de teorias gravitomagnéticas e da proposta do uso da eletrodi-
namica ndo linear como possivel caminho para aproximar gravitacao e eletromagnetismo -

um preambulo das discussoes aqui dispostas, de forma ampliada.

Também houve a oportunidade de participar, ao longo do semestre 2022/2, da dis-
ciplina Teoria dos Grupos Aplicada a Fisica, ofertada sob o cédigo IFD0132. A participagao
nessa disciplina mostrou-se ttil pois foi possivel aprofundar o conhecimento a respeito da
Teoria de Grupos, a qual constitui-se como ferramental de grande importancia para a com-
preensdo de teorias de calibre, como o Teleparalelismo. Foi possivel, por exemplo, refinar
a compreensao do papel e do comportamento dos geradores e das representacdes de dado

grupo, bem como dos diferentes grupos de interesse na Fisica.
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3 A Relatividade Geral como uma Teoria para

a Gravitacao

A teoria da Relatividade Geral (RG), proposta por Albert Einstein, descreve a inte-
racdo gravitacional utilizando-se de um arcabouco geométrico. Nesse formalismo, a gravi-
dade é encarada como uma consequéncia da curvatura espago-temporal, estabelecendo-se,
assim, uma relagdo entre a massa que o ocupa e a geometria adotada (SCHUTZ, 2009). Con-
siderando, nesse ambito, o arcabougco matematico utilizado em tal descricdo, dize-se que
o espaco-tempo é modelado como uma variedade 4-dimensional diferencidvel, de cardter
Riemanniano, e que a trajetdria de particulas em queda-livre (sob a livre acdo do campo

gravitacional) relaciona-se com geodésicas (CARROLL, 2004).

Nesse contexto, o objeto fundamental utilizado para a descricdao da gravidade é o
tensor métrico (ou, simplesmente, "métrica"), g,v, a qual pode ser definida pela expressao
(D’INVERNO, 1992)

ds® = gudxtdx". (3.1

ds? é o chamado "elemento de linha"e indica a distancia de intervalos espaco-tempo-
rais. Os indices i e v, bem como os demais indices gregos utilizados neste texto, sdo tais
que u,v € {0,1,2,3} e indicam, por sua vez, cada uma das coordenadas do espago-tempo 4-
dimensional. Assim, heuristicamente, pode-se dizer que dx* e dx" representam intervalos
infinitesimais os quais, relacionados de acordo com a métrica gy, definem um dado in-
tervalo espaco-temporal ds? (D'INVERNO, 1992). A equacdo (3.1) evidencia, assim, como a
meétrica é o objeto responsavel pelo estabelecimento da no¢do de distancia no espago-tempo

- ou, mais especificamente, na variedade utilizada em sua representacao.

Uma vez estabelecido o significado de g, € possivel, entdo, construir uma série de
objetos matematicos responsaveis pela estruturacao do formalismo da RG proposto por
Einstein. Dentre eles, um de grande destaque, também pela recorréncia na sua utilizagao
para definicao de demais objetos mais elaborados, como veremos adiante, é a conexao de
Levi-Civita, dada por (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012; D’'INVERNO, 1992)

0 1
Iy = Eg‘”’ (0u8pv +0v&ou — 0p&uv). 3.2)

LA rigor, os elementos dx* e dx” estao ligados a no¢do de formas diferenciais, conforme ressalta Carroll em

(CARROLL, 2004); a descricao proposta por D’Inverno, porém, fornece uma ferramenta diddtica ttil para
uma visualiza¢io concreta do significado do intervalo ds?.
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Tais conexdes, no arcabouco da RG, sdo os objetos sobre os quais recai a manifesta-
¢do da curvatura espago-temporal, e sua introducao pode ser feita, na teoria, por intermédio
da definicao de derivadas covariantes as quais, quando atuando em um dado campo vetorial
contravariante V¥ = {V?, V!, V2, V3}, assumem a forma (CARROLL, 2004; D’INVERNO, 1992)

V. VY =0,V +1, V7. (3.3)

Denotada por V, como indicado na equagao (3.3), a derivada covariante é uma ge-
neralizagado da operagao de derivacdo ordindria, d,, utilizada até entdao em espagos de cara-
ter ndo curvo. Nesse ambito, atua como um fator de correcdo para esta ultima, mantendo
a covariancia de transformacoes realizadas em espacos curvos. Dai se estabelece, também,
outro importante papel cumprido pela métrica (equacao (3.1)): uma vez que a conexao de
Levi-Civita € dada em termos desta (equacao (3.2)), é a métrica também a responsével nao
somente por estabelecer a no¢ao de distancia, mas também por descrever o comportamento

do espaco-tempo em si.

Com as conexodes pode-se, entdo, definir o chamado tensor de Curvatura - também
chamado tensor de Riemann -, o qual surge a partir da aplicacao do comutador da derivada

covariante a um vetor V¥, de acordo com a expressao

Vi, VAIIVP = RP 5, VO, (3.4)
segundo a qual define-se

Partindo de RP Auv» define-se o chamado "Tensor de Ricci", caso particular no qual
}?PUW = ﬁpam,; isto €,

uma contracao de éuv com a métrica gt¥, por sua vez, resulta no chamado escalar de Ricci,
R:

R=g" Ryy. 3.7)

Outra grandeza relacionada ao tensor de Curvatura com grande importancia para
a tentativa de construcao de um formalismo gravitomagnético, conforme veremos posteri-
ormente, é o chamado “tensor de Weyl”, Copgw, descrito pela formula (D’INVERNO, 1992;
CARROLL, 2004)
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0 o 1 o o o o
Cpouv :Rpauv + m(gpvRuU + gUuRvp - gp,uRVJ - gavR/Jp)

+ m(gppgm - gpvg;w)R, n=3, (3.8)

de forma que, para n =4 (isto é, para quatro dimensdes, como no caso da RG), tem-se

0 o 1 o o o o
Coopv =Rpopv + E(gpvRuU + 8ouRvp — 8puBRvo — 8ovRyp)

1 o
+ g(gpugw — 8pv8uc) R (3.9)

O tensor de Weyl possui traco nulo, de forma que quaisquer contragoes de pares de
indices sdo nulas. Pode ser encarado, entao, como o tensor de Riemann com todas as con-
tracoes possiveis removidas (CARROLL, 2004) - ou, de maneira equivalente, como a parte
do tensor de Riemann para a qual todas as contragdes sao nulas (D’'INVERNO, 1992; FILHO,
2021). A informacao a respeito dos tracos do tensor de Riemann, por sua vez, ja esta contida

no tensor e no escalar de Ricci.

Nesse contexto, tais objetos permitem-nos a construg¢ao do tensor de Einstein, Gy,

o qual é escrito, justamente, em termos de Ry, R e g"", segundo a expressio?

o o 1 o
este possui grande importancia devido a sua intima relagdo com as equacoes de campo da

RG, pois a expressdo da parte geométrica destas é dada, justamente, por Gouv.

Assim, em geral, as equacoes de campo de Einstein sdo escritas como

o 1.,
R*Y — ERg“V =—0", (3.11)
formulacao na qual a geometria do espaco-tempo (membro esquerdo da equagdo (3.11)) é
relacionada a massa/energia que o ocupa (membro direito da equacao (3.11)). Tal relagdo é
evidenciada com a igualdade entre o tensor de Einstein e o tensor ®"", denominado "tensor
energia-momento"”, conforme se percebe na expressao geral das equagoes de campo. O*" é,

justamente, o termo referente a massa (fonte) geradora do campo®.

2 A equacio (3.10) encontra-se na forma covariante; esta também pode ser escrita, apesar disso, na forma

contravariante.

Uma discussao mais detalhada a respeito da construcao e das propriedades dos objetos matemaéticos aqui
expostos, como as conexdes e o tensor de Riemann, bem como das equagdes de campo de Einstein em
si, podem ser encontradas em (SCHUTZ, 2009; D’'INVERNO, 1992; CARROLL, 2004; LANDAU; LIFSHITZ,
1980). Discussdes pormenorizadas a respeito de topologia e geometria diferencial, por sua vez, encontram-
se em (ISHAM, 1999; SCHULLER, 2015; ALDROVANDI; PEREIRA, 2016; NAKAHARA, 2003).
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Tais equacdes indicam como o espacgo-tempo se comporta geometricamente quando
sob a presenca de alguma deformacao - isto é, quando hd a presenca de massa-energia (essa
identificacao entre as grandezas “massa’ e “energia” é, por sua vez, retomada do arcabouco
da Relatividade Especial). O membro esquerdo da equagdo (3.11) refere-se a geometria do
espago-tempo - evidenciada, por exemplo, pela métrica gy -, enquanto seu membro direito
refere-se a massa-energia que ocupa certo ponto no espago-tempo. A equacao (3.11) relaci-
ona a geometria espaco-temporal a massa que o ocupa, salientando como cada uma dessas

grandezas interage entre si.

As equacoes de campo de Einstein (equacao (3.11)) podem ser interpretadas, tam-
bém, como equacdes de movimento. Dessa forma, de maneira semelhante ao que ocorre na
Mecanica Cldssica, essas equacdes podem ser obtidas a partir de uma lagrangiana - isto €,
por intermédio de sua aplicacao as equagoes de Euler-Lagrange (ver (GOLDSTEIN; POOLE;
SAFKO, 2001)); no ambito da RG, tal lagrangiana sera dada por L = [.+ Lg. Ls é a Lagrangi-
ana referente a matéria (isto é, a fonte), geradora do campo, e é responsével por englobar, na
descricao dos fendmenos gravitacionais, quaisquer outros campos provenientes de demais

interacoes.

L, por sua vez, denomina-se "lagrangiana de Einstein-Hilbert", e é da forma

4

B 167G

o

v—8R. (3.12)

L=
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4 O Equivalente Teleparalelo como uma Te-

oria de Gauge para a Gravitacao

Uma maneira alternativa de descrever a interacao gravitacional é por intermédio do
Equivalente Teleparalelo a RG, o qual reestrutura o formalismo proposto por Einstein como
uma teoria de calibre (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012). Nesta secdo apresentaremos, em li-
nha gerais, os objetos utilizados na construcdo desse formalismo alternativo, bem como a
relacdo entre as equacoes de campo dele provenientes e aquelas encontradas no escopo da
RG.

4.1 Construcao, Definicoes e Objetos Fundamentais

Como arcaboug¢o matemaético para descri¢ao do espaco-tempo, a teoria teleparalela
utiliza-se de um fibrado, bem como dos conceitos de espaco interno e externo (ALDRO-
VANDI; PEREIRA, 2012). O espaco-tempo - neste contexto, chamado “espaco externo” -, é
considerado como a base de um fibrado; ou seja, é representado por uma variedade (AL-
DROVANDI; PEREIRA, 2016) a qual, neste caso, possui cardter riemanniano. Em cada ponto
da base sdo fixados espacos tangentes - chamados “espacos interno” - que correspondem
as fibras da configuracao. Isto é, a cada ponto no espaco externo corresponde um ponto no

espaco interno (a fibra).

Os objetos responséveis por relacionar tais espagos sao as tetradas, h", h*,, que, a
principio, podem ser consideradas como sistemas de coordenadas (campos vetoriais) ine-
rentes a particula que percorre dada trajetéria no espaco-tempo. Na alcada do ferramental
geométrico descrito elas podem, por sua vez, ser introduzidas por intermédio de sua atuagao

na métrica de Minkowski, n,5:

8uv :nabhaphbv- 4.1)

A equacdo (4.1) relaciona a métrica 14p, a qual descreve o espaco de Minkowski (de
cardter plano), e uma métrica g,, qualquer (de carater mais geral, podendo representar es-
pacos curvos). Dessarte, na medida em que a aplicacao das tetradas em 7,4}, - neste contexto,
a métrica dos espacos tangentes a cada ponto da base do fibrado - resulta na métrica que
descreve a base em si - uma variedade de caréter riemanniano, que pode possuir curvatura
- € estabelecida, concretamente, a relacdo entre espacos interno e externo anteriormente

descrita.
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O papel desempenhado pelas tetradas em relacionar espaco interno e espaco ex-
terno, porém, vai além da atuacao na direcdo indicada pela equacao (4.1), na qual aplicacoes
na métrica do espaco interno levam a métrica do espaco externo. Como possuem tanto indi-
cesdaforma{a,b,c,...=0,1,2,3} (os quais indicam grandezas no espaco interno e, portanto,
sdo denominados “indices internos / algébricos”) e da forma {u,v,p =0, 1,2, 3} (os quais in-
dicam grandezas no espaco externo e, analogamente, denominam-se “indices externos”), é
possivel contrai-las com uma dada métrica - seja ela correspondente ao espaco interno, seja
ela correspondente ao espaco externo - e obter a métrica correspondente no outro espago,
bastando considerar a relacdo inversa da equacao (4.1) e que h?,h,” = §;, h* ht = 67,
Ou seja, da mesma forma que é possivel manipular indices tensoriais internos utilizando a

métrica 145, também € possivel fazé-lo com indices tensoriais externos usando gy

Dessa maneira, uma vez definido o campo de tetradas, tem-se que o Teleparalelismo
corresponde a uma teoria de Gauge' para o grupo das translacées (ALDROVANDI; PEREIRA,
2012). A referéncia explicita ao grupo das translagdes indica que, na gravitacdo telepara-
lela, uma transformacao de Gauge corresponde a uma translacdo na fibra - ou, equivalente-
mente, no espaco tangente ao ponto x* da base - em que é feita a adicdo de um parametro

€ = e(x"), expressa por

X4=x%+e% 4.2)
~ . . . . ~ 2
os geradores das translacoes infinitesimais, por sua vez, serdao

0

Pa=51a

=04, (4.3)

enquanto, devido ao carater das transformacgoes de calibre, transformacodes infinitesimais,

em si, podem ser expressas por

65x% = el pPpx®. 4.4)

Todavia, se for considerada, ao invés de uma variacao infinitesimal nas coordenadas,
uma transformacao de alguma fonte v (x%(x*)) geradora do campo, tem-se que sua derivada
ordindria nao é covariante; isso ocorre pois o parametro € nao é constante, o que implica o

surgimento de um termo adicional quando computamos a varia¢do de 0,y

O0uy) =€%0,0uy) + (0ue0a1y. (4.5)

Uma discussao a respeito do que sao teorias de Calibre/Gauge pode ser encontrada em (RUBAKQV, 2002).

Uma apresentacdo a respeito da Teoria de Grupos, bem como das propriedades de seus geradores,
encontra-se em (SCHWICHTENBERG, 2018). Para uma exposicdo de como os geradores das translacoes
infinitesimais assume a forma mostrada na equacao (4.3), ver (SHANKAR, 1994), secao 11.2, “Translational
Invariance in Quantum Theory”.

2
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Assim, para recuperar a covariancia, introduz-se o potencial de Gauge A, = A%, P4, 0

qual faz parte da dlgebra de Lie do grupo das translacdes. Desse modo, defini-se a derivada

hyw =0,y + A% 0., (4.6)

que, ao contrério da derivada ordindria d,, na equacao (4.5), € covariante sob transforma-

¢oOes infinitesimais

Reescrevendo a equacao (4.6) como h,y = h,0,y, com

h®,=0,x"+ A%, 4.7)

encontramos, entdo, a expressao do campo das tetradas, dada justamente pela equacado
(4.7).

Outra relevante propriedade das transformacdes de Calibre - que se aplica ao forma-
lismo descrito até entdo -, € que o tensor intensidade de campo F%,, pode ser obtido com
o comutador da derivada covariante h, (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012). Logo, a partir da

equacao (4.6), temos que

[hwhv] = Fa,uvPa; (4.8)

ressaltamos que F“;, € o tensor intensidade de campo para o campo de Gauge gerado no

escopo do Teleparalelismo.

Ao expandir a aplica¢do do comutador de hy, indicado na equagao (4.8), uma inspe-
¢do termo a termo do resultado encontrado leva-nos a identificar o tensor intensidade de
campo com a expressao geral para a tor¢do, T4 uv» conforme indicado por Andrade e Pereira
(ANDRADE; PEREIRA, 1997a). Ou seja, ha uma correspondéncia entre o tensor intensidade
de campo e a torc¢ao, a qual € uma grandeza relativa a geometria do espago-tempo e é, ainda

de acordo com Andrade e Pereira, identificada como:

T‘DIJ’V = hap Tauv = hapa“hav - hapavhu” = fpvu - fpuv # 0. (4.9)

Ressaltamos que, no presente trabalho, grandezas sobrescritas por ‘e’ referem-se a
grandezas em diferentes formalismos, distintos da RG, utilizadas para indicar os objetos da
Gravitacao Teleparalela ou, até mesmo, de formalismos mais gerais. Na equacao (4.9), e v

por exemplo, é a chamada “conexdo de Weitzenbdck”, expressa por

%4 = haP Oy h%,. (4.10)
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Trata-se da conexao teleparalela a qual, num contexto mais amplo, pode ser identificada
como um caso particular da conexao de Cartan, que assume forma semelhante (ANDRADE;
PEREIRA, 1997Db).

Sob tais perspectivas, levando em conta que a teoria eletromagnética também é, tra-
dicionalmente, construida como uma teoria de Gauge, € interessante notar um paralelo (ou
correspondéncia) que pode ser convenientemente tracado entre esta e o teleparalelismo. Tal
correspondéncia da-se na medida em que, no eletromagnetismo, também surge um tensor
intensidade de campo que, assim como o F“;,,, da equacdo (4.8), depende de potenciais A, -
como F¢, equivale a tor¢do, sua dependéncia de potenciais pode ser visualizada com o au-
xilio das equagoes (4.9) e (4.7). Assim, no eletromagnetismo, o tensor intensidade de campo
pode ser escrito, em termos de potenciais, como (RUBAKOV, 2002; GRIFFITHS, 2013)

F/.lV = a'uAV - a'vA“. (4.].].)

Evidencia-se, dessa forma, uma semelhancga estrutural entre o teleparalelismo e a
teoria eletromagnética®.Vemos, apesar disso, que, no contexto do formalismo eletromagné-
tico, tanto a intensidade de campo quanto o potencial eletromagnéticos ndao possuem in-
dice interno. Ou seja, em comparacdo com o equivalente teleparalelo, o eletromagnetismo

coloca-se como um caso mais restrito de uma teoria de Gauge.

Outra relevante diferenca entre o equivalente teleparalelo e a RG diz respeito as pro-
priedades apresentadas pelas conexoes de cada teoria: como a conexdo de Weitzenbéck nao
é simétrica em seu ultimo par de indices, a equacao (4.9) indica uma tor¢ao nao nula, en-
quanto, na RG, ['? wv (equacdo (3.2)) € simétrica no ultimo par de indices e resulta numa

torcao identicamente nula,

T, =15, -Th, =o. (4.12)

Vale ressaltar, também, que as equacgoes (4.7), (4.9) e (4.10) assumem as formas mos-
tradas devido ao referencial adotado - o referencial inercial das tetradas. Em casos mais ge-
rais, surgem nessas expressoes a conexao de spin, identificada por A“ by tal conexao € res-
ponséavel por representar os efeitos de uma transformacao de referenciais. Para a conexao
de Cartan (ver a equacao (4.10)) na base tetrada (nosso sistema de referencial), porém, ela é

nula. Ou seja, A“bu =0.

Assim, como adotamos o referencial da base tetrada, grandezas dependentes so-

mente da conexdo de spin também serdo nulas. E esse o caso do tensor de curvatura, cuja ex-

3 Salientamos somente que a equacéo (4.11) diz respeito, especificamente, ao eletromagnetismo, a despeito

da convencdo usada para os potenciais. Escrevé-los, tanto no caso do teleparalelismo, quanto no do eletro-
magnetismo, utilizando a nota¢do A, €, justamente, uma forma de evidenciar a analogia estrutural entre
essas teorias.
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pressdo se dd em termos da conexdo de Lorentz/spin (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012). Con-
siderando, entdo, que a curvatura pode ser escrita em funcado, unicamente, da conexao A bu

e de suas derivadas, por meio de uma funcao da forma

éabyv = f(Aab,u;avAab,u)r (4.13)

aferimos que, no Teleparalelismo, a curvatura é nula. Ou seja, enquanto a RG é uma teo-
ria na qual hé curvatura e a tor¢do é identicamente nula, no formalismo teleparalelo ocorre
o contrdrio: a gravitacdo € representada pela tor¢do, e a curvatura € igual a zero. Portanto,
tem-se duas teorias estruturalmente diferentes, que atribuem a gravitacao a grandezas geo-
metricamente distintas, porém que resultardo na mesma fenomenologia (do ponto de vista
classico).Isso é fundamental pois qualquer teoria que se coloque como alternativa a RG deve
estar em concordancia com os fendmenos observados e descritos exitosamente pela mesma.
O interesse estd em apresentar uma teoria gravitacional que tenha maior afinidade com o
modelo padrdo de teoria de particulas, baseados em teorias de gauge (ALDROVANDI; PE-
REIRA, 2012).

Isto posto, é possivel relacionar a conexao de Weitzenbdck com a conexao de Levi-
Civita por intermédio da relagdo
TP =10, +KP (4.14)

em que K v, dado por

. 1 . . .
Ky = E(TNPV+TVP,1—T’JW), (4.15)

é o chamado “tensor de contorcao’.

4.2 A lagrangiana teleparalela e suas equacoes de campo

Outra propriedade das teorias de Gauge a ser explorada é a forma que a lagrangiana,
no contexto de tais teorias, assume (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012). No caso do Teleparale-
lismo, com a construcdo exposta até entdo, na qual é levado em conta, especificamente, o
grupo das translacoes, a lagrangiana para campos de Gauge, segundo (ANDRADE; PEREIRA,

1997a), assume a forma

het [1 ra b 1o Vo
167G ZT wT 008 Nap ™|, (4.16)

L=

em que T¢ uv €aintensidade do campo e, como identificamos anteriormente, no caso da gra-

vidade teleparalela, coincide com a tor¢do. Além disso, Ny, " = 14,8"° = Naphe’ h. Como
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temos a presenca de tetradas, os indices internos (algébricos) e externos (de espaco tempo)
podem ser transformados um no outro. E necessario, dessarte, incluir todas permutacoes
ciclicas possiveis dos indices a, b e ¢ na equacao de N,;,"P . Realizando tais permutagoes e
substituindo na equacdo (4.16), obtemos (ANDRADE; PEREIRA, 1997a)

. het . . 1 1
L= 161G TaﬂvaepglJH Zthhcpnab+ zhaphbv_ h(lvhbp
he* (1. . 1. . ..
= [T T 4 ST T - 10 T, . (4.17)

Essa é a lagrangiana teleparalela; ou seja, as equacdes de campo de particulas, no re-
ferencial das tetradas, sob o formalismo teleparalelo, podem ser obtidas a partir da equacao
(4.17).

Usando as defini¢cdes da curvatura com a conexao de Weitzenbock (a qual é nula) e a

equacao (4.14), é possivel encontrar a relacao entre Lea lagrangiana de Einstein-Hilbert:

L=1i-a, (—TV“V). (4.18)

Isto é, a despeito de um termo de divergéncia, a lagrangiana teleparalela é equiva-

lente a lagrangiana da RG (Einstein-Hilbert) 4,

Analogamente ao que se sucede na RG, com as equacdes (3.12) e (3.11), é possivel ob-
ter, a partir da equacao (4.17), as equacoes de campo teleparalelas. Na presente situacao, um
caminho conveniente para fazé-lo é considerar uma lagrangiana da forma L = L+ L e usar
as leis de conservacdo (teoria de Noether), com os quais torna-se possivel escrever o equi-
valente teleparalelo das equacdes de campo na equacdo (3.11) (ALDROVANDI; PEREIRA,
2012):

0, (hS4P%) — khj,P = khO P, (4.19)

em que k = 87G/c?, S4P? é chamado superpotencial e J." é a corrente de Gauge, dados,

respectivamente, por

S.P7 = KP? ,— O T g+ hP T, (4.20)
. p _ 1 /J . Vp 0 c hau .
Ja" = %ha ScFT vu h L. 4.21)

4 Tal equivaléncia sustenta-se na medida em que, quando é feita a integracdo da lagrangiana ao longo de

todo o espacgo, o termo com a divergéncia equivale a um termo de superficie (Teorema da Divergéncia),
cuja contribuicao, no infinito, pode ser considerada nula.
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Usando a identidade na equacao (4.14) é possivel, também, relacionar a equacao de
campo em (4.19) com grandezas da RG, ao mostrar como o membro esquerdo da equagado

teleparalela obedece a relacao

0, (hS,P%) — k(hjP) = h(R,P —1/2h,PR). (4.22)
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5 Aproximando a Gravitacao ao Eletromag-
netismo: o Gravitomagnetismo no Con-

texto da RG

Uma das maneiras possiveis de estabelecer uma analogia entre os formalismos ele-
tromagnético e gravitacional é partir das expressoes utilizadas na descri¢do deste e, de al-
guma forma, ir ao encontro das expressoes utilizadas na descricao daquele. Um problema de
compatibilidade surge, entdo, na medida em que as equacoes de campo de Einstein (equa-
¢do (3.11)) possuem derivadas de ordem superior e as equagoes de Maxwell (que descrevem
o eletromagnetismo) possuem somente derivadas de primeira ordem. Surgem, entdo, ainda
no contexto da RG, duas principais alternativas para a tentativa de compatibilizacao entre
ambos tipos de equacdo: uma via linearizacao das equacgoes de Einstein, a outra via decom-

posicdo do tensor de Weyl.

A primeira das opc¢oes citadas trata-se do GEM via aproximacao linear (MASHHOON,
2003; MALEKOLKALAMI; FARHOUDI, 2009; SANTOS, 2021). Neste caso, considera-se a hi-
potese de campo fraco, na qual a métrica, gy, € constituida por uma parte plana, evidenci-
ada pela métrica do espaco de Minkowski, 77,,, mais uma pequena perturbacao, i, gerada

pela matéria fonte do campo gravitacional; g, assume, assim, a forma

8uv :npv"‘h,uv- (5.1)

Uma observagdo bastante pertinente é que, na presente se¢do, excepcionalmente, o
termo “hy,” refere-se a perturbagao gerada, e ndo ao campo de tetradas. Optamos por tal de-
nominacdo para a perturbacao a fim de manter a coeréncia com a notacao tradicionalmente
utilizada na literatura. Malgrado a coincidéncia referente as notacoes, no restante do texto -
com excecao de casos excepcionais, explicitados ao longo da exposicéao -, h” referir-se-4d as

tetradas.

Substituindo a aproximacdo linear para g, - equagéo (5.1) - na equagao (3.11) (con-
siderando as defini¢cdes do tensor de Ricci, na equacao (3.6), e do escalar de Ricci, na equagao

(3.7), em termos da métrica) e levando em conta, ainda, que o trago de hy,, €

h=n""hy, (5.2)

pode-se encontrar as equagoes de Einstein linearizadas. Para tal, é necessario adotar o gauge

. . 7 1V
de Lorentz (neste caso, um sistemas de coordenadas conveniente), no qual 7", =0, e con-
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veniente definir a grandeza

- 1
huv = huv - Eﬂuvh, (5.3)

em funcdo da qual a equacao de Einstein linearizada pode ser escrita como (HUGHES, 2020b)

- -16nG
Dhuv = T@uv. (5.4)
O,y € o tensor energia momento, ao qual nos referimos ao tratar as equagdes de campo de

Einstein (equacao (3.11)).

Seguindo, entdo, procedimento andlogo ao desenvolvido no eletromagnetismo (GRIF-
FITHS, 2013), pode-se usar a funcdo de Green para resolver a equacao (5.4) (ARFKEN; WE-
BER, 1999), obtendo-se, como solu¢ao, a expressao (HUGHES, 2020c)

- 4G [ Oy (ct—Ix-X[,X)
h'ufv = F

(5.5)
Ix—x|
Definindo ©,, em termos de J# = (cp,j) (corrente de massa-energia), pode-se fazer

a identificacdo

e = pcz, (5.6)
oY = C]'i, 5.7

com as quais € possivel definir os potenciais gravitoelétrico, @, e gravitomagnético, A. Essa

definicao é feita em termos das componentes de fzm,, na equacao (5.5), levando aos termos

]jl()o = 4@/02,

_ (5.8)
hoi = —2A; /.

Isto é, @ e A seriam potenciais a partir dos quais surgiriam campos gravitomagnéti-
cos, justamente em analogia com o que se passa na teoria eletromagnética. Ainda seguindo
essa analogia, os campos gravitoelétrico (GE), E, e gravitomangético (GM), B, em si, sao,
entdo, definidos aos moldes das expressdes para os campos elétrico e eletromagnético de
acordo com o formalismo de Maxwell (SPANIOL, 2011a):

10 (A)
E=-VOo--—|=]|,
cot\2

B=VxA.

(5.9)
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Seguem, entdo, o que seriam as equacoes de Maxwell gravitacionais (andlogas, no

GEM, as equacgoes de Maxwell para o eletromagnetismo):

16(B)
VxE=--—[=],
2

cot
V-E=47nGp,
(B) (5.10)
vV-[=|=0,
2
v (B)_la +4nG,
2) cor c J

Jano caso da GEM nao linear, utiliza-se o tensor de Weyl (equacao (3.9)) - ou, mais es-
pecificamente, uma decomposicao de suas componentes - a fim de estabelecer uma corres-
pondéncia entre grandezas gravitacionais e eletromagnéticas. (MAARTENS, 2008; RAMOS;
MONTIGNY; KHANNA, 2010; RAMOS; MONTIGNY; KHANNA, 2018; SANTOS, 2021). Esta é
feita, entdo, entre o tensor de Weyl (representando o campo gravitacional livre) e o tensor

eletromagnético:

Cuvre <= Fuv. (5.11)

Contraindo-o com um vetor quadrivelocidade tipo-tempo, u*, definem-se, entio, os

campos GE e GM, respectivamente dados por

EIJV = CIJ'VAU ul MU,
Lo (5.12)
B/JV = EEIJAU—C vyu .

Dessa forma estabelece-se, entdo, uma analogia com o eletromagnetismo sem a ne-
cessidade de linearizacao das equacoes de campo. Vale ressaltar, apesar disso, certo grau
de artificialidade inerente a esses procedimentos, conforme exposto em (SPANIOL, 2011a);
objetos geométricos - como o tensor de Weyl ou uma pertubag¢do no tensor métrico - sdao
identificados com grandezas eltromagnéticas, porém nao hd uma correspondéncia estrutu-
ral entre a base geométrica utilizada na construgdo destas e a construgdo dos entes geomé-

tricos citados.
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6 Gravitomagnetismo no Contexto Telepara-

lelo

Uma maneira de tentar contornar a aparecente artificialidade das tentativas de se es-
tabelecer um formalismo para GEM, na RG, é, justamente, trabalhar no contexto do ETRG.
Na medida em que este se apresenta como uma teoria de Gauge para o grupo das trans-
lacdes - estrutura semelhante a apresentada pelo formalismo eletromagnético, porém com
um diferente grupo de simetria (o das transla¢des) - torna-se possivel estabelecer paralelos
com motivacoes intrinsecas a propria estrutura de cada teoria. Para tal, seguiremos o proce-
dimento adotado em (SPANIOL, 2011a).

6.1 Campos Gravitoeletromagnéticos

No eletromagnetismo, os campos elétrico e magnético apresentam-se como mani-
festagdes de um objeto mais geral, o tensor eletromagnético Fy, (GRIFFITHS, 2013). A fim
de definir os campos GE e GM é necessario, portanto, definir qual grandeza teleparalela cor-
respondera ao F,, eletromagnético. Para tal, faze-se ttil uma andlise da lagrangiana telepa-

ralela (equacdo (4.17)).

Utilizando a definicao do superpotencial, S4P?, na equacao (4.20), a lagrangiana te-
leparalalela pode ser reescrita como (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012)

TpuvSPHY. 6.1)

Percebemos que tal lagrangiana - equivalente, naturalmente, a equacgao (4.17) - é
andloga, no que tange a sua estrutura, a lagrangiana eletromagnética pois esta, a despeito
de um termo contendo o potencial vetorial eletromagnético, A, também é definida por in-
termédio de uma contracao do tensor eletromagnético, FWF“V. Mais especificamente, na
equacao (6.1), percebemos uma contracdo do superpotencial, SPEY com o tensor de torcao,
T puv; ressaltamos, entao, como este € identificado, no contexto do ETRG, justamente com o
tensor intensidade de campo da teoria, enquanto aquele, por sua vez, é uma generalizacao
desse mesmo tensor intensidade de campo (vé-se, na equacao (4.20), sua dependéncia da

torcao e, consequentemente, do tensor intensidade de campo).

Outra interessante propriedade a respeito da qual é possivel estabelecer uma ana-

logia é a forma que assumem as equacdes de campo teleparalelas (equacdo (4.19)) quando
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nao ha fontes. Obtém-se, nesta conjuntura, a expressao

05 (hSaP%) = k(hj "), 6.2)

que apresenta, mais uma vez, estrutura analoga a expressoes da teoria eletromagnética.
Neste caso, é estabelecido um paralelo com as equagdes de Maxwell cuja estrutura, na forma
tensorial, é tal que derivadas do tensor eletromagnético correspondem a densidade de cor-

rente.

As relacoes expostas sugerem, como proposto por Spaniol e Andrade, em (SPANIOL,
2011a), que o objeto apto a desempenhar o papel do tensor intensidade de campo, anélogo

ao utilizado no eletromagnetismo, é o superpotencial

S = hgpSPHY. 6.3)

~ ~ . S UV
Os campos GE e GM sio, entio, definidos como componentes de S,/'" - estabelecendo-
se, mais uma vez, correspondéncia com o eletromagnetismo:
S0i _ i
Sa - Ea ’

o i: . (6.4)
Sa” = El]kBak

Uma vez definidas tais grandezas torna-se possivel, entao, analisar o comportamento

das equacoes de campo delas provenientes.

6.2 Equacoes de Campo

Na forma tensorial, as equacoes de Maxwell, quando expressas em funcao do tensor

eletromagnético, podem ser escritas como

0yF*Y = po ", (6.5)
0o Fuy + 0y, Fyp +0yFpy = 0. (6.6)

A partir da equacao (6.5), recupera-se a lei de Gauss - quando ¢ =0 - e a lei de

Ampere-Maxwell - quando u =i -, respectivamente dadas por

V-E=—, (6.7)

OE
V xB=poJ + ,uosoa. (6.8)
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O equivalente a equacao (6.5), na GEM teleparalela, serd a equacdo (6.2) - a luz da
semelhanca estrutural entre essas expressoes. Assim, fazendo p = 0 na equacao (6.2), espera-

se obter o equivalente a lei de Gauss. A equacao advinda de tal procedimento é

0;(hE,) = k(hJ0). 6.9)

A menos do termo multiplicativo &, o membro esquerdo da equacao (6.9) é anédlogo
a divergéncia do campo elétrico; o membro direito, por sua vez, atua como fonte do campo
gravitacional. Percebe-se, dessa forma, correspondéncia, por intermédio da analogia estru-

tural, com a equacdo de Gauss (equacao (6.7)).

No caso dos indices espaciais, em que p = p (indice espacial), obtém-se, a partir da
equacao (6.2), com a aplicacao das defini¢Oes até entdo expostas, a expressao (SPANIOL,
2011a)

£17%3;(hB,*) - 0o (RE, ") = 4 (h],9), (6.10)

a qual, por sua vez, também possui expressao semelhante a lei de Ampere-Maxwell (equagao
(6.8)): ha um termo com derivadas do campo GM, um termo em que aparece uma derivada
temporal do campo GE, bem como um termo dependente da corrente de Gauge. Nessa in-

terpretacao, o termo (hJ,7) atua, mais uma vez, como fonte do campo.

Evidencia-se, assim, a vantagem em considerar o superpotencial éa“ ¥ e a corrente
Ja° como correspondentes, no GEM teleparalelo, as grandezas eletromagnéticas, uma vez
que sua utilizacdo permite a obtencao de equacdes com estruturas semelhantes as do ele-
tromagnetismo. A forma exata das equacgoes (6.9) e (6.10), em termos dos campos GE e GM,
possuem uma série de termos de acoplamento, os quais podem ser conferidos em (SPA-
NIOL; ANDRADE, 2010).

Ja a equacdo (6.6) decompde-se, ainda no ambito do eletromagnetismo, nas equa-

coes

V-B=0, 6.11)
VxE——a—B 6.12)
ot ’

As equacoes de Maxwell gravitacionais correspondentes, por sua vez, a fim de manter
a analogia entre os formalismos, devem surgir da primeira identidade de Bianchi telepara-

lela,

0pF“yy +0uF",,+0yF%, =0. (6.13)
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Tal definicdo faz sentido pois a identidade de Bianchi também surge no eletromag-
netismo, sob a forma da identidade (GRIFFITHS, 2013)

em que F,, indica o tensor eletromagnético (equagao (1.22)).

Partindo da equacao (4.20), a qual descreve Sa” ¥ em termos de F auv - uma vez que
a torcao corresponde ao tensor intensidade de campo -, é possivel, ao inverter a equacao,
obter o tensor F “m, em termos de S a” Y (SPANIOL, 2011a),

. . 1 . 1 hd
b b b v b &o b oo
F® 5=h"1800h",S," —h’sgah®,s," —Sh 8RS, + S gpo S, P, (6.15)

Deve-se escrever, entdo, a identidade de Biachi em funcao do superpotencial, uma
vez que este foi o ente a partir do qual definimos os campos GE e GM. Substituindo a equacao

(6.15) na equacao (6.13), tem-se

b i b ijkn k b ) b ijkn k
0510" 5B, +P" 56" B, 1+ 0,12, E,"+ &5, eT*B K1+
+0515"%, B, + T e Bk =0, (6.16)

em que

1 1 1 1
+ Ehaﬁhbogiy - 5h“6m7i oy — Eh“yhbogm + Eh"yhbi 8053 (6.17)

gba

1 1
vijo = N'yhi8o = U5 gjy + SR s iy = Sh 1’ gis. (6.18)

ba ba = : : ba ba :
Os termos 2 sic € R 5ijo 530 obtidos, a partir de @ yis © P Vi respectiva-
mente, com as trocas de indices y — 6 e § — o; de forma andloga, obtém-se os termos .¥ b%ia

ag-ba - -
eJ G, comas mudancasy —oed — .
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7 Aproximando o Eletromagnetismo a Gravi-

tacao: a Eletrodinamica nao Linear

A eletrodinamica nao linear propde-se a generalizar as equa¢oes de Maxwell por in-
termédio da construcao de lagrangianas alternativas a lagrangiana canonicamente utilizada
no eletromagnetismo. Assim, sdo obtidas equacoes de campo de ordem superior - isto €,
generalizacOes das equacoes de Maxwell. Nesse contexto, vislumbramos a possibilidade de
tentar uma aproximacao entre gravitacao e eletromagnetismo, de certa maneira analoga ao
procedimento seguido no GEM, porém em sentido inverso: partir do eletromagnetismo em
direcdo a gravitacao, utilizando essas generaliza¢oes das equagdes de Maxwell, de forma que

se faz itil uma andlise das propostas de eletrodinamica nao linear constantes na literatura.

Nesse contexto, nas proximas secoes propomo-nos investigar os objetivos, caracte-
risticas e propriedades desses modelos particulares. Com esse processo, pretendemos, em
um primeiro momento, observar processos de generalizacdao da lagrangiana eletromagné-
tica e, entdo, apreender os procedimentos praticos necessarios para tal. Tem-se, como pers-
pectiva, a possibilidade de aplicacdo desses processos a lagrangianas convenientes para a
tentativa de estabelecimento de analogias com a gravitagdo, no dmbito de ulteriores proje-
tos de pesquisa. Visamos, também, além disso, averiguar sobre quais situacoes estendem-se
as tentativas de generalizar as equacdes de Maxwell, a fim de ter um panorama das possibi-
lidades tedricas de aplicacdo e, ainda, de eventuais consideracdes convenientes a0s n0ss0os
objetivos (aproximar eletromagnetismo e gravitacdo) no que diz respeito a eletrodinamica

nao linear.

7.1 Modelos Eletrodinamicos nao Lineares por intermédio da In-

troducao de Parametros Dimensionais e Adimensionais

7.1.1 Modelo dado pela introducao de um Parametro Dimensional 8

Voltemo-nos, primeiramente, a generalizacdo da lagrangiana eletromagnética pro-
posta em (KRUGLOV, 2015), na qual sdo introduzidos um parametro dimensional § (com
unidades de comprimento?) e um parametro adimensional a. Neste caso, adotando /i = ¢ =

€0 = Uo = 1, areferéncia citada leva em conta as seguintes densidades lagrangianas:
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F

L=———— e (7.1)
2(67)+1
aF
L=-F———— 7.2
2(67)+1 (72)
A grandeza & é definida como
1 B? —E?

g = ZF#/\/FIJV = 2 y (7.3)

em que F,, € o tensor intensidade de campo eletromagnético (equagao (1.22)), dado por
Fuy = 0uAy — 0y Ay, enquanto Ay € o potencial quadrivetorial (GRIFFITHS, 2013). &£ = —-%
é a lagrangiana a qual, uma vez aplicada nas equagdes de Euler-Lagrange, fornece a parte
relativa aos campos das equacoes de Maxwell. Ou seja, é a partir dela que as equacdes de
Maxwell surgem, de forma que, ao generaliza-la, espera-se também ser possivel generalizar

as equagoes de Maxwell.

Tal modelo é munido das seguintes propriedades (KRUGLOV, 2015):

O campo elétrico de uma carga pontual na origem deixa de ser singular (passa a ser
bem definido);

A energia (elétrica) de cargas pontuais carregadas é finita;

A simetria dual é violada;

Os tensores energia-momento e as correntes de Belinfante, bem como a energia de

caragas pontuais, sao calculadas.

Vale notar que tais propriedades - a exemplo do tensor energia momento de Belin-
fante e da simetria dual - colocam-se no ambito da teoria quantica de campos. Ou seja, vé-se
que o presente modelo propode-se a resolver questoes referentes a esse dominio de validade,
na medida em que as corre¢oes (isto é, o processo de generalizacao) a eletrodinamica li-
near de Maxwell, no escopo deste modelo, parte de efeitos da gravitacdo quantica. E esse o

motivo, inclusive, pelo qual se inclui um parametro dimensional § nos termos propostos.

Como exposto anteriormente, o cendrio da teoria quantica de campos coloca-se, em
um primeiro momento, fora dos objetivos deste trabalho, de forma que nao entraremos nos
detalhes relativos a esses conceitos e ao seu funcionamento, suas propriedades, e mesmo

seu papel no modelo composto pelas lagrangianas das equagoes (7.1) e (7.2).

Apesar disso, um ponto de grande interesse tratado em (KRUGLOV, 2015) é o pro-

cedimento de aplicacdo da lagrangiana generalizada as equacoes de Euler-Lagrange, o qual
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pode ser reproduzido em regime cldssico. Antes de nos estendermos sobre a prescricao se-
guida para tal procedimento, voltemo-nos a lagrangiana da equacao (7.1), a qual possui,

além do parametro dimensional 3, o parametro adimensional a.

Quando a — 0, & — —%, que é alagrangiana de Maxwell (ou seja, sdo recuperadas as
equacoes eletromagnéticas lineares). Considerando, porém, que f.% < 1, a equagdo obtida

(utilizando expansdo em série de poténcias, com (%) como varidvel) é a seguinte:

Lr~-F—aF +2afF°. (7.4)

Para campos eletromagnéticos pequenos, o segundo termo, com %2, tende a 0, de

forma que se obtém a densidade lagrangiana

L=-(1+a)F -F. (7.5)

Isto €, a densidade lagrangiana de Maxwell ndo é recuperada, de forma que o prin-
cipio da correspondéncia - segundo o qual deve-se recuperar as equacoes lineares como
caso particular, para campos pouco intensos - é violada. A lagrangiana (7.2), por sua vez,
recupera a lagrangiana eletromagnética para campos pequenos, uma vez que ndo surge,
no processo de expansiao em série de poténcias, o termo com a%, como na equacao (7.4).
Por esse motivo, consideraremos, para nossos propositos, somente o procedimento seguido
com a lagrangiana (7.2) uma vez que, numa eventual aplicacdao desse método na tentativa
de encontrarmos analogias com as equacoes gravitacionais, gostariamos que as equacoes

eletromagnéticas lineares fossem recuperadas.

Vale notar, ainda, que o parametro dimensional § € tal que o produto %, no de-
nominador da lagrangiana de interesse (equacao (7.1)), seja adimensional. Esse parametro é
de grande relevancia para o modelo pois, conforma descrito em (KRUGLOV, 2017), o modelo
serve como uma descricao efetiva da eletrodinamica para campos fortes que levam em conta
a possibilidade de correcoes devidas a gravitacao quantica. Além disso, relacionando-se com
as propriedades deste modelo listadas acima,  é também responsavel por determinar o li-
mite superior da intensidade de campo dos campos eletromagnéticos possiveis. Mais uma
vez, enfatizamos que tal arcabouco tedrico coloca-se fora de nossos objetivos iniciais e, por

tal razao, ndo serao aprofundados.

Dando sequéncia, entdo, ao ponto de principal interesse, é exposto um procedi-
mento para obtencao de campos eletromagnéticos nao lineares. Considerando o potencial
Ay, como varidvel dinamica, a lagrangiana na equagao (7.1) pode ser aplicada nas equagoes

de Euler-Lagrange, na forma

oL oL
~d, =
0A,  "3(0,A,)

0, (7.6)
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levando, entao, as equacdes de movimento (correspondentes as equacgdes de campo) dadas

pela expressao

Fuy
p (—[Z(ﬁ;) 7) = ° (7.7)

A partir da equacao (7.1) é possivel, também, encontrar o campo de deslocamento
elétrico, D, e o campo auxiliar, H, os quais sdao definidos, no escopo da formulacao lagran-
giana, como D = 0L/0E e H = —0L/0B (KRUGLOV, 2015; KRUGLOV, 2017; KRUGLOV, 2015;
KRUGLOV, 2016). D e H sdo tais que, na eletrodinamica de Maxwell, coincidem com os cam-
pos elétrico, E, e magnético, B, quando considerados campos no vacuo, uma vez que esta-
mos considerando &y = up = 1 e que o momento de dipolo e a magnetizacdo sao nulas, nesta
situacao (GRIFFITHS, 2013).

Dessarte, usando a equacao (7.1) nas defini¢oes de D e H, obtém-se que D é dado por

1
D=(——|E, 7.8
([2(,39)+1]2 9
de forma que a permissividade elétrica é
! (7.9)
E=———, .
[2(BF) +1]2
enquanto que o campo H é dado por
H= ! B (7.10)
2(BF) +112 '
e a permeabilidade magnética, consequentemente, expressa como
p=[2(8F) +11° (7.11)

Usando, entdo, as equacoes (7.8) e (7.10), a equacao de campo (7.7) fornece o pri-

meiro para das equacoes de Maxwell generalizadas,

V-D=0, (7.12)

D
—-VxH=0. (7.13)

Usando a equacao (6.6) obtemos o segundo par de equacoes:
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V-B=0, (7.14)
oB +VxE=0 (7.15)
— xE=0. .
ot

Essas equacdes sdo nio lineares na medida em que ¢ e i = £ ' dependem dos cam-
pos elétrico e magnético e o vacuo, neste caso, atua como um meio com permissividade

elétrica € e permeabilidade magnética p.

A prescricdo seguida para obtencao dessas equacdes € aplicada, na literatura, a dife-
rentes lagrangianas (KRUGLOV, 2017; KRUGLOV, 2015; KRUGLOV, 2016). Em linhas gerais,
o procedimento de obtencao das equacodes eletromagnéticas ndo lineares é andlogo ao reali-
zado no modelo constante em (KRUGLOV, 2015). A diferenca em cada uma dessas propostas
recai na densidade lagrangiana utilizada - cada modelo propde lagrangianas particulares -,

nas propriedades a elas inerentes e as aplicacoes realizadas em cada caso.

7.1.2 Generalizacao por Intermédio da introducdo de um Parametro Adimen-

sional y

Dentre os modelos citados no final da se¢do anterior, um cuja aplicacao feita nos é
conveniente, a0 menos em parte, é o exposto em (KRUGLOV, 2017). Trata-se de uma gene-
ralizacao do modelo tratado anteriormente, que era descrito pela lagrangiana da equacao
(7.2), a qual introduz-se um parametro adimensional y como poténcia do termo %, na

forma

F
g——m. (716)

No limite de campo fraco, quando & « 1, £ — —%, recuperando-se, assim, a ele-

trodinamica de Maxwell. Ou seja, o principio da correspondéncia é respeitado.

Usando as equacoes de Euler-Lagrange, as equacoes de campo correspondentes sao

dadas por

0%
0y (ﬁF“V) =0, com (7.17)

0L (y-1D(BF) -1
0F  (1+(BF))?

(7.18)

Seguindo procedimento andlogo ao descrito anteriormente, sdo calculados € e y;
calcula-se, inclusive, a forma que assume o tensor energia-momento, ©,,, a partir da equa-

¢ao (7.16). O ponto mais interessante do desenvolvimento apresentado em (KRUGLOV, 2017),
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no escopo de nossa proposta, é uma das aplicacdes feitas deste modelo: estuda-se o com-

portamento de buracos negros carregados magneticamente.

Para isso, a acdo referente a £ é acoplada a acdo da RG, cujo argumento € a lagran-

giana de Einstein-Hilbert, resultando na agao

4
S= fdx\/_(mG ) (7.19)

em que £ é dada pela equacao (7.16).

Variando S com respeito a g#¥ e com o potencial eletromagnético, sao obtidas as
equagoes de campo: respectivamente, as equacoes de campo de Einstein (equacao (3.11)) e
equacgoes com forma semelhante a da equacao (7.18) (com a adicao de um fator multiplica-

tivo ,/—g no argumento da derivada indicada na equacdo).

O artigo, porém, mais uma vez, ndo discorre muito sobre as propriedades e a forma
explicita da equa¢ao de campo, com termo a termo sendo analisado. Ao invés disso, pros-
segue investigando quais os impactos da densidade lagrangiana utilizada na densidade de
energia do buraco negro - a qual pode ser encontrada a partir do tensor energia momento
anteriormente calculado, em (KRUGLOV, 2017) -, sua funcdo de massa, bem como outras

caracteristicas. Sdo tratados, ainda, casos para diferentes valores de y.

Trata-se, entretanto, de uma interessante aplicacao ao contexto da gravita¢do, o qual
nos interessa diretamente. Um ponto relevante é que, no artigo citado, trabalha-se com a
ideia de acrescentar uma contribuicado eletromagnética - materializada pela lagrangiana £ -
,aacdo que descreve a RG (o que é feito na equacado (7.19)). Tal abordagem é, também, um de
nossos interesses - porém visamos, ao contrdrio do caminho seguido em (KRUGLOV, 2017),

ao menos inicialmente, voltar nossas atencoes a forma tensorial das equacoes de campo.

7.2 A Eletrodinamica nao Linear Aplicada a Cosmologia

Outra interessante aplicacao da eletrodinamica nao linear da-se na drea da Cosmo-
logia, conforme pudemos constatar em (NOVELLO et al., 2007). Neste tipo de proposta, em
especifico, o interesse em utilizar generaliza¢oes da lagrangiana eletromagnética ndo recai
diretamente nas equacdes de movimento que surgem a partir delas, mas sim dos modelos
cosmoldgicos delas provenientes. Além disso, constituem um exemplo de aplicacdo de mo-
delo nao linear para o eletromagnetismo que ndo se dd no cendrio da Teoria Quantica de

Campos, como a maioria dos demais modelos observados.

Mais especificamente, 0 modelo proposto em (NOVELLO et al., 2007) possui como
objetivo tentar contornar dois percalgos com os quais se depara no estudo da Cosmologia:
a singularidade que surgiria no inicio do desenvolvimento do universo - denominada "Big

Bang-, bem como seu atual movimento de expansao acelerada. Para tal, propde uma modi-
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ficacdo na dinamica da teoria, por intermédio da utilizacao de eletrodinamica nao linear, na

forma de uma lagrangiana generalizada, como fonte das equacdes de campo de Einstein.

Nesse cendrio, a utilizacdo de lagrangianas ndo lineares no contexto cldssico, bem
como a forma das modificagdes (generalizacdes) impostas a lagrangiana eletromagnética, as
quais se utilizam de poténcias de F,, F*", talvez sejam os maiores pontos de conveniéncia,
para nossos objetivos, ao citar propostas como essa. Apesar disso, é exposto, em (NOVELLO

et al., 2007), o procedimento seguido pela referida abordagem.

Como se trata de um modelo cosmolégico, € relevante saber como serao definidas
grandezas como a pressdo, p, e densidade, p, por intermédio das quais a dindmica cosmo-
l6gica sera descrita. Por tais razoes, o procedimento adotado em (NOVELLO et al., 2007)
preocupa-se em, primeiramente, calcular a expressao do tensor energia-momento, 0, a
partir da lagrangiana modificada em questao. Esse procedimento é necessario pois, na me-
dida em que o tensor energia-momento atua como fonte da interacdo gravitacional, € ele
o responsavel por descrever a densidade e o fluxo de energia e momento no espaco-tempo
(uma espécie de generalizacdo da massa como fonte da gravitacdo no contexto Newtoni-

ano).

Oy pode ser encontrado, a partir da densidade lagrangiana, com o auxilio da expres-
sao (CARROLL, 2004)

0(ZL\/—
2o g); (7.20)

RARVE ST

trata-se de uma definicdo para o tensor energia-momento que surge durante o processo de

obtencao das equacoes de Einstein ((3.11)) por intermédio do formalismo lagrangiano - isto

é, da variacdo da lagrangiana de Einstein-Hilbert!.

Considerando, entdo, neste caso, uma lagrangiana que dependa dos produtos tenso-
riais F,,F¥¥ =F=4% e F “VF;V = G, erealizando a variacdo, com relacdo a métrica, segundo

o prescrito pela equacao (7.20), obtém-se a seguinte expressao:

0« 0«
®NV:_4EF,U“F“V+GEgUV_$gNV' (7.21)

A densidade lagrangiana indicada na equacao anterior, £, é, justamente, a lagrangi-
ana eletromagnética a ser generalizada, e a equagdo em si corresponde a forma geral que a
equacao de campo assumiria. No que concerne aos nossos interesses, seria interessante tra-
balhar, ao menos em um primeiro momento, com lagrangianas que dependessem somente
de F,,,F" - o argumento da lagrangiana que leva as equagdes de Maxwell. O préprio ar-
tigo consultado também trabalha, por fim, com o caso de lagrangianas com dependéncia

somente em F,, FF.

! Adefini¢do de ©,, a partir da lagrangiana de Einstein-Hilbert pode ser verificado em (CARROLL, 2004).
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Posteriormente, a referéncia citada segue um procedimento padrdo para o célculo
da média volumétrica (espacial) de uma dada quantidade qualquer, descrito em (TOLMAN;
EHRENFEST, 1930). Este, por sua vez, coloca-se fora de nossas pretensoes iniciais, uma vez
que atua no contexto da Cosmologia, de forma que nio o trataremos neste texto. E interes-
sante, porém, citd-lo, pois ele permite impor uma série de restricdes aos campos eletromag-
néticos, as quais impactam na forma permitida para ©,. Tais restri¢oes sdo tais que O,
assume a forma do tensor energia-momento de um fluido perfeito, dada por (D’'INVERNO,
1992)

Ouy = (p+plvyvy — pguv- (7.22)

p e p sdo, respectivamente, a densidade (a qual, no contexto cosmolégico, associa-se

a densidade de energia) e a pressao, enquanto v, indica a quadri-velocidade.

Considerando as restricdes impostas pelo modelo, bem como uma lagrangiana ele-
tromagnética generalizada, que dependa somente do produto F,,F*", o tensor energia-

momento na equacgdo (7.22) implica as seguintes expressoes para p e p:

Eza;’%

oF’
4

p:££+§(E2—2H2)

p=—-<L-4
0. (7.23)

oF’
expressao na qual E e H dizem respeito, especificamente, aos campos elétrico e magnético.

Em seguida, apesar de trabalhar, com maior nivel de detalhamento, com uma den-
sidade lagrangiana da forma L = AF? + BF+ CF™1, com A, B e C constantes, expoOe-se, em
(NOVELLO et al., 2007), as implicagdes de se trabalhar com densidades lagrangianas dadas
por poténcias de F,

£=Y cFF, (7.24)
k

no que diz repeito a p e p. ¢ indicam os coeficientes de cada poténcia de F.

Assim, chega-se as formas que p e p assumem. O artigo em questao prossegue, entao,
examinando as consequeéncias dessas grandezas na praxe prevista pela teoria para a expan-
sdo do universo, com a utilizacdo de leis de conservacao e vinculos impostos pelas equacoes
de Einstein. Esse processo, mais uma vez, coloca-se além de nossas intenc¢des iniciais ao ten-
tar compreender teorias eletromagnéticas ndo lineares, uma vez que constituem aplicacao

direta a Cosmologia. Ndo serdo, portanto, objeto de anélise desta exposicao.

Nesse cendrio, podemos elencar as etapas da prescricao seguida, em (NOVELLO et

al., 2007), da seguinte forma:
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1. Propde-se uma lagrangiana generalizada %;
2. Calcula-se ©,, a partir de Z;

3. Aplicam-se restricoes (relativas ao estabelecimento de médias volumétricas e ao mo-
delo cosmoldégico padrao), restringindo ©,,, ao tensor energia-momento de um fluido

perfeito;
4. A partir de ©,,, encontram-se expressoes para p e y em termos de Z;

5. Com o uso de propriedades de conservacdo e de condi¢cdes impostas pelas equacoes

de Einstein, estuda-se as implicacoes de utilizar os parametros p e p encontrados.

Ressalta-se sobre como o trabalho desenvolvido em (NOVELLO et al., 2007) ndo tem
como foco o estudo das equacdes de campo em si - isto €, das equacoes eletromagnéticas
generalizadas -, na medida em que as lagrangianas modificadas £ ndo chegam a ser vari-
adas (aplicadas as equacoes de Euler-Lagrange). Em um outro artigo com proposta similar,
no que tange ao procedimento utilizado para aplicacao cosmoldgica, chega-se a expor, em
um dos apéndices do texto, para a densidade lagrangiana (NOVELLO; BERGLIAFFA; SALIM,
2004)

F
L=+ yF 1, (7.25)

- em que y é o parametro que indica a corre¢do dada pelo termo com F~! -, a seguinte ex-

pressao para as equacoes de movimento:

=0. (7.26)

v

4
(1 + —Y) F*Y
FZ

Tal expressdao nao é, entretanto, desenvolvida, a fim de que possam ser analisadas
cada uma das componentes tensoriais da equagdo de campo - procedimento que preten-
demos realizar na busca por analogias entre as equacoes eletromagnéticas nao lineares e as
equacoes de campo teleparalelas (equacao (4.19)). Apesar disso, 0o modelo abordado nesta
secao mostrou-se um exemplo de que ha precedentes, na literatura, de aplicacées de mo-
delos eletrodinamicos ndo lineares em regime cldssico - mesmo que voltados a modelos
cosmologicos. Cabe dizer que processo andlogo ao realizado em (NOVELLO et al., 2007) é
seguido, além de na j4 citada publicacao (NOVELLO; BERGLIAFFA; SALIM, 2004), em (LO-
RENCI et al., 2002).
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8 Discussao e Perspectivas

8.1 Sobre o Gravitomagnetismo

A revisao bibliogréfica realizada ao longo da execucdo deste trabalho mostrou-se
bastante prolifica, pois permitiu construir um panorama, mesmo que em linhas gerais, a
respeito das teorias que tentam o estabelecimento de analogias entre os formalismos gra-
vitacional e eletromagnético. Buscou-se também, com tal processo de revisao, formar uma
base para posterior desenvolvimento de propostas de modelos eletrodinamicos nao lineares

capazes de realizar uma aproximacao entre gravitacao e eletromagnetismo.

No que diz respeito ao gravitomagnetismo, foi possivel estudar a descricao da teo-
ria tanto no ambito da RG, quanto no ambito do formalismo teleparalelo. No contexto da
RG, foram revisadas duas possiveis abordagens: a da lineariza¢do das equagdes de campo
de Einstein e a da identificacdo das componentes do que seriam os campos gravitomagné-
ticos com elementos do Tensor de Weyl. Tais abordagens, porém, mostraram-se, de certa
forma, artificiais, na medida em que nao ha um paralelo direto entre a motivacao fisica para
a constitui¢ao do Tensor Eletromagnético F),,, com componentes dos campos eletromagné-
ticos, no Eletromagnetismo - esta bastante robusta e coerente -, e o processo de definicao
das componentes de entes geométricos, a exemplo do tensor de Weyl, como componentes

dos campos gravitomagnéticos.

Tal discussao, levantada em (SPANIOL, 2011a), constituiu, também, parte do pro-
cesso de revisdao desempenhado. Dessa maneira, investigou-se também o desenvolvimento
de uma proposta de teoria gravitomagnética no contexto do Teleparalelismo Relativistico,
seguindo a linha de discussdo proposta em (SPANIOL, 2011a). Aferiu-se, com base nos resul-
tados apresentados na referéncia citada, que, de fato, hd maior consisténcia em estabelecer
esse tipo de analogia usando o formalismo teleparalelo, uma vez que este é capaz de munir
a gravitacdo de uma descricao aos moldes de uma teoria de calibre. Ou seja, a identificacao
das componentes dos campos gravitomagnéticos passa a ser feita com elementos de um ten-
sor intensidade de campo - uma analogia mais préxima como formalismo eletromagnético,
também ressaltada em (SPANIOL, 2011a).

Um ponto passivel de aprofundamento, partindo do ponto ao qual se chegou com a
revisdo citada, seria o estudo de demais abordagens gravitomagnéticas ainda no contexto da
RG - h4, por exemplo, o tratamento da GEM nas coordenadas de Fermi, a qual ndo tratamos
e que é comentada também em (SPANIOL, 2011a). Além disso, a revisdo de materiais que
propdem outras maneiras de definir os campos gravitomagnéticos, desta vez no contexto

teleparalelo, também constitui um possivel caminho a ser seguido, partindo da base for-
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mada pelos formalismos analisados até entdo - apesar da evidente conveniéncia de utilizar

as definicoes propostas em (SPANIOL, 2011a), como indicado ha pouco.

8.2 Sobre a Eletrodinamica nao Linear

Arevisdo de artigos na drea da eletrodinamica ndo linear, por sua vez, constituiu um
de nossos principais focos de interesse pois, a0 menos em ulteriores projetos de pesquisa,
gostariamos de tracar o caminho inverso ao proposto pelo gravitomagnetismo - generalizar
as equacoes de Maxwell, que sdo lineares, e obter algum correspondente analogo as equa-
¢oes de campo gravitacionais teleparalelas (equacgdo (4.19)). Nesse sentido, as referéncias

visitadas forneceram algumas ferramentas relevantes.

Os artigo analisados nas sec¢des 6.1.1 e 6.1.2, (KRUGLOV, 2015) e (KRUGLOV, 2017),
que trabalhavam com a proposta da adicao de parametros f3 e y, trouxeram, como grande
contribuicdo, a exposicao de como calcular, em linha gerais, as equacdes eletromagnéticas
generalizadas. A partir deles foi possivel ver que, ao utilizar as equagdes de Euler-Lagrange, a
variavel dindmica que deve ser adotada € o potencial quadrivetorial A,. Eles também trouxe-
ram, de forma sucinta, algumas expressoes tensoriais para essas equacoes de campo (equa-
¢oes (7.7) e (7.17)) - mesmo que ndo desenvolvidas detalhadamente -, com as quais foi possi-
vel praticar o procedimento de producao de célculos analiticos envolvido na aplicagdo desse

tipo de lagrangiana as equagdes de Euler-Lagrange.

Notou-se, apesar disso, que tais modelos ndao desenvolvem, em detalhe, as formas
tensoriais das equacoes de campo. O foco dos artigos acaba recaindo em calcular os im-
pactos da lagrangiana generalizada nos parametros € (equagao (7.9)) e u (equacao (7.11)), a
fim de encontrar as equacoes nao lineares explicitas para os campos E e B (equagoes (7.12),
(7.13), (7.14) e (7.15)). A principio, gostariamos de desenvolver as expressoes tensoriais des-
sas equacoes de campo, pois as equacoes gravitacionais teleparalelas (equacao (4.19)) sao
equacgoes tensoriais. Dessa forma, numa eventual pesquisa sobre a proposicdao de uma di-
namica eletromagnética nao linear para os fins ja descritos, preocupar-nos-iamos em de-
senvolver essas expressoes, encontrar explicitamente cada um de seus termos e, entdo, in-

terpretar seus significados.

Outro aspecto observado no discussao presente em (KRUGLOV, 2015) foi que o mo-
delo nao linear proposto tem suas aplicagdes no ambito da teoria quantica. Assim, coloca-
se além das nossas pretensoes iniciais, uma vez que, a principio, visariamos buscar analo-
gias no contexto classico (assim como o fazem os modelos gravitomagnéticos analisados).
O mesmo ocorre em (KRUGLOV, 2017) e (KRUGLOV, 2015), os quais envolvem Cromodina-
mica Quantica. Em todas essas referéncias, assim como (KRUGLOV, 2017) - ou mesmo em
outras propostas com as quais nos deparamos, como em (GAETE; HELAYEL-NETO, 2014)

-, discorre-se com mais detalhes sobre as expressoes especificamente dos campos E e B, ao
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invés da forma tensorial das equag¢des de campo.

Apesar disso, em (KRUGLOV, 2017), notamos uma interessante aplicacao da eletro-
dinamica nao linear: é feito o acoplamento do eletromagnetismo com a gravitacao por inter-
médio da adicdo, na acdo da Relatividade Geral, de termos eletromagnéticos - como indica a
equacdo (7.19). Este é, em si, um dos caminhos que seguiriamos em ocasides futuras: inves-
tigar como contribuicoes eletromagnéticas a a¢do gravitacional - na forma da generalizacao
da lagrangiana eletromagnética - poderiam impactar os campos descritos. A referéncia ci-
tada, porém, nao desenvolve em detalhes o estudo das equacoes de campo encontradas -
assim como os demais trabalhos semelhantes j4 citados -, e segue calculando o tensor ener-
gia momento para o modelo em questdo (o de um buraco negro magnetizado), a densidade
de energia correspondente, bem como grandezas relacionadas a sua massa e ao elemento de
linha. Constitui, mesmo assim, um exemplo de aplicacdo de uma dinamica eletromagnética

nao linear no contexto da gravitacao cldssica (a0 menos nas secoes iniciais do artigo).

Os artigos revisados cuja aplicagcdo volta-se a Cosmologia, como (NOVELLO et al.,
2007; NOVELLO; BERGLIAFFA; SALIM, 2004; LORENCI et al., 2002), por sua vez, também
nao possuem como foco principal encontrar as equacoes de campo, na forma tensorial, e
analisar cada um de seus termos - conforme foi possivel perceber ao consultar esses ma-
teriais. Aparentemente, seu interesse recai, principalmente, em calcular o tensor energia-
momento, a partir da lagrangiana generalizada, e, consequentemente, obter expressoes para
parametros p e p para, entao, investigar seus impactos na descri¢ao da dinamica cosmolo-
gica. Ressalta-se, contudo, que estes trabalhos mostraram-se como um exemplo de aplica-
¢do de equacoes eletromagnéticas nado lineares em um contexto classico, que nao envolve
Cromodinamica Quantica (como ocorre em (KRUGLOV, 2015; KRUGLOV, 2015; KRUGLOV,
2016), por exemplo).

8.3 Perspectivas

A revisdao desempenhada ao longo do desenvolvimento deste trabalho, conformo in-
dicado nas secdes anteriores, permitiu o contato com uma série de diferentes abordagens
que lidam com a generalizacao das equacoes de Maxwell. Sao adotadas metodologias dis-

tintas no desenvolvimento de cada proposta, e suas areas de aplicacdo sao as mais diversas.

Dentre a diversidade de discussoes perscrutadas, entretanto, ndo encontramos - ao
menos nos artigos visitados e citados ao longo do texto - nenhuma cujos objetivos se es-
tendessem, por completo, sobre o foco de nossos interesses - buscar uma analogia entre
os formalismos eletromagnético e gravitacional, partindo do eletromagnetismo, mediante
uma comparacgao entre as equacoes nao lineares e as equagoes de campo teleparalelas, no

contexto classico.

Frequentemente, o material consultado motivava-se por propriedades de cunho quan-
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tico - como efeitos percebidos no ambito da Cromodinamica Quantica. Houve casos, entre-
tanto, cuja aplicacdo deu-se em regime cldssico - o que visamos realizar em ulteriores pro-
cessos de investigacdo. Particularmente, visamos uma anélise tensorial de cada termo que
surgiria nas equacoes de campo ap0s a aplicacao de dada lagrangiana generalizada as Equa-
¢oes de Euler Lagrange.

Isto é, buscariamos encontrar, a principio, alguma lagrangiana que, em forma (ou
seja, estruturalmente), fosse andloga, no contexto do eletromagnetismo, a lagrangiana tele-
paralela, dada pela equacdo (4.17). Assim, ao realizarmos sua variacao e encontrarmos as
equacoes de movimento, esperariamos obter uma equag¢do analoga as equagdes de campo

teleparalelas, indicadas na equacao (4.19).

Desse modo, um caminho possivel seria comparar, termo a termo, os elementos da
equacado obtida com a lagrangiana generalizada e aqueles exibidos pela equacao de campo
teleparalela. Ao associar, entdo, cada termo - ou conjunto de termos - encontrado com aque-
les teleparalelos, seria possivel interpreta-los e tentar dizer qual papel desempenham. Esse
seria um procedimento andlogo ao seguido pela abordagem gravitomagnética proposta em
(SPANIOL, 2011a), porém em sentido inverso.

Naturalmente, para tal, faz-se necesséria rigorosa deliberacdo a respeito da forma
que a lagrangiana generalizada conveniente deveria assumir, o que, por si s0, constitui tema
para um processo de pesquisa a parte. Posto isso, uma tentativa inicial seria o exame da
forma que equagoes proveniente de poténcias de Fy, F*" assumem - em um processo de
desenvolvimento, detalhamento e anélise de equacdes de campo como o exemplo particular
exibido em (NOVELLO; BERGLIAFFA; SALIM, 2004), porém para poténcias variadas.



63

9 Conclusoes

O presente trabalho visa, como exposto ao longo do texto, o estudo de métodos que
tém como mote a tentativa de estabelecimento de uma analogia entre eletromagnetismo
e gravitacdo. Nesse contexto, foram revisados trabalhos constantes na literatura da area a

respeito de teorias gravitomagnéticas e de modelos eletrodindmicos nao lineares.

No que diz respeito ao gravitomagnetismo, foram investigados modelos no contexto
da Relatividade Geral - que se utilizam da linearizacao das equagoes de Einstein e do tensor
de Weyl para realizar analogias -, bem como no contexto teleparalelo. Com base na revisao
bibliogréfica realizada, pode-se dizer que se apresenta como caminho promissor a utilizacao
deste - cuja estrutura é andloga ao do eletromagnetismo, na medida em que ambas teorias

sdo estruturadas como teorias de calibre.

Ja no panorama dos modelos de eletrodindmica nao linear, foram revisados artigos
que propoem generalizacoes da lagrangiana eletromagnética para os mais variados fins. Em
linhas gerais, com essa abordagem, foi possivel reproduzir os cdlculos e recuperar os resulta-
dos presentes em artigos da drea (eletrodinamica nao linear) - ao menos no ambito daquilo
que diz respeito aos nossos objetivos. Isto €, foi possivel compreender como funcionam os
mecanismos para obtencao de equacoes de campo eletromagnético generalizadas, no con-
texto da fisica cldssica, assim como as motivacdes que levaram a construcao dos modelos

estudados (e suas implicacoes).

O referido processo permitiu a formacao de uma base para que, posteriormente, se-
jam realizados estudos e cdlculos analiticos na tentativa de estabelecer analogias entre a
gravitacdo e o eletromagnetismo. Visa-se, em especial, o estudo de lagrangianas alternativas
que fornecam equacdes de campo eletromagnéticas de ordem superior.

Para tal, uma abordagem possivel é seguir procedimento semelhante ao proposto
pelo GEM, porém partindo da teoria eletromagnética - generalizar as equacdes de Maxwell
com vistas a encontrar termos correspondentes as equacoes gravitacionais. As equacoes gra-

vitacionais a serem consideradas sdo, por sua vez, as equacoes de campo teleparalelas.

Como possiveis caminhos a serem seguidos a partir de entdo, com a base construida
ao longo da confecg¢do deste texto, colocamos um estudo dos resultados experimentais rela-
tivos a esses modelos, a exemplo da investigacdo proposta em (CADENE et al., 2014) - esses
resultados poderiam balizar a direcao do processo de investigacdo. Outro ponto passivel de
aprofundamento seria o campo da Teoria Quantica de Campos, em que boa parte das teorias

analisadas desenvolve-se.

A partir dai, colocam-se como perspectivas para processos de pesquisa futuros como,
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por exemplo, no ambito da pés-graduacao, esforcos para tentar encontrar uma lagrangiana
alternativa que leve, quando aplicada as equacdes de Euler-Lagrange, a equacdes generali-

zadas convenientes.
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