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Resumo

Este trabalho teve como objetivo estudar a aplicagao da teoria dos grupos de renormaliza-
¢a0 na teoria quantica de campos. Para fundamentar esse estudo, foi explorado o emprego
do GR na teoria de transi¢ao de fases criticas (TFC), tendo como referéncia para toda
a pesquisa as seguintes bibliografias: (YEOMANS, 1992), (CARDY, 1992) (para a teoria
TFC) e (FRADKIN, 2021a) (para TQC). Por fim foi explicado como os grupos de renor-
malizagao permitem obter os valores dos expoentes criticos de um sistema analiticamente,
a forma que explicam fené6menos como a universalidade e permitem calcular valores para

quantidades aparentemente divergentes em TQC.

Palavras-chaves: Grupos de renormalizagao, Teoria quantica de campos, Teoria de tran-

sicao de fases criticas.






Abstract

This paper aimed to study the application of renormalization group theory in quantum
field theory. To base this study in, the use of RG in critical phase transition theory
(CPT) was explored, using the following bibliographies as reference for the entire research:
(YEOMANS, 1992), (CARDY, 1992) (for the CPT theory) and (FRADKIN, 2021a) (for
QFT). Finally, it was explained how the renormalization groups allow us to obtain the
values of critical exponents of a system analytically, the way they explain phenomena

such as universality and allow us to calculate values for apparently divergent quantities
in QFT.

Key-words: Renormalization Group. Quantum Field Theory. Critical Phase Transition

Theory.
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Introducao

A teoria dos grupos de renormalizacao é uma poderosa ferramenta matematica
com utilidades em diversas areas da fisica, como por exemplo, na Teoria Quantica de
Campos e na fisica estatistica. Esta teoria foi inicialmente concebida e tem sua principal
utilidade na TQC, na qual é usada para tratar dos infinitos emergentes nos calculos das

grandezas fisicas.

Os grupos de renormalizagdo tratam-se de um conjunto de transformacgoes na
funcao de particao de um sistema fisico, geralmente de escala, alterando sua quantidade
de graus de liberdade. Essa transfomacao pode ser feita por meio de uma mudanga de
escala fisica da grade (eixo coordenado), que ¢é utilizada na teoria TFC ou mudangas
no momento/energia, que aplicamos na TQC, a partir da mudanga do regulador UV
A, permitindo examinar seu comportamento fisico em diferentes escalas de tamanho e
energia. A partir dessas transformacoes, é notavel a utilidade da teoria GR na observagao
de fenémenos advindos de invaridncia de escala de sistemas fisicos, onde apresentam auto-
similaridade e auto-interagao (no caso das TQC) nas diferentes escalas observadas, sendo
descritos pela mesma fisica (interagoes), mas com novas constantes de acoplamento, ditas
renormalizados e que resultam numa intensidade diferente das interagoes. No contexto da
Eletrodindmica Quéntica por exemplo (GELL-MANN; LOW, 1954), as propriedades dos

GR sao utilizadas para calcular a massa e carga do elétron em regimes de altas energias.

Na teoria de transicao de fases criticas a aplicagdo da teoria dos grupos de renor-
malizacao realizado inicialmente por K. G. Wilson em (WILSON, 1971a) e (WILSON,
1971b), permitiu calculos mais exatos de expoentes criticos, além de dar fundamentagao
tedrica a alguns fendmenos observados em transi¢oes de fase criticas, que antes nao ti-
nham explicagdo, como a universalidade. Na TQC, permite o tratamento de infinitos que
aparecem no calculo de observaveis, permitindo escrever teorias sem regulador, fazendo

que seja possivel calcular os resultados medidos em laboratoério.

Salientada a importancia dos grupos de renormalizacao, na parte 1 deste trabalho
iremos explorar as bases da teoria TFC e estudar aplicagoes dos métodos do GR a ela,

servindo de fundamentacao para parte 2, onde serao aplicados os conceitos estabelecidos
a TQC.






Parte |

O grupo de renormalizacao na teoria de

transicao de fases criticas
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1 teoria de transicao de fases criticas

Podemos definir uma teoria estatistica no limite do continuo, utilizando-se de
campos pela rotacao de Wick ! da integral de caminho de uma TQC. Sendo assim, é de
se esperar que hajam outras conexoes ou paralelos entra essas duas areas. No que tange
as ferramentas dos grupos de renormalizacao, esse paralelo encontra nas condigbes que
definem uma transicao de fase critica e condigoes necessarias para definir uma TQC sem
cutoff UV.

Neste capitulo serd descrito o problema das transicoes de fase criticas, o formalismo
dos grupos de renormalizagdo utilizados na literatura padrao dessa area e serd resolvido

o modelo de Ising 1-D utilizando-se deste ferramental.

1.1 Tipos de transicao de fase e pontos criticos

O tamanho de correlagdo de um sistema fisico diz para qual tamanho/distancia
fisico diferentes partes do sistema, que estejam separados desta distancia, estao correlaci-
onados, ou seja, tém propriedades fisicas macroscépicas (densidade, magnetizacao e etc.)

relacionadas entre si, i.e, estdo em um mesmo estado da matéria.

Em uma transicao de fase que ocorre ao cruzarmos uma linha de coexisténcia,
teremos tamanhos de correlagao finitos, pois diferentes partes do sistema podem estar
nessas duas ou mais fases distintas ao mesmo tempo. Devido a mudanga abruta das
propriedades do sistema, essa transicao de fases é chamada "descontinua'ou de primeira

ordem.

Caso o sistema tenha linhas de coexisténcia que acabem em seu diagrama de fases,
o ponto em que isso ocorre é chamado ponto critico. Quando o sistema se aproxima de um
ponto critico, as propriedades fisicas (como densidade, calor especifico, etc.) das distintas
fases de cada lado da linha de coexisténcia tendem para um valor limite, ou seja, a dife-
renga entre entre elas tende zero. Essa aproximagao do sistema de um ponto critico (sobre
a linha de coexisténcia ou nao) é o que chamamos de fendmeno critico, ou transigao de
fase critica. Na regiao apés o ponto critico, as propriedades fisicas variam continuamente,
logo, chamamos essa transicao de fase de continua ou de segunda ordem. Essa transicao é
caracterizada pela divergéncia do tamanho de correlacao, dado que independente do ponto
ou escala que observamos o sistema, este estard numa tunica fase coerente. Um exemplo

de ponto critico é aquele que determina quando um fluido se tronam fluido supercritico.

L As rotacioes de Wick sdo método matemética que consiste de uma continuacdo analitica de funcdes

para tempo imagindrio. Pode-se encontrar mais informagdes sobre esse procedimento em (SCHLIN-
GEMANN, 1999).
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A forma como os parametros fisicos de um sistema mudam durante a transicao de
fases critica, geralmente seguem leis de poténcia em termos de parametros adimensionais
como a temperatura reduzida t = (T'—1,)/T.. Obter os expoentes dessas leis de poténcia é
o maior alvo dessa area de estudo. Surpreendentemente, esses independem das interacoes
microscopicas especificas entre atomos ou moléculas do sistema, sendo iguais para muitos
sistemas que, a principio, sao bastantes diferentes. Essa universalidade é caracteristica
chave desses fenomenos, pois reduz a andlise especifica de cada sistema com diferentes
hamiltonianas (que definem suas interagoes), para a analise de algumas poucas classes de

universalidade representante uma uma gama de sistemas.

1.2 Expoentes criticos e caracteristicas de transicoes de fase critica

A medida que um sistema se aproxima de um ponto critico, suas propriedades
termodinamicas variam com leis de poténcia, sendo elas elevadas aos chamados expoentes
criticos. No contexto dessa teoria, a definicao formal de um expoente critico A que dita o
comportamento da fun¢ao F'(t) perto do ponto critico é dada por (1.1), ou seja, podemos

dizer que F(t) ~ [t|}, i.e. F(t) é assintoticamente igual a [t|}.

1.2.1 Universalidade e outras caracteristicas

Experimentalmente é checado que apesar da temperatura critica e outras quan-
tidades, como a densidade critica, variarem bastante de sistema para sistema, e tendo
em vista que dependem dos detalhes de suas interagdes microscopicas, ha uma surpreen-
dente universalidade dos expoentes criticos i.e. Nesse sentido, muitos sistemas diferentes
apresentam os mesmos expoentes criticos, esse comportamento pode ser observado por

exemplo na figura (1)

A partir dessa propriedade, podemos fazer a analise de classes de universalidade,

invés de analisar cada sistema individualmente.

Outras propriedades notaveis dessa teoria sao a igualdade da aproximagao de T
port > 0 et < 0 e desigualdades termodindmicas que se mostram experimentalmente
igualdades. Todas as propriedades anteriormente citadas sao explicadas formalmente a

partir da analise do problema, utilizando-se do formalismo dos grupos de renormalizacgao.
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Figura 1 — Curva de coexisténcia para diferentes fluidos em variavel reduzidas. O ajuste
do gréfico foi feito com = 1/3. (GUGGENHEIM, 1945)

1.3 Teoria dos grupos de renormalizacao

Sistemas proximos a transicao de fases criticas sdo caracterizados pela divergéncia
do tamanho de correlacdo £. Caso seja definido um operador que, atuando no sistema,
tenha o efeito de mudar a escala do sistema, entdao o comportamento de uma transicao
de fase é caracterizado por um ponto fixo da transformacao. Visto que apenas £ = 0 ou

& — oo sdo invariantes a mudanca de escala fisica.

Um operador T do grupo de renormalizacao atua numa hamiltoniana H que tem

N graus de liberdade e d4 uma nova hamiltoniana com N’ graus de liberdade, ou seja:

N
_ d __
H'—THeb—ﬁ,

sendo b o fator de escala da transformacao e d é a dimensao fisica do sistema. O fator

(1.2)

de escala b determina como o espagamento da grade e as coordenadas (o que determina
distancias) se transformam, sendo a transformagdo da grade dada por @’ = ab e a das

coordenadas dado por

o =b"'x, (1.3)

pois com o aumento da escala de medigao, as distdncias medidas/observadas diminuem.
Dada essa definicdo, a condicao de interesse a ser estudada, é aquela que caracteriza

transicao de fase de segunda ordem, ou seja
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=0 =¢=¢, (1.4)

que tem como resultado trivial £ = 0 ou o resultado de interesse, £ — oo. Outras quanti-

dades fisicas se transformam de forma andaloga.

E importante notar que quando fazemos a renormalizacdo exigimos que a fungao
de particao, que determina as propriedades fisicas do sistema, seja invariante de tal forma
a nao fazer demais uma transformacao geral que descaracterize o sistema fisico estudado.

Dessa forma,

v (H) = Zy (H). (L5)

A partir das defini¢oes da transformagcao, algumas das quantidades alteradas po-
dem ser escritas diretamente em uma simples formula de escala, por exemplo, a energia

livre por spin, reduzida, que se transforma de acordo com (1.6).

fo(H') = b f,(H). (1.6)

Como comentado no comego da secgao, a transicao de fase pode ser caracterizada
por uma invariancia no comportamento do sistema dada uma mudanca de escala no mesmo
(¢ — 00). Agora, na linguagem da teoria GR, a luz da equagao (1.5), fica claro que essa
condigao equivale a dizer que a hamiltoniana H é invariante (em sua forma fncional) pela

transformacao, ou seja

H = TH = H". (1.7)

Existem diversas maneiras de se implementar uma transformacao de renormaliza-
¢do, porém em sua maioria sao tomadas médias de grandezas na hamiltoniana original
sobre alguns de seus graus liberdade. Assim, sao substituidos esses valores "integrados'na
hamiltoniana original para obter a hamiltoniana transformada, tentando escreve-la na
mesma forma funcional, mas com parametros diferentes multiplicando cada operador. Le-
vando em conta que computacionalmente fazemos a transformacao em H, utilizaremos

(1.7) para calcular os pontos fixos da transformagao.

1.4 Espaco de parametros

Grande parte do poder da teoria desenvolvida, surge da anélise do comportamento
do sistema sob uma transformagdo GR como um fluxo no espago de pardmetros. A ideia

de espago de parametros permite formulagdo matemaéatica conceitual que deixa claras as
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propriedades dos sistemas analisados, de forma que sera definido o que é o espago de

parametros e suas propriedades.

Toda hamiltoniana de interesse pode ser escrita como:

H=> pafa (1.8)

onde os u, sdo constantes de acoplamento adequadas dado cada sistema fisico e f, sao
todas combinagoes de operadores. A expressao (1.8)também pode ser vista como o pro-
duto escalar /i - f Como os f, sao fixos , o que determina o formato da hamiltoniana
sao os valores dos parametros u, entao quando aplicarmos a transformacao do grupo de

renormalizacao em uma hamiltoniana H, teremos

H' =TH = (Tj) - f,

ou seja, a transformagao é completamente determinada por

W =Tj, (1.9)

dada a equacgdo (1.9), podemos interpretar a mudanga de H sobre consecutivas transfor-
magoes como um fluxo dentro do espaco parametros, onde cada vetor ji pode ser pensado

como um vetor posi¢ao dentro desse espaco de parametros.

Como estamos interessados em fendmenos criticos (§ — 00) que sao caracterizados
por pontos fixos das transformacoes GR, iremos entao analisar o comportamento de uma
hamiltoniana arbitraria préximo a um ponto critico. Primeiramente, a condicao H' = H

se traduz

Tji=ji=ji". (1.10)

Expandindo (1.9) em torno de ji*, até primeira ordem teremos

foA i+ T — 0 ~ T (w)oji (1.11)

ou de forma explicita em termos das componentes de ji

o

! * (0% *

Mo — Mo = _.(lu —H )7 (112)
gl ’ ’

onde T/, = «| sdo as componentes da matriz 7.

B 9 -
A matriz T'(p*) é constante, pois estd sendo avaliada num ponto especifico p*.

E devido a isso podemos encontrar seus auto-valores \; e auto-vetores O; que serao im-
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portante para descrever o comportamento fisico do sistema. Expandimos as variacoes de

(1.11) em termos dos v; para obter

Zg,’»Oi = Zngi,jOj = Z Ai9:0s, (1.13)
K3 27‘7 1

ou usando a independéncia linear dos v;,

Para dar maior poder de andlise a expressao (1.14), notamos que, duas mudangas
de escala consecutivas com fator de escala b; e by podem ser vistas como uma unica

mudanca de escala de fator de escala by.by,0u seja, devemos ter que

Ai(b)Ai(b2) = Ai(bibs), (1.15)

o que significa que os autovalores \; devem ter a forma

Ai(b) = b (1.16)

Utilizando (1.16) reescrevemos (1.14) como:

g = bY%g;. (1.17)

Com base na expressao (1.17) podemos analisar o comportamento do sistema pro-
ximo a um ponto fixo de forma diferente da vista anteriormente, utilizando a seguinte
classificagdo para os parametros y;: caso y; < 0, mediante sucessivas aplicagoes da trans-
formagao do GR, g; — 0. Ou seja, as partes do sistema dependente desses g; tendem ao
ponto fixo, independentemente do valor inicial destes. Logo esses parametros sao chama-
dos de irrelevantes. Caso y; > 0, ap6s sucessivas aplicagoes de escala, o valor g/ aumenta
e a hamiltoniana se afasta do ponto fixo, e o valor inicial de g; importa na anélise de se
hamiltoniana de fato tendera ao ponto fixo ou ndo. Por isso, os g; com y; > 0 sao chama-
das pardmetros relevantes. Caso y; = 0, termos de ordem superior na expansao (1.11) se

tornam relevantes & analise.

Sendo assim, a estabilidade das solugoes de pontos fixos depende na quantidade
de parametros relevantes e irrelevantes. Uma forma de observar a influéncia desses pa-
rametros é plotar os pontos do sistemas depois de varias iteragoes da transformacgao de
renormalizacao e ver o fluxo dos parametros no espago de parametros. O fluxos de siste-
mas que comecam num ponto do esago de parametros ji com todos parametros relevantes
gi = 0,4 =1,...,m num sistema de n > m parametros, serdao levados ao ponto fixo,

logo sao pontos estaveis. Pontos que tem algum dos parametros relevantes g; # 0, serao
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g4

Critical surface

9;

Figura 2 — Representagao da superficie critica de um sistema com um parametro relevante
(g1) e dois pardmetros irrelevante (g, e g3). Todos pontos sobre a superficie
tendem ao ponto fixo (representados pelas trajetérias com setas preenchidas)),
mas pontos préximos, porém onde g; # 0, se aproximam, mas acabam se
afastando do ponto fixo (esses pontos tem trajetérias representados pelas linhas
tracejadas). Adaptado de (YEOMANS, 1992)

repelidos do ponto fixo. Os pontos iniciais ji que fluem a um ponto critico definem uma
superficie em n — m dimensoes chamada superficie critica. Como ponto fixo tem tama-
nho de correlagao infinito (ou zero) e o tamanho de correlagdo apenas diminui ap6s cada
iteragdo da renormalizagao, os pontos da superficie critica sdo pontos onde o sistema ini-
cialmente tinha tamanho de correlagao infinito. A figura (2) ilustra uma superficie critica

assim como alguns fluxos devido a uma transformagao de renormalizagao.

Caso haja mais de um ponto fixo nas equagoes de recorréncia da transformacao
de renormalizagao, pode ocorrer o fendmeno de cruzamento. Sistemas desse tipo podem
passar de um estado critico para outro, pois um estado critico pode ter mais parametros
relevantes que outra, ou seja, o sistema poderia estar préximo desse estado com mais
pardmetros relevantes, porém sem que um desses fosse zero. Assim, depois de algumas
transformacoes de renormalizagao, o sistema tende ao ponto critico onde esses parametros
(diferentes de zero) agora sao irrelevantes. Uma ilustragao desse fendmeno é mostrado na

figura (3).
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Figura 3 — Pedago de uma superficie critica de um sistema préximo a dois pontos critico A
e B. O ponto critico A tem um parametro relevante e um irrelevante enquanto
B tem dois parametros irrelevante. Trajetorias que comegam com parametro
relevante de A préximo a zero se aproximam de A, mas sdo levado até B
quando o valor do parametro relevante aumenta. Nesse momento, o sistema
cruza do estado critico A para o B. Adaptado de (YEOMANS, 1992)
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2 Aplicacao do grupo de renormalizacao na

teoria de transicao de fases criticas

Neste capitulo, serao demonstradas as aplicagoes diretas dos GR na teoria inves-
tigada, com a descri¢ao geral do método para obter os expoentes criticos de um sistema,

finalizando com a resolu¢ao do modelo de Ising 1-D a partir do método desenvolvido.

2.1 Mudancas de escala e expoentes criticos

Com base na teoria descrita, podemos analisar como as mudancas de escala da
transformacao do GR afeta as quantidades termodindamicas de interesse. Para obter grande
parte das quantidades de interesse, observa-se primeiro o comportamento da energia livre
reduzida por spin. Essa é fun¢do da hamiltoniana, porém como foi mostrado, a hamilto-
niana pode ser representada por um ponto no espago de pardmetro, entao reescrevemos
(1.6) como:

fs(/j) = bidfs(/z/)v (2'1)

ou em termos dos parametros e auto-valores da transformagao linearizada,

f(91792a >gn> ~ bidf(glby17g2by27 7gnbyn) (22)

Facamos a andlise de um sistema magnético. No modelo de Ising (e em sistemas
magnéticos em geral) os expoentes criticos de interesse sao dados a partir das seguintes

quantidades:

. , 52 _
o «: Calor especifico a campo zero é dado por Cy = g—g = —Tg%; ~ |t
H H
. izaca M = —9E B
: magnetizacdo a campo zero M = —55| ~ [t|
T
- P 2 _
» 7: susceptibilidade isotérmica a campo zero xr = g—]‘g = —5371; ~ |t|~7
T T

o §: isotérmica critica H ~ |M|°sng(M)
« v: tamanho de correlagao & ~ |t|7¥

« 7: funcio de correlagio de dois pontos em T, G(r) ~ 1/rd¢=2+1
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Para esses sistemas, como no modelo de Ising, comumente temos dois parame-
tros relevantes, a temperatura reduzida t = (17" — T,)/T. e o campo magnético reduzido
h = H/KT, pois esses sdo os parametros que controlam a criticalidade desses sistemas.

Escrevemos entao

ft hy oy gn) ~ b Cf (DY, BY2 P, .., g bU"). (2.3)

Podemos encontrar o expoente critico relacionado ao calor especifico a campo
constante C'y em termos de y; e y, utilizando a a definicao de Cy em termos das derivadas

de f da seguinte forma:

0?f,

C Y
H ot? |,

= fu. (2.4)

Derivando a equacao (2.3) e utilizando a forma ja conhecida da energia livre perto

do ponto critico temos que:

fre ~ |t = b f (094 b2h = 0, ..., 0) ~ [t| 7. (2.5)

O valor dos argumentos da varidaveis com parametros irrelevantes podem ser es-
colhidos como zero, portanto esses ficam arbitrariamente pequenos apds sucessivas apli-
cacoes da transformacao de renormalizacao. Utilizando o fato de que b é arbitrario, es-
colhemos b¥'|t| = 1 para acabar com a dependéncia de ¢ dentro da fun¢ao f. Obtemos

entao,

Cr ~ [t172/9 f(£1,0) ~ [t 7, (2.6)

o que permite identificar:

d
a=2——. 2.7
n ( )

De forma similar, a partir da derivada em relacao a h de f obtemos

for 67— 020 2 h) ~ |t (2.8)

que ainda com b¥'|t| = 1,

M ~ |t\d_y2/y1f(:|:1, h\t]_”/yl) ~ ]t|’8, (2.9)

onde identificamos
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_d_yz
b= o (2.10)

Os outros expoentes criticos como (2.11) e (2.12) sao obtidos igualmente a partir

das derivadas adequadas dos potenciais termodinamicos, em especial, as da energia livre.

2y2—d
’y:

2.11
Y1 ( )
Y2
0= 2.12
- (2.12)
Para escolha padrao de b|t|Y* = 1, chegamos a conclusdo de que o tamanho de

correlagao (assim como todas as outras distancias) sofre mudanga de escala como b ~

[t|~¥1, ou seja

y— 1 (2.13)

2.2 Resolucao do modelo de Ising unidimensional

Consideraremos a hamiltoniana mais geral para esse modelo:

H=-K Z SZ‘Sj—hZSZ‘—ZO, (214)

<%,j>
Sendo o primeiro termo associado a interacao dos spins vizinhos, com K = k%T,
o segundo termo associado com a interacao dos spins e o campo externo, onde h =
uB

£=-, sendo 1 0 momento magnético do spin. As constantes C, apesar de nao possuirem
KT )
contribui¢ao nas equagoes de movimento do sistema, terdao contribuicao na analise apds a

renormalizacao do sistema, pois essas reagiram a mudanca da escala da energia do mesmo.

Iremos fazer uma transformacgao padrao de mudanca de escala chamada de "ani-

g~ . . e . . . .
quilacao", tendo em vista que iremos "retirar'metade dos spins da cadeia de Ising, assim
reduzindo os graus de liberdade do sistema. Para encontrarmos o ponto fixo da transfor-

magao, devemos seguir a condicdo de que a funcao de particao

Z:Zexp{K > sisj+hzi+20}, (2.15)

<iyj> 5
que determina as propriedades do sistema seja invariante, ou seja, tenha a mesma forma

funcional apds a transformacao.
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O desenvolvimento se encontra apéndice A,chegando as seguintes equagoes de re-

corréncia;:

e*"" = cosh(2K + h) cosh(2K — h)/ cosh® h,
" = €' cosh(2K + h)/ cosh(2K — h), (2.16)
A" = €2 cosh(2K + h) cosh(2K — h) cosh?(h).

Para facilitar analise do sistema, é feita a mudanca de coordenadas seguinte:

w=e g =t y=c? (2.17)

e com ela obtemos o sistema (2.18) a partir de (2.16)

w/ o w2xy2 .
T (Hzy) (a+y) (14+y)2?
_ _z(l4y)? .
1 ylzty)
Y = Qrey

Para esse sistema, obtemos trés pontos fixos, sendo apenas o ponto (0,1) ponto
critico, porque para ele, temos campo zero e correlagao de spins tendendo a infinito (K —
Para obter os autovalores da transformacao e descobrir os pardmetros relevantes

e irrelevantes, devemos expandir as relagoes em série de Taylor até primeira ordem em

torno do ponto critico (0, 1), linearizando os equagdes de recursao. Feito isso, obtém-se

' ~dx,  dy ~ 2dy, (2.19)

onde dy = y — y*x = y — 1. Esses valores que multiplicam as variagoes em torno do ponto
fixo na transformagao linearizada sdo os coeficientes da matriz R(u*) da teoria e como

nao temos termos cruzados, a matriz ja ¢ diagonal e seus autovalores sao

Escrevendo esse autovalores na forma da equacao (1.16) e notando que o fator de

normalizacao é b = 2, chegamos a conclusao que:

h=2 e y=1 (2.20)
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No sistema de coordenadas que estamos utilizando, as varidveis relevantes que
determinam o comportamento critico do sistema sao x e dy, entao a aplicacao da trans-
formacao de escala na energia livre por spin perto do ponto critico, seguindo a forma dada

em (2.3) sera dada por

folx, dy) ~ b~ fo(b*x, bdy). (2.21)

Apesar de b poder ser apenas poténcias de 2, podemos utilizar uma continuagao
analitica dessa funcao para nossa andlise e escolher b>x = 1 (sem nos preocupar com o

modulo pois x > 0) para obter

A temperatura critica desse sistema é 0, o que indica que nao ha verdadeira transi-
cao de fases (tendo em vista que nunca chegamos a 7' = 0) e por isso ndo podemos utilizar
a defini¢ao usual de t, para calcular os expoentes criticos. Para visualizar claramente que
nao podemos utilizar as definigdes (2.7,2.10-2.13), notamos que nesse caso podemos fazer
T =t e utilizar e as relagoes de 2’ (2.19) e defini¢ao de x em termos de K dada por (2.17).

Com K = kbiT podemos escrever

T =

4 T
— T

1 = Ind’
f—1n4 1

4

que utilizando a aproximagao de 1/1 — e =1+ ¢ + O(€?) para € = % da

2
T'=T(1+In 2? +O0(T*) =T +1n 27; +0(T?)), (2.23)

ou ainda o
ST=T —T = In2—- + o(T?). (2.24)

Notando que, como T = 0, dT" = T" e dT = T, logo a equacao (2.23) pode ser

escrita como

T 2
dT’" = dT + ln2(d2) +O(T?), (2.25)

que mostra que nesse sistema y; = 0, ou seja, a temperatura ¢ um parametro marginal e

de fato as formulas para os expoentes criticos deduzidas nao podem ser utilizadas.

O fato desse modelo nao ter transicao de fases critica real, impossibilitando o
calculo dos expoentes criticos é notoriamente sabido na teoria como consequéncia deste
sistema ter dimensao igual a dimensdo critica inferior d; para essa classe de universa-

lidade de sistemas discretos. Essa dimensao critica inferior diz a maior dimensao para
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qual abaixo dela, ndo ha comportamento critico, causado pela falta de estado fortemente
correlacionado do sistema, i.e. o sistema nao consegue entrar em estado ordenado que
caracteriza a transicao de fase critica ({ — 00). Geralmente para sistemas com simetria

discreta, d; = 1 e para sistemas com simetria continua d; = 2.
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3 Teoria dos grupos de renormalizacao na

TQC

Durante a primeira parte deste trabalho, foi desenvolvida a ideia do que sao os
grupos de renormalizagdo, assim como uma de suas importantes aplicagdes. Seguiremos
agora a analisar sua aplicacao em nosso objeto de estudo principal, a teoria quantica de

campos.

3.1 Introducao aos conceitos e ferramentas

Na TQC, o formalismo das integrais de caminho de Feynman é amplamente usado,
sendo utilizado para calcular a fungao de partigdo Z[J], da qual extraimos os valores
esperados de multiplicagoes de operadores de campo. Esses valores esperados formam as
chamadas fungoes de correlagao de N pontos que sao utilizadas para calcular propriedades
fisicas de um sistema. Neste trabalho iremos analisar uma das teorias com interacdo mais
simples: a teoria de campos escalares ¢*(x) no espaco euclidiano (com funcao de parti¢io

real apds rotagao de Wick) *.

Podemos usar métodos perturbativos para calcular essas fungoes de correlacao,
porém diferentemente da mecanica quantica, onde cada termo da perturbacao era finito
(apesar da série total poder divergir), na TQC temos em geral, divergéncias em cada
termo da expansao. O tratamento inicial para lidar com isso, é introduzir um regulador
UV, que "corta'as divergéncias devido a altas energia. Para nos livrarmos desse regulador
introduzido , iremos reescrever a acao da teoria em func¢ao de um conjunto de constantes
de acoplamento efetivas (chamadas renormalizadas), que sao divergentes em termos do
cutoff UV A. Fazendo isso, é possivel esconder essas divergéncias nas relacao das contantes
de acoplamento com A e obter resultados fisicos significativos, medidos em laboratério,
além de permitir escrevermos teorias sem regulador UV. Esse procedimento é feito com
base nas transformagoes do grupo de renormalizacao, estudado na primeira parte deste
trabalho.

3.2 A ideia do grupo de renormalizacdo na TQC

Durante o desenvolvimento da TQC, especificamente na eletrodindmica quantica,
Murray Gell-Mann e Francis Low propuseram renormalizar as contantes de acoplamento

cruas A da teoria, sendo seu novo valor dado pela equagao diferencial (3.1)

1 Para uma defini¢do de rotagdo de Wick, ler (SCHLINGEMANN, 1999).
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)
A

oA
s Olnb

BN = —A (3.1)

g
Nesse processo, mudamos o cutoff UV e a constante de acoplamento crua, enquanto
fixamos um valor ¢ para a contante de acoplamento renormalizada, definimos a funcao

beta de Low-Man que da o fluxo de A no espaco de parametros. Como veremos, a fungao

beta pode ser calculada a partir dos diagramas de loop da teoria de perturbagcao.

Nessas teorias, ocorrem divergéncias nos calculos de quantidades fisicas importan-
tes, como a masse do campo (massa das particulas associadas ao ele), carga elétrica, etc.

devido a auto-interacao dos campos.

Por exemplo, em teoria de perturbacao, no calculo da correcao de um loop da

funcao de correlagdo de 2 pontos, aparece uma integral do tipo

[ G (32)
2m)P m3 + p? '

Observando-a, vemos que com |p| &~ 0 temos contribui¢ao para divergéncia pois o
integrando é maior. As escalas com [p| & A dao contribui¢oes ainda maiores, visto que
o espaco de fase cresce de um fator A”. Desta forma, flutuacoes em escalas de tamanho

entre a = A™' < |2| < € = my " contribuam na integral, o que gera as divergéncias.

Se o tamanho a for pensado como o tamanho minimo onde as interacoes fazem
sentido (espagamento da grade), entdo definir uma teoria sem cutoff é o mesmo que
definir uma teoria no limite do continuo. Podemos fazer isso a partir de um processo de
sucessivas aproximagoes, diminuindo a a cada passo, fazendo a/2,a/4, ..., por exemplo e
tomar o limite de infinitas iteragoes desse processo, fazendo a grade ficar cada vez mais
densa. Para conseguir definir uma teoria sem reguladores (A — oo ou a — 0) e assim
lidar com essas divergéncias, é preciso saber as condi¢oes que definem quando podemos

tomar o limite A — oo.

Percebeu-se que para conseguirmos tomar esse limite, é preciso reescrever a teoria
em termos de constantes de acoplamento efetivas, que fazem o tamanho fisico caracteris-
tico £ (seu tamanho de correlacdo), divergir em unidades do espagamento da grade a, ou
seja, & > a. Como visto na primeira parte deste trabalho, essa é a condigao ja estudada
para determinar quando um sistema passa por uma transi¢ao de fases continua, logo esses

problemas sao equivalentes.

3.3 Espaco de parametros na TQC

Toda ideia de espaco de parametros ja foi desenvolvida na primeira parte, mas

como ha uma diferenga matematica entra a mecanica quantica e a TQC, precisamos fazer
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uma pequena adaptacao no formalismo do espaco de parametros e escrever a fungao Beta
em termos mais familiares para auxiliar a compreensao dos paralelos que essa teoria tem

com a teoria TFC.

Na TQC, os objetos matematicos utilizados para descrever a dindmica do sistema
ainda sao funcoes de particdo, mas agora essas sao descritas em termos de integrais de
caminho, que sao funcionais da acao do sistema. Dessa forma, as transformagoes do grupo
de renormalizacao serdao efetuadas sobre as agdes do sistema, que ainda sao escritas em
termos de operadores na teoria de campos, mas esses sao usualmente densidades em

D = d + 1 dimensoes, de forma que escrevemos

S=Yg / dP20,((x)), (3.3)

onde O[¢(x)] sdo os operadores que constroem a densidade hamiltoniana reduzida, ou seja,
ja escrita em termos dos auto-vetores da transformacao 7. Com isso podemos escrever
uma agao efetiva (renormalizada), préoxima a um ponto fixo da transformagao como uma
transformacao homogénea dos parametros g;, assim como escrevemos uma hamiltoniana
renormalizada na teoria TFC. A partir disso, podemos escrever a acao de uma teoria

COo1mo:

S=8"+84 =5+ a / AP20,(o(x)), (3.4)

que apos sofrer uma transforma GR se torna

S = 5"+ 3 g [ d°a0(6(x))

com b = da’/a, o inverso da rela¢ao (1.3),pois a, o tamanho da grade, se transforma como
o inverso de x, uma coordenada, te tal forma que a mesma distancia fisica, antes e depois

da transformacao se conserva.

Com base na expressao (3.3) podemos analisar o comportamento do sistema pro-
ximo a um ponto fixo, utilizando a seguinte classificagdo para os parametros y; seguindo
o que ja foi feito na primeira parte d trabalho: caso y; < 0, o chamamos suas constates
de acoplamento associadas de irrelevantes e o fluxo de pardmetros ao IV (para a’ > a),
nao sofre influéncia dos valores de g;, logo teremos um ponto fixo IV estavel em g; = 0.
Caso o fluxo do grupo de renormalizacao seja reverso, indo ao UV (a>a’), teremos um
ponto fixo UV instavel. As constantes associadas a y; > 0 sdo chamadas relevantes, sendo
o ponto fixo g; = 0 um ponto fixo UV estavel e IV instavel, também chamado de ponto
fixo critico, pois estd relacionado com uma TFC. Caso y; = 0, chamamos as constantes
de acoplamento de maginais e termos de ordem superior na expansao (1.11) se tornam

relevantes a andlise. Este é o caso do modelo de Ising em d = 1 discutido na parte 1
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deste trabalho, que além de a temperatura ser parametro marginal, também nao possui

transicao de fase critica verdadeira pois T, = 0.

Para nos familiarizarmos com a aplicacao da funcao Beta de Gell-Mann-Low, po-
demos aplica-la em nosso toy-model: o modelo de Ising 1-D. Para tal, é titil reescrever a

equagao (3.1) em termos dos pardmetros da equagao (3.3). Primeiramente, notamos que
b=d/a=A/N, \=g, logo

B(A\) = lim NA)-=Ax . g0b)—g _ Ig

ASA In A —InA bgl} Inb  Olnb’ (3.5)

Escrita desta forma, fica clara a conexao de (3.5) e (2.25) deduzida na parte 1.
Como T'x = 0, entao teremos que d1”" —dT =T —T = 0T, ou seja, a equagao (2.25) tem

conexao direta com uma aproximacao para fungao beta, logo podemos escrever

oT T2
Inb b 2

sendo b = 2 na transformacao de aniquilagao em questao.

B(T) ~ +O(T?), (3.6)

3.4 Renormalizacio da teoria de campos ¢*: a casca de momento

de Wilson-Fisher

A partir da parte 1 deste trabalho, que tem mérito por si s6, abordaremos agora a

aplicacao da teoria GR a uma teoria quantica de campos amplamente estudada: a teoria
¢*.

A Acao dessa teoria é

o= [ a3

Trabalharemos no espago de momentos e escreveremos as constantes de acopla-

2, —%2 + !d)ﬂ. (3.7)

mento A e m em termos de parametros adimensionais auxiliares u e t e do cutoff UV:

o= [y

com € =4 — D, m3 =tA* e A\ = ul".

uA©

2+ —<b2 I

al (3.8)

A transformacao consiste em separar o campo ¢ em dois, uma parte dependente
da esfera de momentos 0 < |p| < bA (3.9) e outra que depende da casca de de momentos
bA < |p| < A (3.10), como ilustrado na figura 4 e escrever uma agao efetiva integrando os

momentos rapidos.
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Py

bA\ A
P-

Figura 4 — Ilustracao da separacao do espago de momentos em 2-D

cta) = [ rmoaler (3.9
0-(a) = [ Ggmola)e (3.10)

Os campos devagar ¢ (x) e rapido ¢~ (z), foram escritos a partir da transformada
de Fourrier em D dimensoes no espaco de momento adequado, de tal forma que o campo
total ¢(x) seja

o(z) = ¢<(2) + ¢=(2) (3.11)

e a agao possa ser escrita como,

S[p] = S<[p<(2)] + S5 [0 ()] + Sint[0< (), D= ()], (3.12)

onde:

1 A? A 4T
Sclod) = [ aPal 5 @<y + -0t + Met],

tA?

Ss(ps] = /dDgg B(a"d)>>2 + 7(;52> + uﬁﬁgbi , (3.13)

Sinld<s 6] = [ AP [46% 6 + 662 6% + 406,

sendo os termos de interagao entre os campos rapidos e divagares da acao livre ignorados

pois, mostramos em (B) que
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So = So,> + So,<; (3.14)
com o subscrito 0 indicando as respectivas acoes livres.

Podemos agora escrever a funcao de particao particio em termos de uma agao

efetiva (renormalizada) da seguinte forma

7 = [ Doe "9 = [ Do D¢ SH oIS Sulo o]

/D¢<6_SZA[¢<]/D¢>€_SQ[¢>}_S$J¢>,¢<] —

/ Doe”5in<19<), (3.15)

com
_SbA

e Vel = e*SZA[¢<] /D¢>€*SQ[¢>}*S{}”[¢>,¢<]_ (3.16)

Como veremos a seguir, a forma escrita, Z depende apenas dos campos devagares e

por isso, tem cutoff bA. Logo, atingimos o objetivo da transformagao. Porém, para obter
uma forma 1util de Z que conseguimos avaliar numericamente, precisamos expandir os
operadores dependentes dos campos rapidos usando a definicdo de exponencial em série

de potencia:

A_gA _ (=1)" fuA\"
s - (Y o

sendo A, a n-esima poténcia da integral dos operados de interagio mais o operador ¢ e

So,> a agao livre dos campos rapidos, ou seja

G2 (25) + 405 (25)° b () + 605 (1) 2P (25)° + 405 () d ()], (3.18)

An:/ﬁdDm‘j

J#0

com Ay =1.

Multiplicando e dividindo (3.16) pela fungao de partigao livre dos campos rapidos
(3.19), podemos escrever (3.20).

Zos = / Depo 50> (3.19)

—1)™ fuAN\"
/D¢>e_s£¢>—s&t[¢>,¢<} =Zp> > ( n') ( i ) I, (3.20)
n=0 : :
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onde I, é dado por (3.22), sendo os valores médios sdo calculados via equagao (3.21) 2.
O subscrito 0, > no valor esperado indica que estamos tomando o valor médio em relacao

aos campos livres rapidos.

| DpAe S
(Ao = Togemr

= e (3.21)

In:</ﬁdej

6L ) + 405 ()"0 () + 605 (2, P02y + 46 ()0 (2,)?) )

J#0 0,>
(3.22)
Os termos de [, até segunda ordem sao
Ih=1 por defini¢ao, (3.23)

(4(a)), + 40 @), _o<(a) +6(62(@)),_62() + 46 (a)),_o%(a)]

= [aPal(ot@), + 6<¢2<(a:)>07>¢2>(x)},
(3.24)
na qual foi usado que, por simetria, <¢2k+1>0 .= 0, pois somamos sobre todas as con-

figuracoes de campo, inclusive todas contribui¢oes opostas de campos, que se cancelam

identicamente. Por tltimo,

I={ [P [ aPaa(6400) + 462 (216 (1) + 602 (220 (21)° + 402 ()6 (11)°) x
(6 (@2) + 405 (@) 0(2) + 605 (12)*6(22)* + 465 (r2)c ()" )},
= [aPay [ aPus|(6L@0)ol (e2)),  +12(68 (21)62 (22), 6% (wa)
16(¢2 (21)62 (2) ), _ < (@1)d(w2) +32(0L (21) (22))) (1) B (22)

+36<¢2> (21)02 ($2)>07>¢2§ (z1) 92 (22) + 16<¢>(9€1)¢> ($2)>0’>¢i($1)¢<($2)],
(3.25)

em que utilizou-se o fato de que

/ 4Pz, / AP 206" (1) ™ () = / 4Pz, / AP 20¢™ (1) 6" (122) (3.26)

, sendo o mesmo valido para os valores esperados.

2 A definido de valor esperada neste formalismo pode ser encontrada em (PATH. .., 2023)
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Aplicando o resultado da equacao (3.20) em (3.16), achamos que a acao efetiva
pode ser escrita até O(u?®) como ((FRADKIN, 2021b))

ul© ul©
P, = S¥p] + Fos + ( . )11 2'( - ) (L— ) +0@®,  (3.27)
onde Fy~ = —In Zy~. Calculando o valor de I? temos

1= [ a%, [ a2 ((68(0) +6(6% ()02 (00)) (62 (02)) + 662 (02) )2, (1))
— [ aPay [ aPus | (64 (@0) ) (6L (02)) +12{ (21) ) (02 (2) )62 (w2)

+36(62 (00) ) (2 (52) )02 (2102 (12)|
(3.28)

em que adotamos a convencgao de ignorar o subscrito 0, > em razao de todos valores médios
dos operadores sao tomados sob os campos rapidos livres. Continuaremos a utilizar essa

convencao daqui em diante. Com esse resultado escrevemos S¢sy explicitamente como

1 A?
Sy = 5<lod) = [ s [30uo(a)) + () + Lol(@)] + P

(50) [ [(otn)] + (“A) [ dPai( ¢<<x1>>¢><x1>}

_Z(W) { [P [aPa(: o @) 2 ot wa) :)
+12/dD$1/dD$2 1¢>(951) 2 (22) : >¢<($2)

(3.29)
+36 [ 02y [ aPma( ;62 (mn) = 62 () ¢ Y6 (1) (a2)
116 / AP, / AP 2262 (21)6L (12))_0<(21)0< (w3)
16 [ aPy [ aPza(s(21)05(22)), 0% (w1)0<(w3)
+82 [ d%y [ dPaa(02(01)0 (22)), o< (@) (w) | + O(u?).
A motagio : A := A — (A) foi utilizada para simplificar a escrita da expressio. Por

exemplo, no termo < L@t (1) L () > expandindo obtemos

(80 = 6L 2)) (04 22) = 6L (02) ) ) = (8L ()6 (w2)) — (62 (00) ) {652 (w2))- (3.30)

Faremos agora a integracao das contribui¢oes das médias das multiplicagoes dos

campos. Para isso, serd usada a expansdo de loops em ordem 0 (sem loops), ou seja,
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Figura 5 — Diagrama de Feynman de ordem 0 para o valor esperado da expressao (3.31).

dependente apenas de fatores Gy~ (z1 — z2), sem interacdo (sem integragao sobre termos

do tipo Go~(z1,y)Go > (y, z2)). Teremos, por exemplo

16/de1/dD$2<¢i($1)¢3>($2)>07>¢<(1‘1)¢<(5E2) =

(3.31)
96 / 4Pz, / dP23[Go s (w2 — 21)Pd< (1) b (2),

representado graficamente pela figura 5 e com fator de multiplicidade S = 3x2 = 6,

que representa as permutacoes possiveis para parear os campos ¢(z1) a ¢(x3). Go > € dado
pela equacgao (3.32) e esta elevado a terceira potencia temos trés linhas no diagramas para

serem conectadas.

de eip.(azgfxl)
= .32
Go = | (2m)D P2 1 A2 (3:32)

A partir dessas, a fim de fazer a soma dessas contribuicoes e escrever a acao efetiva
em termos de operadores locais, faremos uma ultima aproximagao, expandindo os campos
¢<(x2) em série de Taylor dentro da integral. Considerando xo = 1 +a, escrevemos ¢(z)

como

P(z2) = ¢(z1 +a) = ¢(x1) + did(21)a; + 21| + 0;0;0(z1)aa; + ... (3.33)

com soma implicita nos indices repetidos. Utilizando essa expressao, reescrevemos (3.31)

da seguinte forma:

/del/de2[G0,>(x2 - $1)]3¢<($1)¢<($2) =
= /de/dDaG0,>(a)3¢<(x) (¢<(x) + 0ip~(z)a; + 21!8i6jgb(x)<a,-aj + ) (3.34)

= /dedDaGo,>(a)3¢2<(;p) - ;[/dDa[GO7>(a)]3a2 ;(3M¢<(x))2 .
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Obtendo os calculos de todas as contribui¢oes ((FRADKIN, 2021c)), podemos

escrever a acao efetiva como

Serp = /de [;1(3“@)2 + B¢> + (ngi} + cte + ... (3.35)

sendo os termos nao escritos dependentes de ordens superiores nos operadores e

ul\? 1 D 3 2 3

A= 1+48< - ) D[/d aGo-(a)*a ] + O,
2 €
p- 6<“A)Go>(0)
o 2 s (3.36)

_ ul D 2 D 3 3

A1 72G07><0) d CLGO’>(CL) + 48 d aG0’><a) +O(U ),
uA€ uA\ 2

c="r - <4'> {36 / dPaGo- (a)? + 48Go - (0) / dDGO,>(a)] L OWP).

As integrais e o valor de Gy~ (0) podem ser calculados analiticamente e escritas em termos

des=—Inbe

27TD/2
S0 = T(p7a) (3.37)

que ¢ a area de uma hiperesfera, sendo I' a funcao gamma.

Apds muito desenvolvimento, devemos relembrar o objetivo principal: definir uma
teoria quéntica sem regulador UV (A — o0). Para tal, foi argumentado que devemos
obter uma teoria em que o tamanho de correlagao diverge em termos do cutoff A, o que
ocorre quando temos um sistema que é ponto fixo no espago de parametros, mediante uma
transformacao de renormalizagdo. Dito isso, como os coeficientes A, B e C' sao diferentes
dos valores apropriados, devemos adicionar mais uma variavel a transformacao. Fazemos
uma transformacao de escala nos campos dada por (3.38) para obtermos essa nova variavel
e por ultimo, faremos transformagao de coordenas (3.39) a fim de reverter o regulador

UV para A.

¢'(2') = L7 2p(2). (3.38)

/

' =bx (3.39)

Feito isso, a agao transformada, que é a agao efetiva, aplicada nos campos e coor-

denadas reescaladas, pode ser escrita como

S’ (2)] = Seprlo<] = / dP2'p=P {gb%(@@)? + BL¢2 + CL*¢L |, (3.40)
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ignorando termos constantes e de operadores de ordem superior. Escrito desta forma,

vemos que a condicdo para que a a¢ao seja invariante é

1=b0"PAL
t'A?
= b "LB (3.41)
u'A° ~Dy2
o =bre

que nos da

L=0b""2LA™ = (1+0®u?) =~ P2

I 2 u Spos _ 2,2 }
u =b [u 3u (27T)D+3u t(QW)D—i—O(u,t)

onde foram utilizados os valores das integrais e de Gy~ (0) que aparecem em (3.40) e
depois foi feita expansao em série de Taylor dos fatores de t resultados dessas integrais.

Reescrever as expressoes (3.42) de forma mais sucinta, podemos definir a nova varidvel

Sp

= 3.43
v u(2ﬂ>D, ( )
de tal forma que as equagoes (3.42) ficam
/ 1 2 2
t'=t+ -v(l—t)s+ Ot u”),
. (3.44)
v =b(v — 51)25 + 3tv?s + O(t%, u?).
Usando a defini¢ao (3.5), escrita em termos de s = —In b,
ot
ﬁt = % )
5=0 (3.45)
g, =2
v 88 8:07
temos
3
B, = ev — —v?
2 (3.46)

v 1
6t:2t+§_§vt
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Bv) Bv) t

I
G \ G\ -);}

(a) (b) (c)

Figura 6 — Fun¢ao beta da constante de acoplamento v em D < 4 (a) e em D = 4 (b)
dimensdes. (¢) mostra o fluxo RG completo em D < 4 dimensdes.

3.4.1 Analise dos pontos fixos

A partir das equagoes das func¢oes beta, podemos descobrir quais sdo os pontos
fixo da transformacao. Ja que ela mede a taxa de variacdo do pardmetro em funcao
do regulador UV, basta colocar 8 = 0 para obter o ponto fixo. Fazendo isso para as
fungoes (3.46), considerando termos O(#?,v?) apenas, teremos apenas a solugdo trivial
t* = 0,v* = 0, que d4 a teoria de campo livre. Considerando termos O(t?, v?) na expressio
de v, obtemos um sistema de equagoes simples que dd o ponto fixo nao trivial (¢*,v*) =
(—g€, 2¢), chamado ponto fixo de Wilson-Fisher (WF). A condi¢o de existéncia desse
ponto fixo é que D < 0, caso contrario, com D = 4, teremos apenas o ponto fixo de

campo livre.

Caso D < 4, épsilon serd positivo e o ponto fixo de campo livre tem dois parametros
relevantes, tendo duas trajetérias possiveis, uma tendendo a ¢t — 400 e outra tendendo
ao ponto WF, que tem apenas um parametro relevante, ou seja, ocorre o fenémeno de
cruzamento explicado no final da secgdo (1.4). O valor t* # 0 indica que deve haver
renormalizacao nao trivial a massa do campo, o que serd explorado na proxima seccao.
Quando D — 4, o sistema tende ao estado em que temos apenas o ponto fixo de campo

livre ndo-massivo, como mostra a figura 6 (a) e (b).

3.4.2 Renormalizacao da massa

Foi vista nessa seccdo que, para o ponto fixo nao trivial, a massa depende da
transformacao de renormalizacdo e que a teoria de ponto fixo tem parametro ¢+ # 0. Isso
indica que, diferente do valor postulado inicial mg, a massa real do sistema, que pode
ser medida em laboratorio, serd dada pela transformacao de renormalizacao na forma de
uma massa renormalizada. Podemos descobrir essa massa efetiva da teoria , escrita com
dependéncia explicita de A (o cutoff inicial) da forma descrita a seguir. Como o tamanho
de correlacio é definido por &€ = mg* e vimos que apés a transformacao de renormalizacio

esse depende de t e u, entao, apds analise dimensional, espera-se que possamos escrever
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E=AN"f(v,t) (3.47)

sendo f(v,t) uma funcdo adimensional. Para um sistema que é ponto fixo da transfor-
macao de renormalizagdo, temos que o tamanho de correlagao é divergente e invariante,

logo, podemos escrever

A L df (1)
O—m— A2 f(v,t) + A1 -

O segundo termo aparece pois apesar de nao depender explicitamente de A, a funcao

(3.48)

f(v,t) depende depende de lambda pela transformagao de renormalizacdo, ou seja, pela
dependéncia de t e v. Utilizando a regra da cadeia para derivar f e a definicdo das fungoes

beta, temos

oty 0

/ ov v+§

B = 0. (3.49)

De forma similar, podemos reescrever a equacao (3.49) em termos de varidveis
advindas da linearizagao das fungoes beta (3.50), considerando apena a primeira ordem

em v e com x equivalente a f; e y equivalente a [3,, para obter (3.51)

r=4(t —tx) + <1—g)(v—v*), Y =10 — vk (3.50)
By = (2—§)x+..., By =—€+ ..., (3.51)

sendo feito o calculo de 3, e 3, a partir da regra da cadeia, notando que hé a dependéncia
Bx(t,v),y(t,v)).

Escrevemos a fung¢ao em termos dessas novas variaveis, pois agora o ponto fixo se
encontra na origem, o que facilita a andlise e permite identificar que claramente que y é
a variavel irrelevante e x é a relevante. Com isso, podemos simplesmente colocar y = 0
e nos concentrarmos no fluxo de z, como feito na primeira parte deste trabalho. Esse é
o motivo de termos escrito apenas o termo linear em x, pois é o mais importante para a

analise seguinte.

Dito isso, identificamos (3.49) como

af .
5P =0, (3.52)

que tem solucao geral

dx

Inf=cte— | —,
Ba

(3.53)

ou



50 Capitulo 8. Teoria dos grupos de renormalizacio na TQC

z dx

o) = ftaen] - [ 5] (3.54)
o ﬁx

Caso observemos o fluxo de dois pontos iniciais diferente, que acabem no mesmo

valor de x = & com o mesmo cutoff, teremos

)= sayenl- [ 10 = saeo- [T 6

o) = s [} (3.56)
ane com

(x1) = A" f(a), §(x2) = A" f(x2), (3.57)

nos permite escrever

22 dx

E(z1) = &(xq) exp / 7 [ (3.58)
z1 x

Supondo x; proximo muito préximo do ponto fixo, ou seja, r; — 0 e com x5 longe

o suficiente do ponto fixo (x2 > 0), para que &(x2) seja da ordem de grandeza de a,

o espacamento da grade inicial, que é a condi¢do oposta a que atingimos no ponto fixo

(€ > a). Dessa forma, com &(z3) ~ a, teremos finalmente

2 dx T
~ —— =al— 3.59
o) ““{Alu—;m} o 35
com v dado por
1
V=g §7 (3.60)
ou seja
mlza’lﬁ_:/\ﬁ_, (3.61)
X1 I

a massa renormalizada e finita, pois o termo da fracdo é pequeno, o que regulariza a

divergéncia de A.

Da mesma forma que obtemos a massa renormalizada, poderiamos obter a cons-
tante de acoplamento do termo ¢* renormalizada a partir de andlise similar da funcao
beta de y, porém vimos que essa ¢ irrelevante a criticalidade do sistema, logo, concluimos

com o resultado de m;.
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4 Conclusao

Neste trabalho foram estudadas as aplicagoes do GR em dois contextos diferentes,
mas correlatos: a teoria TFC e a TQC. Foi investigada a importante ligacdo do GR com
fendmenos relacionados a invariancia de escala, e.g. na teoria TFC e também sua utilidade
na descricao de sistemas com fisica que depende de diversas escalas de grandezas fisicas,
como a TQC. Deduziu-se a condigao de criticalidade de um sistema estatistico e foi notada
sua equivaléncia ao problema de definir uma TQC sem regulador A. Também foram
utilizados os métodos dos GR para calcular uma expressao analitica para os expoentes
criticos na teoria TFC, explicar propriedades peculiares da teoria TFC e calcular o valor

das contantes de acoplamento renormalizadas de uma teoria quantica de campos.

Podem ser salientados o seguintes resultados principais deste trabalho: resolucao
analitica do modelo de Ising 1-D a partir da transformacao de aniquilacdo e obtenc¢ao de
sua funcao beta; Aplicacdao da transformagao da casca de momento de WF para obtencao

da massa (e o tamanho de correlacido) renormalizados da teoria escalar ¢ euclidiana.
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APENDICE A — Resolucio analitica do

modelo de Ising 1-D via operacao de

aniquilacao

O objetivo deste apéndice é chegar nas equacoes de recorréncia do modelo e en-
contrar sua forma linearizada (expandido em séria de Taylor em primeira ordem) num
conjunto de variaveis apropriadas. Para tal devemos supor que a fungao de partigao (A.1)

é invariante pela transformacao feita.

<ig> i

Z:Zexp{K > sisj—i—thi—i-ZC}, (A.1)

Para facilitar a anélise, reescrevemos (A.1) como

Z = Z H eXp{KSi}(Si,181+1) -+ hSi -+ h(SZ’,1 + Si+1)/2 + 2C. (A2)

si i=2,4.6,...

Sobre a transformacao de aniquilagao, iremos tomar o valor esperado de Z (a
menos de uma constante 1/2 igual em ambos os termos) sobre os spins pares (2,4,6,...),

sendo +1 os possiveis valores

Z, = Z H exp{K(Si—13i+1> + h + h(Si_l + Si+1)/2 + 20}

51,53,85,... 1=2,4,6,...

+ Z H eXp{—K(Si_18i+1) —h+ h(si—l + Si+1)/2 + 20}

51,53,85,..- 1=2,4,6,...

(A.3)

A expressao (A.3) tem soma e produto sobre todos spins remanescentes, entao ire-
mos renumerar os indices de s;, (1,3,5,...) como (1,2,3,...) por conveniéncia e naturalmente,

os indices do proditério também se tornarao (1,2,3...) nos permitindo escrever

Z" =3 T exp{(K + h/2)(si + si11) + h+2C}
S A4
+ZH6XP{<_K+h/2)(Si+Si+1) —h+2C}, &

ou
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g _ Zexp{Z(K +h/2)(s; + Siy1) + h+ 20}

7

—I—Zexp{Z(—K +h/2)(si + Siy1) —h + 20},
Para aplicar a condigao (1.5) reescrevemos -, ;. 5;5; = K >; 55,41 na hamilto-

niana original e dizemos que Z’ tem a forma

7 = Zexp{z K'sisig1 + 1) s+ ZC’}, (A.5)

ou equivalentemente

Z/ = ZGXP{Z K,Sisi—l—l + h,Z(Si + Si+1)/2 + Z C,}, (A6)

e supomos Z' similar a Z, mas com diferentes constantes de acoplamento. Fazendo
isso e supondo que a expressao dentro do somatoério em s; ¢ igual para cada indice 1,

obtemos trés equagdes para os trés casos de s; € s;41:

U I U
R/ HNHC — 2K42h420 | o=2K42C o g ]

e—K'+C" _ h+20 | o—h+2C Si= —8ip1 = £1 (A.7)

K'—W+C' _ o~2K+2C | ,2K—2h+2C

€ S; = Sij41 = —1.

Chamando as equagoes de (1), (2) e (3) respectivamente, podemos obter a expres-

sao de cada constante de acoplamento fazendo

2K+2h+2C | ,—2K+2C\(,—2K+2C | 2K—2h+2C
[(1) % (3)]/(2)* = ™ = (e +e )(e +e )

(6h+2C + €7h+20)2
eh(€2K+h +€—2K—h>(e2K—h +€—2K+h)e—h

(el + e=h)2

— e = cosh(2K + h) cosh(2K — h)/ cosh? h, (A.8)

(1>/(3) . €2h’ _ (62K+2h+20 + 6—2K+2C)

(6—2K+QC + €2K—2h+20)
6h(€2K+h + €—2K—h)

o e—h(e—QK-i-h + 62K—h)

— e = ¢ cosh(2K + h)/ cosh(2K — h), (A.9)
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(1) % (3) * (2>2 N 640’ — (62K+2h+20 + 672K+2C)(672K+20 + €2K72h+20)(eh+20 + €7h+20)2

— eSCeh(eQKJrh +€72K7h>(672K+h _'_62K7h)67h(€h _i_€7h>27

— " = 16.€3¢ cosh(2K + h) cosh(2K — h) cosh?(h),

logo, as equagoes de recorréncia sao:

e = cosh(2K + h) cosh(2K — h)/ cosh? h;
" = €' cosh(2K + h)/ cosh(2K — h);
" = 16.€3¢ cosh(2K + h) cosh(2K — h) cosh®(h).

Para fazer andlise dos pontos criticos faremos a mudanca de base

Com essas substitui¢oes podemos escrever

e w_z(:vl/Qy_l/Q +x1/2y1/2)(x1/2y_1/2 + x_l/zyl/Q)(y_l/z +y1/2)2
_ w—2x—1(y—1/2 + xyl/Q)(xy—lﬂ + yl/Z)(y—l/Q + y1/2)2
=w ey (L ay)(z +y)(L+y)y

—w = Wiy’
I+zy)(z+y)1+y)*
para omega,
- yfl(x71/2y71/2 +x1/2y1/2)

(212y=172 4 1=172y1/2)
y—lx—1/2(y—1/2 + l,yl/Q)
x—I/Q(xy—l/Q +y1/2)

y (1 +2y)
(z+y)

_)y/:y(ﬂﬁy)
(1 +zy)’

para y e

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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o (@ Ry V2 g 212 (V212 g /212
- (y 12 + yL/2)2
x—l(y—1/2 +xy1/2)(y1/2 _l_xy—1/2)
o (y—1/2 +y1/2)2
_ Ty (At ay)(y + o)
y (1 +y)?

Xz

;o 2(14y)?
S ety (A1)

para x. Teremos entao o novo sistema a seguir:

W = w?zy? .
T (I4ay)(z+y)(1+y)2?
_ _=z(4y)? .
1 y(zt+y)
y = (1+zy) -

Inicialmente, os pontos criticos do sistema serao definidos apenas por z e y, entao

ignoraremos a equacao para w.

Apoés de reescrito o sistema, fica facil enxergar os pontos fixos (para K > 0) como

sendo:

e Alinhaz*=1e0<y* <1;
e« O ponto xz*=0ey* =0;
e Opontoz*=0ey*=1.
O ponto de interesse é o ponto (z*,y*) = (0,1), que representa o sistema a zero

campo y = 0 e com alta correlagdo dos spins (tendendo ao infinito), o que caracteriza um

ponto critico.

Expandindo o sistema (A.16) em série de Taylor em termos desse ponto critico

obtemos:

IIZLW)%(4+dy2+...)$+(..-)$2+O($3)

(Itay)(z+y (A.17)
y = B~ 1+ 2dy + dy? + O(dy®) — dy' = 2dy + O(dy?)
Dessa forma, linearizando a transformacao teremos
¥ xdr,  dy =~ 2dy, (A.18)

finalizando nosso objetivo do apéndice.
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APENDICE B - Propriedade da ac3o livre

livre sob transformacao da casca de momento

Durante o processo de separa o campo phi(zr) em campos rapidos e divagares,
precisamos reescrevera agao da teoria. Neste apéndice é demonstrado como a agao livre

da teoria ¢ dada pela soma das agoes livres dos campos rapidos e divagares.

Comegamos pelas transformacoes (3.9) e (3.10) de ¢(z), que quando aplicadas a

acao temos:
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sendo z.p o produto escalar entre dois vetores. O primeiro quadrada da expressao

acima pode ser escrito como:
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Fazendo a integral em x o termo de velocidade da acao fica
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onde foi utilizada a definicdo da funcao delta como a transformada de Fourrier da cons-

tante 1. De forma similar, o segundo termo de (B.1) dara

[ o), (B.4)

que nos permite escrever a agao como

5, ool + 1) (5.5

Quando escrevemos Sy < + Sp >, no termo de velocidades temos
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3 al(on [ o) + (o [ Shower) ] o

Cada integral dessas pode ser resolvida da forma que resolvemos (B.2), nos dando

L +5 [, oot =5 [ G Isewenit, (B

que é de fato igual ao termo de velocidade da ag¢ao Sy.Por fim, podemos novamente, aplicar

o mesmo procedimento para os termos com ¢? de tal forma a obter

w00y
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Combinando os termos de velocidade e de massa, obtemos (B.5), o que prova que

P(p)P(—p). (B.8)

SO = SO,> -+ SO,< (Bg)



