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Resumo

Nesta monografia, revisitamos a construcao e as propriedades basicas de certas solugoes
topologicas em teorias de campos. Apos introduzir algumas ferramentas matematicas
bésicas que permeiam o trabalho, como as integrais de caminho e os grupos de homotopia,
um estudo das solugoes é realizado. Nossa analise esta centrada; na solucao de instanton
na mecanica quantica do potencial quartico enquanto modelo prototipico para os calculos
com instantons, na solucao de séliton para a teoria A¢* e sua interpretacdo na teoria
quéntica, nas solugoes de vértices em teorias com simetria U(1) global em uma e duas
dimensoes e a relacao com a fisica estatistica do gas de Coulomb, no modelo sigma nao-
linear e sua construcgao geométrica dos instantons e nos instantons BPST da teoria de
Yang-Mills livre. Procuramos ressaltar as semelhancas entre as solugoes e os célculos
realizados em modelos distintos e, sempre que possivel, discutir a relevancia dos métodos

para a elucidacao de problemas concretos da teoria quantica de campos.

Palavras-chaves: Instantons. Solugoes Topologicas. Teoria Quantica de Campos.



Abstract

In this work, we revisit the construction and some of the basic properties of topological
solutions in field theories. After introducing some basic mathematical tools which are
employed throughout the text, such as path integrals and homotopy groups, we study the
aforementioned solutions. Our analysis focuses on: the quantum mechanics of the double
well and its instanton solution as a prototypical model, the A\¢?* soliton and its quantum
meaning, the one and two dimensional vortex solutions of theories which exhibit a global
U(1) symmetry and the connection with the statistical physics of the Coulomb gas, the
geometrical construction of instantons in non-linear sigma models and the BPST instan-
ton in pure Yang-Mills theory. In our exposition, we sought to highlight the similarities
of the techniques employed in each model and make connections between analogous phe-
nomena. Whenever possible, discussions were raised regarding the practical relevance of

such solutions to concrete problems in quantum field theory

Key-words: Instantons. Topological Solutions. Quantum Field Theory.
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Introducao

O Modelo Padrao da fisica de particulas constitui a mais bem sucedida teoria fisica para
a descricao da matéria e suas interagoes a nivel subatomico. Contudo, os métodos pertur-
bativos que usualmente sao empregados na QED, por exemplo, ndo sao adequados para
avaliar certos regimes de outras teorias como a QCD. A busca, tanto pelo lado da fisica
quanto da matemaética, por novos métodos nao-perturbativos para o estudo das teorias
de campos faz parte de um rico, atual e extremamente relevante programa de pesquisa

da fisica tedrica.

Notaveis avangos nessa diregdo surgiram com a investigagao e descoberta de novas
estruturas integraveis' em modelos de interesse fisico. Além disso, destacamos também o
papel dos métodos semicléssicos, sobretudo no que se refere a investigacao das chamadas

solugoes topoldgicas, o assunto central do nosso projeto.

Um dos primeiros exemplos de uma solugcao nao-perturbativa das equagoes de
movimento Euclidianas e topologicamente nao-trivial veio a tona com o seminal artigo de
Belavin, Polyakov, Schwartz e Tyupkin, sendo conhecida desde entdao como o instanton
BPST (BELAVIN et al., 1975). Essa solugao foi encontrada investigando a teoria de
Yang-Mills livre com grupo de simetria SU(2). O instanton descreve uma transigao entre

diferentes setores topolégicos do vacuo da teoria.

Logo se tornou evidente que o estudo dessas solugoes topoldgicas especiais levaria
a um entendimento mais profundo da estrutura do vacuo da QCD e das demais teorias de
calibre. Em particular, diversos trabalhos surgiram com o intuito de entender o problema
do confinamento de quarks na QCD e em teorias de calibre semelhantes, porém com sim-
plificagoes (POLYAKOV, 1994). Nao somente isso, claro. Pouco tempo depois, Coleman
e colaboradores (e varios outros cientistas posteriormente) investigaram o problema do
decaimento do falso vacuo e suas implica¢oes cosmologicas. Nesses trabalhos, o emprego
de métodos semiclassicos e de solugoes solitonicas que mediam processos de tunelamento
ocupa um papel central nas discussdes (COLEMAN, 1977), (JR; COLEMAN, 1977).

Ainda sobre as possiveis aplicacoes, um resumo do status experimental de varias
solugdes de solitons pode ser consultado em (MANTON; SUTCLIFFE, 2004), §1.6.

1

Nao s6 surgiram novas estruturas integraveis a serem investigadas, como também novos métodos
algébricos de andlise desses modelos, como os grupos quanticos (ETINGOF; SEMENYAKIN, 2021).
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Encarando ainda a teoria de calibre do ponto de vista puramente matematico enquanto o
estudo de conexoes em fibrados principais, as solugoes de instantons de Yang-Mills abriram

portas para uma gama enorme de trabalhos na geometria diferencial e na topologia das
variedades em dimensao 4 (DONALDSON; KRONHEIMER, 1990).

A topologia, como antecipamos na discussao acima, ir4 ocupar um papel central na
discussao acerca dessas solugoes estendidas para as equagoes de movimento Euclidianas
em teorias de campos. De fato, a topologia ocupa varios papéis na TQC, dentre os quais
podemos citar (FRADKIN, 2021):

(i) Identificar classes de configuragoes topologicamente inequivalentes na fungao de

particao;

(ii) Permitir uma definicdo nao-perturbativa da integral de caminho em teorias com
simetrias globais, em teorias de calibre e também em teoria para fendmenos de

transicao de fase;

(iii) O estudo de configuragoes classicas (e estados quanticos) com energia finita e topo-

logia nao-trivial (sélitons);

(iv) Compreensao de processos de tunelamento na TQC.

O objetivo do nosso projeto ¢ introduzir as ferramentas fisicas e matematicas
basicas para entender as propriedades fundamentais das solugdes topoldgicas em teorias de
campos. Faremos isso abordando exemplos concretos que ilustram de maneira simples os

aspectos mais relevantes do comportamento dessas solugbes a nivel classico e/ou quantico.

A principal referéncia para a escrita dessa monografia foi o livro do E. Fradkin
(FRADKIN, 2021). Outra referéncia sobre o mesmo assunto que o autor julgou ttil no
desenvolvimento do projeto é o livro do E. Weinberg (WEINBERG, 2012).



Parte |

Algumas ferramentas matematicas
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1 | Integrais de Caminho

Johnny! ’Lesson 5°! (...) "The shortest route was a

detour.” ’It was the detour that was our shortest path.’

— Gyro Zeppeli em Steel Ball Run (Hirohiko Araki)

1.1 Motivacao

Na mecanica classica, a dindmica de uma particula entre dois instantes de tempo t; e
t; é determinada pela sua trajetéria ¢ = ¢(t), t € [t;,tf], uma fungdo suave obtida a
partir das equagoes de movimento submetidas as condi¢oes de contorno apropriadas. Em
contraste, os principios da mecanica quantica fornecem uma prescri¢ao probabilistica para
descrevermos o dindmica de uma particula entre duas configuragoes. Neste formalismo,

basta determinar a amplitude de probabilidade’

(d,t')q,t) (1.1)

para sermos capazes de calcular os observaveis relevantes da teoria. A amplitude acima é,
precisamente, o elemento matricial do operador de evolucao temporal, também chamado
de propagador:

K(q t;q.t) = (¢ t]q.t) = (¢l D]q). (1.2)
Dado K e 1(q,t) em uma configuracao inicial, podemos reconstruir a fun¢ao de onda para

qualquer instante de tempo:

(gt = / K(dt'0,1)(g, 1) dg. (1.3)

De certo modo, a formula acima realiza o analogo quantico do conhecido principio de
Huygens (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2019). Em palavras, para determinar 1,
basta integrar o estado inicial em conjunto com o propagador sob todas as posigoes entre

as configuragoes inicial e final.

A ideia bésica por tras da formulacao da mecénica quantica por integrais de ca-

minho consiste em considerar essa analogia com o principio de Huygens como um novo

L' Por |¢,t) = eiflt lg(t)) nés denotamos um estado no “quadro mével”, seguindo (RYDER, 1996). Este
ket é um autoestado do operador ¢(t) no quadro de Heisenberg no instante ¢, cujo autovalor é ¢(t).
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ponto de partida da teoria. Para tal, o propagador é reescrito como uma espécie de soma
de varios propagadores em tempos intermediarios. No limite apropriado, uma integral de
Riemann surge e obtemos uma representacao funcional para K. Isto é, chegamos a uma
expressao envolvendo uma integral sob um espacgo de fung¢odes. Desse modo, para deter-
minar o propagador, nés devemos em principio realizar uma integracao sobre todas as

possiveis trajetorias que a particula pode assumir.

As vantagens de formular a mecanica quantica dessa maneira sao varias. O limite
semiclassico da teoria se torna mais evidente, e por meio do procedimento formal chamado
de rotagao de Wick, construimos a linguagem correta para uma série de analogias com a
fisica estatistica. Quando adaptadas para as teorias de campos relativisticos, as integrais
de caminho se tornam a ferramenta mais conveniente para realizar a quantizacao das
teorias de calibre, como o eletromagnetismo. De maior interesse para noés, entretanto, é
o fato que a integral funcional nos permite discutir novos fenémenos nao-perturbativos
das teorias de campos, como veremos ao longo do texto. Até certo ponto, a aproxima-
¢ao Gaussiana que discutiremos ao final desse capitulo é andloga (mas nao idéntica) a

aproximacao WKB da mecanica quantica nao-relativistica’.

Historicamente, o formalismo das integrais de trajetoria foi desenvolvido no inicio
da década de 1940 por R. Feynman em sua tese de doutorado, seguindo consideracoes
iniciais feitas anteriormente por P. Dirac (FEYNMAN; BROWN;, 2005).

1.2 Integrais de caminho na mecanica quantica

1.2.1 O propagador como uma integral funcional

Para entender o surgimento da representacao funcional do propagador, vamos dividir o

intervalo de tempo [t, '] da seguinte maneira:
to=t, ti=t+e ... tp=t, (1.4)

onde € é um parametro pequeno. Vemos que

' —t
= . 1.5
¢ n-+1 ( )

Usando a completude dos autoestados de H , em cada um dos n tempos intermediarios

entre t e t' nds introduzimos no elemento matricial (1.2) o operador identidade:

Lembre-se que o uso mais celebrado da aproximagao WKB ¢é justamente na descricdo do tunelamento,
um fendmeno nao-perturbativo, como veremos no capitulo 3.

2
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De agora em diante, empregamos a notacao ¢;(t;) = ¢; para simplificar as equagoes.

Seguindo o procedimento descrito acima, encontramos:

K(q',t';q,t) = /dQ1 co o dg, (¢ tlan, ta) (Gns taldn—1,tn-1) - (g2, t2| 1, 1) (@1, taq, t) -
(1.7)
Para proceder com o célculo, vamos reescrever cada um dos propagadores intermediarios

na ultima integral passando para o espago dos momentos. Com efeito,
(@ir tilgi—1, tia) = {q(ts)le™" M q(tin))

‘ - (1.8)
= [ el (el o).

27

O primeiro termo no integrando acima é simplesmente e**)Pi(t)  Para determinar o se-
gundo termo, assumimos que o hamiltoniano foi reescrito de modo a colocar todos os
operadores ¢ & direita e todos os operadores p a esquerda’. Expandindo a exponencial em

primeira ordem em €, obtemos:

(pi(t)le " Mq(ti1)) = (pi(t:)|(1 — ieH)|q(ti_1))

(1.9)
— et (p(t),q(ti-1)) p—ip(ti)a(ti-1)
Portanto:
d 7 tz ; . N . —q . .
<Qi7ti|(]i—17tz‘—1> :/ p27(.(_ )elp(tz)(q(tz) Q(tz—l))e ZEH(p(tz)vq(tz—l)). (110)
Coletando nossos resultados, a equagao (1.7) toma a forma:
: T de(t) S [atee) — a(ty)]
j , k+1) — q(Tk
K(q,t;q,1) =/ [HdQ<ti)] [H Q—J] exp (zezp(tm) . )
i=1 =1 7 k=0 ¢
(1.11)

X exp (—iezH(p(tkH), Q<tk))> :

k=0

Notamos que os argumentos das exponenciais acima se assemelham com a expressao que
define a integral de Riemann convencional, no limite em que ¢ — 0 e n — o0o. Nessas

condigoes, escrevemos

K(o 500 = [ DyoDp(0)exp ( / "t - H<p<t>,q<t>>J) a1

to

onde Dq(t) e Dp(t) denotam as medidas de integragao formais sobre todo o espaco de

fase:
- T d(ty)
— 1 | i dp(t;)
Dq(t) := gggoﬂldq(tz), Dp(t) : ggoﬂl o (1.13)
= j=

3 Isso é sempre possivel por meio do ordenamento de Weyl (GREINER; REINHARDT, 2013).
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O estudante familiarizado com a mecinica analitica certamente se sentird tentado a iden-
tificar o integrando na exponencial em (1.12) com a lagrangiana L(p,q) da particula

classica. Contudo, nesse estagio do formalismo isso ainda nao é possivel. A priori, nao ha

OH(g.,p)

gy » COMO O mecanica hamiltoniana exige.

razao para identificarmos ¢ com

Vamos considerar p(t) e ¢(t) como varidveis independentes e realizar a integral sobre os

momentos assumindo que a hamiltoniana é quadratica, como de costume:

Hla,p) = 3" + V(o) (1.14)

Recorrendo a expressao discreta (1.11) para o propagador, a integragao sobre p(t;) se

torna Gaussiana e pode ser realizada explicitamente. O resultado final é

K@JMO=N/DWMWQW7 (1.15)

onde A/ é uma constante divergente’ e S[q] ¢ a agdo cldssica da particula. Interpretamos a
formula acima da seguinte maneira: para avaliar a amplitude de probabilidade entre duas
configuragoes, devemos integrar sobre todos os possiveis caminhos ¢(t) que conectam os

estados inicial e final, onde cada caminho possui um peso dado pela fase €514

Raramente somos capazes de avaliar exatamente uma integral de caminho que nao
seja estritamente Gaussiana. A situacdo se torna ainda mais dramatica quando adap-
tamos o método para as teorias de campos. A vantagem dessa formulacdo da mecanica
quantica é, na verdade, fornecer um atalho para deduzir as outras equagoes e relagoes

entre observaveis relevantes da teoria.

1.2.2 Limite semiclassico

Por um breve instante, considere integrais da forma®
+00
I:= /dx el @), (1.16)
—00
Quando A — 0, a exponencial oscila rapidamente, de modo que a integral sobre um
pequeno intervalo (z,x + Ax) é zero, a menos que a fun¢do f(x) esteja proxima de seus
pontos criticos x = x. tais que f'(x.) = 0.
Isto é, para os pontos criticos de f(z) ndao hé oscilagdes em primeira ordem em

Ax. Desse modo, a maior contribuicao para I vem justamente dos pontos estacionarios

4O fato dessa constante divergir ndo é preocupante. No calculo dos observaveis da teoria esse fator é

sempre cancelado.

O estudo dessas integrais oscilatérias é um ramo bem conhecido da anélise harmoénica e uma série de
teoremas precisos acerca dos seus comportamentos oscilatorios podem ser provados, como o lema de
Riemann-Lebesgue.
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do integrando. Voltando a integral (1.15), concluimos que no limite classico h — 0 apenas

os pontos estacionarios da agao classica contribuem para a integral de caminho:

05lal

50 O (1.17)

Ou seja, recuperamos o principio de Hamilton, a partir do qual as equagoes de movimento
classicas sao deduzidas. O cardter quantico de (1.15) vem das flutuagoes Gaussianas (e de
ordem superior) que surgem como corregoes da trajetéria cléssica que domina a integral de
caminho em primeira ordem. Na se¢ao 1.2.4 estudamos em mais detalhes a aproximacao

Gaussiana.

1.2.3 Rotagao de Wick e fisica estatistica

Primeiro, lembre-se que o propagador admite uma representacao em termos das autofun-
¢oes U, (q) = (q|n) do operador hamiltoniano H, o qual assumimos possuir um conjunto

completo de autoestados que satisfazem o problema de autovalores

H|n) = E, |n). (1.18)

Assim, temos:
(d,t|q,t) Z Un (¢ )07 (q) e AL, (1.19)
O propagador Euclidiano é obtido por meio da prescricao At = —i1, denominada rotag¢do

de Wick. Esse é o ponto de partida para varias das conexoes entre a fisica estatistica e a

teoria de campos. Com efeito, note que agora:

/dq (q,7]q,0) Z/dq|¢n )[PemEn
- Z e TEn = tr e_Tﬁ = 7.

Ou seja, integrando o propagador FEuclidiano sob o mesmo ponto ¢ nés obtemos a fungao

(1.20)

de partigao de um sistema estatistico com temperatura 8 = 7/h. Essas consideragoes nos

indicam que devemos usar na integral de caminho FEuclidiana apenas trajetérias peridédicas

¢ =q(t) =q(0) =¢q (1.21)

de comprimento 7 = hf. Dessa maneira, estaremos calculando a func¢ao de particao do

sistema.
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1.2.4 Aproximacgao Gaussiana e o determinante funcional

Vamos discutir agora como avaliar integrais de caminho na aproximacao Gaussiana. [lus-
traremos o método no caso do oscilador harmoénico simples antes de partir para a situacao

mais genérica.
Primeiro exemplo: oscilador harmoénico simples

Como bem sabemos, a lagrangiana do oscilador harmonico é dada por

2
_m m ., mw 4

L=—¢@-V(q) =—=¢ — 1.22
5 (@) = 5 5 (1.22)

e a trajetéria cldssica q.(t) satisfaz a equacao de movimento:

& +w?) q(t) =0 (1.23)
— +w’ ) q.(t) =0. :
de2 4
Agora, definimos a funcdo &(t) := ¢(t) — q.(t) e impomos condigoes de contorno de tal
forma que
q(t:) = qe(ti) = i, a(ty) = qe(ty) = qy. (1.24)

Isto é, £(t) se anula nos instantes inicial e final da trajetéria. Substituindo ¢(¢) na agao
classica, encontramos:

2

S(g,4) = /: dt [%(qc 6P %(qc n 6)2}

) (1.25)
= S(g0d) + SEO + [ dt (mid — muae)
t;
Integrando por partes e utilizando a equacido de movimento, encontramos®:
S(¢,4) = S(qe. Ge) + S(£,€). (1.26)
Dessa maneira, obtemos a seguinte expressao para a integral de caminho:
_ _iSe/h i Y :
(ag.trlaist) = e Deexp |5 [ dtLigd)]. (1.27)
t;

&=Er=0

onde S. denota a acao avaliada para a trajetéria classica. Notamos ainda que toda a
informagao acerca dos estados inicial e final se encontra no pré-fator acima. Por isso,
dizemos que para o oscilador harmonico simples as flutuagoes quanticas sao independentes

desses estados.

Para completar o calculo do propagador, vemos que sao necessarios dois passos
intermedidrios: encontrar ¢.(t) para determinar o pré-fator e lidar com integral de caminho

restante que descreve as flutuagoes quanticas.

6 Note ainda que no caso do oscilador harménico, S(q., ¢.) é igual s S(¢, §) Isso é uma particularidade

desse sistema apenas.
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Caso geral

Para discutir os dois procedimentos restantes que acabamos de mencionar vamos consi-
derar o caso de um potencial genérico V(gq). A expansao de V(g. + &) em uma série de

Taylor em torno da solugao classica fornece

L[ 0V
é(tH?/ti a dq(t)oq(t')|,,

Inserindo a expressao acima na acao classica, encontramos

ov

V(Qc + 5) = V(Qc) + 5

9 EOEE) +O(ED).  (1.29)

qc

S(q,4) = S(ges Ge) + Serr. (€, e, (1.29)

onde a agdo efetiva Seg. ¢ definida como

Sef. i= dt—2—— dt dt t'). 1.30
oo [fare g [Ta [0 aq(t,) new). (130)
Para simplificar algumas férmulas, vamos empregar a notagao:
ty 82‘/
V' (q.) = / dt/ ————— 1.31
(4) tz- dq(t)oq(t')|,, (131

Pela equacao (1.30), percebe-se que Seg. fornece uma aproximagao da acao classica que é
quadratica nas flutuagoes £(t). Note que, em geral, V" (q.(t)) ndo serd uma constante no
tempo. Desse modo, a agao efetiva depende, em principio, da trajetéria classica. Contudo,
se estivermos interessados em flutuagoes em torno de um minimo de V', entéo ¢.(t) é uma

constante igual a quiy..

Antes de discutir como avaliar as contribui¢coes Gaussianas para a integral de
caminho, vamos tecer alguns comentarios sobre o significado dessa aproximacao. Dito de
outra forma, procuramos responder a pergunta: “em quais condi¢oes descartar termos de

ordem O(&?) e superiores fornece uma boa aproximagao?”.

Uma vez que a expansao de ¢(t) é feita em torno da trajetoria classica, espera-se

que a aproximacgao Gaussiana seja adequada para o limite A — 0. Sabemos que:

<vatf|Qi>ti> = ¢Se/h / D¢ exp |:7_15eff.<£a£§ C]c)} . (1-32)
&i=€5=0

Isto é, Sex. sempre aparece na integral de caminho por meio do termo exp(%Seff,). Para
uma acao efetiva quadratica nas flutuagoes &, podemos eliminar a dependéncia com h

alterando a escala:
€2 .= hé. (1.33)

Logo,

DFICQ

1
= 580(g) + 8P (& q) L3 HEISO ). (1.34)

n=3



Capitulo 1. Integrais de Caminho 24

Percebe-se que o primeiro termo, dado simplesmente pela acdo avaliada na trajetéria
classica, permanece inalterado. Portanto, no limite A~ — 0, podemos expandir formalmente

o peso €*9/" da integral de caminho numa série de poténcias de h:

(qf,trlgi, ti) = 158/ / DE exp |iS? +i2h(%_1)5(") ) (1.35)
&i=€;=0 e
Finalmente, descobrimos que
(ag tylaisti) = €M Z@ (q)[1 + O(h)], (1.36)

onde Z®(q.) denota o resultado da integral de caminho na aproximacio Gaussiana:

290a) = [ Déexp [iSDEEa)]. (1.37
&=E€,=0
Lidando com o termo Gaussiano

Uma integracao por parte em (1.30) releva que a ac¢ao efetiva pode ser escrita na forma

1 [t - ..
Sw=3 [ atémide) (1.35)
t;
onde o operador diferencial A ¢ definido como
dim—md V’(q.) (1.39)
= s de)- .

Nota-se de imediato que A possui a forma de um operador de Schréodinger unidimensional
para uma particula submetida ao potencial —V"(g.). Com isso em mente, considere um
conjunto {1, (t)} completo de autofungoes para A satisfazendo as condices de contorno
Y(t;) = ¢¥(ty) = 0. A completude e a ortonormalidade das autofuncoes 1, significa que

elas satisfazem:

S i) = se—1). [ 7 Q) mt) = . (1.40)

Como consequéncia, uma fungio &(t) arbitraria que satisfaz £(t;) = £(t;) = 0 pode ser
expandida em uma série da forma

() =) cnthn(t). (1.41)

Assim, a medida de integracio funcional sobre as flutuacdes & (t) é transformada no pro-

duto das medidas de integracao sobre as constantes c¢,. Escrevemos

de,
V2T ’

DE{=N]] (1.42)
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onde N é uma constante. Usando (1.40) e (1.41), vemos que (1.38) pode ser escrita como

1
=52 (1.43)

U

n

onde A, denota o n-ésimo autovalor do operador A. Ou seja,
~ g2 de i2 ~
AS :/D ¢S = N /—” et = N(det A)/2, 1.44
: 1/ (det 4) (144

onde det A representa o determinante formal dado pelo produto dos autovalores:

det A =[] An. (1.45)

Avaliando o determinante funcional no caso Euclidiano

Nosso ponto de partida é a funcao de particao Euclidiana

Z = / Dq(7) exp (—% /O Bg(r)AEé(T) dT) , (1.46)

onde o operador Ap é dado por

m d?

—ﬁm + V”(qC(T)). (147)

Nas férmulas acima, g.(7) representa a solugdo da equagdo de movimento cldssica e

Ap =

E(7) = q(7) — q(7) é a diferenga entre uma trajetéria arbitraria e a solugdo classica.
Como acabamos de mostrar, o calculo da integral de caminho na aproximagao quadra-
tica apresentada acima é equivalente (a menos de um pré-fator constante) ao calculo do

determinante funcional. Nosso objetivo, portanto, é avaliar formalmente
det Ap, (1.48)

com 7 € [0, 5] e considerando que o operador Ag atua no espago de fungoes que satis-
fazem certas condigoes de contorno no tempo imaginario (Euclidiano). No que se segue
investigaremos o caso da condi¢ao de contorno nula.

] h .
\/LET de modo que z € [0, L], onde L = \/—% Nosso interesse

estd no problema de autovalores para o operador de Schrodinger dado por
[—0% + W (2)]thn(z) = Aythn(2) (1.49)

e sujeito as condigbes de contorno 1, (0) = ¥, (L) = 0. Vamos assumir que o espectro do

Primeiro, defina x =

operador acima é nao-degenerado. O determinante D é dado formalmente pelo produto

de todos os autovalores:

D= (1.50)

Para calcular o determinante vamos introduzir uma fungao auxiliar ¥, (z), onde o rétulo
o ¢ um numero real que nao necessariamente esta contido no espectro. Vamos assumir as

seguinte condigoes:



Capitulo 1. Integrais de Caminho 26

(i) A fungao 1, satisfaz & mesma equacio de autovalores, i.e., (—9? + W), = A\b,;

(ii) A fungao ¥, () satisfaz 1,(0) = 0 e 0,1, (0) = 1.

Lembrando que ¥(0) = ¢(L) = 0 no problema de autovalores inicial, vemos pelas
condi¢oes acima que o sera um autovalor do operador de Schrodinger se, e somente se,
¥s(L) = 0. O determinante serd entdo o produto de todos os ¢’s determinados por esta

ultima condicao.
Considere a seguinte fun¢ao de o

(0) = det(—@2 + WM — U)
NE Qet(— WD — o)

(1.51)
onde W e W® sao dois potenciais distintos. O seguinte teorema sobre (o) sera crucial

para o calculo do determinante funcional do operador Ap.

Teorema 1.2.1 (S. Coleman). Para todo o € C, vale

_ e

e

(1.52)

Demonstragio. Por simplicidade, denote o lado direito da equacao (1.52) por ¢(o). Pri-
meiro, perceba que r(¢) é uma fun¢do meromorfa com polos simples localizados nos au-
tovalores do potencial W), Ademais, temos zeros nos autovalores do potencial WM,
Também, é facil ver que r(c) — 1 quando |o| — o0, exceto quando o limite é tomado
ao longo do eixo real positivo, visto que os polos de 7(0) se localizam nessa regiao. Isso
se d4 pois o termo ¢ no argumento dos determinantes em (1.51) domina o numerador e
o denominador, de tal forma que qualquer diferenca entre os potenciais W™ e W® nao
serd relevante no limite |o| — 0o. Agora note que (o) também é uma fun¢ao meromorfa
com os mesmos polos e zeros que r(o). Além disso, também vale que ¢(¢) — 1 quando
|o| — oo (exceto sob o eixo real positivo). Ou seja, a razao % ¢ uma funcdo inteira e

limitada tal que

TAC Y
lo]—o0 QO(O')
Pelo teorema de Liouville, segue que (o) = ¢(0) em todo o plano complexo. |

Com o resultado acima em maos, podemos afirmar que a razao

det(—0? + W (z) — o)

1.53
0] )
independe de W (z). Defina uma constante A tal que
o2
det|=0" + W)l _ e (1.54)

Wo(L)
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Portanto, vemos que o calculo do determinante funcional para o operador de Schrodinger
(com a constante de normalizacdo da integral de caminho incluida) foi reduzido ao calculo

da fungao auxiliar ¥y(z) em = = L:

N det[-0% + W (x)]7V? = [rhyo(L)] 2. (1.55)

Como um exemplo pratico, considere o caso do oscilador harmonico simples. Nesse caso

W = V" = mw? e o problema de determinar vy(z) é dado pela simples equacao diferencial

dz?

com as condigoes iniciais 1(0) = 0 e ¥}(0) = 1. A solugao é
1

(—d—2 + mw2> Po(z) =0 (1.56)

Po(x) = Wsinh(m mw2>. (1.57)

Portanto, a fungao de particao é
7 = N [det (=0 +mw?)] ™% = [xhapo(L)]7V/?, (1.58)

onde L = hf/y/m. Simplificando, obtemos:

-1/2

sinh(Shw) . (1.59)

mh
7 =
Vmw?
Como um teste de consisténcia, podemos verificar que a funcao de particao acima reproduz
a energia do estado fundamental. De fato,

1 hw

B—00

e respiramos aliviados. Finalmente, faremos uma rotacao de Wick de volta para o tempo
real usando os resultados ja obtidos. Em particular, vamos avaliar a amplitude de transicao
vacuo-vacuo apos um intervalo de tempo 7. O resultado ¢ dado pela simples substituicao

B — % na férmula (1.59). Com efeito,

ih

vVmw?

(0,770, 0) = [ sin(wT)] o (1.61)

1.3 Teorias de campos e o método de Faddeev-Popov

A maneira apropriada de lidar com integragoes funcionais em teorias de calibre, como a
QCD, é por meio do método de Faddeev-Popov. Este procedimento sera empregado por
nos no capitulo 3, onde calcularemos a contribuicao da solu¢ao de instanton para a funcao

de correlagao de dois pontos Euclidiana de uma particula no potencial quartico.
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No que se segue, apresentamos primeiro um procedimento andlogo envolvendo
integrais convencionais no R? com o intuito de nos familiarizarmos com o método. Para
tal, seguiremos de perto a se¢ao 7.2 de (RYDER, 1996). Em seguida, escreveremos as

formulas apropriadas para integrais funcionais em teorias de calibre.

O exemplo simplificado diz respeito a integral bidimensional:

I= // dz dy e~ @ +v"), (1.62)

R2
Nota-se imediatamente que I é invariante sobre rotacoes dos eixos coordenados x e y. Em

2m 00
I :/ d@/ dr re™"". (1.63)
0 0

Note ainda que a expressao acima pode ser reescrita na forma

]:1/d9/lhd0nfﬂ5wy (1.64)

A integral dupla acima se reduz a uma integral ordinaria em uma dimensao devido ao

coordenadas polares temos

delta de Dirac. Além disso, a integragao fica restrita ao eixo real § = 0. Vamos explorar
a invaridncia por rotagoes do integrando e performar a integral acima ao longo de um

caminho com € fixo e ndo-nulo. Lembre-se que § = arctan(y/z), de modo que
f(0) =ycosf —xsinf = 0. (1.65)

Agora nés invocamos a bem-conhecida férmula

stren =3 [

onde 6; denota os zeros da fungao f(6), dados por

50— 0 = L1506 — 62) + 50— )], (1.66)

r

01 = arctan <Q> , 0y =7+ arctan (Q) : (1.67)

i T

Dessa maneira, escrevemos
= [A(r)] . (1.68)
Ou ainda,

A(r)/é(f(@))d& =1. (1.69)

E evidente que f (0) foi obtida por uma rotacao rigida dos eixos cartesianos. Além disso,

a coordenada r ¢ trivialmente preservada, o que nos permite escrever
t' = xcosb + ysinb; (1.70a)
Yy =ycosf —xsinh = f(0). (1.70b)
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e por consequéncia
A(\/:p’2+y’2)/(5(y') do = 1. (1.71)

Uma vez que a expressao acima se reduz a unidade, vamos inseri-la na integral I:

I= / de / dz' dy’ e CHIA V22 + y2)8(y). (1.72)

Finalmente, podemos ainda simplificar a forma de A(r) na expressao acima. Com efeito,

(1.73)
a0

00

_ / 5(f(0)) det i

Vamos generalizar o truque esbocado acima para o calculo do funcional gerador de uma
teoria de calibre com grupo de Lie compacto GG. Como sempre, consideramos um campo

vetorial A, que toma valores na algebra de G.

Primeiro, notamos que a integracao funcional em
Z = /DAM e (1.74)

¢ feita sob todos os possiveis potenciais A,,, incluindo aqueles relacionados entre si por meio
de transformagoes de calibre. Uma vez que a agao é invariante sob essas transformacoes,

esperamos que a integracao se separe na forma
7 ~ /DX/DAH e, (1.75)

onde Au denota um potencial pertencente a uma certa classe de equivaléncia. Cada A,
pode ser obtido por transformacgoes de calibre x(z) e um potencial fixo /_lu- Diferentes
potenciais A, ndo sio relacionados por essas transformagdes, o que os coloca em classes de
equivaléncia distintas. Matematicamente, os elementos de uma mesma classe constituem

uma 6rbita do grupo de calibre.

O pré-fator [ Dx é uma constante divergente que pode ser negligenciada no célculo
dos observaveis da teoria. O procedimento de Faddeev-Popov nos permitird realizar a

separacao acima em Z da maneira apropriada.

Comecamos relembrando algumas propriedades basicas sobre as transformacoes
do campo A,. Escrevemos um elemento do grupo de calibre como U = e*«T" onde T*
denota a representagao (usualmente matricial) dos geradores de G e a soma sob o indice
a vai de 1 a dimG. Dizemos que U é uma transformacao de calibre local quando os
parametros A,(z) sao fungdes do espago-tempo. Os campos A, sdo matrizes que tomam

valores na élgebra de G, ou seja, A, = T*Aj.
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Por simplicidade, assumimos que G = SU(N), de modo que na representagao
fundamental os geradores sao matrizes hermitianas N x N e dim G = N2—1. Os campos de
matéria serao denotados genericamente por 1. Esses campos se acoplam com o potencial

A, por meio de uma derivada covariante D,,, definida por

DMZ} = au¢ - igA,ﬂb, (1'76>

onde g é a constante de acoplamento da teoria. A importancia da derivada acima reside

no fato de que, se ¢ se transforma de acordo com ' = U, entdo D)y = UD . Isto é,

D" = (9, — igA,,)(Uyp) = UDyo

(1.77)
= U(0, —igA)v.
Podemos isolar A}, da expressdo acima. Com efeito, descobre-se que
_ i _
AL =UAU" — E(auU)U L (1.78)

Vamos denotar Aj, por Ag para reforcar o fato de que a transformacao realizada se da
por meio do elemento U € GG. A maneira de separar as configuragoes em diferentes classes
é por meio de condicoes de fixacdo de calibre. E absolutamente crucial que cada classe
de equivaléncia seja contada apenas uma vez pela condi¢do de calibre. Para a QED isso
é sempre verdade, diferente das teorias nao-abelianas com grupo de calibre compacto em
geral. A origem do problema de contagem neste ultimo caso, conhecido na literatura como
o problema de Gribov, reside em certas obstrucao topologicas (FRADKIN, 2021). Nao

oS preocuparemos com tais pormenores.

Escrevemos a condicao de calibre como um funcional de A, e suas derivadas:
FA,] = 0. (1.79)

Por exemplo, o calibre de Lorentz na QED é dado pela condigao F[A,] = 0*A4, = 0.

Agora, em analogia com o nosso exemplo simplificado, introduzimos
A[A,] = / DU 6(F2[AV)). (1.80)

U
o

pertence a uma classe de configuracoes especifica; aquela cujos elementos se relacionam

Nota que o funcional de fixacdo de calibre estda sendo avaliado no campo A7, o qual
pela transformacao U. Ou seja, temos acima uma soma sob a 6rbita do grupo de calibre.
Por construcao, Ap[A,] depende apenas da classe definida pelo funcional F'. Isto é, Ap[A,]
independe do calibre. Vamos mostrar isso explicitamente. Para tal, note que a medida de

integracdo DU, chamada na literatura matemética de medida de Haar”, é invariante sob

7 Um tratamento detalhado pode ser consultado em (KNIGHTLY; LI, 2006), §7.



Capitulo 1. Integrais de Caminho 31

composicoes U — UU' = U”. Isso segue do fato que, para grupos de Lie compactos, o

elemento de volume da variedade do grupo define uma medida de integragao invariante.

Assim,
A;I[Ag’] = /DU”&(F@[Af{”]) = ARMAY], (1.81)

o que confirma a invariancia. Seguindo o procedimento, escrevemos a unidade como
1=Ar[A,)] /DU S(F[A]]) (1.82)
e a inserimos no funcional gerador Z para obter:

7 = /DAM e

(1.83)
_ / DA, AplA,] / DU 6(F[AV]) &5,

Agora, realizamos uma transformacao de calibre que leva Ag em A, e usamos o fato que

a medida de integracdo, a acdo S e o objeto Ar[A,] sdo todos invariantes. Segue que
7 = / DU / DA,AR[A)0(F[AL]) €. (1.84)

Logo, nota-se que foi possivel “fatorar” Z em duas integragdes: uma sob as orbitas de G
e outra sob as classes de configuragoes fisicas fixas pela condicao de calibre. O pré-fator
infinito, como antecipado, surge na expressao de Z como o resultado natural de somar

sobre estados equivalentes em uma mesma classe.

Portanto, se Ap[A,] for finito e ndo-nulo, a expressao apropriada para o funcional

gerador de uma teoria de calibre é
7 = / DA, Ap[A]S(F [A,]) €. (1.85)

Assim como no exemplo simplificado, uma mudanca de coordenadas U +— F releva que

Ap[A,] é dado por um determinante:

oU oU
-1 f— —_— — S
AL A = /DF det 3 O(F) = det a F:(). (1.86)
Ou seja,
oF
ArplA,] = — 1.
rlA,] = det 50, (1.87)

e temos um determinante funcional (nao-trivial) a ser avaliado.
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2 | Topologia e algebra

(...) geometry is the art of reasoning well from badly
drawn figures; however, these figures, if they are not to
deceive us, must satisfy certain conditions; the
proportions may be grossly altered, but the relative

positions of the different parts must not be upset.

— Henri Poincaré, Analysis Situs (1895)

O proposito desse capitulo é introduzir a terminologia e os resultados basicos da
topologia algébrica que serao usados nos capitulos seguintes para classificar as solugoes
das equagdes de campo que estudaremos. Em particular, nosso foco sera no significado
e nas propriedades essenciais do grupo fundamental 71 (X) de um espago topoldgico X,
bem como os grupos de homotopia de ordem superior. De especial interesse ¢ o caso em
que X é um dos grupos de Lie classicos, o que exige também uma discussao adicional

sobre os espacos de recobrimentos desses grupos.

2.1 Grupos de homotopia

Intuitivamente falando, a topologia se ocupa em ampla medida com o estudo de espa-
¢os que podem ser deformados continuamente uns nos outros. A nocao fundamental de
homeomorfismo — uma bijecao continua com inversa continua — nos permite catalogar
espagos topoldgicos em classes de equivaléncia distintas. Dois espagos pertencem a uma

mesma classe de equivaléncia se eles forem homeomorfos.

O préximo passo no esquema de classificagdo dos espagos topoldgicos é construir
um arsenal matematico robusto o suficiente para que cada uma dessas classes de equiva-
léncia seja caracterizada de forma satisfatoria. Apds a construcao desse aparato, almeja-se
dispor de um nimero consideravel de invariantes topoldgicos, i.e., objetos que nao se al-

teram sob homeomorfismos.

Boa parte dos invariantes mais famosos e com um amplo leque de aplica¢oes provém
da topologia algébrica, onde novas estruturas mateméaticas como os grupos de homotopia
e homologia sao introduzidos para estudar precisamente a classificagao dos espagos topo-

l6gicos (mas nao somente isso, certamente). Um conceito basico nesse ramo da topologia
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¢é aquele de homotopia, o qual é motivado pela no¢ao intuitiva de deformacoes de curvas

em um certo espago.

Defini¢ao 2.1.1 (Lago). Um lago (ou caminho fechado) no ponto xo em um espago to-

pologico X € um mapa continuo «(t): [0,1] — X para o qual a(0) = (1) = xy.

E possivel ainda compor dois lagos baseados no mesmo ponto de maneira natural. O que
a préoxima definicdo nos diz é que basta percorrer ambos os lagos consecutivamente com

o dobro da “velocidade” em cada volta.

Definigao 2.1.2 (Produto de lagos). Definimos o produto v = a * 3 de dois lagos a e

no ponto ro € X como

a(2t) para 0 <t <
B2t —1) para <t

v(t) = (2.1)

IN
— N

E extremamente sugestivo considerar dois lagos baseados no mesmo ponto como equiva-
lentes quando um deles pode ser obtido por deformagoes continuas do outro. E com essa

intuicdo em mente que definimos o conceito de homotopia de lagos.

Defini¢ao 2.1.3 (Homotopia). Dois lagos o e 8 no ponto xy sio ditos homotdpicos
(escreve-se aw >~ 3) se existe um mapa continuo H: [0,1] x [0,1] — X que satisfaz
H(t,0)=a(t), 0<t<1

H(t,1)=p8(t), 0<t<1 (2.2)
H(0,s)=H(1l,s) =xp, 0<s<1.

Dizemos que H é uma homotopia entre os lacos a e 3.

Note que variando o pardmetro s da homotopia H (¢, s) nés obtemos uma familia de lagos

que interpolam « e f3.

Nao é dificil se convencer de que a nocao de homotopia de lagos naturalmente nos
leva a uma classificacdo desses objetos em diferentes classes de equivaléncia'. Ou seja,
o espaco de todos os lacos pode ser particionado em classes disjuntas, onde todos os
membros de uma certa classe sao homotépicos entre si. Vamos denotar por [a] a classe de

equivaléncia de lagos homotopicos a .

Defini¢ao 2.1.4 (Grupo fundamental). Denotamos por m(X,x) o conjunto de todas as
classes de homotopias de lagos no ponto oy € X. Este conjunto se torna um grupo quando
munido da operagao binaria

[o] - [B] = [ov* f]. (2.3)

Chamamos (X, x) de grupo fundamental do espago X mo ponto xy.

1 Esse é o contetido do lema da pagina 55 em (NASH; SEN, 1988).
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Teorema 2.1.1. O grupo fundamental do circulo S* é isomorfo ao grupo dos inteiros Z
sob adicao. Isto é,

m(Sh) = Z. (2.4)

Por brevidade, a demonstragao precisa desse teorema serd omitida e indicamos que o leitor
consulte (NAKAHARA, 2018), §4.3. Note também que nao fizemos referéncia a um ponto
base de S*. Isso se deve pois o grupo fundamental de um espaco topoldgico conexo por

caminhos depende, a menos de isomorfismos, apenas do espago X (NASH; SEN, 1988).

Os andalogos do grupo fundamental em dimensao mais alta sao chamados de grupos

de homotopia superiores. As defini¢bes basicas sao generalizadas de forma natural.

Defini¢ao 2.1.5 (n-lago). Seja I,, o cubo unitdrio no espago Fuclidiano R"™. Se o for um
mapa continuo «: I, — X tal que a fronteira 01, do cubo é mapeada em um unico ponto

rg € X, entdao a é um n-lagco em X baseado no ponto x.

Assim, representamos um n-la¢o por uma func¢ao a(ty,...,t,) tal que para um ponto do
cubo I, nés temos 0 < t; < 1 paratodoi=1,...n. Set; = 0 ou t; = 1 para todo 7, entao
Oé(tl, c ,tn) = Xy.

O n-lago que leva I,, em x4 é chamado de mapa constante e denotado por e. Assim,

1 ¢ definido como

e: I, = xg. Além disso, o inverso de um n-laco a, denotado por a~
a Mty ta, . tn) = a(l —ty,ty, ... t). (2.5)

Defini¢ao 2.1.6 (Produto de n-lagos). Sejam « e  n-lagos em xy € X. O produto
y=ax*xf éon-laco em o € X definido por

a2ty ta, ..., ty) para 0 <ty

IA
= N

Y(t1, ..o tn) = (2.6)

6(2t1 - 17t2a"'7t7L) bara % Stl

IN

Definigao 2.1.7 (Homotopia entre n-lagos). Dois n-lagos o e 5 baseados em xy sao ditos

homotdpicos se existe um mapa continuo H(s;ty,...,t,), com 0 <s <1, tal que
H(O,tl,,tn) = Oé(tl,...,tn),
H(]_,tl,,tn)zﬂ(tl,,tn), (27)

H(sjty, ... ty) =20, se (t1,...,t,) € OI, Vs.

Novamente, a nocao de homotopia induz uma relacao de equivaléncia no conjunto de
n-lagos de um espago topoldgico X, de modo que é possivel realizar uma particaio X
em classes disjuntas, onde os membros de uma certa classe representativa sao todos ho-
motopicos entre si. Como antes, denotamos por [a] a classe de equivaléncia de n-lagos

homotdépicos ao n-lago a.
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Definigao 2.1.8 (Grupo de homotopia superiores). Definimos o n-ésimo grupo de homo-
topia 7, (X, 2o) como o grupo formado pelas classes de equivaléncia de n-lagos [«] baseados

em xo munidas do produto o] - [B] = [ x (].

Em contraste com o grupo fundamental (X, xg), todos os grupos superiores m,(X, xg),
para n > 1, sdo abelianos (NASH; SEN, 1988).

Outros teoremas sao passiveis de uma generalizagdo imediata para o caso dos
grupos superiores. Por exemplo, se X é conexo por caminhos, entao 7,(X, zg) e m,(X, x1)
sao isomorfos para todo n. Novamente, esse isomorfismo nao é natural e depende do
caminho escolhido para unir os pontos xg e x1. No caso desses espagos, portanto, podemos
omitir o ponto base ao discutir seus grupos de homotopia sem perda de generalidade. Além
disso, se X for contratil por uma homotopia que deixa zy fixo, entdo m, (X, z¢) = {0} para

todo n.

Em geral, ndo ha algoritmo para determinar 7,(X,z() para n par, nem mesmo
quando X ¢é um espaco triangulavel. Contudo, existe uma ferramenta 1til para o calculo
desses grupos chamada de sequéncia de homotopia exata. Para discutir essa sequéncia,
precisamos introduzir a nocao de grupos de homotopia relativos, algo que nao faremos

aqui por brevidade.

Os corolarios do seguinte teorema, cuja demonstracao faz uso da sequéncia de
homotopia exata, serao de particular interesse para nés no capitulo 4, onde discutiremos

as solugoes de instantons em modelos quirais.

Teorema 2.1.2. Eziste um homomorfismo entre m,(S™) e m1(S™) para k < 2n — 1.
Quando k < 2n — 1, esse homomorfismo é um isomorfismo, enquanto que no caso k =

2n — 1, o homomorfismo é sobrejetivo.

Corolario 2.1.2.1. Se k < n, entdo m(S™) = {0}, uma vez que m(S™) = {0} para todo
p>1.

Corolario 2.1.2.2. Se k = n, entio m;(S™) = ma(5?) = Z.

2.2 Espacos quocientes, grupos de Lie e variedades de vacuo

Nos préximos capitulos nos usaremos alguns resultados basicos acerca dos grupos de
homotopia de espacos quocientes envolvendo grupos de Lie cléssicos. Para iniciar nossa
discussao sobre esse tema, vamos primeiro apresentar alguns conceitos preliminares que

serao uteis.

Definigao 2.2.1 (A¢ao de um grupo de Lie). Seja G um grupo de Lie e M uma variedade.

A agdo de G em M € um mapa diferencidvel o: G X M — M que satisfaz as condicoes:
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(i) o(e,p) = p, para todo p € M ;
(ii) (g1, 0(g2,p)) = 0(9192, ).

Por simplicidade, é comum usar a notagdo o(g,p) = gp. Com essa escolha, a segunda

condigao acima, por exemplo, fica escrita como g;(g2p) = (g192)p-
Definigao 2.2.2 (Agoes transitivas, livres e efetivas). Seja G um grupo de Lie que atua
sobre M poro: G X M — M. A acio o € dita

(i) transitiva, se para todo py,pa € M, existe um elemento g € G tal que o(g,p1) = pa2;

(i) livre, se todo elemento nao-trivial g # e de G nao possui pontos fixros em M. Isto

é, se existe um elemento p € M o(g,p) = p, entdo g = e;
(iii) efetiva, se o elemento identidade e € G € o unico elemento que define uma agao

trivial em M, isto é, se o(g,p) = p para todo p € M, entio g = e.

Dado um ponto p € M, a agdo de um grupo G em p leva este ponto a varios outros pontos
em M. O conjunto de todos os pontos que podem ser mapeados por ¢ atuando em p é

definido como a érbita de p.

Definicao 2.2.3 (()rbita). A orbita de p € M sobre a acao o € definida como o subcon-

junto

Gp :={o(g,p)|g € G}. (2.8)

Se a acao de G ¢ transitiva, entdao a érbita de qualquer ponto p € M ¢é a propria variedade
M. Além disso, pela propriedade (ii) da definicao 2.2.1, é evidente que a acao de G em

qualquer orbita Gp é transitiva.

Definigao 2.2.4 (Estabilizador). Seja G um grupo de Lie que age em uma variedade M
por a. O estabilizador (ou grupo de isotropia) de p € M ¢é o subgrupo de G definido por

H(p):={g9€G|o(g,p) =p} (2.9)

E facil ver que o estabilizador de p é de fato um subgrupo. Primeiro, e € H (p) trivialmente.

Ademais, se g1, g2 € H(p), entao
o(9192:p) = 0(g1,0(92,p))) = o(g1,p) = p- (2.10)
Por fim, se g € H(p), entdo g~ € H(p) pois
p=ole.p) =09 g,p)=0(g”",0(g.p)) =g, p). (2.11)

Teorema 2.2.1. Seja G um grupo de Lie que age em uma variedade M. Entdo, para todo

p € M, o estabilizador H(p) é um subgrupo de Lie.
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Demonstragio. Para p € M fixo, definimos o mapa ¢,: G — M por ¢,(g) := o(g,p).
Entdo, H(p) é a pré-imagem ¢,(p)~' de um ponto p. Segue que H(p) é um conjunto
fechado?. J&4 mostramos que H(p) satisfaz as propriedades de um subgrupo. Uma vez que
todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um subgrupo de Lie, a demonstracao esta

completa. ]

Como um exemplo, considere M = R3 G = SO(3) e fixe um ponto p = (0,0,1) € R3.
Nesse caso, o estabilizador H(p) é o conjunto de rotagoes em torno do eixo z, que é

isomorfo ao SO(2).

Vamos agora discutir espagos quocientes. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo
qualquer de G. O quociente G/H admite uma estrutura diferencidvel, i.e., G/H é uma
variedade, a qual chamamos de espago homogéneo. Note ainda que dimG/H = dim G —
dim H.

Seja G um grupo de Lie que age transitivamente sobre uma variedade M e seja
H(p) o estabilizador de p € M. Sabemos que H(p) é um subgrupo de Lie. Além disso,
G/H (p) é um espago homogéneo. Se assumirmos condigoes adicionais sobre G, H(p) e M,
como a compacidade de G/H (p), entdo podemos provar que G/H (p) é homeomorfo a M.

O préximo teorema, cuja demonstracao sera informal, ilustra um exemplo dessa situacao.

Teorema 2.2.2. Seja G = SO(3) o grupo que atua sobre R* e H = SO(2) o estabilizador
de x € R3. Entao,
SO(3)/S0(2) = S, (2.12)

Demonstragio. Sabemos que SO(3) atua transitivamente sobre S?. Considere ¢’ = gh,
onde ¢, g € Ge h € H. Una vez que H descreve rotagoes em um plano, g e ¢’ devem ser
rotagdes sobre um mesmo eixo. Assim, a classe de equivaléncia [g] é especificada por um

par de angulos polares (6, ¢), como de costume. Portanto, temos que G/H = S2. |

Note, entretanto, que S? ndo admite uma estrutura de grupo, uma vez que SO(2) nao é
um subgrupo normal de SO(3). O homeomorfismo acima pode ser generalizado, de modo
que

SO(n+1)/SO(n) = S™. (2.13)

Relagoes semelhantes também se verificam no caso dos grupos especiais unitarios:

SU(n+1)/SU(n) = S, (2.14)

Vamos comentar agora sobre a conexao entre a matematica que acabamos de apresentar

e a fisica que sera estudada na segunda parte dessa monografia.

2 Lembre-se que, se X é um espaco topolégico Hausdorff, entdo todo conjunto unitério {z}, com z € X,

é fechado.
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Nos proximos capitulos, estudaremos teorias de campos que admitem certas solu-
¢oes especiais das equagoes de movimento classicas. Como um exemplo de situacao tipica,
podemos imaginar uma teoria com n campos escalares que podem ser coletados em um
vetor ¢ com n componentes e uma lagrangiana que contém um potencial V(¢). Vamos
assumir que V' (¢) possui uma familia de minimos degenerados (i.e., com a mesma energia)

que constituem uma variedade M.

Um caso de interesse envolve uma degenerescéncia que resulta da quebra espon-
tanea de simetria® de um grupo G a um subgrupo H pela escolha do valor esperado do

vacuo de ¢.

Dado um valor de ¢, a acdo de um elemento g € G mapeia ¢ em D(g)¢p, onde
D(g) é uma representacao n-dimensional (usualmente matricial) de g. Se ¢y for uma
configuragao que minimiza V', entdao D(g)¢py também minimiza V', para qualquer g € G.
Ademais, pela hipétese de que a degenerescéncia é resultado tinico e exclusivo do grupo

de simetria GG, sabemos que todos os minimos de V' sdo da forma D(g)gpo.

Se a simetria inicial do grupo G for quebrada completamente, entao nés temos um
mapeamento um a um entre elementos de G e os minimos do potencial. Dizemos que a
variedade de vacuo M da teoria é precisamente o grupo de simetria G, usualmente um

grupo de Lie*.

A situagdo muda de figura se a simetria inicial nao for quebrada completamente.
Nesse caso, resta ainda um subgrupo H que pode ser definido pela condi¢ao que a acao de
seus elementos em ¢, deixa as configuragoes minimizantes invariantes. Isto é, D(h)pg = ¢
para todo h € H. Ou seja, gh e h possuem o mesmo efeito em ¢o: D(gh)ode = D(g)¢po.
Podemos entao definir classes de equivaléncia de elementos de G definindo dois elementos
g e g’ como equivalentes quando ¢’ = gh, para algum h € H. Isso define um elemento da
classe lateral a direita de H. Se H for um subgrupo normal de G, entdo o conjunto de
suas classes laterais possui a estrutura de um grupo, chamado de grupo quociente G/H.

Portanto,

M = G/H. (2.15)

A moral da histéria é que nés podemos utilizar ferramentas algébricas como os grupos de
homotopia para caracterizar essas diferentes variedades de vacuo. Conforme mencionamos
acima, estamos particularmente interessados no caso em que G e H sao grupos de Lie.
Nessa situagao ¢ fundamental distinguir os grupos fundamentais dos grupos de Lie que

compartilham a mesma algebra de Lie.

3 Certamente, minimos degenerados de potenciais podem ser obtidos de outras formas além da quebra

espontanea de simetria de algum grupo, mas esse é a situacdo que nos interessa aqui.

4 Lembre-se que grupos de Lie sdo variedades diferencidveis por definicéo.
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3 | Tunelamento e sélitons

Such, in the month of August 1834, was my first chance
interview with that singular and beautiful phenomenon
which I have called the Wave of Translation.

— John Scott Russell, Report on Waves: Made to the
Meetings of the British Association in 1842-43

O triunfo dos métodos perturbativos nas teorias quéanticas de campos, especialmente na
eletrodinamica quantica com as suas excepcionais verificagoes experimentais, é irrevoga-
vel. Contudo, na medida em que a QCD foi se desenvolvendo e foi sendo estudada mais
a fundo, logo se percebeu a ineficacia desses métodos para avaliar o seu regime de baixas
energias'. De fato, existem aspectos importantes das teorias de campos, e notavelmente,
das teorias de calibre como a teoria de Yang-Mills, que passam despercebidos do trata-
mento convencional baseado em séries perturbativas, inclusive no regime de acoplamento

fraco.

Podemos entender essa situacao de maneira simples a partir de um argumento
heuristico devido a S. Coleman (COLEMAN, 1988), cujo papel também serda o de nos
guiar em direcdo ao assunto central da secao 3.1. O problema em questao se refere ao tu-
nelamento de uma tnica particula de massa m = 1 na mecanica quantica nao-relativistica.

Considere o potencial

vwm—émw» (3.1)

onde g representa a constante de acoplamento e F' denota uma funcdo genérica cuja série
de Taylor comeca no termo de ordem z2. O que ocorre se investigarmos o fendémenos de
transmissao por uma barreira de potencial? Pela aproximagao WKB (DAVYDOV, 1965),

a probabilidade de transmissao é dada por:

T(E) = exp <—% / da \/2(V = E)) 1+ O], (3.2)

1

onde F ¢ a energia da particula e os limites de integracao z; e xo sdo os pontos de
retorno classicos, determinados pela condicao V' = E. Apesar dessa ser uma aproximacao

semiclassica, nota-se facilmente que o efeito de tunelamento é indetectavel pela teoria de

10O acoplamento da QCD se torna forte no limite de baixas energias.
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perturbagoes. Isso ocorre pois, no limite & — 0, a exponencial em (3.2) suprime T'(E)

mais rapido do que qualquer poténcia de h, e por consequéncia, qualquer poténcia de g°.

Na TQC ha fendmenos analogos ao tunelamento cujo tratamento apropriado exige
o uso dos métodos que serao esbocados neste capitulo. Como um exemplo prototipico
para a dita solugao de instanton, iremos investigar na se¢ao 3.1 o tunelamento quantico

de uma particula no potencial quartico com o método semicléssico.

A existéncia de solugoes nao-triviais para as equagoes classicas, como os instantons
e os solitons, é uma caracteristica genérica das teorias regidas por equacoes nao-lineares.
Os solitons sao solugoes estendidas que descrevem configuracoes estaveis dos campos e
com energia bem definida. Com efeito, a citacao que abre o capitulo faz referéncia ao
primeiro relato documentado da observacao de uma onda soliténica na situagao de uma
onda nas aguas de um canal inglés. A equacao que rege o fenémeno narrado por John S.

Russell é uma famosa EDP nao-linear: a equacao de Korteweg-De Vries (KdV).

Notavelmente, os sélitons e instantons sao objetos topologicos. O significado dessa
afirmacao se tornara mais transparente ao longo do texto. Por enquanto nos contentaremos
em dizer que a estabilidade dessas solucoes é consequéncia direta de certas condigoes de
contorno, as quais impdem uma classificacdo puramente topoldgica para as solugoes em
termos de certos mapas que nao podem ser deformados uns nos outros (RYDER, 1996).
E nesse contexto que se faz necessario o ferramental da topologia algébrica, com destaque

para os grupos de homotopia.

Claro, nao devemos nos esquecer que o grande interesse no estudo das solugoes
topologicas é investigar essas solucoes classicas nao-triviais inseridas nas teorias quanticas
de campos e avaliar a dindmica deste casamento. De maneira mais ambiciosa, almeja-se
obter por meio das solugoes topoldgicas classicas um novo caminho para estudar algumas
das propriedades fundamentais das teorias de calibre, e descobrir outras novas, com sorte.

Duas das principais perguntas de interesse imediato sao (WEINBERG, 2012):
(i) Até que ponto a forma explicita da solucao classica é relevante na teoria quantica?;

(ii) Como a existéncia da solucao solitonica classica se reflete nos estados da teoria

quantica?

Nao temos a intencao de responder a essas perguntas de forma exaustiva nessa monografia.
Entretanto, discussoes que caminham em direcao a possiveis respostas as perguntas acima

em situagoes especificas serao realizadas ao longo dos proximos capitulos. De qualquer

2 Na teoria quéntica, o limite i — 0 se confunde com o limite g — 0. Para ver isso, note que sempre

podemos definir ¢’ = g¢ sem alterar as equacoes de movimento. Assim, a lagrangiana do campo
escalar com interacdo g?¢?, por exemplo, é escrita como £ = £'/g?. Uma vez que o objeto relevante
para a integral de caminho é £/h = L'/g?h, verifica-se a equivaléncia entre os limites supracitados.
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Figura 1 — Potencial quartico U(q) =
KIN, 2021).
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(”7 - qz) de um oscilador anarménico. Adaptado de (FRAD-

maneira, vale a pena mencionar de imediato alguns exemplos de fené6menos em que as

solugoes topoldgicas possuem influéncia direta nas teorias quanticas de campos:

(i) A interacdo entre os instantons de Yang-Mills e uma teoria com férmions tem con-
sequéncias para o fendmeno da anomalia quiral. De fato, ocorre que os instantons
constituem um ingrediente essencial da solugao de 't Hooft para o chamado “pro-
blema U(1)” (COLEMAN, 1988). Curiosamente, eles também trazem consigo um
problema ainda em aberto: o strong C'P problem (WEINBERG, 2012);

(ii) Efeitos de instantons sao responsaveis por algo parecido com o confinamento dos
quarks no modelo de Higgs abeliano bidimensional. Infelizmente, o argumento nao
se estende para a QCD em quatro dimensoes (COLEMAN, 1988).

Vamos partir agora para a nossa primeira solucao de instanton. No que se segue, adotamos
unidades naturais em que A = k;, = 1, exceto quando for conveniente explicitar essas

constantes.

3.1 Instantons na mecanica quantica: o potencial quartico

Como antes, considere uma particula de massa m = 1 na presenca de um potencial U(q).

A lagrangiana toma a forma

L= (%)2 —U(q). (3.3)

Nosso interesse esta no potencial quartico que descreve um oscilador anarmonico:

2 2 2 2
oo Ay _Alp 2 H
Ula) = — ZA=2 — - 3.4
(9) 5O T4 = ( q ) (3.4)
onde A é uma constante pequena de modo que A < p2. A forma de U(q) estd ilustrada na
figura 1. Esse potencial possui um maximo local na origem ¢ = 0 e dois minimos locais

2
nos pontos +qo = 44/ 5.
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Note que o sinal negativo no termo quadratico —%Qf da lagrangiana degenera o
estado de energia mais baixa, i.e., o “estado de vacuo”, em duas configuracoes distintas.
A transformacdo ¢ — —¢q, uma simetria do caso em que o termo quadratico é positivo,
deixa de ser uma simetria para o vacuo do sistema que estamos considerando. No nivel
classico, dizemos que ha uma quebra espontanea de simetria. Veremos que essa simetria
serd reestabelecida no regime quantico por fenomenos de tunelamento mediados pela

solucao de instanton®.

De fato, sabemos que a mecéanica quantica do vacuo desse sistema é descrita por
uma funcao de onda par, e portanto, nao-degenerada. Em outras palavras, ¢ deve exibir
a restauracao da simetria, cuja origem se deve ao simples fato que uma particula posta
em um dos pogos pode (com probabilidade finita) tunelar para o outro pogo. Para tem-

pos suficientemente grandes esperamos encontrar a particula em qualquer um dos pogos
(POLYAKOV, 1987).

3.1.1 A solugao de instanton

Neste momento estamos em condi¢oes de introduzir a solucao de instanton. Considere a
seguinte fungao de correlagao (temporalmente ordenada) de dois pontos no tempo Eucli-

diano:

(4(0)q(7)) = {0[T{q(0)q()}0) . (3.5)

Podemos reescrever a fungao acima com o mesmo truque usado anteriormente para escre-
iH

ver o propagador. Denotando ¢(0) = ¢ e lembrando que §(t) = el tge~*H" na representacao

de Heisenberg, obtemos:
(§(0)g(r)) = (0le""ge~""q]0)

= >~ 7 (0ldln) (nle"Im) (mlgl0)

n,m

(3.6)

Portanto:

(@(0)a(r)) =Y [(0lgln)[* e~ =Fo)m. (3.7)
No limite 7 — oo os primeiros termos da soma acima dominam e o correlator decai como

(q(0)q(7)) ~ exp(—TAE), (3.8)

onde AFE representa a separacao entre os estados de energia mais baixa, cada qual referente

a um poco de potencial. Com ajuda das integrais de caminho, podemos obter o correlator

3O termo instanton foi cunhado por G. 't Hooft, de acordo com Polyakov (POLYAKOV, 1977).
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acima pela férmula:
_ [ Dg(r) q(0)q(r) =41

[Dylr) <0 &

(q(0)q(7))

A funcao de particao agora é dada por
7 = / Dq(1) e €4, (3.10)

onde &lg| é a acdo Euclidiana do sistema:

+oo
1 /dg\* 2 A
Elgj= [ dr|= (=) — %+ 5" 3.11
[4] /42(&) 54 + 74 (3.11)
Primeiro, vamos investigar os extremos da ac¢ao impondo a condigdo 6€[g] = 0. Como
resultado, a equacao de Euler-Lagrange nos fornece
d%g ) d
— =27+ N\ = —— V(7). 3.12
T2 = AT &G (@) (3.12)
Note que essas sao as equagoes de movimento classicas para o potencial V(q) = —U(q)
(veja a figura 2a).
~Ulg) 9@
4o 90 Jof-—>=
q
“T717 90
(a) Potencial —U(q). (b) Tunelamento.

Figura 2 — O potencial —U(q) presente na equagao de movimento Euclidiana e a solucdo de tunelamento
g(7). Adaptado de (FRADKIN, 2021).

As solugoes estaticas da equacao (3.12) sao dadas pelas configuragoes do estado de vacuo

q(1) = %qo. Para obter uma soluc¢ao nao-trivial note que o sistema admite uma constante

o % (3—3)2 V() = % (j-ff ~U@. (3.13)

Vamos absorver o termo constante do potencial (3.4) na defini¢do da constante de movi-

de movimento F:

mento acima. Impondo E = 0, encontramos:
2 dq
T—a::l:\/j/—q, (3.14)
A (#_2 _ —2)
N 4d

onde a é uma constante. A integral acima é imediata e nos fornece a solugao:

q(r) = i\/?tanh {“(T—\/_;)} , (3.15)
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A expressao acima para §(7) representa o processo de tunelamento. Com efeito, na medida
em que 7 vai para £00, a solugao interpola as configuragoes estaticas +qy, como esperado.

A inserc¢ao de ¢(7) na acao Euclidiana resulta em:

(2v2)p?

&
a(r )\\/_ / cosh* z 3\

(3.16)

Chamamos genericamente essas solugoes com agao Euclidiana finita de instantons. Nosso
objetivo agora ¢é calcular o correlator (3.9) por meio de uma aproximagao semiclassica.
Para tal, se faz necessério avaliar a contribuicao de cada solucao de instanton encontrada®
para a integral de caminho. O resultado final é dado pela soma de todas as contribui¢oes
individuais calculadas separadamente para o numerador e o denominador de (3.9). Vere-
mos que sera necessario introduzir processos de multi-instantons para garantir resultados

coerentes para tempos grandes 7 — 00.

3.1.2 (Calculo da funcao de correlagao e multi-instantons

Vamos nos relembrar brevemente do procedimento usual para o calculo da contribuicao
quadratica da fungao de parti¢do’. Definimos a fungio £(7) como a diferenga entre uma

trajetoria arbitraria e a trajetéria classica:
E(r) = q(r) = G(7 Z Cnthn(T (3.17)

onde as fungoes 1, (7) presentes na expansao acima sao parte do conjunto completo e
ortonormal de autofunc¢oes do operador
2

. d 52E
A - 2 A_Q — /d Vv
gz L) = [T e

que surge na aproximagao Gaussiana do termo exp(—S[¢]) na integral de caminho. O

(3.18)

q=qcl1.

problema de autovalores do operador Aé

2

s — IR () = 20, (3.19)

onde o conjunto {w?} é o espectro. As autofungdes obedecem a condicao de contorno
¥, (+00) = 0. Se todos os autovalores w? sdo positivos, entdo podemos prosseguir com
o célculo seguindo o procedimento apresentado no capitulo 1. A condi¢do w? > 0 pode
ser entendida de outra maneira, a saber, como um critério de estabilidade da solugao
classica em questao. A motivagdo para exigir a estabilidade reside na exigéncia que o

estado quantico correspondente também seja estavel (JACKIW, 1977).

4
5

Lembre-se que temos uma familia de solugoes, cada qual determinada pelo valor da constante a.
Consulte o primeiro capitulo para mais detalhes.
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Contudo, hd um fato crucial que deve ser levado em consideracao. Apesar do espectro
ser nao-negativo, conforme nossa analise no apéndice A, existe um autovalor nulo para o

operador em questao, e isto nos impede de avancar com o procedimento usual®.

A origem desse modo nulo (do inglés, zero mode) é simples de entender. Embora a
agao (3.16) seja invariante sob translagoes temporais, a solugao de instanton nao apresenta

essa caracteristica, em virtude da presenca do parametro a. De fato

0€[q.(7)]
= 3.2
e portanto:
6 0€[g.(7)]
=0. 3.21
0q.(7)] oa ( )
Reescrevendo a expressao acima usando a regra da cadeia, obtemos
52 dg.
¢ datn)_, (3.22)

03.(7)0q. (") da
e concluimos que o problema (3.19) admite um modo nulo determinado por:

dg.(7)

to(7) da

. (3.23)

Os modos nulos possuem um significado facilmente compreendido no contexto de pro-
blemas de pequenas oscilagoes na mecanica classica, como ocorre no estudo dos modos
normais de uma cadeia de osciladores simples. Os modos com frequéncia nulas nao re-
presentam oscilacoes harmonicas do sistema, mas sim translagoes rigidas em uma deter-
minada direcao. De certa maneira, os modos nulos estao relacionados a existéncia de um
parametro coletivo que descreve o sistema como um todo, diferente dos modos normais
de oscilacao individuais. Essa ideia de um comportamento coletivo para o parametro a
sera confirmada pelo método que utilizaremos para calcular corretamente a funcao de
correlacdo. A ideia é tratar o pardmetro a da solucao de instanton como um coordenada
genuina e usar o método de Faddeev-Popov para avaliar a integral de caminho. No caso,

as translagoes por a ocuparao o papel das transformacgoes de calibre.

Como mencionamos anteriormente, a acao Euclidiana £[q] e a medida de integragao

funcional sao invariantes sob translagoes sob o parametro a da forma:
q(1) — qu(1) = q(7 + a). (3.24)

Seguindo o método de Faddeev-Popov, definimos um funcional de fixacao de calibre F[q,]

e expressamos a unidade como

1= [ar o(Fla)) = [ das(Fla) - (3.25)

6 Para verificar isso, lembre-se que a integral de caminho na aproximacio semicldssica é proporcional

a (det A E)_l/ 2, O determinante em questdo é formalmente igual ao produto dos seus autovalores, o
que nos leva a concluir que um modo nulo faz a fun¢io de particdo divergir.
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Inserindo a identidade acima na funcdo de particao, obtém-se

7 = /Dq(T) e ¢l

+o0 OF (3.26)
= /Dq(r) /da 6(Flqq)) = el
da
Agora, realize uma mudanca de varidveis ¢(7) — ¢(T — a) para encontrar
+oo
7= / D, / da §(Fq))D[q_a, a] ¢4 (3.27)

onde denotamos o Jacobiano, o qual ocupa o papel do determinante de Faddeev-Popov,

por
_OF

Usando o fato que tanto a medida de integracao quanto a agao sao invariantes, escrevemos
(3.27) como

Diq, a) (3.28)

400
Z- / Dy / da §(F[q))Dlg_a,a] 59, (3.29)

Resta-nos invocar um funcional de fixacao de calibre especifico para continuarmos com o
calculo. Com efeito, usaremos
+oo

_ 4.
Flq.) = / dr %

— 00

[o(7 + a) = @e(7)la=o]- (3.30)

a=0

Ha um argumento simples para motivar a introducao do funcional acima. A invariancia
da acdo pela simetria ¢(7) — ¢(7 + a) é uma condicao local para as trajetérias e vale
a priori para qualquer valor de 7. Para escrever o funcional de fixacao de calibre nos
integramos a condicdo acima sob 7 com um peso dado pelo modo nulo’. Perceba também

que F[(G.)a] = 0, trivialmente. Com essa escolha, notamos que

+oo
OF [ga] / 9q. 0
_ 9 31
o dr da |, . Ba q(m + a), (3.31)
Ou seja,
o 9q(T)
dc
D = Diqg_ = d . .32
e / " Ba O (3:32)

Agora, parametrizamos as trajetérias da seguinte forma

(1) = @(r,0) + Y &atbn(g, @) = G(7, ) + (1), (3.33)
n#0

Lembre-se que o modo nulo é proporcional a derivada da solucao classica em relagdo ao parametro a.

7
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onde {v,} representa o conjunto de autofungoes do problema (3.19) com autovalores w?
estritamente positivos. Ademais, as notagoes q.(7,a) e ¥,(7,a) na equagao acima foram
empregadas apenas para enfatizar o tratamento especial que o parametro a esta recebendo

em nosso célculo via procedimento de Faddeev-Popov. Agora, usando

0q.(T,a) B 0q.(1,a)  OY,(1,a) Oy (T, a)

_ _ _ 9T 9) 34
da or da or (3:34)
esCrevemos
dq(r)|  _ | 9%(7) Yn(7)
TR [ =+ > & - . (3.35)
@ n#0 a=0
Inserindo (3.35) em (3.32), encontramos:
D=A+) &, (3.36)
n#0
onde
T (20)) T 0al o)
A= / dr (% , Tp = / dr 2 - : (3.37)
or ot |, 0T |,

No limite A < p?, podemos descartar o segundo termo do jacobiano D e escrever a
contribuigdo de um instanton para a fun¢do de particdo (na aproximagao gaussiana)

CcOomo
—+00

7 = / Di(r) / da A e exp <—% / dri(7) Ap 5(7)). (3.39)

—0o0
Podemos proceder com a integragao gaussiana usual, visto que agora a expansao da tra-

jetoria exclui o modo nulo. Portanto, ao integrar sobre os modos nao-nulos nés obtemos

+oo
- 1
Zy=A | dae ] —. :
1 / ae 1, (3.39)

O outro termo que contribui para Z provém do ponto de sela trivial § = ¢o. Com efeito,
temos simplesmente
Zo=1] % (3.40)
n#0 Wn
onde wfzo) sdo os autovalores para o ponto de sela trivial. O calculo para o numerador da
funcao de correlagao (3.9) procede da mesma maneira. Coletando todas as contribuigoes

do numerador e do denominador, encontramos

L+ AK [[ da .(0,0)7.(7,a)] exp(—£[7.])
1+ AK([ da)exp(—€[7.])

41
9 +o0o 9 (3 )

o dep(-elal K [ [@(@a)@(n a1,

{q(0)q(7)) =

A A
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onde K denota a razao

, _1)2
Hn;ﬁﬂ Wl det’ [—;? + 3N (1) — /ﬂ}

K= = - — (3.42)
nto (@n”) det’ [~ + 4p2*]

Acima, a notacdo det’ foi empregada para ressaltar que os determinantes funcionais devem
ser avaliados na auséncia dos modos nulos. O calculo de A foi realizado no inicio do

capitulo:

A= eqn) - B (3.43)

Temos ainda, usando a aproximacdo para tempos grandes 7 > v/2/p:

+oo
2 2 2
_ _ 7 21 T 21
0,0)q(ra) -~ | =-F—F— = ——T. 3.44
[ [a0.0a60- 5] -2 TS = (3.4

Na aproximagao para tempos grandes, a funcao de correlacao de dois pontos se reduz a

(a0)a(r) = &+ KAexp(—£1z)) 2or (3.45

Portanto, conforme esperavamos, a contribuicao do instanton é exponencialmente pe-
quena. Contudo, essa aproximagao falha para tempos suficientemente longos tais que
6_8[‘?6]

>
TROKA

(3.46)

A solucao para o problema acima envolve a inclusao de processos com multi-instanton. Se
a constante A\ for pequena, a falha da aproximacao ocorre em instantes de tempo muito
mais longos do que a largura do instanton, isto é, A7 ~ 1/u. Com essa consideragao
em mente, podemos avaliar a soma sobre os processos com multi-instantons por meio da
aproximacao de um “géas” diluido de instantons fracamente interagentes (veja a figura 3).

Nesse limite, um processo de multi-instanton sera representado por

5 N
Je > 1/ 'MT H sgn(r — a;), (3.47)
=1

onde o conjunto {a;} informa a localizagao dos instantons e anti-instantons.

A agdo Euclidiana para a configuragdo com N instantons é dada (a menos de termos

exponencialmente pequenos de interagao) por

N (2\/§)M3
E' ~ NB—)\' (3.48)

Podemos realizar o calculo de maneira exata agora. Denotando

B 2AKT
 tanh (,uT/\/E) pr>1

y 2AKT, (3.49)

T
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Figura 3 — Representacdo de um processo de multi-instantons como uma sequéncia de instantons e anti-
instantons localizados nos instantes de tempo imaginario 7y, 7, ---. Na figura, At ~ 1/u
quantifica a largura do instanton. Adaptado de (FRADKIN, 2021).

escrevemos o correlator como

(q(0)q(7)) = EMT Z

/ day - --day H sgn(1 — a;), (3.50)

a1 <---<an J=1

w

onde a funcao de particao Z é dada por

Z = ZCN g / day - -~ day . (3.51)

a1<---<an

TN
/ da1 cee dCLN = m, (352)

Além disso, escrevemos

a1<---<an
sendo T — oo o intervalo de tempo total decorrido. Apéds calcular as somas, encontramos

a seguinte expressao para o correlator:

2

(a(0)q(r)) = - exp(~7AE), (3.53)

onde \
AE ~ 24K e "R, (3.54)

Dessa maneira, vemos que o nosso calculo exato reproduz o comportamento que prevemos
a partir da equagao (3.8), isto é, o estado fundamental e o primeiro estado excitado do
poco duplo diferem por uma quantidade AFE. Notamos ainda a singularidade essencial em

A na férmula acima para AF, evidenciando o carater nao-perturbativo do fenémeno.

O célculo apresentado nessa se¢ao constitui um modelo prototipico para os demais
calculos envolvendo instantons em outros modelos e teorias. A abordagem que apresenta-
mos sera bem sucedida para as teorias em que a acdo Euclidiana do instanton é finita e
a solugao classica em si é rotulada apenas pela sua localizacao. Nao obstante, a condicao
de finitude da acao pode ser relaxada para permitir divergéncias logaritmicas em varios

casos de interesse.
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3.2 Solitons na teoria Ag*

3.2.1 As solugoes de kink e anti-kink

Considere agora a teoria A¢? no espago de Minkowski em (1+1) dimensdes, cuja densidade

lagrangiana é

1. 1
L= 56" =500 = U(9). (3.55)
A densidade hamiltoniana correspondente é dada por
L, 1 2
H = 5" + 5(835925) + U(o), (3.56)

onde 7 = ¢ denota o momento canonicamente conjugado ao campo ¢. Assim como na
secao anterior, consideramos configuracoes classicas estaticas com energia finita tais que
H é um extremo. Além disso, a equac¢ao de movimento para a coordenada x é a mesma
que acabamos de discutir no exemplo do pog¢o de potencial duplo com tempo imaginario
(Euclidiano). Na situacdo que estamos considerando agora, essas solugoes sao chamadas

de sélitons (ou kinks). Introduza o potencial

A
U(¢) = 33(¢* = 65)", (3.57)
o qual possui dois estados de vacuo degenerados com energia H nula definidos por +¢g.
O termo de massa associado ao potencial U(¢) acima nos indica que m? = —\¢2/6 < 0.
A teoria possui uma simetria Zsy global e a solu¢ao de sdliton iré interpolar os dois vacuos

estaticos distintos. Isto é, as condigoes de contorno sao ¢(£00) = .

Assumindo uma solugdo estatica, a equacao de Euler-Lagrange que precisamos

resolver é

A
¢/ + 26" — ) = 0. (3.58)
Multiplicando a equacao acima por ¢’, vemos que
1d ne L Ao n| _
i |@r @ - ) o (3.50)

Ou seja, o termo entre colchetes acima deve ser igual a uma constante C. As condigoes

de contorno impoem que C' se anula identicamente, de modo que a solugao é determinada

do _ 4, [ A
@—i\/;w ). (3.60)

é(x) = £ tanh [(2%0)] , (3.61)

por

Imediatamente escrevemos:
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onde £ = (Ap2/6)"1/2 = |mg|™" denota o comprimento de correlacio. Ademais, a energia

+oo
2 /A
Eséliton = / Hdx = g\/%@ﬁ% (362)

Uma vez que a densidade de energia do soliton é localizada na origem = = 0, é sugestivo

da solugao é

imaginar que essa solucao descreve de fato uma particula com massa dada pela energia da
solugao estatica classica que acabamos de calcular. Veremos na proxima subsecao como

avaliar corregoes quanticas para essa massa.

Se interpretamos a solucao de kink como uma particula de fato, entao devemos
ser capazes de encontrar solugoes que descrevem particulas em movimento. Nao é dificil
mostrar que a solu¢do ¢(x + vt) apés um boost da coordenada espacial com velocidade
v < 1 obedece a equacao de Euler-Lagrange completa (i.e., sem descartar o termo com
a derivada temporal do campo). Tal propriedade justifica 0 nome dado a solugao: temos

uma onda solitaria que se translada com velocidade constante sem alterar sua forma.

O fato que o séliton se comporta como uma particula classica, a despeito de ser
uma solugao estendida para um campo, se confirma pelo calculo da energia associada a

essa solugao apés o boost. Com efeito, descobre-se facilmente que

Eséliton

E = N (3.63)

e vemos que a férmula para a energia de uma particula massiva e relativistica se aplica.

Existe ainda uma outra maneira de calcular a energia (3.62) sem precisar usar ex-
plicitamente a solucao de kink na expressao para H. Além disso, esse método se aproxima
do calculo que realizaremos para reescrever a acao em outras teorias com mais dimensoes
que também admitem solugoes topoldgicas. Assumindo novamente solucoes estaticas, co-

megamos escrevendo a equacao de Euler-Lagrange para a lagrangiana (3.55) na forma

- E (j—i) —U(9)

Assumindo que U(¢) > 0, podemos introduzir uma nova fun¢ao W(¢) de tal forma que

U(6) = % (%)2. (3.65)

Além disso, assumindo que ¢ converge para uma das solugoes da equagao algébrica U(¢) =

= 0. (3.64)

0 no infinito espacial, podemos eliminar a constante arbitraria escondida na equagao (3.64)

e concluir que

do _ AW

g (3.66)
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As formulas acima sao analogas as equagoes auto-duais e anti-auto-duais que serao intro-

duzidas nos préximos capitulos. Agora, é facil ver que a energia

o +/Ood:v E (%)2 + U(9) (3.67)
pode ser reescrita como _
B- %70019: (o= 50) £ W 6000~ W(ot-o0)) (3.68)

Ademais, pelas equagoes auto-duais o primeiro termo acima se anula e temos simplesmente

E = £[W(¢(o0)) = W(p(—00))]. (3.69)

Desse modo, basta identificar W (¢) a partir do potencial U(¢) e avaliar os limites presentes

na expressao acima.

Nesse momento ja deve estar evidente o papel fundamental da existéncia dos es-
tados de vicuo nao-equivalentes do modelo para a solucdo de séliton. E justamente daf
que vem o carater topolégico do séliton. Com isso em mente, introduzimos a corrente
topologica

Sl = ie’“’@,@. (3.70)

tOp 2@

A antissimetria do simbolo de Levi-Civita garante automaticamente a conservacao da
corrente acima, isto ¢é, vale que 0,.Jf,, = 0. A normalizagao dessa corrente foi escolhida

de tal modo que sua carga conservada é dada por
+o0 1
Q= [ o= joloo) - o(-o0)] (3.71)

Ou seja, () = 1 para o kink e () = —1 para o anti-kink.

3.2.2 Interpretando as solugoes classicas na teoria quantica

Agora que investigamos um exemplo de solugao nao-trivial para as equagoes classicas na
teoria A\@*, surge a pergunta: como interpretar essa solucdo apds a quantizacao da teoria

e qual a sua relevancia nesse cendrio?

A relevancia pratica dos estados de sélitons que iremos discutir nessa secdo é
limitada. Nenhum dos mésons ou hadrons pesados do Modelo Padrao sao de fato descritos
por tais solugoes. De qualquer maneira, a exposicao é instrutiva, visto que ela pode ser
adaptada para interpretar solugoes topologicas de modelos mais interessantes que servem

de fato como bons guias para o estudo das teorias de calibre.
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No que segue, veremos que associadas as solugoes de séliton, existem setores do
espaco de Hilbert populados por particulas pesadas e estaveis, cujos nimeros quanticos
surgem de leis de conservagao topolégicas (ou da mistura de simetrias internas e espago-
temporais). A exposicao seguird de perto o artigo (JACKIW, 1977). A menos que seja

explicitado o contrario, trabalhemos aqui na assinatura de Minkowski usual.

Primeiro, lembramos que as solugoes classicas das equacgoes de movimento se en-
quadram em quatro categorias: constantes no tempo e espago, estaticas (independentes

do tempo), Dependentes do tempo e espago e Euclidianas (¢t — —itg).

O significado das solugoes constantes ¢ bem conhecido no formalismo usual da
teoria de campos. Elas sdo primeiras aproximagoes para o valor esperado vacuo (VEV)
de um campo e frequentemente sinalizam o fendémeno da quebra espontanea de simetria.
Nosso objetivo agora é investigar o significado das solugoes estaticas e dependentes do
tempo. As solucoes Euclidianas, como ja vimos no exemplo apresentado no inicio do

capitulo, estao associadas ao tunelamento quantico.
Breve investigacao das solugoes estaticas

Consideramos inicialmente a teoria de um campo escalar ®(z,t) em uma dimensao espacial
cuja lagrangiana é

1
L= 50,20" — U(®), (3.72)

onde assumimos que U(®) > 0 para que a energia seja positivo definida. O funcional

energia do modelo é dado por

Bile) = [ de 507+ UG (3.73)

Assim como no exemplo do potencial quartico, a estabilidade classica da solucdo estatica
¢vc(x) da equagdo de movimento ¢ = U’'(p.) é garantida exigindo que o espectro do

problema de autovalores

UG o) = (o (374

seja estritamente positivo. Todo problema de autovalores dessa espécie admite uma solu-

¢ao de frequéncia nula, um modo de transla¢io proporcional a ¢’. Essa condigdo também

pode ser entendida por meio de um principio variacional para E(p). Exigimos que a
segunda variacao desse funcional, dada por

0’Ec(p) [ d

dp(2)dp(y) [_@

seja um operador diferencial ndo-negativo quando avaliada em .. O potencial especifico

+ U”(x)} §(x —y), (3.75)

que teremos em mente durante a subsequente discussao sera escrito como

mt g2902 2
Ulp) 2 ( — ) : (3.76)
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onde m e g sao constantes. Pela discussao no apéndice A, sabemos que o problema de
autovalores que surge para esse modelo admite um espectro nao-negativo. Essa teoria,
como ja mencionamos, possui uma simetria Z? global. Entretanto, os valores ¢y = +m/g
para o minimo do potencial nos indicam que essa simetria é quebrada pelo estado de vacuo.
Seguindo o procedimento usual, escolhemos (0|®|0) = m/g e expandimos o potencial U(¢)

em torno de ¢y para descobrir que o “méson” da teoria Ap* possui massa m.

Na notagao que introduzimos, a solucao de séliton toma a forma

wo(x) = :i:% tanh(z — o). (3.77)

A existéncia do pardmetro zy é uma consequéncia da simetria por translagoes. A energia

cléssica associada a essa solugdo é finita e igual a E.(p.) = 4m?/3¢%.

Para inserir essas solugoes na teoria quantica, introduzimos alguns postulados para
o espaco de Hilbert cuja auto-consisténcia pode ser verificada a posteriori. Com isso, um

esquema para expansoes perturbativas emergird naturalmente.

Com efeito, postulamos a existéncia de um estado de vacuo |0) (no nosso exemplo
esse estado é degenerado). H&, certamente, estados de 1 particula |k) que descrevem um
méson de massa p e momento k, bem como estados de multi-mésons |ky, ks, - - -). Esse é
o chamado setor do vacuo e os calculos perturbativos sdo realizados da maneira usual. O
campo P é escrito como

d(x,t) = po + O(x, 1) (3.78)

e a teoria de perturbagoes é empregada para avaliar as amplitudes de ®. Para acomodar
(3.77), postulamos também a existéncia de um outro conjunto de estados de particulas:
os estados quanticos de sélitons. O estado de 1 particula soliténica |P) é um autoestado

simultaneo do funcional £ e do operador momento:

P|P) = P|P),

E|P)=E(P)|P), E(P)=+P?+ M= (3.79)

Postulamos também que, para g pequeno, a massa do soliton é grande. Especificamente,
exigimos que M = O(g~?). Além dos estados de 1 particula, temos os estados de 1 séliton
e multi-mésons |P; ky, ko, - - -), onde P é o momento total e k; sdo os momentos assintéticos
dos mésons. Assumimos que o soliton é estavel sob decaimento em mésons, isto €, todos

os elementos matriciais da forma
(séliton, méson |PP - - -| sem sdlitons, méson) (3.80)

se anulam identicamente. Esse setor do espago de Hilbert é chamado de “setor de séliton”.
Uma questao importante surge quando nos lembramos que a solugao de instanton carrega
consigo o pardmetro xy. Devemos fazer alguma distingao entre tipos diferentes de sélitons?

Bom, essas simetrias nao sao relevantes para para realizarmos uma distingao dessa espécie.
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Vamos considerar como idénticas aquelas solucoes que produzem o mesmo valor para o

funcional E.(p). Desse modo, ha apenas um séliton® na teoria Ap?.

Os ultimos postulados a serem introduzidos fixam a magnitude dos elementos ma-
triciais do campo ® no setor de sélitons. Abaixo, o subscrito C' denota a parte conectada
dos diagramas que representam os elementos matriciais, onde apenas os mésons sao desco-
nectados. Além disso, o ® nas formulas abaixo deve ser considerado como ®(0), avaliado

na origem. Escrevemos
(Pl ko KO Py Ky, - k) = O(g™T ), (3.81)

bem como:

(P'|®|P) =0O(g7")

(P'|D|P; k) = O(¢°) (3.82)
(P K|®|P; k) = O(g7)

{

P K'|®|P; k) = 2nd (k' — k) (P'|®|P) + (P K'|®|P; k) -

Dessa forma, partindo da equacao

d’ d’ 2 253
(@ = @) O(z,t) = —U'(P(x,t)) = 2m°®(z,t) — 2g°P° (2, 1) (3.83)
¢ possivel mostrar, em ordem O(g~'), que o elemento matricial do campo calculado entre

estados de soliton é dado pela férmula
/ _m i(P'—P)
(P'|®|P) = — [ dze tanh(max). (3.84)
g

Naturalmente, existem correcoes advindas das ordens superiores de g. Nao ha elementos
matriciais de transicao entre os estados de séliton e anti-soliton. Portanto, o nosso primeiro
resultado na teoria quantica é o fato que a transformada de Fourier da solucao cléssica é
a primeira aproximagao (em poténcias de g) para o fator de forma (P’|®|P) do campo.
Notamos também que a dependéncia com g~! releva que esse efeito ¢ singular em g = 0

e indetectavel na teoria de perturbacgoes usual.

Podemos nos perguntar ainda sobre a massa do estado de séliton. Ela é consistente
com a hipdtese que M = O(g~2)? Isso nao apenas ¢ verdade, como na verdade a massa
calculada na ordem mais baixa de g coincide com a massa classica da solucao de séliton.
Correcoes de ordem superior podem ser calculadas, naturalmente. Por exemplo,

4m3 ( 3 1

R ﬁ) +O(g%). (3.85)

Acima, m é um parametro de massa que precisa ser normalizado por razoes técnicas.

8  Vale ressaltar que nés ndo nos ocuparemos com o setor de anti-sélitons.
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Dentro do formalismo que estamos apresentando, as solugdes do problema de au-
tovalores (3.74) admitem uma interpretacao simples. As solugoes continuas do espectro,
com w? = k*+ %, onde p é a massa do méson, sio interpretadas como estados de espalha-
mento méson-séliton. O modo nulo nao esta associado a um estado no espaco de Hilbert.
Mas, os estados fisicos permanecem completos mesmo com a exclusao de uma funcao que
a priori contribui para constituir o conjunto completo? Mais uma vez, a resposta é sim.
Mais detalhes podem ser consultados em (JACKIW, 1977).

Por fim, mencionamos que a estabilidade do séliton pode ser entendida como uma

consequéncia da lei de conservacao topologica que discutimos anteriormente.
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4 | Instantons em duas dimensoes

The art of doing mathematics consists in finding that

special case which contains all the germs of generality.

— David Hilbert

4.1 Preliminares e o teorema de Derrick

Antes de partir para o nosso primeiro modelo genuino em duas dimensoes, se faz neces-
sario alguns comentarios de carater geral sobre a construcdo de solugoes classicas com
acao finita. Nesse sentido, apresentaremos um resultado de interesse devido a Derrick.
Seguiremos a exposicao de (WEINBERG, 2012), §3.2.

Considere uma teoria em D dimensdes espago-temporais com um ou mais campos
escalares ¢, e uma densidade lagrangiana escrita como

£= 39(0)0,0u0"6, — V(9), (@.1)

onde v,(¢) é uma forma quadratica positivo-definida. Assumimos também que o poten-
cial V' se anula nos minimos dos campos. Todas as solugoes estaticas das equacgoes de

movimento com energia finita sao pontos estacionarios do funcional £ dado por
E=1x+ Iy

1

:5/&%mme@m+/&%ww.

Note que cada um dos termos acima é estritamente positivo. Uma vez que a solugao

(4.2)

estatica é um ponto estaciondrio do conjunto de todas as configuracgdes, também é verdade
que a solucao é um ponto estacionario de qualquer subconjunto de todas as configuracoes.

Com efeito, dada uma solugdo ¢(x), considere a familia uniparamétrica de configuragoes:

H(x) = o(Mx). (4.3)

Apo6s uma mudancga de varidveis nas integrais, verifica-se que

E\) = Ix[fa] + Iv[fi]
1 ~ 1 ~ (4.4)
= m[K[Qﬂ + )\—va[cb]-
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Dado que f; = ¢ é uma solucdo, A = 1 é um ponto estacionario de E()\). Ou seja,

OE(\) B
T . = 07 (45)
o que implica em
0= (D —2)Ix[d] + DI[3). (4.6)

(i) Caso D = 1.

Nessa situagao, (4.6) expressa uma espécie de teorema do virial!

(ii) Caso D = 2.

Segue que Iy = 0 e ¢ deve assumir o seu valor no vacuo em todos os pontos. Isso
ja obstrui a tentativa de construir solugoes de vortice nao-singulares no modelo
bidimensional com simetria U(1) constituido de um escalar complexo com interagao
quartica (WEINBERG, 2012), §3.1.

(iii) Caso D > 3.

Nessa situagao tanto I quanto Iy devem se anular e a equagao (4.6) sé pode ser

satisfeita para campos constantes iguais a seus valores no vacuo em todos os pontos.

A conclusao é que para obter sélitons em mais dimensoes nds precisamos adicionar
mais estrutura a teoria de alguma forma. Uma maneira simples de realizar isso é considerar
uma teoria de calibre (abeliana ou nao-abeliana). O argumento apresentado acima pode
entao ser repetido e teremos como resultado final a confirmacao de que é possivel a
existéncia de solugoes estaticas com campos escalares e campos de calibres para D = 2
ou D = 3. Para D = 4 a tUnica opg¢ao envolve a teoria de Yang-Mills pura, sem campos
escalares. Esse ultimo caso leva aos famosos instantons de Yang-Mills, assunto principal

da secao 5.1.

4.2  Vortices

Diferente dos exemplos com simetrias discretas tratados no capitulo 3, vamos nos ocu-
par agora com teorias que apresentam simetrias continuas globais. O caso mais simples
consiste em considerar o grupo de simetria U(1) com um campo de matéria dado por um

escalar complexo ¢(x) € C.

1 Lembre-se que o teorema do virial na mecanica cldssica relaciona as médias temporais da energia

cinética e da energia potencial de um sistema. A condigdo 21k [¢p] = Iy [¢] é precisamente uma relagao
dessa espécie.
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Nosso interesse estd na situacao em que ha quebra espontdnea da simetria U(1)
a nivel cldssico’. Nds vamos aproximar o campo escalar por um campo ¢ complexo com

modulo fixo. Isto é,
d(z) = o €, (@7)

onde ¢y denota o valor esperado do vacuo do operador ¢ apds quebrarmos a simetria
escolhendo uma fase para o minimo do potencial. Aqui, 6(z) € [0,27) denota o campo
que descreve o bdson de Nambu-Goldstein que surge com a quebra de simetria U(1).
As configuragdes dos sistemas com grupos de simetria (global ou local) compactos sao

classificadas por grupos de homotopia, conforme veremos explicitamente a seguir.

4.2.1 O caso unidimensional

Como um aquecimento, vamos considerar o caso de um séliton U(1) em (1+1) dimensoes.

Por conta de (4.7), é natural adotar condi¢oes de contorno periédicas para a co-
ordenada espacial € R>(. Com efeito, vamos introduzir um relacao de equivaléncia ~
definida por

~ir e~ = o =x+4 kL, k€ Zso. (4.8)

Em outras palavras, vamos identificar os pontos que diferem por multiplos inteiros de um
certo valor L > 0. Ou seja, “colamos” os pontos 0 e L da reta, de modo que nossas par-
ticulas vivem em uma circunferéncia de raio L/27°. As condigdes de contorno periddicas

sao definidas pela exigéncia:
O(x+ L) =0(x) + 2k, (4.9)

com k inteiro. A condicdo acima naturalmente preserva o valor do campo definido por
(4.7). Portanto, o espago-tempo M é dado pelo produto cartesiano do circulo S* e a reta
real:

M = S"xR. (4.10)

Assim como no caso do séliton da teoria A¢*, vamos procurar por solucoes estaticas das

equagoes de movimento classicas com energia finita. Uma configuracdo estatica ¢(z) é

2 Um exemplo é dado pela teoria

2
L (Y

com constantes p? e X positivas. H4 uma familia de configuragdes |¢|, = \/p?/A para as quais o
potencial é minimizado. Uma escolha de fase para performar a expansao do campo ¢ sinaliza a quebra
espontanea de simetria. Apés expandir o campo em torno do minimo, temos uma lagrangiana com um
campo escalar real massivo, um béson de Nambu-Goldstone (um escalar real ndo-massivo) e termos
de interagao.

E um fato elementar que existe um isomorfismo [0,1]/{0,1} = S com a introducio da topologia
quociente, sendo S* o circulo unitério.
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um mapa que leva pontos da variedade espacial do sistema, chamado de espaco base, nos
possiveis valores da fase 6, o espago alvo. Por conta da exponencial complexa em (4.7), o
espaco alvo em consideracio também é isomorfo ao circulo S*. Portanto, as configuracoes

classicas estaticas sdo mapas sobrejetivos de S* em S*:

¢: ST — St (4.11)

Uma vez que as fases 0(x) sdo definidas médulo 27 na defini¢do de ¢(z), as configuragoes
estdticas que procuramos sao lacos do espaco S! no ponto (x). Essas solugoes sdo clas-
sificadas pelas diferentes homotopias no circulo S*. Na figura 4 nés apresentamos alguns
exemplos de configuragoes estéaticas 6(z) homotopicas. Nao é dificil perceber que a tnica
caracteristica que distingue essas diferentes homotopias é o nimero de vezes que o circulo
alvo ¢ coberto quando tragamos um laco no circulo base. Esse niimero inteiro ¢ justamente
o winding number, ou ainda, o grau do mapa. Essa quantidade é um invariante topologico,
isto é, seu valor nao se altera sob deformagoes continuas das configuracoes do campo. Sua

definicao em termos de 6 é

O(L) — 6 1 [ de 1 [ ood
N = M / dx ﬁ - / dx i€29(w)d_ e~ 0(x) (4.12)
0 0

2 :% dr  orm T

O fato que N é um inteiro segue diretamente da condicao (4.9).

A(x)
4m+

O+ 2x

b

Figura 4 — Homotopias no circulo S'. (a) Uma configuragio constante (z) = 6, (b) uma configuragio
homotdpica ao mapa constante, (¢) uma configuracdo com winding number +1, e por fim,
(d) uma configurac¢do homotépica ao exemplo (c¢). Adaptado de (FRADKIN, 2021).

Ou seja, de certo modo, todas as configuracoes possiveis que estamos interessados sao
deformagoes do mapa constante. Solucoes com diferentes winding numbers como o exemplo
(c) da figura 4, reproduzem os mesmos valores de ¢(x). Como explicamos no capitulo 2
ao introduzir o grupo fundamental, a nocao de homotopia de lagos naturalmente nos leva
a uma classificacao desses objetos em diferentes classes de equivaléncia. Essas classes de
equivaléncia sao rotuladas pelo winding number de um certo elemento representativo. Em

suma, toda a discussao acima pode ser condensada no resultado do teorema 2.1.1.

Extensao ingénua da classificagao topolégica em uma dimensao
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Apés o ultimo exemplo, naturalmente surge a questao se o esquema de classificagao
apresentado no caso unidimensional com simetria U(1) pode ser estendido para outras

simetrias e/ou dimensdes.

Vamos tentar aplicar o mesmo raciocinio em outra teoria de interesse, o modelo
sigma nao-linear O(3) em duas dimensoes. Nesse sistema, prescrevemos um vetor tridi-
mensional n de médulo unitario em cada ponto do espaco-tempo. A agdo do modelo é

dada por
1
S= / S (@n)? % (4.13)

onde g = 1,2 e o campo n(z) estd sujeito ao vinculo n? = 1. E nitido que o espago alvo
da teoria é a esfera S2. Mais uma vez, consideramos condi¢des de contorno periddicas na
coordenada especial e procuramos classificar topologicamente as possiveis configuragoes

estaticas classicas. Aqui, as configuracoes que desejamos sao mapas de S' em S2.

Figura 5 — Uma homotopia I' em S2 é topologicamente trivial pois todos os lacos sdo retrateis a um
unico ponto ny da esfera. Adaptado de (FRADKIN, 2021).

Assim como no primeiro exemplo, as configuragoes que buscamos sao lagos, s6 que dessa
vez na superficie da esfera S? (veja a figura 5). Contudo, todos os lagos em S? sdo retra-
teis a um Unico ponto ny e sdo, por consequéncia, topologicamente triviais. Em outras
palavras, sempre podemos deformar o lago na superficie da esfera em um tinico ponto sem

obstrugoes.

O fendémeno que acabamos de descrever se generaliza para todos os mapas de S' em
S™, para n > 1. Matematicamente, o que estamos dizendo é que os grupos fundamentais

desses espacos sao todos triviais. Isto é,

m(S™) = {0}, n>1. (4.14)

Ja discutimos o resultado matematico acima no capitulo 2. Resumindo nossas conclusoes,
os modelos sigma nao-lineares O(/N) nao possuem solugoes solitonicas estaticas classicas
com topologia nao-trivial quando N > 1. Na secao 4.3 veremos como construir as solugoes

de instantons nao-estaticas no caso N = 3.
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4.2.2 Vortices em duas dimensoes

Feitas as consideracoes iniciais acerca do teorema de Derrick e da classificacao topoldgica
dos vortices em uma dimensao, vamos agora analisar os vortices bidimensionais. Assumi-
mos que estamos trabalhando com duas dimensoes Euclidianas, mas a discussao também

se aplica para solugoes estaticas em 2 + 1 dimensoes espago-temporais.

Comegamos com a agao (ou energia) para um campo escalar ¢(z) complexo:

S= /d% (%be 4 U(¢)) | (4.15)

Podemos considerar que o potencial U(¢) é simplesmente o potencial quértico que discu-
timos anteriormente. Esse potencial é invariante sob simetrias U(1) globais e seu minimo
é dado por |¢(z)| = ¢p. Parametrizamos o campo ¢ em termos de dois campos reais, uma

amplitude e uma fase, tais que

¢(x) = p(x) ™. (4.16)

Uma vez que a simetria U(1) do modelo é quebrada pela escolha do VEV como sendo

igual a ¢y, vamos assumir que

lim p(x) = ¢p. (4.17)

|z|—o00
Considere agora uma circunferéncia® C'(R) no espacgo base da teoria cujo raio é arbitrari-
amente grande, de modo que a aproximagao p(x) = ¢, é vélida.

Desse modo, o valor de #(x) nos pontos da circunferéncia C'(R) define um mapa de
S

classificados pelo grupo fundamental 7(S!) = Z. Cada classe de equivaléncia de mapas é

e (descrito por @) em S} (descrito pelos valores de ). Novamente, esses mapas sao

definida pelo winding number, ou ainda, a vorticidade n das solugoes:

(Af)c TAY i) i
ni= = i gee(“’)z&pe 6e), (4.18)

Tendo em vista que n ¢ um invariante topolédgico, vale a pena discutirmos um pouco
sobre a situagdo em que a circunferéncia C'(R) é deformada continuamente. Sabemos
que enquanto ¢ for nao-nulo para todos os pontos no contorno, n deve ser um inteiro.
Ingenuamente, poderiamos esperar que a vorticidade variasse continuamente na medida
em que deformamos o campo. Contudo, uma vez que n € Z, a vorticidade s6 pode “variar”

permanecendo constante.

Desse modo, n apenas varia de fato se o novo contorno passar por um ponto p onde

¢ se anula, de modo que a fase 0(x) fica indefinida. Assim, dois contornos que passam

4 Um ponto x € C(R) é da forma z = Re'¥, onde ¢ é um angulo polar definido médulo 27.
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pelos lados opostos de p levam a integrais que podem diferir por um inteiro, sendo esse

inteiro obtido pela integral ao longo de um circulo infinitesimal que contém p.

Caso essa integral sob a circunferéncia pequena ao redor de p produza um ntmero
inteiro positivo, entdo dizemos que p é um zero de ¢ com multiplicidade n. Caso contrario,

temos um antizero com multiplicidade n.

Por fim, para uma certa configuracdo com vorticidade nao-nula, considere uma
deformacao continua que leva o contorno C'(R) original em um lago infinitesimal ao redor
de um ponto ¢ tal que ¢(q) # 0, isto é, ¢ ndo é um zero de ¢. Sabemos que para a
circunferéncia C'(R) a vorticidade é n, mas a integral sobre o tltimo lago deve ser zero. Isso
s6 pode ocorrer se existir algum nimero de zeros de ¢ no interior de C'(R)”. Se contarmos
o0s zeros/antizeros com sinais positivos/negativos e com a multiplicidade correta, entao o

nimero total de zeros serd igual & vorticidade®.

Ademais, por conta do gradiente na acao, o campo p deve se anular suficientemente
rapido na origem r = 0 para garantir que S seja finita. Vamos ver como isso funciona na

pratica.

Assuma que o potencial U(¢) seja de tal forma que o campo p é essencialmente
igual a ¢y para todos os valores de z, exceto em uma regiao pequena de raio a. Nessa
regiao interna, p — 0 suficientemente rapido para impedir singularidades na origem, como
mencionamos acima. Em suma, para |z| > a, fixamos ¢(x) = ¢ €@, Assim, a acio toma

a forma

2

Associamos ao campo ¢(x) uma densidade de corrente local

s-% / Lo (9,0). (4.19)

Ju = 00,0, (4.20)

cuja conservagao segue trivialmente das equagoes de movimento para 6(z). Em analogia

com a mecanica de fluidos, introduzimos o rotacional da corrente na forma
(@) = 6 (1) (4:21)

Coincidentemente, w(z) também é chamado de vorticidade. Se imaginarmos que temos
solugoes de voértices localizadas nos pontos {x;}, entdo nao é dificil ver que o rotacional

acima se anula em todos os pontos, exceto em {z;}. Com efeito, pelo teorema de Stokes

/E w(z) d2 = féz jude,, (4.22)

Lembrando do principio do argumento na anélise complexa, polos devem estar fora de cogitagdo no
calculo da vorticidade para que ¢ ainda seja bem comportada. S6 nos resta assumir a existéncia de
zeros entao.

Essa conexao entre um determinado invariante topolégico de uma solucéo e os zeros de uma funcéo
analitica aparecerd novamente no capitulo 5 no contexto dos multi-instantons de Witten para a teoria
de Yang-Mills.

nos temos
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onde Y denota a regiao exterior a pequena circunferéncia de raio a que engloba o vértice
em questao. Naturalmente 9% é a fronteira dessa regiao. Se nenhum vértice for englobado
pelo circulo 0%, entdo a integral acima se anula por conta de periodicidade da fase 0(x),
e por consequéncia, w(z) também deve se anular. Caso contrario, a integral acima é

proporcional a vorticidade n, e w(z) deve ser ndo-nulo nessa situagao.

Desse modo, a expressao local para a vorticidade deve ser
w(zr) = Z n;0@ (x — x;), (4.23)
J

onde n; denota a vorticidade de cada solugao de vortice. Qual a expressao correspondente

para a fase 6(x)? Para responder essa pergunta, vamos introduzir um campo ¥ (x) tal que

0 (x) = €,,0,0(x). (4.24)
A motivagdo para introduzir esse campo auxiliar é a forma das equagoes de Cauchy-
Riemann. Com efeito, pela defini¢do acima, ¥ (x) obedece a equacao de Poisson:

—0%P(7) = w(w). (4.25)

Integrando por partes e descartando o termo de fronteira, a agdo (4.19) em termos de

(x) se escreve

2 2 2
S = % / A%z (0,0)% = —% / Az 0% = % / d®z (x)w(z). (4.26)

A solugao para (4.25) podem ser obtida por meio de fungoes de Green. Com efeito, a

solugao toma a forma
vle) = [ Y6l - yula). (1.27)

onde a funcdo de Green G(z — y) satisfaz
—0?G(z —y) = 6D (z —y). (4.28)

Em D > 2 dimensoes, a solugdo para G(z — y) é dada por”

r(g-1)
4x PPz — P2

G(lz —yl) = (4.29)

Ingenuamente, para D = 2 a solugao acima diverge. Para encontrar a férmula apropriada,
definimos
G(0) = lim G(a), (4.30)

a—0

7 A forma mais simples de deduzir isso ¢ considerar a equacio de Poisson na forma (—9?+m?)G(z—y) =

5 (z—1y) e tomar o limite m — 0 da solugdo. Para tal, é necessario usar o comportamento assintdtico
das fungoes de Bessel modificadas.
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onde a é alguma constante. E possivel mostrar entao que

Gl ~ o) - Glo) = 5-tog (). (431)

|z =y
Vemos portanto que G(0) diverge formalmente. Além disso, a expressdo também diverge
no limite |x — y| — oo. Por fim, introduzindo um cutoff L para a escala de comprimento
linear do sistema, ¢ possivel mostrar que G(a) = 5= log(L/a). Logo, G(a) diverge tanto
na regiao do ultravioleta (¢ — 0) quanto na regido do infravermelho (L — o0).
Isso tem consequéncias para a agao da teoria. Com efeito, usando a equagao (4.26),

descobre-se que

S = %g/de/dZyw(I)G(I —y)w(y)

o

_4 (Z W) GO+ RS nany(Glas — ) — GLO)).

i>]

Ou seja, a menos que a vorticidade total Zj n; se anule, S diverge por conta do termo
G(0). Assumindo vorticidade total nula e usando (4.31), a agao para a familia de vértices

pode ser escrita como
% a
= — inil — . 4.33
" 2”;7”% %\l — ] (433)

Surpreendentemente, conseguimos mapear o problema original para o estudo do modelo
do gas de Coulomb neutro em duas dimensoes! (MINNHAGEN, 1987). Em particular,

para um par vértice/anti-vértice com “cargas” ny = —ny = 1 e separados a uma distancia
R > a, nés temos:
qbo R
S|, -1, R lo 4.34
11K = L log - (434)

A temperatura T associada ao gés descrito pela energia de interacdo (4.33) é a razao

7/¢2. A menos de um pré-fator constante, a funcio de partigao do modelo possui a forma

Z x H Z/d%] (Z nj> exp(—S[n]). (4.35)

{nj} 7
Conforme o esperado pelo teorema de Derrick, a acdo para voértices individuais diverge
logaritmicamente, o que fere a condicdo de agdo finita que gostariamos de estabelecer
para os instantons. Apesar disso, nossos vortices possuem um papel fundamental na ca-
racterizacao da transicao de fase de Kosterlitz-Thouless que o modelo exibe. Vamos tentar

compreender essa situagao.
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Para isso, vamos estimar a energia livre de Helmholtz F' associada a um vortice.
Um argumento simples (KOSTERLITZ; THOULESS, 1973) releva que

1 2
F=—log <§> — T'log (E) : (4.36)
2 a a

O primeiro termo acima é a “auto-energia” divergente do vortice (com um cutoff
R na regiao do infravermelho). O segundo termo, por sua vez, é a entropia do vértice,
visto que F =U —TS.

Para baixas temperaturas (¢3 pequeno), a energia U vence a entropia e F' > 0.
Isso significa que vortices livres sdo suprimidos. Contudo, pares (dipolos) de vortices/anti-
vortices possuem energia finita e entropia logaritmica. Nesse regime, portanto, hd uma

densidade finita de tais dipolos.

Para altas temperaturas, a entropia vence a energia e F' < 0. Desse modo, o
sistema se torna instavel para proliferacao de vértices e antivortices. Ou seja, existe uma
temperatura critica que sinaliza uma transicao de fase entre esses dois regimes: aquele em
que apenas dipolos de vértices/anti-vortices ocorrem e aquele em que os vértices livres se
proliferam (o gas de Coulomb se torna um plasma efetivamente neutro). Em unidades de

#3, a temperatura critica dessa transigao é estimada como sendo /2.

A situacao descrita acima pode ser confirmada de maneira precisa analisando o
andlogo na rede da teoria em questdo: o modelo XY da fisica estatistica (FRADKIN,
2021).

Resumindo toda a discussao, em uma teoria em duas dimensoes com uma simetria
U(1) global, a transigdo de fase para o estado desordenado é guiada por um processo
de proliferacdo de voértices. O gap de massa da teoria é um resultado do fato que, em

temperaturas altas, o gas de Couloumb neutro é submetido a efeitos de blindagem.

4.3 O modelo sigma nao-linear O(3)

Esta se¢do tem como objetivo mostrar que o modelo sigma nao-linear O(3) em duas
dimensoes admite solugoes de instantons. A escolha do modelo nao foi em vao: a teoria

apresenta uma série de caracteristicas interessantes e seu dominio de aplicagoes é amplo.

A construcao dos instantons que apresentaremos aqui sera facilmente adaptada
para o caso da teoria livre de Yang-Mills em quatro dimensoes, a qual sera discutida no
capitulo 5. Tal construcao foi realizada pela primeira vez para o modelo sigma nao-linear
O(3) por Belavin e Polyakov (BELAVIN; POLYAKOV, 1975) em um estudo da fisica
estatistica de ferromagnetos isotrépicos em duas dimensées (no limite continuo da teoria).

Originalmente, modelos sigma nao-lineares foram concebidos para descrever a fisica de
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pions e o fenémeno da quebra de simetria quiral em fisica de particulas (FRADKIN,
2021). Atualmente, uma parcela significativa dos estudos destes modelos sao motivados

pela teoria de cordas®.

Dentre as caracteristicas mais notaveis do modelo sigma nao-linear O(3) citamos:
sua renormalizabilidade’ em duas dimensdes, sua integrabilidade enquanto teoria classica

de campos e a fatorabilidade da sua matriz-S.

4.3.1 Condigbes de contorno e a carga topologica

Comecgamos nossa discussao introduzindo a a¢do Euclidiana do modelo:

Si[n] = / L %(auny _ / &L L. (4.37)

Acima, a configuragao é determinada pelo vetor tridimensional n = (ny,ns, n3) com com-
ponentes reais e as coordenadas Euclidianas'’ sdo denotadas por xz# = (2% z'). Além
disso, vamos impor o vinculo n? = 1. Com essa condicao suplementar, a teoria livre que
acabamos de escrever deixa de ser trivial e passa a exibir uma série de novas caracteristicas
peculiares, sendo uma delas a existéncia das solugoes nao-singulares que iremos construir
na préxima subsecao. Uma consequéncia imediata do vinculo é o fato que o espaco alvo

da teoria é topologicamente idéntico & esfera S2.

A funcao de particao do sistema é dada por
Z = /Dn e~ 5ell, (4.38)

onde ¢ denota a constante de acoplamento da teoria. Para introduzir o vinculo n? = 1,

vamos lancar mao de um multiplicador de Lagrange A na acao:
1
Sg = /d2x 5[(8Mn)2 —A(n*—1)]. (4.39)

A equagao de Euler-Lagrange para A(z) nos informa trivialmente que o vinculo é satisfeito

no espago todo:

——~ =n’-1=0. 4.40
oy P (4.40)
Em contrapartida, a equagao de Euler-Lagrange para o campo n fornece
—0,0"n(z) = AMz)n(z). (4.41)
Note ainda que
n-(—9,0"n) = An® = \, (4.42)

8 Na teoria de cordas, a acdo que governa a propagacdo de uma supercorda em um espaco-tempo fixo

M é aquela de um modelo sigma nao-linear (supersimétrico) cuja variedade alvo é precisamente M
(HULL, 1987).

9 Uma demonstragio detalhada pode ser consultada no capitulo 16 do livro (FRADKIN, 2021).

10" Como consequéncia, indices serdao abaixados e levantados livremente com a métrica Euclidiana usual.
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Por simplicidade, vamos denotar o operador diferencial 9,0 por 9*. Inserindo (4.42) em
(4.41), obtemos:

9*n®(z) = n*(z)n - &n. (4.43)

Acima, a = 1,2,3. A equacao de movimento para n é nao-linear e extremamente nao-
trivial. Para irmos além da mera obtencao de extremos da ag¢ao Euclidiana, vamos exigir

que Sg seja finita impondo que uma configuracao suave n(x) deve satisfazer a condigao:

lim r(|0,n||* = 0. (4.44)
r—00

Ou ainda, em termos mais simples, exigimos que n se aproxime de um valor fixo ny (mas
arbitrario) quando r — oo. Portanto, nés identificamos os pontos no infinito espaco-
temporal com um tnico ponto. Ou seja, identificamos o plano (2%, z') onde o campo ¢é
definido com uma outra esfera S2. Dessa maneira, n deve ser encarado como um um mapa

de S%,_ em S?

ase target-

Conforme antecipamos em mnossa discussao sobre o grupo fundamental, se dois
mapas pertecem a diferentes classes de homotopia, entao eles ndo podem ser deformados
um no outro. Cada classe de equivaléncia de mapas é caracterizada por um tnico nimero

inteiro: o grau do mapa''.
Em suma, as configuragdes que procuramos sao mapas suaves n da forma:

n: 5% — S2 (4.45)
x = &

Antes de construir explicitamente as solugoes desejadas, vamos discorrer sobre o winding

number da esfera S? e provar que ele é de fato um ndmero inteiro ¢ € Z.

Teorema 4.3.1. A carga topoldgica definida pela integral
1

Q= —/ d*z e”n - (9,n X J,n). (4.46)
8 S2

€ um nidmero inteiro.

Demonstragio. Sejam &; e & os dois angulos de Euler da esfera alvo SZ, .. O elemento
de drea infinitesimal de Sg,,., ¢ dado pela expressao:
On _ On

dStarget = | 7 X 7 | d%¢. 4.47

e = (6 % 5 ) 47

Usando a antissimetria do produto vetorial, podemos reescrever o elemento de area acima

l1/On _ On On _ On)\ ,
=== Xx — - — X — , 4.4
dSiarget 2(6§1x8§2 8§2X8§1>d§ (4.48)

1" Ou ainda, o ntimero de enrolamento (winding number).

na forma
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Agora note que a integral (4.46) pode ser escrita como

1
Q= A2z e e e n“@unbaync. (4.49)
Sgase

O mapa n pode ser encarado como uma mudanca de coordenadas da esfera S2. Dessa ma-
neira, a mudancga na medida de integracao fica determinada pelo determinante Jacobiano.

Com efeito:
857‘ 858
E:[LVa a
Assim, usando a regra da cadeia e a mudanga de variaveis acima, calculamos:

1 . On®omc
Q - 87T/ EabcN g,uya_g’uagy d“x

r— ™ d%¢. (4.50)

1 ,On® on° 9¢" o¢*

_ 2 , &
S /s St D6 o dan o (451)
1 ,On® on® s g2

T8 ). g 16

target

Usando (4.48), notamos que o integrando acima pode ser escrito como um produto escalar:

1
Q - / 2 (1’1 : dStarget)- (452)
87T Starget
Uma vez que n e dS¢uget sa0 colineares, temos finalmente:
1
= - dS arget |- 453
Q 47 /5‘2 ‘ targ t’ ( )

target

Uma vez que o mapa entre ambas as esferas é simplesmente uma mudanca de variaveis,
na medida em que as coordenadas (z',x?) cobrem toda a esfera base, as coordenadas
(€1,€2%) cobrem a esfera alvo ao menos uma vez. H4, claro, a possibilidade da mudanca
de variaveis ser de tal forma que a esfera alvo sera coberta um ntmero inteiro qualquer
de vezes quando varrermos a totalidade da esfera base. O essencial a ser notado é que a
esfera alvo serd varrida completamente pela mudanca de varidveis. Desse modo, a integral

acima ¢é igual a 47/, com ¢ inteiro, e concluimos que @) € Z. |

O carater topoldgico da carga () vem da seguinte observacao: podemos deformar
suavemente o mapa n sem alterar o valor de (), o qual serd um inteiro fixo. Dizemos que
Q é um invariante topoldgico da classe de mapas de S? a S%. Estes mapas sao classificados

pelo segundo grupo de homotopia da esfera S?:

T (S?) & Z. (4.54)

Vamos agora provar um importante resultado acerca da acao Euclidiana do modelo
que nos permitird em breve encontrar as solugoes das complicadas equacoes de movimento

(4.43) usando uma elegante construcao geométrica.
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Teorema 4.3.2. A existéncia da carga topologica () impoe um limite inferior para o valor

da agio FEuclidiana S. Especificamente, temos que
Sn] > 47|Q). (4.55)
Demonstragdo. Primeiro, considere a seguinte identidade trivial:
[0,n + (n X §,n)]* > 0. (4.56)
Agora, note que pela identidade de Cauchy-Binet
(AXxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—-(B:-C)(A-D), (4.57)

né6s temos
(nx O,n)*=(nxdmn)-(nx on)
=n*O,n)* — (n-9,n)? (4.58)
— (9,2
Usando o resultado acima e o fato que (64)? = ", segue de (4.56):
[O,n =+ e (n x d,n)]* = (9,n)* + (¢")*(n X J,n) £+ 2" (J,n) - (n X J,n)
=2(9,n)* £2¢"n - (J,n X 9,n) (4.59)
> 0.

Escolhendo o sinal positivo, obtemos
(9,m)* > e"n - (9,n x J,n). (4.60)

Ora, o lado direito da desigualdade é exatamente o integrando que surge na expressao da

carga topologica. De fato,

1
S[n] = §/d2x (0,m)?
) (4.61)
> 3 /deg‘“’n -+ (0,n X Oyn) = 47|Q)|,
e provamos o resultado desejado. [ |

4.3.2 Equagoes auto-duais e anti-auto-duais

O limite inferior (4.55) é saturado quando

[O,n =+ (n x d,n)]* =0. (4.62)
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Nesse caso, dizemos que as configuragoes n satisfazem as equagoes auto-duais e anti-auto-

duais, a depender do sinal escolhido'?:

o,n = £ (n X 9,n). (4.63)

As solugoes das equacOes acima sao os instantons e anti-instantons do modelo sigma
nao-linear O(3) bidimensional. Para encontra-las, usaremos o fato de que o espago alvo
da teoria ¢ a esfera S? e empregaremos uma projecao estereografica dessa esfera em um

plano complexo. Especificamente, faremos a projecao polo-tangente ilustrada na figura 6.

Um simples argumento envolvendo semelhanca de tridangulos nos releva que as
coordenadas (w1, ws) do plano e as componentes (ny,ny,n3) do campo n que “mora” na

esfera S? estdo relacionados por meio das equacoes:

27’1,1 2712
W

w1 (464)

:1—713’ :1—713'

Antes de reescrever as equagoes auto-duais/anti-auto-duais, vamos definir varidveis com-

plexas n e w da seguinte maneira:

2n

n:i=mng+iny, W:i=wy+iwy = ) (4.65)
1— ns
Desse modo, calculamos
81w =2 81 ( n )
1— ng
2
2
== m [8171 + nalng - ngaln].
Empregando a notagao
<
n@l ng = nalng — ngam, (467)
€SCrevemos 9
g
81&) = m (8171 + n@l n3>. (468)

Vamos enfim reescrever as equagoes (4.63) em termos da varidvel n. Primeiro, temos

8171 = 81”1 + i@mz
= +c%(n X Oin); £ ie?(n X Gyn),
(4.69)
=+ [ngazng — 71382712 + i(ng(?gnl — nl(?gng)]

=+ [(’I’LQ — inl)agng — 71362(712 — ml)]

12 Lembre-se também que n obedece o vinculo n? = 1.
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i

Figura 6 — Projecdo estereogréfica da esfera alvo Stzarget em um plano complexo de coordenadas (w1, wa).

Adaptado de (FRADKIN, 2021).

Portanto,

R

Analogamente, calculamos 0yn e encontramos

<
Oon = F1in 0y ns. (4.71)

Podemos reescrever as equagoes (4.70) e (4.71) em uma unica férmula envolvendo a va-

riavel complexa w. Para tal, note que

. 2 . R~
Z@lw = m(z@m +1n 81 713)
_ 2 o (4.72)
=4 (1 — n3)2 (8271 + 7182 713)
=+ 82(,«),
e portanto
01w = Fidw.| (4.73)

Ou seja, as partes real e imaginaria da variavel complexa w satisfazem as equacoes de

Cauchy-Riemann:
6&)1 awg 6&)2 awl
e :l: , e :F—
ozt 0o ozt 0o

(4.74)

A escolha de sinais acima caracteriza w(z) como uma fungdo holomorfa da varidvel z =
x1+1x9, para o sinal positivo, ou antiholomorfa, caso contrario. Contudo, apesar da fungao
w(z) ser analitica, ela ndo pode ser inteira. Ora, uma vez que n é uma fungao limitada
das varidveis (z1,73), w também é limitada nestas mesmas varidveis'®. Por este motivo,
se w fosse inteira, o teorema de Lioville afirmaria que w deveria ser constante, o que é um
absurdo. Logo, w(z) é simplesmente analitica, podendo admitir polos simples e zeros mas

sem qualquer branch cut.

Uma solucao particular que atende aos requerimentos acima e possui um unico

zero de multiplicidade p é dada por

w(z) = (Z ;Z°>p, (4.75)

13 Lembre-se que n(z) se aproxima de um valor constante e fixo quando x — oo. Nesse caso, a funcio
w(z) também tenderia a um valor fixo e constante no infinito, qualificando-a como uma func¢éo limitada
nas variavel z.
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onde A € Re 2y € C. Para calcular a carga topoldgica desta solugao, nés devemos primeiro

reescrever a agao Sg[n] em termos de w(z). Nao é dificil verificar que

2
1 Dyw OM Qo
Sg[n] = —/d%% = /de %. (4.76)
(1+ ¢lwl™)? (14 glwl")?

Notamos de imediato que o denominador da agao acima é simplesmente o coeficiente da
métrica'? do espaco projetivo CP'. Tendo em vista ainda o difeomorfismo entre S? e este
espago projetivo, por vezes o modelo sigma nao-linear O(3) é chamado de modelo CP!

quando posto na forma (4.76)".

Agora, podemos inserir (4.75) diretamente em (4.76) e determinar a carga topo-
légica (). Encontramos assim que () = p. Se a solugao polinomial (4.75) fosse um polo

simples de ordem p ao invés de um zero, entao teriamos um anti-instanton de carga
Q= —p.
Ao contrario dos vortices e sélitons unidimensionais estudados anteriormente, a

solugao (4.75) possui dois pardmetros arbitrarios, ao invés de apenas um. Temos:

(i) A “localizacdo” zy do instanton/anti-instanton;
(ii) A “escala” A\ do instanton/anti-instanton.
A presenga da A como um parametro arbitrario é uma consequéncia direta da invaridncia

do modelo sigma nao-linear cldssico por transformacoes de escala'®. Chamamos 2y e A de

modos nulos do instanton. A solucao de instanton mais geral possivel é dada por

w(z):H(z—Azi)miH@_Agj)"j, (4.77)

7

onde (; denotam os polos de ordem n; e z; denotam os zeros de multiplicidade m,. Nesse

Q= Zm - Zn] (4.78)

Uma vez que a solu¢do que encontramos satura a desigualdade (4.55), a acdo depende

caso, temos:

apenas da carga topoldgica total e ndo das localizagdes dos instantons e anti-instantons.
Em termos fisicos, dizemos que nessa situacao os instantons nao interagem uns com os

outros.

14 Este fato pode ser confirmado de forma rigorosa investigando a métrica de Fubini-Study do espaco CP"
e especializando para o caso n = 1. Para mais detalhes, consulte o capitulo 8 de (NAKAHARA, 2018).
A origem dessa métrica reside no fato de que, dada a identificacio CP" = S§?7+1/S1 o requerimento de
que a projecdo 7: 52"+ — CP” seja uma submersio Riemanniana determina uma métrica quociente
no espaco projetivo de maneira natural.

Vale mencionar que a equivaléncia entre o modelo O(3) e o modelo CP' é preservada no processo de
quantizagdo (BANERJEE, 1994).

Na préxima subsecdo nés iremos discutir brevemente a invaridncia do modelo sob transformacoes
conformes.

15

16
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Por fim, vamos determinar explicitamente a configuracao n(x) para a solugao de
instanton localizada na origem z; = 0 e com carga () = 1. Para tal, primeiro invertemos

as equacoes (4.64) e isolamos as componentes de n:
2
—4 i .
nsg = %, n; = %, 1= 1, 2. (479)
[ (1+ 0

Inserindo w(z) = z/\ nas equagoes acima, encontramos por fim

X2 4N

) = e

Apesar da construcao das solugoes acima ser bastante elegante, problemas surgem
na tentativa de incluir contribui¢oes de instantons e anti-instantons na funcao de particao.
Isso ocorre devido a presenca de uma segundo parametro arbitrario em nossas solugao:
a escala A, sob a qual devemos realizar uma integracao para incluir as contribuicoes dos
instantons de todos os “tamanhos”, gerando divergéncias no infravermelho (FRADKIN,
2021). Essa situagao é completamente diferente do caso dos vortices e anti-vértices no
modelo de Higgs abeliano, onde a fung¢ao de parti¢ao se torna trivial quando nao levamos

em consideracao essas solucoes topologicas.

Todavia, isso nao significa que é impossivel avaliar a contribuicao para a funcao
de partigdo do gas de instantons. De fato, como Berg e Liischer afirmam em (BERG;
LUSCHER, 1979), a divergéncia no infravermelho nao implica na divergéncia do géas de
instantons como um todo. Isso apenas significa que o gas é “denso” e a intuicao construida
no modelo de Higgs abeliano, onde é empregada a aproximacao de gas diluido, nao se

aplica diretamente.

Um ingrediente fundamental para construir a solugao (4.80) foi a implementagao
de condicdes de contorno que nos permitiram identificar o espaco base com a esfera S2.
Também é possivel construir instanton para o modelo CP' usando condicées de contorno
periédicas, i.e., identificando o espaco base com o toro T'. Além disso, é possivel calcular
a contribuicao dessas solugoes para a fungao de particao (RICHARD; ROUET, 1983).
Um estudo que compara e melhora os calculos no artigo de Berg e Liischer e no artigo de
Richard e Rouet pode ser consultado em (PATRASCIOIU; ROUET, 1982).

4.3.3 Transformagoes conformes e a reducao de Pohlmeyer

Quando posta na forma (4.76), a agdo do modelo sigma nao-linear O(3) exibe invariancia
por transformagoes conformes. Lembramos que, no caso de mapas conformes de um es-
paco plano nele mesmo, essas transformacgoes de coordenadas sao definidas pela seguinte
condigao sob o tensor métrico (BLUMENHAGEN; PLAUSCHINN, 2009):

o' Ox'8
_ =0 4.81
B g v () (4.81)
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onde a fungao €2(x) é um fator de escala positivo. Ou seja, transformagdes conformes sao
aquelas que preservam angulos entre vetores mas nao preservam comprimentos. Com o
intuito de investigar as condig¢Oes para a invaridncia conforme, vamos considerar transfor-

magoes infinitesimais da forma
ot =" + e(z) + O(€%). (4.82)

Notando que €, = n,€”, o lado esquerdo de (4.81) toma a seguinte forma:

ox'® 0z'P 5
Nob g g — vt (Oper + Oven) + O(€9). (4.83)

Desse modo, vemos que para a transformacao ser conforme nds devemos exigir que
Ouen + 0, = K(x)ny. (4.84)
onde K(z) é alguma funcao. Para determind-la basta tomar o trago da equagao acima e

substituir o resultado novamente em (4.84). Com isso, descobrimos que

2

d<a)\6)\)77,ul/7 (485)

Ou€y + 0pe, =

onde d ¢ a dimensao do espaco em questao. Em duas dimensoes (com coordenadas z° e

z') a condicdo acima se traduz nas equagoes de Cauchy-Riemann para €(z):
001’0 = 81:151, 00.1’1 = —811‘0. (486)

Uma funcdo complexa cujas partes real e imaginaria satisfazem as equacoes acima é
holomorfa (em algum conjunto aberto). Com isso em mente, introduzimos as seguintes

variaveis complexas:

z=1"+iz', e=€ +ie
(4.87)
z=2"—iz!, €= —ié
Introduzimos também as derivadas holomorfas:
1 . 1 )
0Z = 5(80 — @81), (“)g = 5(60 + 281), (488)
de modo que

Evidentemente, as coordenadas z e Z nao sao independentes. Entretanto, é conveniente
introduzi-las como tais, visto que assim seremos capazes de invocar os poderosos métodos
da geometria complexa quando necessario. Devemos apenas tomar o cuidado de considerar

Z como o complexo conjugado de z ao final dos célculos.
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Tendo em vista (4.86), vemos que uma fungao holomorfa arbitraria f(z) = z+€(2)
induz uma transformacio conforme infinitesimal em duas dimensoes'”. Sob o mapeamento
z +— f(2) o tensor métrico se transforma de acordo com

2

ds* = dzdz — dzdz. (4.90)

0z

Agora a invaridncia conforme da acgao (4.76) se torna ébvia. A transformacao da medida

de integragao é cancelada pela transformacao da derivada no numerador.

Feita uma discussao preliminar acerca da invariancia conforme da teoria, vamos
usar essa propriedade para mostrar que é possivel reduzir a equagao de movimento do
modelo sigma nao-linear O(3) a equagao de sine-Gordon para um determinado campo
escalar 1. Na literatura, esse procedimento é conhecido como a reducao de Pohlmeyer. Ao
final dos célculos iremos discorrer sobre o significado desse resultado. O inicio da nossa
discussao segue o livros (SHNIR, 2018) e (ABDALLA; ABDALLA; ROTHE, 1991). O
célculo da redugao em si segue de perto o artigo original de Pohlmeyer (POHLMEYER,
1976).

O ponto de partida é a lagrangiana do modelo sigma nao-linear O(3) no espago de

Minkowski usual com coordenadas espago-temporais t e x:

1 1
L= 5(8Mn)2 = 5[(8tn)2 - (8xn)2]. (4.91)
Introduzindo coordenadas cone-de-luz
1 1
o:=—(z+1t), p:==(zr—1t), (4.92)
2 2
vemos que a lagrangiana acima toma a forma
1011 5 1 9 1
L= 5 Z(&,n —0,n)° — Z(&,n +0,n)"| = —5(8Un) - (0,n). (4.93)

A
2

movimento. A equacao de Euler-Lagrange para n é

Como antes, introduzimos um termo 3(n? — 1) na agdo e calculamos as equagoes de

0,0,n = —An. (4.94)

Calculando o produto escalar da equagao acima com o campo n, podemos isolar A e inserir
o resultado em (4.94). Obtemos:

0,0,n —n[(0,0,m) - n] = 0. (4.95)

Podemos simplificar a equagao acima. Primeiro, note que as derivadas de n sdo ortogonais

ao campo como consequéncia do vinculo n? = 1:

n-d,n=n-dn=0. (4.96)

17 Esse é, claro, um resultado bem conhecido da andlise complexa. O teorema relevante é: se f(z) é
holomorfa em zy e f'(29) # 0, entdo f(z) é conforme em zy (GAMELIN, 2001).




Capitulo 4. Instantons em duas dimensdes 78

Desse modo,
0=0,(n-0,n) =0,n-d,n+n-0Jd,0,n. (4.97)

Usando (4.97) em (4.95), encontramos:

0y0,n +n(d,n - d,n) = 0. (4.98)

Na regiao em que ambas as derivadas de n sao nao-nulas e linearmente independentes, de
modo que o trio {n,d,n,d,n} forma uma base para o espago R?, introduzimos o campo
1) definido por:

(4.99)
Proposicdo 4.3.1. Pode-se assumir que |0,n| = [0,n| = 1.

Demonstragio. Lembre-se que nas coordenadas (t,z) o tensor energia-momento da teoria
¢ dado por 7}, = 9,n - d,n — 1, L. Calculando as componentes de T, em coordenadas

cone de luz, temos que 7, = 0, bem como

1 1
T = Z(a(,n){ TP = Z(a,,m)2. (4.100)
Como consequéncia da equagao de movimento (4.98), encontramos que

8T,y = 0, Ty = 0. (4.101)

Logo, T,, e T,, dependem apenas de p e o, respectivamente. Agora, uma vez que a a¢ao
cldssica é invariante sob uma transformagao conforme'® (o, p) — (f(o), f(p)) qualquer,
temos que a densidade de energia deve ser uma constante. Sem perda de generalidade,

escolhemos essa constante de tal modo que |0,n| = |0,n| = 1. |

Vamos resumir as propriedades que n e suas primeiras derivadas devem satisfazer.

De agora em diante, vamos usar a notagao J,n = n, para derivadas parciais. Temos:
n-n,=n-n,=0. (4.102)

O tnico invariante nao determinado é precisamente n, - n, = cos .

Sabemos que o trio {n,n,,n,} forma uma base para R® e que as solugdes de
(4.98) satisfazem as propriedades (4.102). Reciprocamente, (4.102) implica na equagao de

movimento. Vamos provar rapidamente essa ultima afirmacao.

18 Note que, a menos de uma constante, as coordenadas o e p coincidem com z e Z na teoria Euclidiana,
de modo que a transformacao que invocamos para langar mao da invaridncia conforme de fato faz
sentido.



Capitulo 4. Instantons em duas dimensdes 79

Demonstragio. Em primeiro lugar, note que apesar do conjunto {n, n,,n,} gerar o espaco
R?, esta base nao ¢ ortonormal dado que n,-n, # 0. Vamos construir uma base ortonormal
{n,n,, m}. Para tal, definimos m como

- n, — (n, -n,)n, 1

= T, (mp - mp)m, ]| sy TSV o) (4.103)

Agora podemos decompor n,, em suas componentes da maneira convencional:
n,, = (n-n,,)n+ (n, - n,,)n, + (m-n,,)m. (4.104)
Para calcular n - n,,, basta notar que
0=Mn-'n,),=n-n,,+n,-n,. (4.105)
Os termos n, - n,, € m - n,,, por sua vez, se anulam em virtude do fato que
0= (n,+n,),=2n, 10, (4.106)

Evidentemente, a relagdo acima também se aplica quando trocamos o e p de lugar. Por

fim, encontramos
n,, = —(n, -n,)n, (4.107)

que é precisamente a equa¢ao de movimento (4.98) e a prova estd completa. |

Com isso, vemos que encontrar solugoes para (4.98) é equivalente a construcao de
todas as componentes do vetor unitério n = n(o, p) tal que n? = nf) = 1. Agora, vamos
enfim deduzir a equagao de sine-Gordon para o campo . O primeiro passo é expressar as
derivadas segundas n,, e n,, como combinagoes lineares de n, n, e n,. Calcularemos as
componentes de n,, em detalhes e apenas citaremos o resultado para n,,, cuja dedugao

é completamente analoga. Comegamos escrevendo
n,, = (n-n,,)n+ (n,-n,,)n, + (m-n,,)m. (4.108)
Para calcular n - n,,, note que
0=Mmn-'n,),=n-n,,+ 1. (4.109)
Por outro lado, para obter n, - n,, nés calculamos

(0, +n,), =n, - n,, = (cosy),

(4.110)
= —1,sin,
onde acima usamos (4.106). Usando a definigdo de m, escrevemos
) (n, — cosyn,)
n,, = —n —Y,sinyn, + m. (4.111)

sin v PP
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Uma vez que n,, - n, = 0, o primeiro termo dentro das chaves acima se anula. Usando

(4.110) em (4.111), encontramos ap6s algumas simplificagoes:

2
: cos
n,, = —n—1/;ps1n¢nc,—|—0pcot¢np—Qﬁpﬁng. (4.112)
Finalmente, temos
Y
n,, = —n-— Sinpwna + 1), cot Y ny; (4.113a)
Vs
Nye = —N — Sinwnp""@ba C0t¢na- (4113b)

Para completar a reducao de Pohlmeyer resta calcularmos ,,. Comecamos usando a

relagao (4.106) para escrever:

_ [(m,-xy,)
s { sy ] (4.114)

1
S Linw (Do * Ny + 1y * Nypy) + P p1h, cOt Y|

Antes de prosseguirmos, vamos avaliar o termo n, - n,,, usando uma série de truques

parecidos com aqueles empregados até o momento em nosso calculo. Primeiro, perceba

que a equivaléncias das derivadas parciais mistas nos permite escrever
_ _ 2
0=(n,-n,,), = (0yp)" + 10, Ngpp. (4.115)

Portanto, para determinar n, - n,,, basta calcular (n,,)?. Como antes, decompondo n,,

na base {n,n,, m}, encontramos:

n,, = (n-n,,)n+ (n,-n,,)n, + (m-n,,) m. (4.116)
=0 =0
O tnico produto escalar nao-nulo acima pode ser facilmente calculado avaliando (n-n,),.

O resultado final é

n, -n,,, = —(n,,)* = —cos® . (4.117)
Inserindo (4.117) em (4.114), obtemos':

1

e (0, * Nyy — 08 Y + Yyt cO8 ). (4.118)

wap =

Por fim, usando as equagoes (4.113a) e (4.113b) para calcular o dltimo produto escalar

acima e simplificando, descobrimos que

Yy, = —sin. (4.119)

190 leitor atento notara que o pré-fator da equacgdo (4.118) consiste em um termo de sin 1) no denomi-
nador ao invés desse mesmo fator no numerador, conforme indicam a segunda linha da equacgao I11.2
e a equacao I11.3 em (POHLMEYER, 1976). De fato, h4 um pequeno erro de digitacdo no artigo do
Pohlmeyer que ndo compromete de forma alguma o resultado final.
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Conforme antecipado, ¢ de fato obedece a equacgao de sine-Gordon.

Essa relagao entre o modelo sigma néao-linear O(3) e o modelo de sine-Gordon é
mais do que apenas sugestiva. A matriz-S dos sélitons de ambas as teorias é idéntica (ZA-
MOLODCHIKOV; ZAMOLODCHIKOV, 1990) e os pares de Lax de ambos os modelos
classicos podem ser mapeados. O método de reducao foi posteriormente estendido para
outros modelos advindos da teoria de cordas (GRIGORIEV; TSEYTLIN, 2008) (SHNIR,
2018).

4.4  Modelo sigma nao-linear em espagos quocientes

A existéncia de instantons no modelo sigma nao-linear O(3) em duas dimensoes nao é
uma caracteristica genérica dos modelos O(N), mas sim uma consequéncia particular do
caso N = 3, uma vez que m(S?) é nio-trivial. Como vimos no capitulo 2, sabe-se que

mo(S™) é trivial para todo n > 2.

A pergunta fundamental que surge é: existem teorias que admitem configuracgoes

topologicamente nao-triviais de forma genérica, “para todo N”? A resposta é sim.

4.4.1 Consideracoes gerais

A familia mais importante de exemplos sdo os modelos sigma nao-lineares cujos espagos
alvos sao classes laterais G/H, onde G é um grupo de Lie simplesmente conexo e H possui

pelos menos um subgrupo U(1).

Dado que G é simplesmente conexo, segue que todos os lagos nesse espago sao
retrateis a um tnico ponto, ou seja, mo(G) = {0}. Assim, vemos que a introdugao do
quociente G/H é crucial para a existéncia dos instantons. As configuragoes de campos

que procuramos definem mapas do tipo SZ,., — G/H. Pelas consideragoes do capitulo 2,

ase

sabemos que

é nao-trivial, se H possui algum subgrupo U(1). No caso em que H = U(1), entao temos
m(G/H) = Z. E possivel ainda entender essa situacéo por meio de um argumento informal
devido a Polyakov (POLYAKOV, 1987), o qual reproduzimos a seguir.

Para a familia de teorias que estamos considerando os campos podem ser repre-
sentados na forma
() = gab(:c)@go), r € S (4.121)
onde g € G e p» é um campo constante constante e invariante sob a acdo do grupo H.
Ou seja,
havpy) = . (4.122)
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E importante ressaltar que a matriz g(z) ndo precisa ser necessariamente continua. Vamos
analisar essa questdo agora. Considere um conjunto de matrizes ¢ (x) definidas no he-
misfério norte da esfera base S? e um conjunto ¢°(x) definido no hemisfério sul. Suponha

ainda que a seguinte relacao seja valida no equador:
N/ N _ S 1
g (r)=9"(z) h(x), z€S8,heH. (4.123)

Agora que ¢(z) estd restrito a cada hemisfério de S?, podemos mostrar sem esforco que

esse campo é continuo no equador. Para ver isso, primeiro definimos

oV (z) = gV (1)@, o3 () = ¢%(x)p®. (4.124)

N (x) = gV (2)9" = g% (2)h(2) ) = g% ()@ = 5 (2). (4.125)

Tendo em vista a relagio (4.123), os mapas de S? em G/H que procuramos podem ser
classificados de acordo com os mapas do equador, o circulo S', em H. Se H for U(1),
entdo temos mapas de S' em S!, os quais sdo classificados pelo winding number, como ja

sabemos.

Uma situagdo um pouco mais geral se da quando o grupo H é da forma:
H =U(1) ® (outro grupo). (4.126)

Dessa forma, podemos mapear S! no primeiro fator de H e novamente temos (G /H) =

Z. Essa ¢é demonstragao informal da relagao (4.120).

4.4.2 Instantons no espago projetivo CPY~!

Um exemplo concreto que se enquadra na familia de teorias que discutimos é dado pelo
modelo CPY 1. Esse ¢ um modelo sigma néo-linear de um campo complexo com N compo-
nentes, o qual denotaremos por z,(x), a = 1,--- N. Assumimos que o campo se transforma
de acordo com a representagdo fundamental de SU(N) e que ele é acoplado a um sub-

grupo de calibre U(1). O seguinte vinculo é satisfeito em todos os pontos do espago base:

S fale) P = 1 (4.127)

A lagrangiana da teoria é

1
L= ?|Duzal2, (4.128)

onde a derivada covariante D, ¢ definida por D, = 9, +1iA4,,, sendo A, o campo de calibre

U(1). O espago quociente em que o modelo esté definido é dado por
SU(N)

SUN-1)®U(1)

CPN-! (4.129)
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Na linguagem introduzida no capitulo 2 para discutir as variedades de vacuo, dizemos que
essa teoria quebra a simetria SU(NN) espontaneamente para uma simetria SU(N — 1) nao

quebrada e calibrada com um subgrupo U(1).

Analogamente ao caso do modelo sigma nao-linear O(3), para que a agao da teoria
seja finita, exigimos que
lim D,z, = 0. (4.130)

|x|—o00

Isso pode ser realizado se impormos a condigao:

lim z = zge"®), (4.131)

|z|—o0
onde o vetor complexo zy é constante e arbitrario (com norma unitéria, evidentemente). O
campo 6(z) é uma fase definida médulo 27. O winding number dessa fase é um invariante
topolégico com valores inteiros (lembre-se da fase que discutimos nas solugoes de vortices).
Portanto, a carga topoldgica () é dada pela integral
1 *

Q= o ﬁ[az dz, 0,0 = /Ed% €w0u(2,0,24), (4.132)
onde ¥ é um disco grande cuja fronteira é 9X. Lembramos ainda que hd uma soma
subentendida sob os indices repetidos. Fazendo novamente um paralelo com o modelo
O(3), provamos que a existéncia dessa carga implica em um limite inferior para o valor

da acgao. Para tal, introduzimos o campo

Ch(w) = 0,2"(%) — 2°(2,0p2s). (4.133)
Com isso, temos a seguinte desigualdade imediata
[Co(x) £ iewCo(a)]? > 0, (4.134)
a partir da qual segue que
1020”4 (2:0,20)% > i€,,0,(210,20). (4.135)

Integrando, obtemos a desigualdade desejada:
Slza] > 27|Q). (4.136)

Os instantons da teoria sdo as configuragoes que saturam a desigualdade acima. Essa

condic¢oes nos leva novamente as equacgoes de dualidade:

Ch(r) = Fie,, Oy () | (4.137)

Essa é uma equacao diferencial parcial de primeira ordem cujas solugoes sao dadas por
fungoes racionais no plano complexo, assim como no modelo O(3). Escritas em termos de
A,,, as solucoes de instantons (e anti-instantons) com carga topoldgica ) = £n localizadas

na origem tomam a forma:

Ly
Af(m) =4n Euym, (4138)

onde A\ é um fator de escala arbitrario.
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5 | Instantons em mais dimensoes

Then I tried to define the field strengths F), by

0B, 9B,
- Oz, oz’

E,

which was a “natural” generalization of electromagnetism.

This led to a mess, and I had to give up.

— Chen Ning Yang em Selected Papers (1945-1980) with

Commentary

Em 1975, Belavin e colaboradores descobriram a primeira familia de soluc¢oes de
instantons' para a teoria de Yang-Mills livre em quatro dimensdes (BELAVIN et al.,
1975). O interesse nessas solugoes para a investigagdo de fendmenos nao-perturbativos
da QCD ja havia sido discutido por Polyakov na época em que o artigo foi publicado.
Conforme antecipamos, a construcao das solugdes para o grupo de calibre SU(2) serd

analoga aquela feita para os instantons do modelo sigma nao-linear O(3).

5.1 Teoria de Yang-Mills em quatro dimensoes

Nosso ponto de partida ¢é a teoria de Yang-Mills Euclidiana com grupo de calibre G =

SU(2). Seguiremos a notagao previamente introduzida na segao 1.3. A agdo desse modelo

¢é dada por
Sp = i/d% Tr F,, F", (5.1)
onde Fyj, é dado por
Fi, = 0,A% — 0,A% + ge"™ A} AV, (5.2)
Tanto o tensor F),, quanto o potencial A, tomam valores na élgebra de G. Isto ¢,
F, = %O'GFSW A, = %U“AZ, (5.3)

onde 0* denotam as matrizes de Pauli, como de costume. Usando as rela¢des de comutacgao

dessas matrizes, é facil mostrar que em termos de F'*” a expressao (5.2) se escreve

Fo., = 0,A, — 0,A, —iglAu, A = 0 Ay — ig[Au, Al (5.4)

Ou ainda, na terminologia da época: pseudoparticulas.

1
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Além disso, definimos o dual de F},, como

- 1
F/uz = Eeul/p)\Fp)\; (55)

onde o simbolo de Levi-Civita é definido de tal modo que €193y = +1. E importante
ressaltar que nao ha diferenca entre indices contravariantes e covariantes na formulacao
Euclidiana da teoria. Nesse caso, temos que o dual de F é simplesmente F, diferente da
teoria no espago-tempo de Minkowski, onde o dual do tensor dual retorna —F'. Por fim,
nao é dificil provar que

FF,

i = Fu by, (5.6)

Como um primeiro exercicio de aquecimento, vamos reescrever o trago de Fj,, F), como

uma derivada total de um certo 4-vetor K.

Proposicao 5.1.1. Seja

1 1 i
Ko = Z6up (AgapAg n geabCAﬁA‘;Ai) = €upn Tt (ﬁAyapAA - ggAVA”AA> . (5.7)
Entao,
1 - 1.
Ouly = 7 T Fyu By = S5, (5.8)

Demonstracao. Usando a antissimetria de €,,,) e a propriedade ciclica do trago, encon-

tramos:

1 1 .
0K, = € Tt (i(auAy)(a,,AA) + 54,040, A zg(auAl,)ApAA>
1 (5.9)
= e Tt (5(8MAV)(8,;AA) - ig(@uA,,)ApA,\> .

Por outro lado, calculando diretamente o traco de F w ) e usando as mesmas proprie-

dades citadas acima, temos:

- 1 . .
Tr F bl = §€MVP/\ Tr {(8[MA,,] —ig[Au, AL)) (0, Ax — ig[A,, AA])}

= 2€,ullp>\ Tr[(a,uAy)(apA)\)} - 2ig€pypA Tr[(aﬂAl,)ApA/\] (510)
— 27;96!“’9)\ TI'[AMA,/(apA)\)] — QQQEW,p/\ TI‘(AMAZ,APA,\).

Novamente, pela propriedade ciclica do traco vemos que o tltimo termo é identicamente

nulo e os dois ultimos termos restantes sao idénticos. Assim, descobrimos que
Tr FyFly = 26,0 Tr[(0,4,)(0,A0)] — 4ig€ o Tr[A, A, (0,A))] (5.11)

e a demonstragio estd completa apés compararmos (5.9) com a equagao acima. [ |
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Se o calculo acima lhe pareceu uma bagunca, é porque ele de fato é. A linguagem
mais conveniente para expressar resultados desse tipo se baseia no uso das formas dife-
renciais. Nesse contexto, o potencial A = A, dz# é uma 1-forma e F' é uma 2-forma dada
por

1
F = §FW dzt ANda” =dA —igA N A, (5.12)

onde o simbolo A denota o produto exterior e d representa o operador de derivada exterior.
Com as defini¢oes acima, o resultado que acabamos de provar pode ser enunciado da

seguinte maneira: dado que
/ Az Tr F,, F,, =2 / Tr(F A F), (5.13)
entdo o integrando Tr(F A F') é uma forma exata. Isto &,
Tr(F/\F):dTr(dA/\AJrgA/\A/\A). (5.14)

O traco no lado direito da equagdo acima é chamado de forma de Chern-Simons, a qual

denotaremos por fcs. De fato, usando a definicao F' = dA + A A A, é facil ver que

dfcs = Tr(dAANdA+2dANANA)=Tre(FAF). (5.15)

5.1.1 Condigoes de contorno, equagoes auto-duais and all that

Caminhando em direcao a fisica do problema, vamos considerar um volume 4-dimensional
V C E* cuja fronteira no infinito seja a 3-esfera S3. Assuma primeiro que estamos lidando
com o vacuo puro da teoria de Yang-Mills, de modo que tanto A, quanto F),, se anulam
identicamente. Nao ¢ dificil ver que K, = 0 também. Desse modo, tanto as equagoes de

movimento quanto a identidade de Biachi sdo identicamente satisfeitas:
D,F, =0, D,F, =0. (5.16)
Pelo teorema de Gauss, segue que

/ d*zTr F, F,, =4 / 0,K,d'z =4 ¢ K,n,dr, (5.17)
1% 1% 53
onde 7, representa o versor normal a superficie de S®. Novamente, as duas igualdades

acima sao identicamente satisfeitas no caso do vacuo puro de Yang-Mills.

Uma situacao mais interessante surge se considerarmos que o potencial A, é “puro

gauge” no infinito, i.e., na esfera S3. Essa condicdo assintética é escrita da forma

A, = — 2@ U (5.18)
g g3
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Um calculo simples releva que [, = 0 nesse caso. Agora, escreva U em termos das

matrizes de Pauli da seguinte maneira:

1
U= - (x4l +ix - o), (5.19)

2

onde 7 é definido por 72 = x% + x2. Néo ¢ dificil calcular as componentes do potencial.

Com efeito, para ¢ = 1, 2,3 descobre-se que

] .
Ay=—(x-0), A= %[xe — 0y(x - o +ixy)]. (5.20)
gt

Usando o resultado acima, um cédlculo mais tedioso releva que K, ¢ dado por

2z,
K, = ot (5.21)
Notando que n, = z,,/7, obtemos:
/ e T F,,F, =4¢ K,n,ds
v 5 (5.22)

8 3
:g273j{ d’zx .
g3

Uma vez que a area superficial da 3-esfera de raio 7 é dada por 27273, concluimos que

1672

. (5.23)

/ d*z Tr FWFW =
v

A conclusao que tiramos desse resultado é que F),, nao pode ser nulo em todo o espago
E* mas apenas na fronteira S3. A origem tltima desse comportamento ¢ o fato de que
K, nao é um invariante por transformacoes de calibre. Em geral, chamamos de indice de
Pontryagin (ou carga topoldgica) a integral”

2

Q= 1gﬂ2 Tr / d*z F,,F,,. (5.24)

O numero inteiro acima classifica as solu¢oes das equagoes de movimento Euclidianas cuja
acao é finita. Ora, note que na esfera S* de raio 7 os potenciais que tornam a acao finita®

sao mapas de S® no grupo de calibre G-
g(x): S — G (5.25)

Contudo, tendo em vista que S® = SU(2), as configuragdes que procuramos sao mapas

de S% em S3. Desse modo, sabemos que

m3(S®) & Z, (5.26)

2 O significado geométrico de @Q reside no fato de que esse ntimero inteiro é usado para classificar fibrados

principais com grupo SU(2) sobre a esfera S* (NASH; SEN, 1988).

3 De tal forma que F},, decai com 1/r? na fronteira S* no infinito.
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e portanto, o indice de Pontryagin é simplesmente o winding number do mapa. Para ver

isso explicitamente, escrevemos K, usando (5.18). Obtemos com isso:

- 6_;2 o TH(U10,0) (U0, (U10,U). (5.27)

Desse modo, vemos que a féormula

2
Q= 49? / 0,K, d'z. (5.28)

para a carga topoldgica é a generalizagio imediata de (4.49) para o caso da 3-esfera’. Para,

encontrar as solucgoes de instanton, reescrevemos a agao da seguinte forma:
1 4
S:Z d*zTr F, F,
1 4 - \2 1 4 .
— < [d T (F = Fu) + 1 [ da TR, (5.29)
47 1 ~ o\ 2
-+ g/d“xTr(FW ~Fu)

Uma vez que o ultimo termo acima é manifestamente positivo, deduzimos um limite

inferior para o valor da acao Euclidiana:

472

Sz 5@ (5.30)

As solugoes que saturam o limite acima evidentemente satisfazem as equagoes de auto-
dualidade:
F,, =FE,. (5.31)

Para o caso em que F),, = —FW, temos equacoes anti-auto-duais e uma solugao de anti-
instanton, cuja acdo é dada por 47%|Q|/g?. A solugao explicita para a equacgio auto-dual
no caso em que ) = 1 é dada por (BELAVIN et al., 1975):

7_2

1 1 :
WE e U (2)0,U(x), Ulx)= ;(m +ix-.0). (5.32)

O Ansatz que leva a solugao acima pode ser obtido por meio do seguinte truque: considere
o grupo de calibre SU(2) ® SU(2) = O(4) ao invés de apenas SU(2). Assim, as equagoes
de auto-dualidade possuem uma simetria O(4) ® O(4), onde uma cépia de O(4) descreve

rotacoes no espaco enquanto a outra descreve rotagoes “isotopicas”.

4 <

A maneira mas simples de ver isso é usar U = nyl +in - o com nj + x> = 1 na equagio (5.27) e
calcular Q). Ao final dos célculos encontramos

1

Q=5

/ A3z eapeac™ naaunb&,nc@\nd,
S3

que é o andlogo direto de (4.49).
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Procuramos por uma solugdo que quebra a simetria SU(2) ® SU(2) = O(4) mas que
preserva uma cépia de O(4) gerada por rotagoes simultdneas no espago das coordenadas

x e no espago do isospin. Apos isso, retornaremos para SU(2).

Os geradores de O(4) sdo matrizes 1* antissimétricas nos indices «, 3. Portanto,
os campos de calibre também carregam esses mesmos dois indices: Afjﬁ (x). O Ansatz mais

geral possivel que respeita a simetria O(4) é dado por
AP (@) = F() (@abus — p0ya), T = " (5.39)
A expressao acima deve ser compativel com as equagoes de Yang-Mills e as equagoes de

auto-dualidade. Os seis campos Aﬁﬁ(x) podem ser decompostos em dois campos A e By,

onde cada um destes corresponde a uma copia de SU(2). Essa decomposi¢ao é dada por

a 1 a0 1 abc Abc | — 1 af

Aﬂ = 5 (A/L + 56 AH) = ZnaaﬁAu s
(5.34)

B — 1 AOa + 1 abcAbc — 1 Aa,B

p =g (A T8 A ) = Jleas

onde definimos o simbolo 7 pelas relagoes 1upe = €ape € Napo = dap- A origem da decompo-

sicdo acima reside na seguinte observacao: se introduzirmos matrizes da forma

1/1
XF .= 3 <§eabc[bc + Iao) : (5.35)

entdo as relacoes de comutacdo para os geradores %8
[19F, 17°) = 6750 4 570 o7 — 50 [Py — §P7 [0 (5.36)
levam as seguintes relagdes de comutacio para X
XE, X = eanXE, (X5 X, ] =0, (5.37)

Reconhecemos de imediato que as formulas acima sao precisamente as relagoes de comu-

tagoes dos geradores de SU(2). Com (5.36) em maos, vemos que

1
AZ = _Ef(TQ) TyNapv (538)

é compativel com as equagoes de auto-dualidade. Apods alguns célculos, isso nos leva as
solugdes (POLYAKOV, 1987):

2

(z, —ay) p
(x —a)?+p?*

(x —a)? + p?’

AZ = 27]0,“1/ ng = —4?7a“l, [ (539)

A solugao original do instanton BPST acima descreve apenas uma tnica pseudo-particula
com carga topologica () = 1. Em 1977, Witten apresentou uma solucao geral para as equa-

¢oes de autodualidade que descreve um sistema com ntimero arbitrario de pseudoparticulas
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(WITTEN, 1977). A estratégia se baseia em procurar solugao de F, w = I}, invariantes
sob rotagoes tridimensionais combinadas com transformacoes de calibre. Witten chama
essa propriedade de simetria cilindrica, visto que ela determina apenas a dependéncia dos
campos com os angulos polares em trés dimensoes, deixando livres o raio r e a coordenada

temporal Euclidiana ¢. Desse modo, o ponto de partida é o seguinte Ansatz:

1 Ty
A? = (+—;02) €jakLk + %((5]‘(17"2 — Ijl’a) + Al xjf ,
. r r (5.40)
AT = Ay
T

Acima, j e k sdo indices puramente espaciais e a é o indice de isospin. As fungoes Ag, A1,
p1 € o dependem apenas de r e t. Suas formas precisas sdo determinadas a posterior:

para facilitar os cdlculos.

O campo (5.40) é o mais genérico possivel respeitando a simetria cilindrica que
mencionamos. Além disso, sua forma é consistente com as transformagoes de calibre ge-

radas pela matriz unitaria
Ul(r,t) :=explif(r,t) (r- T)], (5.41)

onde f(r,t) é uma fungao arbitraria e T; sdo os geradores de SU(2). Esse é um subgrupo
abeliano do grupo de calibre completo. Apds alguns calculos preliminares completamente

gerais, uma escolha de calibre ¢ feita de tal modo que os campos sdo determinados por
Au = e,uuauwa (542)

para uma certa funcdo 1. Fixando ¢; = e¥x; e ¢y = e¥xq, argumentos envolvendo a

teoria de varidveis complexas sao realizados para determinar’ a forma de v como

O e 1 T PR
Y =—log | — : dz—f(z)—Xl—HXz- (5.43)

Para 1) ser nao-singular, exige-se que |g| = 1 em r = 0 e |g| < 1 para r > 0. Desse modo, a

fungao analitica mais geral com essas propriedades e comportamento suave para |z| — 0o

g@Q::fi(Zglz), (5.44)

J=1

é

onde a; ¢ um conjunto de parametros complexos arbitrdarios com parte real positiva.

Para analisar o contetdo fisico dessas solucoes, partimos da observagao que a tinica
propriedade de f(z) independente das transformagoes de calibre consideradas no artigo é a
localizacao dos seus zeros no semiplano superior direito. Para k = 2, existe apenas um zero

de f(z) nessa regiao e a solugao de instanton BPST original é recuperada (em um calibre

> A forma de 1) é fixa a menos de uma transformacio de calibre.
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distinto). A parte imaginaria do zero de f(z) determina a localizagdo da pseudoparticula

no eixo temporal, enquanto sua parte real determina a escala da solugao.

A solugao dada por (5.43) e (5.44) possui carga topolégica k — 1. Na medida em
que os zeros de f(z) sdo separados, a solucao descreve k — 1 instantons BPST também

separados.

5.1.2 Efeitos qualitativos: o vacuo 6

Como vimos anteriormente, costuma-se adotar a lagrangiana (5.1) para descrever a teoria
de Yang-Mills. A razao para tal escolha é simples: o termo Tr F),, F,,, é o tnico invariante
, . . . . 2
possivel em dimensao 4. Outras escolhas, incluindo termos da forma Tr(D,F),, )", por

exemplo, sdo irrelevantes na regiao do infravermelho e podem ser desconsiderados.

H& ainda um outro termo invariante que nao podemos desconsiderar de imediato.
A saber, Tr F/ wFw. Apesar desse termo ser uma derivada total e nao alterar as equacoes
de movimento classicas, como mostramos no inicio do capitulo, a existéncia das solugoes
de instantons o torna relevante. Com efeito, a lagrangiana mais geral possivel que podemos

escrever (no espaco de Minkowski usual) é dada por®
1 0 .
L= —@ TrF!/«VFIU/_'_ @TI’FMVFHV, (545)

onde g e # sao constantes de acoplamento. Por conta dos instantons, as amplitudes de
transicao fisicas da teoria vao depender de 6. Por exemplo, a amplitude de transicao

VACUO-VACUO Sera

“+00
Z= Y "2z, (5.46)
Q=—00

onde Zg denota a integral de caminho sobre os campos com carga topoldgica @) fixa. O
termo # possui consequéncias notaveis quando introduzido na descricdo das interacoes
fortes. Com efeito, a teoria ndo é mais invariante sob reversao temporal (JR; DASHEN;
GROSS, 1976). Espera-se que todas as teorias de campos que descrevem as interagoes
fundamentais sejam invariantes sob a simetria CPT, i.e., o conjunto das simetrias de con-
jugacao de carga, reversao de paridade e reversao temporal, respectivamente. Estimativas
do momento de dipolo elétrico para o néutron na QCD impdem um limite para o valor
de  (WEINBERG, 2012). Essa nova constante de acoplamento deve ser nao-nula mas
extremamente pequena:

6 <1010, (5.47)

Ainda nao se sabe a razao para 6 possuir essa ordem de grandeza. Na literatura, isso é

conhecido como o problema de C'P forte.

6 O fator de i no segundo termo é introduzido para que a acdo no espaco de Minkowski seja real.
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Conclusao

Em suma, no presente trabalho nés tivemos a oportunidade de investigar algumas das
propriedades basicas das solugoes topologicas em teorias de campos por meio de modelos
de interesse na literatura. Com isso, foi possivel entender como que certas ferramentas
topologicas e algébricas sao empregadas na teoria de campos. O cédlculo de instanton apre-
sentado no contexto da mecanica quantica do potencial quartico serviu como protétipo
para calculos mais complicados em teorias mais sofisticadas, como discutimos no capitulo

4 com base na literatura pertinente.

Focamos especialmente em ressaltar as semelhancas dos métodos de classificagao
utilizados em diferentes modelos. Por exemplo, no caso dos vértices nés vimos o mesmo ra-
ciocinio com winding numbers sendo aplicado no caso unidimensional e bidimensional. No
mesmo espirito, a construcao de solugoes topologicamente nao-triviais no modelo sigma
nao-linear O(3) serviu de base para generalizar o procedimento para outros modelos qui-
rais e também para compreender melhor a construcao dos instantons BPST na teoria de
Yang-Mills.

Por fim, discutimos como o estudo dessa solugdes topologicas levou a um enten-
dimento mais profundo do vacuo das teorias de calibre, incluindo a QCD. Problemas
concretos, como o problema U(1), s6 puderam ser elucidados no século passado com o

auxilio dos métodos de instantons esbocados nessa monografia.
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A | A equagao de Schrodinger para o po-
tencial de Poschl-Teller

Nesse apéndice, verificamos por métodos analiticos o surgimento dos estados ligados para
o operador de Schrodinger no potencial de Poschl-Teller, um problema que surge no
célculo da fungao de correlacao (3.9). Em particular, verificamos novamente, embora com
outros métodos, a existéncia do modo nulo. A solu¢ao da equacao de Schrodinger para
o potencial em questao é bem conhecida. Entretanto, achamos conveniente apresentar o
calculo para os estados ligados explicitamente em termos das fungoes de Legendre, visto

que o procedimento exposto em vdrias referéncias' faz uso de funcoes hipergeométricas.

O problema de autovalores (3.19) pode ser reescrito da seguinte forma, apds a

substituigao direta da solucao de instanton g.(7):

1 d? ~
<——— — 3sech? z) P

R enth(2), (A1)

n
onde )

=t (r—a) e en:(%—2>. (A.2)

A condi¢ao de contorno para as autofuncoes é dada pela condigao &(ioo) = 0. Para

resolver a equacao diferencial, primeiro faga a substituicao v = tanh z, de modo que
26,
(1—-u

onde p(u) = p(tanh z) = zﬁ(z) Identificamos a equagao acima como aquela que define

(1 — )" (u) — 2u () + [6 n ] o(u) = 0, (A3)

as fungoes associadas de Legendre P/™(u), onde os inteiros [ e m, com — < m <[, sao

dados por
2

wn
m? = —2¢, =4 (1 - 272) , l(l+1)=6. (A.4)
Para essas restrigoes sobre [ e m as fungoes P/ (u) se tornam regulares no intervalo [—1, 1].

Note que ha duas solugoes para [, a saber, | = 2 e [ = —3. Contudo, basta investigar o

L Por exemplo, na secio 23 de (LANDAU; LIFSHITZ, 1965) e no capitulo 12 de (MORSE; FESHBACH,
1953).
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primeiro caso, visto que a equacao das fungoes associadas de Legendre é preservada sob

a transformacdo [ — —I — 1. Assim, os valores possiveis para m sao 0, £1 e +2, onde
1o, f1— & A
= — . 5

Temos w? = 2u% e e = 0. Por conta da energia nula, essa situacio apenas delimita

(i) Caso m = 0.

a fronteira entre as solugoes de espalhamento e os estados ligados.

(ii) Caso m = £1.

Escolhemos rotular essa solugio pelo indice n = 1. Para m = +1, obtemos w? = %

ee€ = —%. Esse ¢ um estado ligado genuino, bem como o caso m = +2 que se segue.

(iii) Caso m = 2.

Essa solucio serd rotulada por n = 0. Esse estado ligado ¢ determinado por wi = 0

e ¢g = —2. Logo, temos um modo nulo do operador de Schrédinger.

E com isso concluimos a andlise dos estados ligados. Coletamos os resultados na tabela
(1) abaixo.

m Solucao “Energia” ¢ Autovalores w
+1 () =Pw)  a=-f @ wi=3%
+2  po(u) = PF2(u) €= —2 wi =

Tabela 1 — Solugoes para os estados ligados do operador de Schrédinger no potencial de Péschl-Teller
e seus autovalores.

Explicitamente, as solugoes ¢1(u) e ps(u) sao:

inh
¢1(tanh 2) = Py (tanh z) = —3 o 22 ; (A.6a)
cosh” z
1
@o(tanh z) = Pj(tanh z) = 3 —. (A.6b)
cosh” z

Vemos imediatamente que as solugdes ¢ se anulam no infinito z — £o00, como exigido no
inicio.

Os célculos para a solucao de espalhamento 1, onde k rotula o vetor de onda, sdo mais
envolvidos e podem ser consultados em (LEKNER, 2007). A despeito disso, o excelente
artigo (RAJARAMAN;, 1975) apresenta a solucao de espalhamento em uma forma simples,

embora sem demostracao. Temos:

Ur(2) = ¢**(3tanh® z — 3ik tanh z — k? — 1), (A.7)
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_ k2
tal que e = % e )

Wl = %(k:Q +4). (A.8)

Portanto, concluimos que o espectro ¢ estritamente nao-negativo com um autovalor nulo.
Ademais, verifica-se diretamente que o modo nulo é proporcional a derivada temporal da

solucao de instanton.



