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Resumo

A Relatividade Geral é uma das teorias fisicas mais bem sucedidas. Diferentes fenémenos
previstos por ela vém sendo observados no ultimo século como, por exemplo, o efeito de
lenteamento gravitacional, buracos negros e ondas gravitacionais. Neste trabalho, iremos
realizar um estudo de alguns elementos da Relatividade Geral para deduzirmos as equagoes
de campo de Einstein a partir do principio de minima ag¢ao. Primciramente fazemos um
estudo dos principais elementos da Relatividade Restrita usando, no final, a formulacao
lagrangeana para encontrar a relacdo de energia-momento. A seguir, estudamos diferentes
topicos de Geometria Diferencial, apresentando detalhadamente, por exemplo, o que é a
derivada covariante e o tensor de curvatura de Riemann. Por fim, revisamos o Principio
de Minima Acao e, mostramos a deducao detalhada das equacoes de campo de Einstein

a partir deste principio.

Palavras-chaves: Relatividade Restrita. Transformacoes de Lorentz. Quadrivetores. Ge-

ometria Diferencial. Principio da Minima Ac¢do. Relatividade Geral
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Introducao

No ano de 1905, Albert Einstein publicou seu famoso paper On the Electrodynamics

of Moving Bodies, que trata da fisica de objetos em altas velocidades, proximas a da luz.

Apesar de muitos fisicos pensarem que a Fisica estava completa, que precisavam
apenas melhorar as medigoes, haviam algumas incertezas dentro da comunidade cienti-
fica. Em 1900, Max Planck publicou seu famoso trabalho sobre a radiagao de corpo negro,
dando inicio a Fisica Quantica e mostrando que ainda havia muito para ser estudado.
Posteriormente, em 1905, Einstein publicou seus famosos artigos, entre eles o On a Heu-
ristic Viewpoint Concerning the Production and Transformation of Light, explicando o
efeito fotoelétrico. Albert Einstein nao era um fisico famoso ainda, porém seu trabalho
com o efeito fotoelétrico chamou a atencao de Max Planck, fazendo a carreira de Einstein
se alavancar. O artigo sobre Relatividade Especial ndo havia recebido muita atencao, pois
muitos pensavam que as ideias ali propostas eram absurdas. Mesmo muitos pensando que
a teoria estava errada, ela resolvia muitos problemas, como a invariancia das equagoes de

Maxwell por transformacao de referencial inercial, a divida na existéncia do Eter etc.

O trabalho de Einstein trouxe uma abordagem diferente no estudo da natureza
e seus fendémenos. A nocao de tempo absoluto foi abandonada e passou a ser mais uma
coordenada para descrever os fenémenos fisicos. Espaco e tempo nao sao mais "separados”,
como na mecanica newtoniana, e agora formam uma unica estrutura, o que chamamos
de espago-tempo. Além dessa drastica mudanca, as consequéncias da teoria de Einstein
mostravam que o mundo a nossa volta se comporta de modo que nao estamos acostumados

quando observamos fendomenos em altas velocidades.

A Relatividade Especial foi desenvolvida sem considerar a presenca de campos
gravitacionais. Em 1915, Einstein publicou entao a Teoria Geral da Relatividade, sendo
uma nova teoria da gravitagdo. Até entdo, a gravitacao era descrita pela gravitacao de

Newton, dada por

GMm
F=——0pr, (1)
r
onde (G é a constante gravitacional, M e m sao as massas dos corpos, respectivamente e

r ¢é a distancia entre os centros dos dois corpos.

Durante alguns séculos a Teoria de Gravitacao de Newton descreveu com sucesso
alguns fenomenos. No entanto, o avanco nas medidas e observagoes realizadas mostraram
o seu limite de aplicacdo. A teoria ja nao era mais adequada para descrever, por exem-
plo, o periélio de Mercurio. Com seu novo trabalho, Einstein propos a soluc¢ao para esse

problema. A Relatividade Geral, além de resolver o problema dos periélios dos planetas,
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também preve outros efeitos como a curvatura do caminho da luz na presenca de campos

gravitacionais, o redshift e o lenteamento gravitacional, por exemplo.

As equagoes de campo de Einstein, dadas por

7G

1
R,uy - §Rg,uu = C_4Tuu> (2)

onde R, ¢ o tensor de curvatura de Ricci, R ¢ o escalar de curvatura de Ricci, g, ¢ a
métrica do espaco-tempo, G' é a constante gravitacional, ¢ é a velocidade da luz, e T}, é o
tensor de energia-momento, nao s6 obtiveram resultados precisos nos problemas propostos
para testar a teoria, como também previram fenomenos como buracos negros e ondas
gravitacionais. Estas equag¢des governam a dindmica da Relatividade Geral, mostrando
que a teoria é uma teoria geométrica do espago-tempo e como ela se relaciona com o
conteudo energético do universo. Hoje, RG é uma das teorias de gravitagao mais precisas
que conhecemos, sendo utilizada com sucesso para descrever inumeros fendmenos em

diferentes escalas (do Sistema Solar até a evolugao do Universo em grandes escalas).

Neste trabalho, iremos realizar um estudo de alguns elementos da Relatividade
Geral para deduzirmos as equagoes de campo de Einstein a partir do principio de minima
acao. Primeiramente fazemos um estudo dos principais elementos da Relatividade Restrita
usando, no final, a formulagdo lagrangeana para encontrar a relacao de energia-momento.
No segundo capitulo fazemos um estudo de Geometria Diferencial, apresentando detalha-
damente, por exemplo, o que ¢ a derivada covariante ¢ o tensor de curvatura de Riemann.
No terceiro, e tltimo, capitulo revisamos o Principio de Minima Acao e, finalmente, mos-

tramos a deduc¢ao detalhada das equagoes de campo de Einstein a partir deste principio.
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1 Relatividade Restrita

1.1 Os Postulados de Einstein

Na Rclatividade Restrita, Einstcin propos dois postulados para scrvir de basc para

todo o desenvolvimento da teoria.

1. Principio da Relatividade: as leis da fisica sdo as mesmas para qualquer referencial

inercial;

2. Constancia da velocidade da luz: a velocidade da luz no vacuo é a mesma para

qualquer referencial inercial.

O primciro postulado, apcsar de parccer mais digerivel, traz grandes conscquéncias.
Ele implica que nao existem referenciais inerciais privilegiados, ou seja, as leis da fisica,
e consequentemente os resultados de experimentos, ndo devem mudar de um referencial

para outro.

A constancia da velocidade da luz é menos intuitiva do que o principio da relati-
vidade. Segundo esse postulado, nao importa o referencial inercial no qual sao feitas as
medidas da velocidade da luz, ela sempre sera a mesma, independente das velocidades do

observador e da fonte.

Imagine um observador que esta em um referencial inercial S parado em relagao a
outro observador em um referencial S’, que esta a uma velocidade V' constante em relacao
a S. Se a pessoa em S’ arremessar uma pedra com velocidade v, qual sera a velocidade da
pedra que o observador S ira medir? De acordo com as transformacoes de Galileu, para
o observador em S, a velocidade da pedra serd v = V + ¢/. Quando fazemos o mesmo
experimento, porém trocando a pedra por um feixe de luz saindo de uma lanterna, obtemos
que a velocidade da luz medida pelo referencial S seria de v = ¢ + ¢'. Este resultado nao
estd de acordo com os experimentos feitos para medir a velocidade da luz e nem com o
segundo postulado de Einstein. Podemos concluir entao que as transformacoes de Galileu

nao sao suficientes para descrever o cenario proposto.

1.2 Simultaneidade e Transformacdes de Lorentz

Para nossos estudos, vamos utilizar o conceito de evento e espaco-tempo. Um

evento pode ser descrito por um ponto em um espago quadridimensional, chamado espago-
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tempo, onde trés dimensoes sao espaciais e a quarta é temporal. Para um observador em

um referencial inercial S, um evento tem coordenadas (x,y, z, ).

Considere dois referenciais inerciais S e S’, e que a origem de seus sistemas refe-
renciais coincidam. Um observador em S sincroniza seu relogio com um observador em
S’. Ap0s a sincronizagio, o observador em S’ comeca a se mover a uma velocidade V' < ¢
constante para a direita em relacao a S. Em um ponto de coordenadas (x1, ¥, 21,%1), 0
observador em S aciona um pulso de luz que se propaga com velocidade constante c. Para
o observador em S, a frente de onda esférica que estd se propagando atinge um ponto

qualquer (z3, ya, 22, t2) em um tempo t; — {1, ou seja, para a esfera

(.CCQ — 3?1)2 + (’yg - y1)2 + (22 — 21)2 — CQ(tQ — t1)2 = 0, (1.1)
em volta do observador, a luz atinge todos os pontos simultaneamente.

Do ponto de vista do observador em S’; também deve haver uma frente de onda
esférica se propagando com velocidade ¢, de acordo com o segundo postulado de Einstein.
Entretanto, os eventos registrados tém coordenadas (z,v], 21,t}) e (xh,yh, 25,t5), e o

tempo que a frente de onda leva para atingir um ponto qualquer na esfera

(wy — 2))* + (v —y1)* + (g — 21)° = Aty — 17)* = 0 (1.2)

é th,—t), diferente do que é registrado pelo observador em S. Como S’ ja estava se movendo
antes de o pulso de luz ser ligado, entao as frentes de onda atingem pontos quaisquer em
tempos diferentes. Conseguimos concluir que dois eventos que sao simultdneos em um

referencial inercial nao é, necessariamente, simultaneo em outro referencial inercial.

As equagoes (1.1) e (1.2) sao chamadas de intervalo entre dois eventos quaisquer,
e de acordo com o segundo postulado de Einstein, se esse intervalo é zero em um sistema
de coordenadas, entao também deve ser zero em qualquer outro sistema de coordenadas.

Portanto, temos que

(m2—21)*+(yo—11)*+ (22— 21)° = (ta—11)? = (xh—))*+(yh—y)) >+ (2 — 21)* =P (th—t))*.
(1.3)

Daqui em diante, vamos considerar o intervalo como sendo a quantidade

ds® = cdt® — da® — dy* — d2?, (1.4)
que ¢é invariante por mudanca de sistemas de coordenadas.

Nosso trabalho agora é descobrir quais sao as transformacoes de um referencial

para outro que deixa a equagao (1.4) invariante.
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Considere os mesmos referenciais S e S’, com S’ se movendo em relacao a S
com velocidade constante V. Para facilitar a deduc¢do, vamos assumir um sistema de
coordenadas de dois eixos, onde o eixo vertical é o tempo ¢t e o horizontal é o espaco =,

esse sistema é chamado de diagrama de Minkowski.

Vimos que a equagdo (1.4) deve ser invariante por transformacoes de um referencial
para outro. Considere que o sistema de S’ esteja rotacionado por um angulo @ em relagao

ao sistema de S. As relagdes entre as coordenadas (x, ct) de S e (2/,ct’) de S’ sao:

x = 2’ cosh(¢)) + ct’ sinh(v), (1.5)

ct = 2’ sinh (1)) + ct’ cosh(v). (1.6)

Vamos analisar o movimento de S’ do ponto de vista de S. Para 2’ = 0, obtemos

que
v = cl’ sinh(v)), (1.7)
ct = ct' cosh(), (1.8)

entfio,
tanh(1) = % = % (1.9)

Usando a relacio cosh?(1) — sinh?(¢) = 1, obtemos que

v
sinh () = < = (1.10)
l—-=
1
cosh(¢)) = —— (1.11)
-5
Aplicando as equagoes (1.10) e (1.11) em (1.5) e (1.6), obtemos
v =A@+ V1),
t=~{t + =2),
W=7 (1.12)
y=y.
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1

onde v = é o fator de Lorentz. Estas sao as transformagoes de Lorentz. As trans-

V2
17(7

formagoes (1.12) sao para ir de S” para S. Para obter as transformacocs inversas basta

5

trocar V por —V/, j4 que S se move com velocidade —V em relacdo a S’. Portanto,

z/ :,7(£_ Vt)7
t'=~(t— lx ,
=5 (1.13)
¥ =v,
2=z

As transformagoes de Lorentz, diferentemente das transformagoes de Galileu, dei-
xam o intervalo ds? invariante, como querfamos. No limite em que V < ¢, as equacoes

(1.12) coincidem com as transformacoes de Galileu.

1.3 Contracdo do Espaco e Dilatacao do Tempo

Considere que o observador em S’ estd com uma vara de comprimento Ax’ =

xh — o). Usando a transformacao de Lorentz para z’, temos que

Ax' =y(xy — Vi) —y(xy — Vi)
Ar' = y(xy — 11) (1.14)
Az’ = ~vAx.

Portanto, o observador em S ird medir a vara com comprimento

Az =y 1A, (1.15)

onde Az’ é o comprimento préprio da vara. O comprimento proprio de uma vara é seu

comprimento medido no referencial em que a mesma se encontra em repouso.
Para uma medida At = t5 — t; feita por S de dois eventos que acontecem em um

mesmo ponto x’ em S,

V2 V2
At =~(ty + ?:z") — () + 73:')

At =(th — 1)) (1.16)
At = YAt

Portanto, o observador em S ird medir um tempo

At = yAl, (1.17)
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onde At' = 7 é o tempo préprio. O tempo préprio é o tempo medido entre eventos no

referencial onde o relégio se encontra em repouso. Para achar o tempo préprio de um

‘o V2
= \1- —-dt 1.18
g t1 02 ’ ( )

Como consequéncia dos postulados de Einstein e das transformacgoes de Lorentz,

objeto, integramos

objetos em movimento contraem e relogios em movimento tém suas medidas dilatadas.

1.4 Transformacdo de Velocidades

Vamos analisar a situacao em que S’ estd se movendo em relacao a S com ve-
locidade V' e queremos saber qual a relacdo da velocidade de uma particula em cada

referencial.

Considere as transformacoes infinitesimais

do = v(da' + Vdt'),

(1.19)
~(dt' + C—‘gdx'),

dt

¢ quc

Y dx
=
1.20
L (1.20)
dt’

sao as velocidades da particula medidas a partir de cada referencial. A partir disso, obte-

1mos

dx y(da" +Vdt')
a0 y(dt + Yda)
/ / ¢ (121)
dz' + Vdt
V= ———
dt’ + C%dx’
/
v+ V (1.22)

V= ————.
1+v’¥

A equagao (1.22) é a regra da soma de velocidades de Einstein, que indica qual é

a velocidade de uma particula em um referencial S dadas a velocidade da particula no
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referencial S’ e a velocidade relativa entre esses referenciais. No caso em que v’ = ¢,

c+V
V= ——F

Lten (1.23)
v =c,

ou seja, se um observador em S’ ligar uma lanterna e medir a velocidade da luz como ¢, um
observador em S com velocidade relativa V' em relagdo a S’ também medird a velocidade

da luz como ¢, o que esta de acordo com a constancia da velocidade da luz no vacuo.

No caso geral em que uma particula se move com velocidade v = (vg, vy, v,), a

equagao (22) toma a forma vetorial
/ 1 / /

1.5 Quadrivetores

A partir de agora, vamos denotar as coordenadas (ct,x,y, z) por (z° z' 2% x?),

0 a2 =a', y = 2% e 2z = a2 No espaco euclidiano, podemos ver um ponto

(2,9, ) como as componentes de um vetor. Consequentemente, um ponto (2%, 21, 22, 23)

onde ¢t = zx

pode ser visto como as componentes do que chamamos de um quadrivetor no espagco

pseudoeuclidiano. O tamanho ao quadrado desse vetor,

(2%)" = (&')* = (2°)* = ("), (1.25)

é um invariante por transformacdes de Lorentz. Se escrevermos

= (2%, x), (1.26)

onde x = (z!,2%,23) e p = 0,1,2,3, temos entdo

22" = 202" + 112" + 297” + 1327 (1.27)

Aqui é adotada a convencgao de soma de Einstein. Chamamos um vetor qualquer

a* de contravariante e a, de covariante. O produto interno de um quadrivetor ¢ definido

como
a,a, (1.28)
onde a° = ag, a' = —ay, a* = —ay e a® = —ag, portanto a* = (a°,a), a,, = (ap, —a) e
(I,M(I,‘u — ((10)2 _ (0/1)2 _ (0/2)2 o ((1,3)2 — (0,’0)2 _ (0,11)2 - ((1112)2 - (a/3)2 (129)
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é um invariante por rotacao e boosts.

A diferenca entre o tamanho ao quadrado de um vetor no espago euclidiano e no
espaco pseudoeuclidiano é que no espacgo pseudoeuclidiano esse valor pode ser negativo.
Para vetores onde a,a* > 0, a,a* < 0 ou a,a* = 0, denotamos como tipo-tempo, tipo-

espaco e nulo ou tipo-luz, respectivamente.

O intervalo ds? entre dois eventos determina a causalidade de um evento em relagio
ao outro. No diagrama de Minkowski descrevemos o movimento de uma particula por sua

linha mundo em um cone de luz:

Figura 1 — Cone de luz e linha mundo de uma particula.

Na imagem, a linha continua representa o que chamamos de linha mundo da par-
ticula. O vértice do cone é o presente, a parte superior é o futuro e a parte inferior é o
passado. Quaisquer eventos que tenham o intervalo do tipo-tempo, se encontram dentro

do cone e possuem relacgao causal. Eventos com intervalo tipo-luz ficam paralelas as bordas
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do cone; esses eventos sao fendmenos na velocidade da luz. Intervalos tipo-espaco ficam

do lado de fora do cone e nao tém relacao causal com qualquer evento dentro do cone.

Como vimos, ds* é invariante por transformacdo de Lorentz. Portanto, se um
evento A tem relagdo causal com um evento B em um determinado referencial inercial,

entdo o mesmo vale para todos os referencias inerciais.

1.6 Quadrivelocidade

A quadrivclocidade de uma particula ¢

ut = —. (1.30)

De (1.18), notamos que

w2
ds = cdty|1 — = (1.31)

onde u € a velocidade da particula. Portanto,

. dx! dx!

U= = (1.32)

T

e assim,

o 1 u
u (\/1_%,6\/1_%). (1.33)

1.7 Energia e momento

A lagrangiana de uma particula livre relativistica é (LANDAU; LIFSHITZ,1979)

L=—-mc*|1—-—. (1.34)
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O momento p = g—ﬁ sera dado por
OL
P~ 9u
0 9 u?
2u (135)
2/1-%
mu
p —=
=
Para velocidades u < ¢, (1.35) volta a forma classica ja conhecida.
A energia F' de uma particula é definida como
E=p-u-—L. (1.36)
Usando as equagoes (1.34) e (1.35), obtemos
mu 5 u?
E= u—|—mcH/l—-—
1- 2 c
2 2
F=—_ ym[1-2 (1.37)
11—« c
2
E-
1 — 2

Esta férmula mostra que em relatividade, mesmo se uma particula livre tiver ve-

locidade w = 0, sua energia nao é nula. Para este caso (u = 0), denotamos que E ¢ a

energia de repouso da particula.

Fazendo o quadrado da equacao (1.37) conseguimos obter a relagdo entre energia

e momento:

E? = m?ct + p262.

De (1.37) temos que

_E
T e
Usando este resultado em (1.35), obtemos
p= EY.

c2

(1.38)

(1.39)

(1.40)
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O resultado (1.40) nos permite concluir que para u = ¢, o momento e a energia
se tornam infinitos. Portanto, para particulas com massa diferente de zero, nao é possivel
alcancar a velocidade da luz. Apenas particulas com massa zero podem ter velocidade

U ==cC.
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2 Geometria Diferencial

A partir deste capitulo, é importante para o leitor saber que quantidades tensoriais
com indices de letras latinas representam os tensores em si, ou seja, as proprias relagoes
tensoriais. Por outro lado, indices gregos representam as componentes dos tensores em

determinado sistema de coordenadas.

2.1 Variedade

Em Calculo e na Mecanica Classica geralmente lidamos com problemas no espaco
R? ou até mesmo em R" e usamos todas as ferramentas de diferenciacio e integracao
desenvolvidas para esses espagos. O problema é que, na Relatividade Geral, o espago ndo
é necessariamente plano e precisamos lidar com geometrias curvas nao convencionais. Para
isso iremos aprender o que é uma variedade e como fazer diferenciacao e integragao em

uma variedade.

Variedade é um espago que pode ser curvo, mas localmente se comporta como o R”,
do mesmo jeito que a Terra é uma esfera, mas localmente (escalas relativas ao tamanho
do ser humano, por exemplo) parece ser plana. Exemplos de variedades sao: o préprio R",

a n-esfera S™, o n-torus T e outros.

Antes de definir de forma mais rigorosa o que é uma variedade, primeiro devemos

lembrar de algumas coisas.

1. Dados dois conjuntos M e N, existe um mapa ¢ : M — N que leva cada elemento

de M a um elemento de N.

2. Dados dois mapas ¢ : A — B ey : B — (', a composta entre eles é pop : A —
C.

3. Dado que o mapa ¢ : M — N é bijetiva, podemos definir uma inversa ¢~ : N —»
M.

4. Dois conjuntos M e N sao difeomorficos se existe um mapa ¢ : M — N C* com
uma inversa ¢~ : N — M também C'*. O mapa ¢ é o que chamamos de um

difeomorfismo.

5. Uma bola aberta, no R?, centrada em y = (y',3°,..,y") e de raio r é o conjunto de

pontos z tal que |x — y| < r, onde

|z =yl = (2.1)
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6. Um conjunto aberto em R™ é um conjunto construido a partir da uniao de varias

bolas abertas.

7. Uma carta consiste de um subconjunto U de um conjunto M e um mapa ¢ : U —

R™, tal que a imagem ¢(U) é aberta no R".
8. Um atlas € é uma colegao de cartas {(U,, ¢o)} que satisfaz duas condigoes:

o A unido de todos os U, ¢ igual a M,

+ Se duas cartas se intersectam, U, NUz # (), entdo o mapa (¢q ogbgl) leva pontos
de ¢3(U,NUs) C R™ para um conjunto aberto ¢o(U, NUz) C R™, e todos esses

mapas devem ser C'*°.

Dito isto, uma variedade real M, n-dimensional e C*° é um conjunto M com um

atlas que contém todos as cartas possiveis.

Figura 2 — Ilustracdo de uma variedade e cartas. Fonte: Spacetime and Geometry: An
Introduction to General Relativity, Sean Carroll.

2.2 Vetores

Quando lidamos com a fisica cldssica, estamos acostumados a fazer uso de um
espaco vetorial tridimensional, escolhendo um ponto como origem para nosso sistema de
coordenadas. Em RG nao é tao simples, pois a geometria do espago-tempo é curva, e a
estrutura de um espago vetorial é perdida com essa curvatura. Porém, podemos recuperar
esse espaco vetorial em uma variedade fazendo uso do que chamamos de espacos e vetores

tangentes.
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Um vetor v = (v!,v?,...,v"), no R", define o operador derivada direcional > u U“%
X
e vice versa. Derivadas direcionais tém a importante caracteristica de que sdo lineares e

obedecem a regra de Leibnitz quando atuam em funcoes.

Agora, considere um espago F de todas as fungoes suaves em M, ou seja, mapas
f M — R C*. Definimos o vetor tangente v em um ponto p € M como o mapa

v: F — R, no qual:

L. v(af +bg) =av(f)+bu(g),V f.g € F;a,b € R;

2. v(fg) = f(p)v(g) + glp)v(f).

B simples notar quc o conjunto 73, de todos os vetores tangentes a p tem a cstrutura
de um espago vetorial sob a lei de adigao (v1 + v9)(f) = v1(f) 4+ va(f) e de multiplicagao
por escalar (av)(f) = av(f). Outra importante propriedade de 7, é dada pelo seguinte
teorema (WALD,1984):

Teorema 1 Seja M uma variedade n-dimensional. Seja p € M e seja T, o espago tan-

gente a p. Entao, dim T, = n.

Prova : Seja v : O — U C R™ uma carta com p € O. Se [ € F, entao por
definicao foy ! : U — R é C*. Para u =1, ..,n, defina X, : F — R por

0

O

(fou ™) (2.2)
¥(p)

onde (x', 2% ..,2™) sdo as coordenadas cartesianas de R™. Entao Xi,..., X,, sdo vetores

Xul(f)

tangentes e linearmente independentes. Para mostrar que esses vetores geram 7, faremos
uso do seguinte resultado: se F': R” — R é C™, entdo para cada a = (a!,...,a") € R"

existem fung¢des H, também C* tal que Vz € R™ temos que

F(x) = F(a) + il(x” —a")H,(x). (2.3)
Assim, temos
oF
BT Ok . (2.4)

Vamos aplicar esse resultado aqui, sendo ' = fo¢~! e a = ¢(p). Entado, Vq € O,

temos que

f(@) = f(p) + D [a* o p(q) — o o Y(p) | H (¥ (p))- (2.5)
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Seja v € T,. Vamos mostrar que v ¢ uma combinacao linear de X,. Para isso,
aplicamos v & f, usando (2.5), a linearidade e as propriedades da regra de Leibnitz de v,

e o fato de que v aplicado a uma constante é nulo. Obtemos entao,

o) = olF )] = Y [0 0 t(a) — o 0 (D) ]amyt(H 0 0) + (o v)| vlat o — o 0 ()]
= > [H,ov(p)v(z" o).
(2.6)

Porém, pela equagao (1.50) H, o¢(p) é X,(f). Portanto, Vf € F, temos que

o) = e (f), 1)

onde os coeficientes v* sao os valores de v aplicado a fungao x* o,

vt =w(x o). (2.8)

Assim, conseguimos expressar um vetor tangente qualquer como a soma dos X,

v = Z v X, (2.9)

completando a prova. [

Normalmente, denotamos X, como aau = 0,. Se tivéssemos escolhido uma carta ¢/
diferente, terfamos obtido o mesmo resultado, porém com uma base { X}, }. Para relacionar

uma base com outra, usamos a regra da cadeia

m
9, 0"y (2.10)

= 0xr

A lei de transformacao para as componentes de um vetor V' = V*#0, pode ser

obtida demandando que esse vetor nao mude por uma mudanca de base. Temos que

VD, = VO,

e (2.11)
N O "

Ot
ozr’?

!/
.2 . ot s . .
e ja que a matriz %; — ¢ a inversa da matriz

. Ot
wo_
v Ozt

(2.12)
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2.3 Tensores

Antes de definirmos o que é um tensor, primeiro devemos ver o que é um vetor dual.
Seja V' um espago vetorial finito-dimensional qualquer sobre os reais. Considere V* como
uma colecao de mapeamentos lineares f : V' — R. Definindo a adi¢do e multiplicacdo
por escalar destes mapas da forma convencional, conseguimos obter a estrutura de espago
vetorial em VV*. Denotamos VV* como o espaco dual a V', e os elementos de VV* sao chamados
de vetores duais. Se vy, ..., v, é uma base de V', podemos definir os elementos v'", ..., 0" €

V* por

*

vt (v,) = o0k

v

(2.13)

onde 0¥ =1 se p = v e 0 caso contrario.

Agora podemos definir o que é um tensor. Seja V' um espaco vetorial finito-

dimensional e seja V* seu dual. Um tensor, T', do tipo (k, () sobre V' é um mapa multilinear

T:V'x..xV"xVx..xV-—R, (2.14)

ou seja, dados k vetores duais e [ vetores, T" produz um ntmero.

Vamos introduzir algumas operacoes com tensores que serao de grande ajuda para

nés.

« Contracdo: mapeamento C' : J(k,l) — J(k — 1,1 —1)). Seja T" um tensor do tipo
(k,1), entao
CT = ZT(...,U“*,...;...,vg,...), (2.15)

o=1

onde {v,} é uma base de V', e {v}:} seu dual.

« Produto tensorial: sejam T, 7" € J(k,l) tensores do tipo (k,l) e (k’,l"), respectiva-
mente. Dados k+ &’ vetores duais v*, ..., v*T%* e [ 41’ vetores wy, ..., wy,y, definimos
a agao do tensor T"® T" do tipo (k + k', + ') nesses vetores como o produto entre

1% k. (o k1% k+k'x.
T(v', .. v 5wy, .. w) e T (v sy U W1y ooy Wiy

Assim, vemos que um modo de construir tensores € realizando o produto tensorial

entre vetores e vetores duais. Portanto, um tensor 1" do tipo (k, ) pode ser expresso como

T = Z Tulm'ukm...wvul @ ... & vl/z*’ (216)

1 ...l/1=l
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onde THi-#*, ., sao as componentes do tensor T' com relagao as bases {v,}. A contracao,

em termos das componentes, pode ser escrita como

n
(CT)y x, ., = Z THVT b (2.17)
o=1

ou, na notacao de Eisntein,

(CT)Ml'“Mkul...ul = Tﬂlmglnukyl...a...zzy (218)

[T =
Se T' tem componentes T"#1 ’Jk’yimyl//, entdo S = T ® T’ tem componentes dadas

por

QML ! — T#---Hkyl " T HA L Fgo !

(2.19)

Vi Vg Vip1-Vip e

O quc foi mostrado acima sc aplica a qualquer cspago vetorial V' finito dimensional.
No nosso caso, queremos que V' seja um espago tangente, V), em um ponto p a uma
variedade M. O espago V" comumente ¢ chamado de espago cotangente. Como visto
antes, dado um sistema de coordenadas podemos construir uma base %, e % de V.
A base de V' é denotada por dx', ..., dz™. Vimos também que as componentes v# de um

vetor se transformam quando mudamos de sistema de coordenadas da seguinte maneira:

I
BC—" 6“; . (2.20)

Para um vetor dual w, suas componentes, w,, com respeito as bases {dz*} se

transformam como

, oxt
w

b= g (2.21)

No geral, as componentes de um tensor 7' do tipo (k,[) se transformam como

s Iy, V1 Y
T b e Ox Oz Ox ”81‘

- N G e B BT (2.22)

Outro aspecto importante dos tensores sao suas simetrias. Dizemos que um tensor
é simétrico em qualquer de seus indices se, ao permutarmos esses indices, o tensor continua

o mesmo. Entao, se

Sabc = Sbam (223)

dizemos que Sy é simétrico em seus dois primeiros indices.
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Um tensor é dito antissimétrico quando, ao permutarmos seus indices, o tensor

muda por um sinal. Assim, s

Aabc — _Acbap (224)

dizemos que A é antissimétrico no primeiro e terceiro indices.

Dado qualquer tensor, podemos simetrizar qualquer ntimero de seus indices su-
periores ou inferiores. Para isso, somamos todas as permutacoes dos indices relevantes e
dividimos pelo niimero de termos. Entao, por exemplo, se T,, é um tensor do tipo (0,2),

definimos

1
T(ab) - §(Tab + Tba)z (225)

1
ﬂab] - E(Tab - Tba)- (226)
De modo mais geral, para um tensor T,, , do tipo (0,!), definimos

1
T(al...al) == l_‘ ZTCLW(])...G,W(Da (227)

1
ﬂal.-.al] = l_' Z 57T1—‘rzﬂ(l),,,rl,ﬂ(l)7 (228)

onde a soma € feita sobre todas as permutacoes, 7, de 1,....[, e §, é +1 para permutacoes

parcs ¢ -1 para pecrmutagocs imparcs.

2.4 Meétrica

Devemos introduzir agora uma nocao de métrica. De forma intuitiva, uma métrica
nos diz qual a distancia infinitesimal ao quadrado associado a um deslocamento infinite-
simal. A nocao de um deslocamento infinitesimal é precisamente capturada pelo conceito
de vetor tangente. Portanto, como uma distancia infinitesimal ao quadrado deve ser qua-
dratica no deslocamento, uma métrica g deve ser um mapeamento linear de 7, x 7, para
os nimecros, ou scja, um tensor do tipo (0,2). Além disso, ¢ requerido que g scja simétrico

e nao-degenerado:

1. Yuy, vy € T), temos que g(v1,v2) = g(v2,v1);

2. Vv € T, temos que g(v,v1) = 0 apenas se v; = 0.
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Assim, uma métrica, g, em uma variedade M é um campo tensorial do tipo (0,2),
simétrico e nao-degenerado, e ela define um produto interno no espaco tangente de cada

ponto da variedade.

Numa base, podemos expandir g em termos de suas componentes g,

g = gudr" @ da”, (2.29)

ou, como é comumente denotado,

ds* = g, datda”, (2.30)
o que d4 uma nocao melhor de "distancia infinitesimal ao quadrado'. Normalmente, a

letra g é usada para denotar o determinante g = |g,,.|.

Uma operacao que ¢ importante sabermos ¢ a operagao de levantar e abaixar
indices de um tensor, o que nos permite obter um novo tensor. Conseguimos fazer isso

usando a métrica e sua inversa, ou seja, dado um tensor T’ aﬂﬁ/,(;

TPrs = "1 TP 5, (2.31)
Tﬂﬂ'yé = ngQﬁa/&, (232)
1,7 = gwg,,,ggmg"‘STO‘Bw;, (2.33)

e assim em diante.

2.5 Densidades tensoriais

Considere o simbolo de Levi-Civita, definido como

+1  se py...p, for uma permutagao par,
€ty = —1  se piy...1,, for uma permutacao impar, (2.34)
0 caso haja indices repetidos.
O simbolo de Levi-Civita pode parecer um objeto tensorial, porém ele é definido para ter
os mesmo valores independente do sistema de coordenadas. Para relacionarmos o simbolo

de Levi-Civita com um tensor, primeiro notamos que, dada qualquer matriz M;j, nxmn,o

determinante |M | obedece

€l opthy

M| = &y, MU MR M (2.35)

/
1
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Fazendo ]\[“ = 8"”“ , temos

~ ot oxM  Quhtn

TN W = €M1-«oﬂn%'”w
N At i i (2.36)
€y, = ‘% Cout-ctin o

onde usamos o fato de que a inversa do determinante é igual ao determinante da inversa,
|M~!| = |M|~!. Portanto, vemos quc o simbolo de Levi-Civita sc transforma quasc como
um tensor, exceto pelo determinante do lado direito da igualdade. Os objetos que se
transformam como (2.36) sdo chamados de densidades tensoriais. Outro exemplo é a

métrica g,,. Considerando a transformagao

oxz" oz

Iyt = T~ 7 ) 237
In D oz Ik ( )

e calculando o determinante dos dois lados temos

ox" ox"

|gu’u'| = 8 7] 5 |gw/|
/- (2.38)
, |0z
g - 81"“ g

Dizemos que o simbolo de Levi-Civita e o determinante da métrica sao densidades
tensoriais de peso w = 1 e w = —2, respectivamente. Podemos transformar uma densidade
. . / . . w .
tensorial em um tensor de forma simples, que é multiplicando por |g|2z. O tensor de Levi-

Civita ¢ cntao

€ptcin = |9|Eu1...un- (2'39)
Considere a transformacao do tensor de Levi-Civita:
1 [ Hn
€l ptl, = em_,_”"i\f[ / ...]\4,w
1 o (2.40)

e ‘g‘GM] ,un]\4ﬂ1 JW”"

By

e usando (2.36) e (2.38),

€

Wyt = \/ EM L | M|
— 9| Mey (2.41)
= V191w

que ¢ igual & equagao (2.39).
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2.6 Formas Diferenciais

Seja M uma variedade n-dimensional. Considere a classe de tensores do tipo (0, p)

que sdo antissimétricos. Dizemos que Wy, a,..q, € uma p — forma diferencial se

wm...ap == w[al...ap}- (242)

O espago de todas as p-formas na variedade M é denotado por AP(M[). Pela de-
finigdo de uma p-forma, vemos que uma O-forma ¢ um tensor do tipo (0,0), ou scja, um

escalar f. Para construirmos p-formas de ranks maiores, é necessario definir dois mapas:

o Seja AP o espaco de todas as p-formas sobre M. Seja A uma p-forma. Entao, defi-

nimos o operador derivada exterior d : AP — APT! por
(dA)u1...up+1 = (p + 1)a[;L1AM2---Mp+1}' (2'43)

o Seja AP o espaco das p-formas sobre M e A? o espaco das g-formas sobre M. Sejam
A uma p-forma e B uma g-forma. Entao o produto exterior A : AP x AT — APT9

tal que

(p+9q)
(A A B)/l,l.../l - A[,ul---,upB

'p+q p|q|

Pelo fato do produto exterior ser antissimétrico, podemos escrever de forma mais

(2.44)

Ppt1--Bpql®

simples que o produto de duas formas diferenciais quaisquer é

ANB = (-1)""BAA. (2.45)

Se considerarmos uma O-forma f qualquer, temos que df é uma 1-forma. Entao,
para as fungdes de coordenadas {z#} que cobrem a variedade M, os {dx*} sao 1-formas.

De fato, dados dois sistemas 1 e ', para um vetor dual w = w,dz", temos

w=uw'
, (2.46)
wydr" = wyrdx™
mas pela equagao (2.21),
d "o
wudxt = w,——dz
aﬁx“ (2.47)
drt = —dzt
O

Portanto, {dz*} serve como base para {z*} e se transforma do mesmo modo que um vetor
dual.
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2.7 Integracao

Sabemos do calculo no R"™ que, por meio de uma transformacao de coordenadas,

o elemento de volume, d"z, carrega um fator do Jacobiano:

oxt

OxH

d'x’ = | d"x. (2.48)

Uma integral sobre uma regiao > C M é um mapa de um campo de n-formas w para os

nimeros reais

/% w3 R (2.49)

Do ponto de vista de formas diferenciais, em uma variedade M n-dimensional, o
integrando é visto como uma n-forma. Entao, por exemplo, em uma dimensao, qualquer 1-
forma pode ser escrita como w = w(z)dz. Para fazermos calculos em dimensoes maiores,
primeiro devemos identificar o elemento de volume d"z como uma densidade tensorial

antissimétrica construida a partir do produto exterior

d"z = da® A A dx™h (2.50)

Pela defini¢do do produto exterior, podemos escrever

1
de® A ..dx" = o AT A A dat (2.51)

Sob uma mudanca de coordenadas €,, ,,, nao se altera, porém as 1-formas mudam

de acordo com a transformacio de vetores duais, obtendo

oxH oxtn ’ ’
€ A" AN Nd? =€, —F... —dzH A N dxtn
1. fbn M1---fhn (91’“1 aﬂf#"
St , / (2.52)
= |W elilynﬂlndx} LA LA datr

Multiplicando pelo Jacobiano dos dois lados e depois usando (2.50) e (2.51), ob-
temos de volta (2.48).

Queremos construir um elemento de volume invariante, para isso multiplicamos

por /|gl:

VIgdz" A oA de®D =\ |g|da® A A dam T (2.53)
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Para simplicidade, vamos denotar o elemento de volume apenas como /|g|d"x,
basta ter em mente que é uma n-forma. Podemos relacionar o tensor de Levi-Civita com

o resultado que encontramos. Usando as bascs explicitamente, temos

_ M1 Hn
€= €y p,dr" @ ... @ dx

1
= _'Eul...undxul VANRVAN dmﬂn
n!
1
= _' |g|€//,1.../1,ndm‘u1 VANPEVAN d:l:“"’ (254)
n.

= /lg|ldz® A ... A dz™
VIl
= \/Ednm.

Concluindo: a integral I de um escalar ¢ sobre uma variedade n-dimensional é

dada por

[= / o(w)e = / o(x)\/|gld"z. (2.55)

2.8 Derivada Covariante e Conexao

Um operador derivada covariante em uma variedade M é um mapa que leva um
campo tensorial do tipo (k,l) para um campo tensorial do tipo (k,l + 1) e satisfaz as

seguintes propriedades:

1. Linearidade: VA, B € J(k,l) e o, 5 € R,

VC(O[Aalmakbl,,,bl + fBBal...akbl,,_bl) — Oéchalmakbl,,,bl + ,‘Bchalmakbl,.,br (256)

2. Regra de Leibnitz: VA € J(k,1),B € J(K',1'),

vc[Aal...akblmblBcl...ck/blmbl/} _ {chal.“akblmbl]Bcl...ck_/blmbll +Aalmakb1,,,bl [VcBCIWCk/bI...bl,]~
(2.57)

3. Comutatividade com contragao: VA € J(k, 1),

Vd(Am...c...akbl . bz) _ vdAa1--.c...akb1 by (258)

4. Consisténcia com a nocao de vetores tangentes como derivadas direcionais: Vf € F
eVt €T,
tf) ="Vl (2.59)

5. Livre de torcao: Vf € F
VoV = ViVef. (2.60)
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Vale a pena notar que com as condigoes 4 e 5 junto da regra de Leibnitz, consegui-

b

mos obter o comutador para dois campos vetoriais v* e w”, em termos do operador V,.

Aplicado a qualquer funcao suave f, temos que

[v,w] (f) = v{w(f)} —w{v(f)}
= 'V (WVyf) — w'V,(v"Vy f)
= {0V’ — w'V 0"}V, f

[v, w]" = V"V u® — W'V’

(2.61)

Precisamos responder a seguinte questao: o quao nico sao os operadores derivada?
Pela condicao (4), quaisquer operadores V, e V., devem ter a mesma acio em um campo
escalar. Para sabermos como esses operadores agem em tensores de rank maior, seja wy
um campo vetorial dual e considere a diferenca V,(fw,) — V4 (fw,) para qualquer campo

escalar f. Pela regra de Leibnitz, temos

Vol fwp) = Va(fwy) = (Vo f)wy + fVowy, — (Vo f)wy — [V aw,

- (2.62)
= f(Vawb — Vawb).

A equacao (2.62) mostra que a diferenca V,w, — V,w, depende apenas do valor
de w, em um ponto p qualquer. Para vermos isso, vamos supor que wj, seja igual a w, em
p e mostraremos que obtemos o mesmo resultado se substituirmos wy, por wy. A partir de

(2.3), podemos expandir wj como

wé = wp + Z f(a)lu,(()a). (263)
a=1

Sabemos que se calculados em um mesmo ponto p, w; = wy. Usando o resultado
de (2.62)

wh—wy =Y fom”

a=1
n

(Va = Va) (wh —ws) = 32 (Va = V) fia i
- " (2.64)

va(wé - wb) - va(wg - wb) = Zl{ﬁa(f(a)ul(ya)) - va(f(oz),ui()a))}

= Z f(a){@aﬂl()a) - vaﬂl()a)}'

a=1

Em p, temos que wy, — wy, = 0 ¢ cada f(o) = 0, portanto, obtemos

(va - va)wé = (va - va)wba (265)
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provando o que queriamos.

Assim, mostramos que V, — V, é um mapeamento dos duais, que sdo tensores do
tipo (0, 1) em p para tensores do tipo (0,2) em p. Podemos ver que, pela propriedade (1),
esse mapeamento ¢ linear. Consequentemente, V, — V, define um tensor do tipo (1,2)
em p, ao qual chamaremos de Cf,. Portanto, dados dois operadores V. e V,, existe um

campo tensorial C7, tal que

Vawy = Vawy, — Cw, (2.66)
onde CSw, é um tensor do tipo (0,2).

Uma propriedade simétrica de C¢, segue imediatamente da propriedade (5): se

fizermos wy, = V,f = V,f, obtemos que

VoVif = VoV f — C4, V. f. (2.67)

Dado que V,V,f e V.V, [ sdo simétricos em a e b, temos que C¢, deve também

ser simétrico:

ab = Cha- (2.68)

A diferenca na acéo de V, e V, em campos vetoriais e campos tensoriais de ranks
maiores ¢ determinada pela equacdo (2.66), a regra de Leibnitz e a propriedade (4). Para

todo campo vetorial {* e campo dual w,, temos que

(@a - va)(wbtb) - 07 (269)

j& que wyt® é um campo escalar. Por outro lado,

(Vo — Vo) (wit®) = (Vawp)t? + wy(Vat®) — {(Vaws)t® + wy(Vat?)}
= (Vawp)t® + wy(Vat?) — {(Vawy — CEw )’ + wy(Vat)}
= wy(Vat®) + (CEwe)t’ — wy(V,t?)
= (Cowe)t’ +wy(V, — V)t
= Cb wpt® + wy(Vy — Vo)t
= wy[(Va — Va)t’ + C2t°] = 0,

(2.70)

onde substituimos o indice mudo. Assim, obtemos que, para todo wy,

Vat? = Vat® + Cbte, (2.71)
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E possivel ver que a derivada é completamente caracterizada pelo campo tensorial
C. Generalizando para tensores de ranks maiores, para cada indice superior adicionamos
um campo tensorial +C e cada indice inferior adicionamos um campo tensorial —C'.

Portanto, para qualquer T' € J (k,1)

VaTblmbkcl...Cl - @aTblmbkCL..cl + Z Czlz)ZlTblmdmbkCL..Cl - Z Ca,deTblmbkcl---d~-~Cl' (272)
i J

Para nosso propésito, usaremos a aplicacdo mais comum da equacio (2.71), no
qual V, é simplesmente a derivada ordindria 9, que j4 conhecemos. Neste caso, C?, é
denotado por T, ¢ chamado dc simbolo de Christof fel, assim (2.71) fica

Vat® = 0 " + T 1°. (2.73)

Agora que sabemos como calcular a derivada de tensores, precisamos construir a
nocao de transporte paralelo. Considere um vetor, v*, em um ponto p numa curva fechada
no plano. Ao mover o vetor ao longo da curva, sempre apontando para a mesma, diregao,
ele ira retornar ao ponto p do mesmo modo que saiu, por isso denotamos de transporte
paralelo. Porém, ao tentarmos fazer o mesmo em uma, curva fechada numa esfera, o vetor,
v®, estara apontando para outra dire¢do quando retornar para o ponto de partida, como

¢é mostrado na figura abaixo.

Figura 3 — Transporte paralelo de um vetor em um caminho fechado na superficie de uma
esfera. Fonte: Spacetime and Geometry: An Introduction to General Relativity,
Sean Carroll.

Essa diferenca do vetor que vemos ao realizar o transporte paralelo numa esfera,

nos d4 uma nogao de curvatura. Dado um operador derivada V,, podemos definir a nogao
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de transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva C' com uma tangente t*. Um

vetor v® é paralelamente transportado em uma curva se a equagao

'V =0 (2.74)

é satisfeita por toda a curva. Generalizando, um tensor qualquer é transportado parale-

lamente ao longo de uma curva se

1N TP = 0. (2.75)

Ao escolher um sistema de coordenadas, podemos usar a equagio (2.73) para

expressar (2.74) como

t*0,0° + 1°T° v = 0, (2.76)

ou, em termos das componentes de um sistema de coordenadas e um parametro ¢ ao longo

da curva

dv” v A
E + Mt“v = 0. (2.77)
Esse resultado mostra que o transporte paralelo de v* depende apenas dos valores

de v® na curva, ao contrario de um campo vetorial.
b

Apesar de termos definido como fazer o transporte paralelo de um vetor apenas
usando a estrutura da variedade, ainda existe o problema de que varias derivadas distintas
sao possiveis de serem cscolhidas, sem preferéncia por qualquer uma ecm cspecifico. Para

resolver isso, vamos usar o seguinte teorema

Teorema 2 Seja g, uma métrica. Portanto, existe um operador derivada ¥V, tal que
v(ngc =0.

Prova: Seja V, um operador derivada qualquer. Queremos determinar o operador
derivada V, a partir de V, e C¢,. Para isso, mostraremos que existe uma solugao tnica

para C¢,. Pela equacao (2.72), C¢, deve satisfazer

0= Vagbc = @agbc - Cgbgdc - Cjcgbd

(2.78)
vagbc = Ccab + Cbac-

Permutando os indices, temos

cha + C(abc = @bgaw (279)
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C’bca, + Cacb = vCgab- (280)

Somando (2.78) e (2.79), depois subtraindo (2.80) e usando a simetria de C5,,
obtemos

2Cvcab - 6agbc + @bgac - vcgab
1 ) . (2.81)
c cd

ab = 59 [Vagbd + Vigad — Vagab)-

Essa escolha de Cf, resolve a equagao V,g,. = 0 e é tinica, completando a prova.

Podemos ver, entdao, que uma métrica g, determina um operador V,. Em parti-

cular, em termos de uma derivada ordindria o simbolo de Christoffel é

1
To = §ng[aagbd + Ov9ad — Oalan); (2.82)

assim, as componentes das bases das coordenadas do simbolo de Christoffel sao

1 dg dg dg
= 4P0 vo Mo v
2g o+ + ox” ox°

p
v, =

(2.83)

2.9 Curvatura

Nesta secao iremos construir de forma matematica a no¢ao de curvatura. Para isso
iremos usar o transporte paralelo de um vetor, como discutido anteriormente, e a partir

dai obter o tensor de curvatura de Riemann.

Seja V, um operador derivada, w, um campo dual e f uma funcao suave. Calcu-

lamos a acao de V,V, em fuw,:

Vavb(fwc) = Va(wcvbf + fvbwc)
= Va(wcvbf) + Va(fvbwc) (284)
= bevawc + (Vabe)wc + Vafvbwc + fVawac.

Subtraindo de (2.84) o tensor V,V,(fw.), os trés primeiros termos do lado direito

da igualdade irdo se cancelar com os termos correspondentes de V,V,(fw.) e obtemos

(VaVb — vaa)(fwc) = f(VaVb — vaa)wc. (285)

Seguindo o mesmo raciocinio da segao anterior, vemos que o tensor (V,V, —

ViV )w. em um ponto p depende apenas do valor de w,. em p. Portanto, (V,V, — V,V,)
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define um mapeamento linear dos duais em p para tensores do tipo (0,3) em p, ou seja,
sua agao é a de um tensor do tipo (1, 3). Assim, concluimos que existe um campo tensorial

R,;.¢ tal que para todos os duais w,, temos

Vo Viw, — ViVawe = Ry, w. (2.86)

Ry.2 é chamado de tensor de curvatura de Riemann. Este tensor estd diretamente rela-
cionado com o fato de ndo conseguirmos fazer um vetor retornar ao seu valor inicial ao
ser transportado paralelamente em uma curva fechada na variedade M, ou seja, ha uma

dependéncia com o caminho tomado para transportar o vetor.

A partir do mesmo procedimento usado para obter a expressao (2.71), podemos

encontrar a acao de (V,V, — V,V,) em um vetor t*

0= (V,,,VI/UJ(; - vbvu,)(tnu’(:)
VLV, (#w) — VaVa(tw,)
= Vo (w.Vt© + t°Vyw,) — Vy(w Vo t© + t°V w..)

(2.87)
= w.V,Vpt® + t°V Viyw, — w.Vy Vit — t°Vi Vw0,
= w.(VaVy = ViV )t + (Vo Vy — Vi Vo) w,
= we(VoVy — VuVo )¢ + 1°R,,. "wy,
assim, obtemos
(VoVy — VoV )te = — R, t% (2.88)

De forma mais geral, para um tensor 7" do tipo (k,1)

k I
(VaVb o vbva)TCL“ckdl...dl - _ Z RabeciTCL..e...ckdlmdl + Z RabdjeTCl.”de1~~~8~--dl' (289)

i=1 j=1

A seguir, apresentamos quatro propriedades importantes do tensor de Riemann
(WALD,1984):

L. Rabcd - _Rbacd;
d_ Q.
2. Ry =0
3. Para o operador derivada V, associado com a métrica por V,gp. = 0 , temos que

Rabcd = _Rabdc; (290)
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4. Tdentidade de Bianchi:
Viaeflyg s = 0. (2.91)

Agora, ao fazermos a contracao do tensor de Riemann, obtemos o tensor de Ricci,
RCLC?

R,. = R,." (2.92)

abc )

que é simétrico, ou seja, R,. = R.,. Calculando o traco do tensor de Ricci, podemos obter

o escalar de Ricci:

R =R, = g"R,,. (2.93)

a

Expandindo a identidade de Bianchi e usando a propriedade (1) do tensor de

Riemann, temos

VieBoad" = VaRyey” = VaRag" + VeRyy" — ViByy" + ViRo" — VeRy, "
= VaRyi" + VaBRyy" = Vs + Vol + Vel — VeRyy” (2.94)
=2VoRy." — 2V Ry,  +2ViR, 4"
= VaRyy" + ViReyy" — VeRyy” = 0.

Agora, contraindo os indiccs a ¢ e,

0= VaRyi9re9" + ViRe0i 9re9™ — VeRpus 979"
0 - VaRbcda + vacada - VCRbada (295)
0= V,Ry," + VyReg — V.Rpa.

Levantando o indice d e entdo contraindo os indices b e d

0= va}%bcdagbd + vacdgbd - Vc}%bdgbd
0=V,R+ VR~ V.R)

(2.96)
0=V.,R"+V,R*—V.R
0=2V,R."—V.R,
ou
VG =0, (2.97)
onde

1
G = Ry, — §Rgub~ (2.98)
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O tensor G, é chamado de tensor de Einstein.

2.10 Geodésicas

No R"™, a menor distancia entre dois pontos é uma linha reta. Porém, em espacos
curvos nao conseguimos tragar uma linha reta, mas sim uma geodésica, que é o caminho

mais curto em um espago curvo.

Dado um operador derivada, V,, definimos uma geodésica como uma curva que

transporta paralelamente seu vetor tangente, T, ou seja, deve satisfazer a equagao

T°V,T" = 0. (2.99)

Em um sistema de coordenada qualquer v, a geodésica é mapeada em uma curva

xz#(t) em R". Pela equagao (2.77), as componentes, T#, de T* satisfazem

"TH
dd—t FTH TT = 0. (2.100)

Porém, sabemos que as componentes 1" sao

dxt

T = —. 2.101
o (2.101)
Portanto, a equacao da geodésica se torna
d2 dzx? dx”
H = 0. 2.102
TERR TR (2.102)

Essa é a equacao da geodésica. Vemos facilmente que essa equagdo nos da a nogao
de linha reta se o simbolo de Christoffel for zero, ou seja, em um espaco plano temos que
(2.102) se reduz a

d>
dt?

que ¢é a equacao de movimento de uma particula livre.

=0, (2.103)
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3 Formulacao Lagrangiana

3.1 Principio da Minima Acao e Equacoes de Movimento

Para caracterizar o movimento de uma particula com coordenadas {q;(t)} e velo-
cidades {¢;(t)} generalizadas, podemos utilizar o principio da minima agao, exigindo que

a acao S,

to
S= [ Lig.qtyt, (3.1)

t1
tenha uma variacao 6S = 0 entre dois pontos fixos quaisquer, onde L é a lagrangiana do

sistema. Assim,

to
05 = dLdt
t1
” (3.2)
— [ [La+ 0a,4+ 6, 6) = La,d. )],

e expandindo em série de Taylor (GELFAND; FOMIN,1963) até os termos de primeira

ordem,

ts oL oL
08 = [ [L(q, q,t) + 5=0q+ =04 — L(q,q,t)| dt

13} dq
1 1 (3.3)
55— [ %Esq+ Lsglar—o
" 0™ T 9% T
Pelas condicoes de que dq(t;) = dq(t2) = 0, obtemos
oL d oL
—_— = 4
dqg  dt 0q 0 (34)

que sao as equacoes de Fuler-Lagrange.

Na teoria de campos, ao invés de particulas, lidamos com campos. Para descrever
o sistema, substituimos as coordenadas {¢;(t)} por um conjunto {®*(z*)} de campos que
sao fungoes de z/*, ou seja, pontos do espago-tempo. A lagrangiana L do sistema pode ser

vista como a integral de uma densidade de lagrangiana £ que é fungao de e 9,9":

L= /L(cbi, 0,0 (3.5)

Assim, a acao S fica

S = / Ldt = / Ld'z. (3.6)
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A equacao de Euler-Lagrange para a teoria de campos, é entao

or o
5o~ gy -

3.2 Equacoes de Campo de Einstein

Nesta secao queremos obter as equacgoes de campo de Einstein a partir do Principio
da Minima Ag¢do. A agdo, S, é uma integral de uma densidade lagrangeana, £, sobre todo

o espago-tempo M

S = /M d'z L. (3.7)

A agdo deve ser invariante sob transformacées de coordenadas, ou seja, nao deve
depender da nossa escolha de sistema de referéncia. Vimos anteriormente que o elemento
de volume, d"x, é uma densidade tensorial, portanto £ também é, e que para obtermos
um volume invariante multiplicamos por \/m . Entdo, pela equacdo (2.55), temos que a

acao deve ser

S = /M die /gL, (3.8)

onde L = \/—_gﬁ e £ é um escalar. Como nossa varidvel dinamica agora ¢ a métrica, g, ,
queremos que L seja construida a partir dela, ou seja, que dependa apenas de caracteris-
ticas intrinsecas a geometria do espacgo. O tnico escalar que ¢ independente da escolha de
coordenadas e descreve a curvatura do espaco é o escalar de Ricci, R. Portanto, a acao

mais simples que podemos cscrever tem a forma

— 4 _
Sy = /Md xv/—gR, (3.9)

conhecida como ag¢do de Finstein-Hilbert.

Lembrando que R = g"”R,,, e variando a a¢ao em relagao a métrica - por conve-

niéncia iremos variar em relagao a inversa da métrica - temos

68 =0 [ d'sv/=59" Ry
= [ d'ws(v=g9" )
- / A2 (57/=Gg" Ry + /=986" Ry + /—G9" R,.»)
= /d4:c5\/—_gg“"RW - /d41‘\/—_gég‘“’R,W - /d4:c\/—_gg“”5RW.

(3.10)
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A segunda integral ja estd em termos da variagao da métrica, d¢", entdo nao
precisamos mexer nela. Para encontrarmos a variagdo de \/—g¢ na primeira integral vamos

fazer uso da férmula de Jacobi:

§(detM) = (detM)tr(M '5M). (3.11)

Fazendo M = g, temos

6g = gtr(g""0g,m)

= 9(9" 09,
onde usamos o fato de que hd um somatério implicito em (g dg,, ), entdo o traco € trivial.

(3.12)

Para encontrar a variacido da métrica usamos a identidade g*'gy, = o*

9 g = 0L
(9" gx) = 6(3%)
59" g + 9" 0gr, = 0
9pu09" Do + Gppg" 0ga = 0 (3.13)
Gongrn09" +0,0gx, = 0
590 = —Gougurdg"

)

ou, renomeando os indices

5gul/ = _gupgvgdgpa- (314)
Substituindo cm (3.12)

—9(9" 91p90509")
= 9(5 gua59pg)
= g(gpaé 7)

= —9(gu09™).
Agora, podemos obter d,/—¢g variando y/—g em relacao a g:

(3.15)

d/—g _ 1
dg 2v/—g

5/ =g = ———b
TV = (3.16)
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Substituindo este resultado na primeira integral de (3.10), obtemos

1
/d4:rR5\/—_= —/d4xR§\/—_ggW5g“'/

1 (3.17)
= —E/d‘lx\/—gguyR(Sg’“’.

Agora, precisamos calcular 0, . Para isso, devemos lembrar que o tensor de Ricci

¢é o tensor de Riemman contraido. Primeiro, para um vetor dual wy:

Viw,e = c%wc — Fgcwd
= V,,wac = c’)(,,(&)wc — Fl‘fcwd)
- sz(aewc - ]-—‘gcwd)

- cm(é)bwe - Fgewd).

(3.18)

Assim, podemos expressar (2.86) como

R ws = Vo Viwe — ViV
= 9a(Opwe — Thwa) — Tiy(Fewe — Tewa) — T (Fhwe — Thwa)
— Op(Oawe — T2 wy) + 1%, (Oetwe — T wg) + 6, (Owe — 1'% w4q)
= 0,00 — 0u(Dwi) — 1600w + 16T % wy — T€ Oy, + 1018w,
— 0y0awe + Oy (T wy) + T4, 0cwe — T, T wq + T5.0uwe — T I wy (3.19)
= —8aFgcwd T gcé?awd — I Opwe + T ZCFZewd + &Igcwd +I anbwd
+ 5, 0ute — T5.Th
= —0,Tjwa + Ol guwa + Tg,Thwa — T Tgwa

= {—2(8[”1—1?]6) + 2( i[arg}e)]wdﬂ

onde usamos o fato de que os simbolos de Christoffel sao simétricos e as derivadas parciais

comutam. Portanto, as componcentes do tensor de Ricmann podem scr cscritas como

R,," = 0,1, 9,09, + T3 7, —T5,I7 (3.20)

(Z pp av vpt ap

Variando o tensor de Riemann

0R,,,” = 08,17, — 68,17, +8(T%,[%,) — 6(%,I7 ) 50
= 9,019, — 8,01, + 014,17, + I'%,873,, — 675,17, — TS 617,

pot av vp ap
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Note que, dado um vetor dual w, temos que

v A b
V/,Lwl/ - vuwy = Opy — F/u/w)\ - (auwlf - F,u,yw)\)
_ A A
= F“Vw)\ — ijw}\ (3.22)
A
=5 ur@x,

onde definimos S* pv = f;\W — Ff;y‘ Como o lado esquerdo da igualdade é um tensor, entao
o lado direito também deve ser um tensor. Portanto, a diferenca entre dois simbolos de

Christoffel é um tensor.

Como oI, € a diferenca entre dois simbolos de Christoffel, entao ¢ um tensor.

Portanto, podemos calcular a derivada de 01, = 57,

VS 00 = 0,55 + 00 5%, — %570, — 2,57, (3.23)

no

Retornando a equagao (3.21) e usando o resultado obtido acima

OR " = 0,57y — 087y + T905% + T2 570, — 19,5, — T2 5%,
= V5% = T505% + T2, + T2
V5% + T9,8%,) — 19,87, — 12 57, (3.24)
+10,8%,, + 1,57, — 7,5, — 7 5%,,
= V8%, — V5%,

Assim, contraindo (3.24) obtemos a variagdo do tensor de Ricci

5R[_LV - 5R,LMV/\ = V,\S)\#,/ - VyS)‘,\,,. (325)

Colocando este resultado na terceira integral de (3.10), temos que

[ d'av=50" R, = [ d'av/=50" (Vs = V,S*)
= /d4a:\/—_g(g”"V,\S/\yu - g’“’VMS)‘,\,,)
_ / A/ =9(¢""V 5% — 7'V S
_ / A/ =gV (9" S 1y — 975\,

(3.26)

onde trocamos os indices mudos A e p para colocar a derivada para fora. A integral
acima é o mesmo que uma integral no volume do divergente de um vetor. Entao, pelo

Teorema de Stokes essa integral deve ser igual & uma contribuicdo de termos de contorno
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no infinito, o qual pode ser zero fazendo nossa variagdo ser zero no infinito. Portanto,

temos que

05y = / d*z6y/=gg" Ry, + / d'z\/=g6g" Ry
1 S
- _§/d4$\/ —ggw,R5g’“’ + /d4$ _g(sgw}RlW (3'27)

1
= /d4x\/—g(RW - ERgu,,)(Sg’“’.

Lembrando que 65y = 0, entao o integrando deve ser zero. Assim obtemos as

Equacoes de Campo de Einstein no vacuo:

1
Ry — 5 Rgu = 0. (3.28)

Para obtermos as equacoes de Einstein completas, devemos adicionar uma acao

devido a presenca de matéria no espaco. Portanto, temos que a nova acao é

onde k é uma constante. Pela definicao de derivada funcional do calculo de variagoes,

podemos escrever .Sy como:

3SH <
509" (3.30)

58y — / dir

Assim, vemos que

0S 1
595 =V _g(Ruu - §Rg,uu)
(3.31)
N 1 0Sg B lR
N T
Variando a agao toda, obtemos
1 1 1
dS KOSy 0Sm _o (3.32)

—~ -
V=gogr /=g Sg /=g dgr

Rearranjando,

— v = 1%
V=9 09" V=909 (3.33)

1 1 6S,
KBy — 5 Rgu) = N
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Agora, podemos definir o tensor de energia-momento como

1 08,
To = =2 =505 (3.34)

Isso nos permite obter as Equacgoes de Campo de Einstein:

1 1
k(R — ERQIW) = éTuV

' ! (3.35)
= R/,Ll/ - §Rg,u1/ - ﬂ )

_1
167G -

onde Kk =

3.3 Aplicacao - Equacdes de Friedmann

Uma aplicagao importante que podemos fazer com as equacoes de Einstein é uti-
lizando a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (CARROLL, 2004),

ds® = —dt + a*(t) ( dr? + r2d0? + r* sin® 0d¢2) , (3.36)

1 — kr?

onde t é a coordenada temporal, (7,6, ¢) sdo as coordenadas esféricas e k = £, onde seu

R
6’
valor determina a geometria da variedade. Essa métrica descreve o Universo como uma
variedade homogénea e isotropica espacialmente, mas que evolui no tempo. Observagoes
mostram que galdxias, estrelas e outros corpos estdo, em geral. se afastando uns dos

outros, ou seja, o Universo esta em expansao.

Vimos que a parte geométrica da equacao de Einstein depende de R,,, R, além

ma
da propria métrica. Portanto, primeiramente, vamos calcular os simbolos de Christoftel

(2.83). Vérios dos simbolos serdo zerao:

0=T4 =T, =T =T, =T, =T, =Ty =T} =T}
= F;z; =I5 = qu = §¢ = Ftet = Fﬁr = Fgo = Ff¢ = Ff¢ (337)
®
- FZ - ngb - 1—‘3 - P?’/ - F?@ - F(b(b - F?r - Ff& — Ffe
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Os simbolos de Christoffel que nao sao nulos estao abaixo. Primeiro, para o = ¢

1
F:"r’ - §gtp(a7“grp + argp'r' - apgrr)
1
= 5(9“’&% + 90, Gpr — 9" 0pGrr)
1
= S(=4"0,0)

= —5(9"0igr) (3.38)

— jor2
1
T 1 Wza(t)a
Usamos nas contas acima que @ = £a(t). Do mesmo modo, para os outros indices
I, = r?a(t)a, (3.39)
I, =r’sin® fa(t)a. (3.40)
Para o =1,
KT
I, =——%5 3.41
rr (1 . KZT’Q) ’ ( )
T = —(1 — Kr?)r, (3.42)
I, =-(1- kr?)rsin? 0, (3.43)
a
ry, = —. 3.44
tr CL(t) ( )
Para o =0,
I, = —sinfcosb, (3.45)
A (3.46)

@7

1
[ —— A
ro r (3 7)
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Por ultimo, para o = ¢,

e, = — 4
tp a(t), (3 8)
1
e, = = (3.49)
Iy, = cot 6. (3.50)

Agora, lembrando que o tensor de Riemman é dado por (3.20), vamos contrai-lo

para obter o tensor de Ricci:

R,,=R,,,~ = 8,I", — 9, +T,I%, —T2T* (3.51)

pp™ av vp ap
Utilizando os resultados para os simbolos de Christoffel calculados acima, conseguimos

entao determinar as componentes para o tensor de Ricci. Lembrando que as coordenadas
— (0 1,2 .3
(t,r,@,(,/)) — (:U y L, X7, T )a

Ry = Roo = 0,10 — Ol + TG, — Thol o
= 8UF80 + 81F[1)0 + 021%0 + 83F80
— Ty — 9Ty — AoT5 — 0T
+ T00T00 + Tool'o1 + Toolgz + ool
+ Dgol'lo + Lol 11 + Lol + Tool'Ss
+ 5ol + Tool'a1 + Lol5 + Tl ss

+ Tgol50 + Tool'31 + Lool3a + Tgol5s 55
— T0T60 — TooT'%o — TooT'20 — TooT'50
— 9T — TiaT'10 — THeT 20 — Tl a0
— T30T%0 — TaoTho — T20T 20 — T50Tg
— T501%00 — Taol'%o — T501'20 — Io1'50
- _80F%0 - 30T§0 - aOrgﬂ - F%OF%O - FgoFgo - Fgorgm
e substituindo tudo,
. .9 .2 .
Ryp = —sa“a_g “ 3% - —3%. (3.53)
Usando o mesmo procedimento para os outros indices,
Ry = Ry — 20202 (3.54)

1—kr?
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Rgp = Ry = (2% + ad + 2K)r?, (3.55)

Ryp = Rsz = r*(ai + 2a* + 2k) sin” 6. (3.56)

Multiplicando R, pela inversa da métrica, g*”, podemos levantar o segundo indice

para entao calcularmos o escalor de Ricci,

Rug” =R,
380 0
|0 g2t 0 0 (3.57)
1o 0 (24 + ad + 2K)r? .
0 0 0 r?(aé + 242 + 2r) sin?

Assim, obtemos que o escalar de Ricci é

2 2 .
= E m + (2a* + ad + 26)r? 4 r*(ad 4 26* + 2xK) sin? @
a 1 - /{7“2
(3.58)
a K

Antes de escrevermos as equagoes de Einstein,

1
R, — §RgW = 81G1,,., (3.59)

vamos descrever o tensor energia-momento.

T, é o tensor de energia-momento. Quando observamos o Universo em grande
I S
escala, as galdxias podem ser vistas como "particulas de poeira". Entao, iremos escolher

modelar a energia e a matéria como um fluido perfeito. O tensor 7, para um fluido

perfeito é dado por (CARROLL, 2004)

: (3.60)

oS O O
o og O
o o o
= O O O

onde p é a densidade e p é a pressao devido a radiagao e matéria presente no universo.
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Portanto, para pr = 00, temos
1
Roo — iRgoo = 87G 1o
N
3¢ 6 F + <9> + 52] (—1) = 87Gp
a a a a
. . 2
3243 F + (9) + %1 — 87Gp (3.61)
a a a a
a\? K
a a
3a 3K
As componentes espaciais urv = ij geram as equagoes
3a
—= —47n(p+ 3p). (3.62)

Juntas, (3.61) e (3.62), sdo as equagoes de Friedmann, que descrevem a evolugao

de um universo homogéneo e isotrépico. Se k = —1, a geometria do espaco é a de uma

3-esfera; para k = 0, temos que a geometria é a de um plano; se kK = 1, entdo a geometria

¢ de um hiperboldide.
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Conclusao

Neste trabalho, conseguimos mostrar a relevancia da Relatividade Especial e suas
consequéncias. Fenomenos como contracao do espaco e dilatacao do tempo, transforma-
coes de Lorentz e a famosa relacio entre energia e massa £ = mc?, foram deduzidos e

discutidos, todos a partir dos postulados de Einstein e de andlises geométricas.

Com o estudo detalhado de alguns elementos de Geometria Diferencial e da dedu-
cao das equacoes de Einstein, a partir do calculo variacional, conseguimos ver o carater
geométrico que a Teoria da Relatividade Geral (ou Teoria da Gravitagdo de Einstein)
apresenta, mostrando a relagao direta entre a curvatura do espago-tempo e a quantidade
de matéria e energia presentes no universo. Varias aplicagoes podem ser feitas usando
RG, desde solugoes que modelam a evolugao do universo, como mostrado na ultima se-
¢ao, até solugdes que modelam buracos negros, estrelas, 6rbitas de planetas, lenteamento

gravitacional etc.

O resultado que conseguimos encontrar foi um resultado obtido pelo matematico
Hilbert, também conhecido pelo espaco de Hilbert da Mecanica Quantica, de forma pa-
ralela e quase que ao mesmo tempo ao trabalho de Einstein. Hilbert seguiu um caminho
independente para obter as equagoes de movimento que é uma das poucas teorias que
¢ invariante por toda a Fisica, que é o método de minimizacao da ac¢do. Finalmente,
vale dizer que essa metodologia tem sido amplamente utilizada no estudo de teorias de

gravitacao modificada como as chamadas teorias F(R), por exemplo.
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