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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma motivacao ao estudo das teorias quanticas de campo
topoldgicas através de sua aplicagao a teoria dos nés. Comegaremos com uma apresentacao
da teoria de conexdes em fibrados principais, constituindo assim a base matemética as
teorias de Yang-Mills. Fm seguida discorreremos sobre a teoria mateméatica de nos e sobre
a teoria fisica de campos conformes cm duas dimensocs. Por fim estabeleceremos a relacao

entre a teoria de Chern-Simons e os invariantes de Vassiliev e de Jones.

Palavras-chaves: Teoria de nés. Fibrados. Campos conformes. Teoria de Chern-Simons.
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Introducao

Um N6 nada mais ¢ do que uma corda com as extremidades ligadas uma a outra.
Se a corda nao é entrelacada, temos apenas um circulo, e dizemos que o né é trivial.
Um problema central na teoria de Nos consiste na classificacao destes objetos, ou seja,
compreender quando dois nds, por mais exdticos que possam parecer, sdo iguais a menos

de deformacoes elasticas, como torcer ou esticar.

Apesar de terem uma definicdo simples, o estudo de classificacdo dos ndés pode
ser uma tarefa bastante complicada. Uma abordagem para tratar este problema consiste
em criar fungoes do espago de todos os nos com valores em algum conjunto, capazes
de atribuir resultados iguais se, e somente se, os dois nés forem iguais. Mapas com esta

propriedade sao denominados Invariantes.

O interesse pela compreensao da teoria de Nos teve um impulso significativo no
século XIX, quando o fisico Lorde Kelvin propos, em 1867, um modelo peculiar para os
atomos (KRAGH, 2002). Segundo Kelvin os dtomos seriam tubos de vortices no éter, logo
a compreensao dos nés se tornaria necessaria a medida em que considerassemos o entre-
lacamento de tais tubos. Apesar de intuitiva, a teoria de Kelvin logo foi descartada, bem
como a ideia de éter. O destino da teoria de nés foi bem diferente, pois eles permaneceram
como uma area de interesse para alguns matemédticos. Conjecturas nesta area, atribuidas
a Peter Guthrie Tait, um colaborador de Kelvin, demoraram quase um século para serem
finalmente verificadas (MURASUGI, 1987), utilizando o recém descoberto polinomio de
Jones. Mesmo como todo esse sucesso, o polindmio de Jones carecia de uma definicao sem

o axuilio de proje¢oes.

Antes que vocé saia correndo daqui imaginando o quanto esta curiosidade mate-
matica parece ser inutil para o resto da humanidade, observe que, através do escrutinio
desse ramo exdtico da Topologia, na década de 1980 foram descobertas interrelagoes su-
preendentes entre a matematica, biologia e fisica. Como Wasserman e Cozzareli explicam
em (WASSERMAN; COZZARELLI, 1986), a modelagem de DNA por meio da teoria de
Nos permite analizar suas propriedades quantitativas, bem como os mecanismos de atua-
¢ao de enzimas nessas estruturas, as quais sao responsaveis por codificar a caracteristica

genética dos seres vivos.

Foi entao em 1988 que o fisico Edward Witten propés uma interpretagao para o
polinémio de Jones através de uma teoria quantica de campos, capaz de generalizar a
definicao desses invariantes a variedades tridimensionais arbitrarias( WITTEN, 1989). A
teoria de Calibre em questao utiliza como Agao a integral de uma forma diferenciavel pro-
veniente dos trabalhos de Shiing-Shen Chern e James Harris Simons (CHERN; SIMONS,
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1974), e portanto ¢é intitulada Teoria de Chern-Simons. Em seu trabalho, Witten também
conjectura relagoes profundas entre a quantizagdo da agao de Chern-Simons e o espacgo
de func¢oes de correlagdo de campos primarios na teoria de campos conformes em duas
dimensoes (MURAYAMA, 1990).

Além da sua aplicabilidade a topologia, a lagrangeana de Chern-Simons pode ser
usada na descrigao de fenémenos fisicos envolvendo férmions em (2+1)-dimensdes, pois
acoplando-a a campos de matéria ela se torna 1util no estudo do efeito Hall quantico
fracionario (DUNNE, 1998). E possivel mostrar também o aparecimento de um termo
massivo, invariante por transformacoes de gauge, quando adicionamos um termo de Chern-

Simons a lagrangeana de Yang-Mills(DESER; JACKIW; TEMPLETON, 1982).

Tendo em vista essas consideracoes, no capitulo 1 apresentaremos algumas nogoes
da geometria diferencial das teorias de calibre, analisando, por exemplo, como as transfor-
macoes desses campos surgem naturalmente ao impormos condigoes de compatibilidade
nas mudancas de coordenadas de um fibrado principal. No capitulo 2 vamos estudar os
conceitos iniciais da teoria de Noés, onde trataremos dos polinémios de Jones e dos in-
variantes de Vassiliev. No capitulo 3 abordaremos os aspectos introdutoérios da teoria de
campos conformes em duas dimensdes, focando no formalismo de operadores. Por fim, no
capitulo 4 mostraremos como a quantizacao da acdao de Chern-Simons resulta na relacao

de novelo que define o polindémio de Jones.
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1 Geometria diferencial das teorias de calibre

A teoria de fibrados compreende uma descricio matematica para a teoria de cali-
bre, e pode ser til na analise de efeitos nao-perturbativos na descricao destes campos. As
secoes dos fibrados estao relacionadas a campos de particulas, de modo que os grupos de
calibre correspondem as interagoes fundamentais. Por exemplo, os grupos U(1) e SU(3)
sao os grupos de calibre relacionados as interacoes eletromagnética e forte, respectiva-

mente.

Um fato importante, que mostra a relacdo entre as teorias de calibre e a rica
matematica utilizada em sua descri¢do, ocorre com os conhecidos instantons de Yang-
Mills. Veremos que os instantons sdo classes de equivaléncia ndo triviais de um fibrado
que descreve o campo de calibre. Em particular, o nimero instanton na teoria de calibre
em 4 dimensoes, com grupo SU(2), é precisamente a segunda classe de Chern do fibrado

que fundamenta a teoria.

1.1 O fibrado principal

Em todo o texto, salvo mengao contraria, P e M representarao variedades diferen-
ciaveis, G um grupo de lie com algebra de lie g, 7 : P — M uma aplicagdo diferenciavel

sobrejetora e R: P x G — P uma agao livre (cf. A).

Definigao 1. Um fibrado principal (P, 7, M,G) é definido pelas seguintes condigoes:

1. Existe difeomorfismo f: M — P/G, da variedade base M para o espago das érbitas
de P, satisfazendo a seguinte propriedade:
f OT = Te,

onde 7, é a projecdo quociente.

2. P é localmente trivial, ou seja, para todo x € M existe uma vizinhanca U, de x

e um difeomorfismo:

Vo1 H(Uy) = Uy x G

p = (w(p); da(p));
tal que ¢ 0 R, = R, 0 ¢y, para todo ge G e pe 7w 1(U,)

Observacao 1. Dizemos que o fibrado é trivial se existe difeomorfismo P = M x (.

Um exemplo importante de fibrado principal é o fibrado dos referenciais (ou das

bases).
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Exemplo 1 (Fibrado de referenciais). Consideramos o objeto FM(M,Gl(n,R)) cons-
truido a partir de uma variedade M e seu fibrado tangente T'M. F'M é o conjunto de iso-
morfismos lineares entre R™ e T, M, para cada x € M. Este conjunto pode ser identificado
com o grupo de matrizes inversiveis e herda um atlas diferenciavel por uma construgao
andloga a de TM. A ac¢do de GL(n,R) em F'M é dada simplismente pela multiplica¢do
de matrizes usual:

Ry(A)=Aog, VgeGL(n,R)eAeFM.

Esta acao é livre e transitiva, de modo que o espaco de érbitas, i.e. o espago de classes de
equivaléncia dos referenciais, pode ser identificado com o conjunto de pontos que compdem

a variedade base, satisfazendo a condicao (1) da definicao.

Sendo (P,m,M,G) fibrado principal e F uma variedade diferenciavel, na qual
temos uma agdo a esquerda de G, entdo podemos construir a variedade Pr := (P x
F)| ~g, onde ~g é a relacdo que define classes de equivaléncias dadas por: [p, f] =
{(Rgp, Ly1f) | g € G}. Pode-sc entdo mostrar que (Pp,7p, M,G) ¢ um fibrado, com
projecdo 7 : Pp — M, dada por 7[p, f] = 7(p). Diremos entdao que (Pp,mp, M,G) é
fibrado associado a (P,m, M,G).

Note que a fibra tipica de fibrados associados passa a ser a variedade I’ posterior-
mente introduzida. Quando a fibra tipica de fibrados associados tem a estrutura de espaco
vetorial, eles sao denominados fibrados vetoriais e sao de grande importancia no estudo de
classes caracteristicas. Diremos que dois fibrados vetoriais £ e E’, de mesmo espaco base,
tém um morfismo quando existir uma aplicacao diferenciavel f: £ — E’, linear em cada
fibra e satisfazendo a condicao 7o f = n’. Mostraremos algumas construgoes funtoriais

mediante esta estrutura vetorial adicional nas fibras tipicas.

Definicao 2. Um funtor covariante F em espacos vetoriais com transformacoes lineares

satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se I é espago vetorial, entao F(F) é espago vetorial.
2. Se f:F - ¢ linear, entao F(f): F(F) - F(F") é linear, tal que:
F(feg)=F(f)oF(g)e F(lg) = Ip.

Proposicao 1. Sendo F um funtor covariante em espagos vetoriais com transformacoes

lineares, podemos construir um funtor em fibrados vetoriais com morfismo.

Demonstragio. O espago total sera: F(F) := U F(F),, onde F(F), = F(r (z)). Com
xeB
projegao wg : F(E) - B, tal que nr(F(FE),) =z,Vre M.

O espaco total herda a trivialidade local naturalmente, da seguinte forma:

F(tha) : 7H(Us) - Ug x F(F)
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pr (7(p), F(da)(p)),
sendo ¢, : 71 (Uy) = U, x F trivializacao local de E, e F(¢)|r-1(z) = F(balr1(z)). O

Esta construgdo pode ser feita analogamente para funtores contravariantes e/ou
com dois ou mais argumentos, de modo que podemos construir diversos exemplos interes-

santcs.

Exemplo 2. Sendo Fq,F; espagos vetoriais, temos funtores induzidos de dual, soma direta
e produto tensorial, além de composicoes e iteracoes dessas operagoes. Desse modo, sendo

(Eg,, 7w, , M,Fy) e (Eg,,mr,, M,Fy) fibrados vetoriais podemos construir:

1. Fibrados tensoriais, como @" E; e E; ® E,5, com fibras tipicas Q" F; e [F; ® [Fy

respectivamente.

2. Somas diretas (ou somas de Whitney), como @" E; e E; @ Fs, com fibras tipicas

@" [y e Fy @ Fy respectivamente.

3. Fibrado dual £} com fibra tipica, [F7.
Em todos estes casos, com os respectivos morfismos induzidos.

Terminaremos esta se¢ao apresentando uma condi¢ao de trivialidade para os fibra-

dos principais.

Definicao 3. Uma secao em um fibrado principal, € um mapa diferencidvel em um aberto

da varicdade basc 0: U € M — F, tal quec woo =1),.

Agora suponha (P, 7, M,G) um fibrado trivial, entdo existe uma trivializacdo ¢ :
P - M xG, e para cada g € G, a aplicagao ¢, : M - G, dada por s,(x) :=¢(z,g) é uma
secao global. De fato, podemos mostrar que (NAKAHARA, 1990),

Proposicao 2. Um fibrado principal é trivial se, e somente se, admite uma secao, definida

em toda a variedade base, o : M — F.

Sendo £ um fibrado vetorial sobre M, as se¢oes do fibrado formado pelo produto
tensorial da n-ésima poténcia exterior de 7*M com E (denotado por A" 1*M ® E) sdo

chamadas de n-formas com valores em FE, denotamos o espago dessas formas Q" (M, E).

1.2 Conexao e Curvatura

Nesta secao trataremos de alguns aspectos da teoria de conexoes. Veremos que uma

conexao nos permite gerar nogoes de verticalidade e horizontalidade no fibrado tangente
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do espaco total, além disso, esta conexao sera formulada de modo a garantir o principio

de covariancia sob mudancas de coordendas, expresso na proposicao 4.

Seja (P,m,M,G) um fibrado principal. Para cada elemento da élgebra de lie podemos

induzir um campo vetorial no espago total i : T.G - I'(T'P), dada por:

df(Reacp(tA) p)
dt '

t=0

i(A),f = (L1)

para todo ponto p € P e funcao diferenciavel f € C'°°(P). Dizemos que i(A) é o campo
vetorial fundamental induzido por A. Além disso, em cada ponto p € P, o mapa 7 definido é
um isomorfismo sobre o espago vetorial vertical V,P := {X € T,P|r, X =0} (cf. (MORITA,
2001)).

Seria interessante considerar um objeto capaz de relacionar pontos idividuais de
fibras vizinhas. Esta é de fato a motivacao para a definicao de conexoes em fibrados

principais.

Definicao 4. Uma conexao w no fibrado principal é uma 1-forma diferencidavel em
P com valores na algebra de lic g, ¢ escrevemos: w € QY P, g), tal que, para todo p e P ¢
geG:

(woi)y,=Irg, Ryw=Adriw, (1.2)

onde Ad é a representacao adjunta do grupo GG em sua algebra de lie.

Observagao 2. Dada uma conexao no fibrado principal, podemos separar o espago tan-
gente para cada ponto p € P em uma soma direta dada por: T,P = H,P & V, P, onde
H,P = {X € T,P | w(X) = 0}. Esta separacdo herda a diferenciabilidade da 1-forma
no espaco total, de modo que o conjunto de espacos horizontais, HP := {H,Plp € P}, é

invariante sob ac¢ao do grupo de estrutura, ou seja RgxH,P = Hg_,P.

Proposigao 3. Sec:[0,1] - M é um curva fechada e orientada, com ponto inicial x € M,
escrevemos ¢ € C,(M). Para cada p € 771(¢(0)), existe uma tnica curva ¢: [0,1] - P,
que comega em ¢(0) = p, projetada em c, ou seja: mo ¢ = ¢, tal que &(t) € Hyy)P, Vi
(NAKAHARA, 1990).

A proposi¢ao anterior garante, atraves do teorema fundamental das EDO’s; a exis-
téncia do mapa de holonomia H(c,w) : m1(zx) - 7 !(x), para cada loop c, tal que
¢(0) = z. Com isso definimos finalmente o grupo de holonomia em p € 7=(x), como sendo

o subgrupo G(p) ¢ G denotado por:
G(p)={geG | H(c,w)(p) = Rgp, ceCr(M)}.

Outra propriedade interessante das conexoes é que elas formam um espaco afim.

Sendo wy e wy conexoes em um fibrado principal, a 1-forma com valores na algebra de lie
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dada por ¢ = w; —wy, ¢ equivariante, ou seja, R} (¢) = Ady1¢, e se anula quando aplicada

a campos verticais. Portanto temos uma familia de conexotes dada por

wy = wq +tp, parate[0,1]. (1.3)

Agora, seja w uma 1-forma de conexao em P, para cada trivializacao local (Uy, 1),
podemos considerar o mapa diferenciavel A, : U, - U, x G, tal que A.(z) = (z,¢), para
entdo definir uma conexao local dada por w, = s w, onde s, = 5t o A.. Estas 1-formas
locais sdo denominadas potenciais de calibre e, sendo G compacto, se transformam sob
mudanca de coordenadas da seguinte forma (DEWITT-MORETTE, 1982):

Proposicao 4. Sendo z € U, n U, os respectivos potenciais de calibre w, e wg se trans-

formam sob mudanca de coordenadas pela seguinte igualdade:
wp = Ady_1 (wa) + topdlags, (1.4)
onde tos: Uy NUp - G é dada por tas(7) = ¢a(p) © 05" (p), p e 77 ().

Observacao 3. As aplicagoes 1,5 sao chamadas funcoes de transicao, serao assumidas
continuas e satisfazem a propriedade de cociclo: to,(x) = topz(x)ts,(x), para x € U, uUgu

U,

O conccito de curvatura, abordado a scguir, pode ser visto como uma gencralizacao
do tensor de curvatura de Riemann. Sob condicoes razoaveis, a subdlgebra de lie corres-
pondente ao grupo de holonomia pode ser gerada pela combinac¢ido de termos da 2-forma
de curvatura aplicada em vetores horizontais. Esta relagao fundamental entre a curvatura

e o grupo de holonomia em fibrados principais é dada pelo teorema de Ambrose-Singer
(para uma demonstracao veja (DEWITT-MORETTE, 1982)).

Pela observacao (2), temos uma projegao nos espagos horizontais, h, : 1,P - H, P,
para cada p € P, por conta disso, veremos a seguir (defini¢gdo 5) que a prépria conexiao
permite extender a ideia de derivada exterior para 1-formas com valores em espagos veto-
riais V. Como estamos interessados na derivacao da conexao, nos restringiremos ao caso

em que V =g.

Definicao 5. A derivada exterior de uma p-forma diferenciavel p = ¢; ® T; em P, com

valores na algebra de lie g, é dada por:
doo( X1, .oy Xpe1) =do(h(X1), ..., h(Xpi1)), (1.5)

onde {T;} é uma base de g, e dp = (dp;) ® T;

Dada uma conexao em P podemos definir sua respectiva curvatura a partir da

derivada covariante = dyw € Q?(P,g). Segue diretamente da definigdo que Q(X,Y)
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¢é nula se X ou Y for vertical, em outras palavras dizemos que 2 é forma horizontal.
Além disso, utilizando as propriedades de w, bem como a antissimetria e linearidade da

curvatura, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 5 (Equacao de estrutura de Maurer-Cartan).

QX,Y) = dw(X,Y) + [w(X),w(Y)]. (1.6)

Utilizando a equacao de Maurer-Cartan e a propriedade 1.2 da 1-forma de conexao,

podemos escrever:

R:Q = Redw + R [w,w]
=dR,w + [Ryw, Rjw]
= dAd,j 1w+ [Ady 1w, Ad 1 w]
= Adgrdw + [w,w] = Ady1Q

Concluimos entao que a curvatura herda a equivariancia da conexao:

R = Adya Q. (1.7)

O colchete de formas diferenciais com valores na dlgebra de lie é definido da se-

guinte maneira. Sendo {T,} uma base de g, e w = w*T, € Q"(P,g), 0 = 0*T, € Q*(P,g),
definimos:

[w,0]=w Al = (-1) O rw=Y [T, Tp]w" A6 (1.8)

a,b

Portanto a equagao de estrutura de Maurer Cartan pode ser escrito como:

1
0% = dw® + §f“bcwb AWE. (1.9)

Por fim, temos a famosa identidade de Bianchi, como uma consequéncia destes

dois ultimos resultados 1.7 e 1.6:
d,Q =0. (1.10)

Observagao 4. De maneira analoga a conexao temos a forma local da curvatura dada
por: , = s:Q. Quando dois potenciais sao relacionados pela equagao 1.4, dizemos que

sao localmente equivalentes, e com esta equacao é possivel mostrar que:
Qs :Adt;lﬂﬂa. (1.11)

Além disso, ws = 0 se, e somente se, W, (v) = =0,tas(2)t,5(2). Expandindo esta dltima
igualdade obtemos €2, = 0, ou seja um potencial de calibre é localmente equivalente & zero

se, e somente se, sua respectiva curvatura local é nula.
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1.3 Teorias de Yang-Mills

Vamos agora a uma realizagdo mais concreta das teorias de calibre nao abelianas.
A teoria de Yang-Mills, com grupo de calibre compacto G, no espago euclideano ou no

espago de Minkowski, pode ser descrita por um fibrado principal (P, 7,R*, G).

Sendo g semi-simples podemos escolher as constantes de estrutura completamente

antissimétricas:

[To, Th] = faeTe- (1.12)
Além disso, devemos escolher uma normalizacdo para estes geradores:

i (T,T}) = %%b. (1.13)

Sendo Q¢ = ;Fgl,dx” Adx? a curvatura dada pelo potencial de calibre, usualmente

denotado como w?® = Af.dx#, expressamos a equacao 1.9 da seguinte forma:

Fg, = 0,45 - 0,A5 + faneALAS,. (1.14)

Neste contexto as transformacoes de calibre equivalem a escolha de trivializacao

local. A acao que corresponde a Lagrangeana livre pode ser definida como:

1 1
/ tr(F,, F*™)d'z = — f Fo Fe iy, (1.15)
2¢% 4g% Jrr M

Observamos que, mesmo para o caso 'livre", temos o aparecimento de termos de auto-

SY]\{[A]

interacao . Estes termos surgem justamente devido ao carater nao abeliano da teoria,

basta observar a equacao 1.14.

A acao 1.15 escolhida é invariante por transformacoes de calibre, i.e. escolhas de
trivializagoes locais, pois, como visto em 1.11, a curvatura se transforma de acordo com

a representacao adjunta. Além disso podemos escrever as equacoes de Euler-Lagrange:

oL oL
8“6(8#/1” 5 gave 07 (D")*Fy, =0 (1.16)

Onde D# ab = Qrgab + fabe An ¢ & a derivada covariante 1.5.

Utilizando o operador estrela de Hodge, relativo a métrica do espaco base, as

equagoes 1.15 e 1.16 podem ser reescritas respectivamente da seguinte maneira:

Syu[A] = 2;2 [ ner) (1.17)

da+F =0. (1.18)

Desta forma, utilizando a identidade de Bianchi 1.10, no espago euclideano temos
solugoes auto-duais e anti-auto-duais: «F' = +F (NASH; SEN, 2011)
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Com base na proposicao 3 podemos também escrever elementos do grupo de ho-
lonomia com o auxilio do ordenamento de caminho !, pois temos interesse em algebras

matriciais nado abelianas:

U(K,A) = P[exp(fsos A,L(a;(f))%“dt)] :PlexP(yiAzTadxu)]. (1.20)

Estes transportes paralelos fornecem o fator de fase da func¢ao de onda associada a
uma particula (interpretada pela escolha da representagdo R) que é transportada através
do loop K. O ordenamento nesta integral de caminho pode ser compreendido da seguinte

maneira;:
S

U(K,A) =[] [1 + A#(x(t))%dt]. (1.21)

t=s0
Segue de 1.21, que sob transformagoes de calibre 1.4, o transporte paralelo 1.20 também

se transforma de acordo com a representacao adjunta.

Portanto, tomando o trago de 1.20, temos um invariante de calibre, chamado Loop
de Wilson:
Wi=Tr U(K,A). (1.22)

I importante deixar claro que estamos integrando e exponenciando funcgdes com
valores em algebras nao abelianas em alguma representacao matricial, e portanto devemos
tomar o cuidado de especificar a ordem das operagoes. A ordenagdo dos pontos de K fica
definida através da orientacdo da parametrizacdo A,(z(t)), onde t € [s%, 5], e podemos

escrever explicitamente:
WA = ZP/ qu;“k VA (2y)... A% (0, ) Tr(T - T, (1.23)
n=0

Estes objetos sdo interpretados como fatores de fase que surgem, por exemplo,
no estudo do efeito Aharonov-Bohm (AHARONOV; BOHM, 1959). Além disso sao de
extrema importancia na formulacao da QCD, estando diretamente associados a previsoes
do valor da energia entre quarks estaticos(MAKEENKO, 2002).

Se desejarmos incluir campos de matéria a teoria, estes serao interpretados como
se¢des no nosso fibrado, de modo a estarem sujeitos ao grupo de simetria GG. Para tanto,

podemos considerar a Lagrangeana livre de campos fermionicos:

'Cfermion = w(2$ - m)l/; (124)

Sendo A(t) e B(t) matrizes dependentes de um pardmetro ¢ € [0, 1], por exemplo, o ordenamento de
caminhos ¢ dcfinido pela scguinte regra:

1

PAnBE) = {3000 10 (119)
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Em geral, 1) é um vetor no espago interno associado a uma representacao do grupo
de simetria G. Ao impormos a invaridncia sob trivializacoes locais, se faz necessario o
acoplamento do campo com o potencial de calibre, consequentemente podemos mostrar
a invariancia da Lagrangeana e da acao. O acoplamento consiste em modificar a La-
grangeana de acordo com a representacao escolhida para 1. Podemos entao escrever a

Lagrangeana :

1 -
Liotal = _Q_QZTT(F“”FW/) + IL'(Zw - m)¢ (125)

O operador Ip é a derivada covariante, associada ao potencial de calibre. Por

exemplo, para o caso de G = SU(3), e ¥ na representagao fundamental, temos:

1 a
D,=0,- ZA“)\(Z' (1.26)
Neste caso, \,, sdo as matrizes de Gell-Man. A Lagrangeana 1.25 ¢é utilizada, por exemplo,

para descrever as interacoes fortes, dadas pela troca de glions pelos campos de quark .

Este é o substrato basico para a teoria de Chern-Weil, o nosso objetivo agora
serd, associar a essas conexoes uma estrutura cohomologica que possa descrever a nao

trivialidade do fibrado principal.

1.4 O teorema de Chern-Weil e Classes caracteristicas

Consideraremos a algebra S(g) das aplicagdoes multilineares simétricas S : ®" g —
R, invariantes, ou seja, S(AdgA1, ..., AdyA,) = S(A1,...,A,), VA; e g e g € G. Para cada
aplicacao S € S(g), existe um tnico polinomio, dado pelo mapa ps : g - R, tal que
ps(V) = S(V,...,V), para todo elemento V ¢ g. E ficil ver que pg também é invariante.
De fato, podemos mostrar que a dlgebra das aplicoes multilineares simétricas invariantes
¢ isomorfa a algcbra das fungoes polinomiais invariantes (KOBAYASHI; NOMIZU, 1969).

Para o teorema a seguir estaremos interessados em polindmios associados a formas
com valores na algcbra de lic, pois cste ¢ o caso da concxao c¢ curvatura cm fibrados
principais. Para detalhes sobre Homologia e Cohomologia de De Rham, confira o apéndice

C.

Teorema 1. Seja (P, m, M,G) fibrado principal, w e {2 uma conexdo com sua respectiva
curvatura e S uma aplica¢do k-multilinear simétrica. Entdo, para a 2k-forma S(€2) em P

dada pela seguinte soma em todas as (2k)! permutagoes o possiveis:

1
m Z Sgn(J)S(Q(XG(1)7 XU(Q))v ey Q(XJ(QkflﬁXU(Qk)));

existe uma tnica 2k-forma S(Q) em M, tal que: S(Q) = 7*S(Q2). Esta forma é fechada e

sua classe de cohomologia independe da 1-forma de conexao.

S(O)(Xy, ..., Xox) =
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Demonstracao. Sendo Vi,..., Vs, € T, M, para algum z € M, definimos a 2k-forma pela
relagao:

SOV, ., Vag) = S(D (X, ..., Xop),

onde Xy, ..., Xog € T, P, ¢ p e 7 }(x). Pcla transitividade da acao do grupo dc lic nas fibras,

podemos considerar quaisquer Y7, ..., Yo, € T, P, de modo que, para cada i = 1, ..., 2k; temos

X, - Y; e V,P. portanto S(Q)(X1,..., Xar) = S(Q)(V1, .., Var.).

Sejam X1, ..., Xog41 € T, P. Pelas propriedades da derivada exterior e da curvatura:

dS(Q) (X1, ..., Xope1) = d(7*8) (X1, ..., Xopi1) = 7°d(S) (X1, ..., Xopi1) =
=d(S) (M X1, oo T Xopr1) = d(S)(mh(X1), ..., T h(Xoge1))
= dS(Q)(M(X1), ... h(Xopi1)) = duS(Q) (X1, ..., Xogs1) = 0,

onde, na ultima igualdade, utilizamos a identidade de Bianchi. Portanto S(€) é forma

fechada.

Vamos agora mostrar que a classe de cohomologia de S(£2) é invariante pela escolha
do potencial de calibre. Para isso precisamos extender o dominio dos polinémios invarian-
tes, logo associaremos cada mapa S, r-multilinear e simétrico, com formas diferenciaveis

dadas por:
S(Ah SET) Ak‘)(Xl’ ) XQ1+~.+q;c) =

1 -
= —(Zr q')' ZSgH(O)S(Al(XU(l), "'7‘X0(q1))7 ceey Ar(Xa(q1+...+qk,1+l)a "'7Xa(q1+...+qk)))7
i=147) o

onde cada A; € ®Q4 (P, g) e X; € T,P.

Escolhendo duas conexdes wy e wyq, temos a familia de curvaturas €); associadas as

conexoes wy, utilizando o fato %Qt =d,, ¢, obtem-se a seguinte igualdade:
_ —_ 1
S() - 5() = d[ﬂ*(k f S, ..., Qt)dt)] = dQUH ) (w1, wo), (1.27)
0

o ) . 2%-1 ,
onde, na expressao 1.27, definimos a forma de Chern-Simons Q(cs ) (w1, wp). Seréa conve-

niente estabelecer a notagao: Q(gg_l)(w, Q) := (C?g_l)(m 0)

O

Em resumo, temos que cada polindmio invariante corresponde a uma classe de
cohomologia no espaco base, a qual denotaremos classe caracteristica. Essa correspondén-
cia é independente da 1-forma de conexdo utilizada e é conservada por difeomorfismos
de fibrados, portanto constitui um invariante topoldgico. Veremos a seguir um exemplo

importante de classes caracteristicas: As classes de Chern.
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Exemplo 3 (Classes de Chern). Escolhendo um fibrado principal (F, 7, M,GL(k,C)),
com fibra tipica IF = CF¥, 1-forma de conexao w e respectiva curvatura 2. Definimos k + 1

polindémios invariantes através da seguinte relacio (cf. Apéndice B) :
1 k .
det()\l - —Q) = > S ()N (1.28)
2me 520

Pelo teorema 1, podemos definir as j-classes de chern como ¢;(E) = [¢;(2)], onde

7 ¢;(2) =.5;(2). Além disso, tomando A = 1, a equagao 1.28 define a classe de chern total

c(B)=Pc(E). (1.29)

k
i=0

Um fato importante é que ao efetuarmos a integral de um representante de uma
classe de Chern, digamos ¢;(£2), sobre um 2k—ciclo na variedade base M, o nlimero resul-
tante também é um invariante topoldgico, e em geral depende da classe de homologia do
ciclo escolhido (DEWITT-NORETTE, 1982).

Proposicao 6. As classes de chern satisfazem as seguintes propriedades

1. co(E) =1 HO(M,R).
2. (Naturalidade) c¢(f*E) = f*e(L).

3. (Férmula da soma de Whitney) ¢(®], E;) = Al; c(FE;).

Podemos considerar ainda outra classe caracteristica, dada pelo carater de Chern,

no caso de um fibrado P (5%, SU(2)), por exemplo, podemos escreve-la da seguinte forma:

ch(Q) = tr[exp(%@)] =2+ tr(g) + %tr(g)-. (1.30)

Todos ch; podem ser escritos como combinacoes de classes de chern. Em geral ¢;

coincide com chy e

cha(9) = %(cl(ﬂ)z ~905(OD)). (1.31)

No caso do grupo de calibre SU(2), sabemos que sua dlgebra de Lie é dada por
matrizes hermiteanas de trago nulo, entao o primeiro carater de chern se anula, e o segundo
carater de chern é igual a segunda classe de chern a menos de um sinal. E possivel mostrar

também que as forma de Chern-Simons correspondentes aos dois tiltimos termos do lado
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direito da equacao 1.30, sao dadas respectivamente por:

N

0l = 5o tr(w). (1.32)
(3)—_—1’5( o+ 2 ) 1.33)
05 = gatllWAdw+ swAwAw). (1.

A seguir veremos que a forma de Chern Simons nao ¢é invariante por transformacdoes
de calibre mas se transforma por uma forma exata. Utilizando o fato de que o espaco de
conexoes ¢ afim ¢ sendo S(wy, €) (utilziando a notacao da cquagao 1.3), um polindémio

invariante podemos definir:
Definicao 6. O operador de homotopia de Cartan kg; é dado por
— I _
ko1 S (we, ) = fo 1S (wr, ), (1.34)

onde [; é um operador anti-derivativo, tal que: l;w; =0, e [;£); = dt¢

l; anti-derivativo significa que para w € Q"(P,g) e 0 € Q(P, g) temos:

l(wnb)=(Lw)Al+(-1)"wA (1,0). (1.35)

Para entender a utilidade deste operador, devemos observar como ele atua com-
binado com a derivada exterior, ou seja, (dko; + ko1d). Aplicando esta combinagdo em

Wt
1 1
(dkor + kord)e, = fo d(lyor) + L (deoy) = fo (s - w?)
1 1
= \/0 (St¢ - (ltwt)wt - wt(ltwt) = A 5t¢ = W1 — Wy.
E para a familia de curvaturas €2; temos que:

1
(dky + ki1 d) S, = fo AL + 1,(d)
- fol A(5t) + 1 (d, Q2 — [, 2 ])

1
:f Otde +wy A + 8 A wy
0

1 1 1 d
:fo 5t(dq>+[wt,¢]):f0 §tdwt<b:/0 5= Q- Q.

Como S (wy, ) é polinomial, temos a formula de homotopia de Cartan:

(dkor + kord) S (wy, ) = S(wi, ) = S (wo, ). (1.36)
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Se o grau do polinomio S(wy,$Y) for suficientemente alto, entdo dS(wy, ;) = 0,

portanto, comparando com 1.27:

ko1 S (we, %) = QE (wy, wp). (1.37)

Para formas locais w, e wg de uma conexao w, podemos considerar uma familia

de conexoes comegando (ou seja, em ¢t = 0) em uma conexao plana:
wpr = UL pwatap) + Lopdtag, (1.38)

Qpr = tQ0 + (12 - t)wl. (1.39)

E facil notar quc wgy = t;}gdtw, Qg0 = 0 ¢ wgr = wg, Qg1 = Qg. Utilizando 1.36

temos:

S(ws, Q) = S(tohdtas,0) = (dkoy + kord)S(wsr, Qar).

Em particular para S = Q%<1 e utilizando a férmula 1.37, bem como a invariancia

de S:

QU (wp) = QS (tohdlap) = d(kn1 QS (war)) + Kot (dQES (wgr))
= d(ko QXM (wpy)) + ko1 S(Qp)
= d(ko1 Q" (wsr)) + k015 ()
— d(kaQkH (w/-}f)> + Q2k+1(w(y)

Este resultado é importante, pois mostra que a forma de Chern-Simons é invariante
por transformagoes de calibre apenas quando seus termos de fronteira se anulam, o que

em geral pode nao ocorrer para variedades com bordo.

Proposicao 7. Sendo w, e wg potenciais de calibre equivalentes, entdo a forma de chern-

simons satisfaz a scguintc cquagao:

2k+1(w5) 2k+1(wu) Q%H(taﬁdt(m)+d(A01Q2k+1(W6t)) (1'40)

1.4.1 Ndmero de Instanton

Como exemplo da aplicacao desses conceitos, considere uma teoria de Yang-Mills

no espago euclideano R*, com grupo de calibre SU(2). Podemos nos restringir a andlise
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de configuracoes de campo que resultam em uma acao finita, ou seja, de acordo com
a equagao 1.15, configuragoes em que F), seja uma fungao quadraticamente integravel.
Para |z| — oo, devemos ter F),,(z) — 0, e consequentemente (veja observacio 4) o potencial
deve decair para uma transformacao de calibre de uma conexao nula. Gragas a simetria

conforme da a¢do podemos considerar a compactificagao de R* em S4.

Consideramos entao o fibrado principal P(54,SU(2)), onde S* é obtida pela com-
pactificagdo por um ponto: S* = R* U {co}. Tomamos ainda uma cobertura do espago
total dada por {Un,Us} , definidas da seguinte forma: Uy = {% € RY| |Z] < R+ ¢}, e
Us = {7 eRY |Z| > R—¢€}, onde R e e sa0 numeros positivos e € infinitesimal. Observamos
que a funcao de transigéo é definida na esfera S%, que corresponde & intercessao dos aber-
tos Uy e Ug. Além disso, podemos assumir, pela observacao 4, que wg =0 Vz € Ug. Por
outro lado, o grupo de estrutura SU(2) é difeomorfo a 53, de modo que as fungdes de tran-
si¢ao, ou scja, as aplicacocs Ly : S5 - SU(2) podem ser caracterizadas topologicamente

pelo seu grau?

Vamos agora analisar a quantidade () dada pela forma de Chern-Simons, corres-

pondente ao segundo caractere de Chern B:
-1
Q = /S4ch2(F):8?fS4Tr(FAF). (1.41)

Notamos que no caso de solucoes auto-duais, esta quantidade é proporcional a
propria acao 1.15. Como temos apenas duas trivializagoes locais, utilizando o teorema de

Stokes, podemos escrever:

Q = LN ChQ(FN)+LSCh2(Fs)
- [ 4@+ [ aQ4s)
- [, @8 - Q8(As)
-1

- fS tr(tildtys)

Este nimero coincide com o grau das fungoes de transi¢cao que caracterizam a tor-
gao do fibrado P(R*, SU(2)), e é um invariante por transformagoes de calibre conectadas
a transformagao identidade (COLENAN, 1979). Esta grandeza também ¢é chamada de
niumero de instanton e determina o nimero de vezes que SU(2) é coberto pela funcdo de

transicao quando consideramos todo o S3.

2 Cada mapa continuo ¢ : S - S™ induz um homomorfismo t, : H,,(S"™) - H,(S™), onde H,(S™) é o
n-ésimo grupo de homologia da n-esfera. Como H,(S™) é isomorfo ao grupo de numeros inteiros, o
homomorfismo induzido deve obedecer a seguinde regra: t.(a) =n-a , para n € Z (cf. (HATCHER,
2000)).
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Até agora estabelecemos uma introdugdo a matematica das teorias de calibre.
Grande parte da geometria diferencial que fundamenta essas teorias de campo foi abor-
dada, revelando seus aspectos globais. O objetivo final é entender as implicagoes mate-
maticas da quantizagao dessas teoriais, em particular, temos interesse em teorias do tipo
Chern-Simons, cuja acdo é proporcional a integral da forma de Chern-Simons. Nas ultimas
trés décadas ela tém se mostrado uma fonte de muitas ideias diferentes e aplicagdoes na
fisica tedrica de altas energias e fisica da matéria condensada, bem como na matematica,

pois fornece um método para a obtencao de invariantes em variedades tridimensionais.

Antes de analisar os invariantes de nds em espacos gerais do ponto de vista fisico-

matemaético, no capitulo 4, vamos realiza-los no espago euclideano R? a seguir.
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2 Polinomio de Jones e Invariantes de Ordem

Finita

2.1 Nobs e Movimentos de Reidemeister

Exemplos de questoes que perduraram durantem muito tempo na Teoria de Nos se
devem ao fisico-matematico escocés Peter Guthrie Tait, um colaborador de Lorde Kelvin,
que promoveu um estudo classificatério de nds e propds trés conjecturas. Veremos a seguir
como os polinémios de Jones tiveram grande sucesso na solucao de um destes problemas,
envolvendo noés alternados (MURASUGI, 2008).

Definicdo 7. Um n6 é um mapa diferenciavel injetivo f :S! - R? com vetor tangente

nao nulo.

Em outras palavras, é uma curva no R3, fechada e sem autointercecoes. Na verdade,
trabalhamos apenas com a imagem dessa aplicagao no espago euclideano e a denotaremos
f(SY) = K. Esta definigdo pode ser realizada para a esfera S3, pensada como a com-
pactificacao de R3 por um ponto. Na medida em que a orientacao sc tornar importante,

utilizaremos setas para indica-la.

Para tornar a manipulacao desscs objctos mais intuitiva, podemos considcrar os
diagramas de projecao de cada néd. Os diagramas sao simplismente representacoes bi-
dimensionais desses objetos, dadas pela pela projecad do n6é em algum plano que nao o
intercepta, e em cada cruzamento, é destacado qual segmento passa por baixo, e qual
passa por cima. A seguir vemos um exemplo de diagramas que temos interesse. O fato
é que todos os links que iremos considerar neste trabalho podem ser caracterizados por
uma infinidade de diagramas diferentes, e se desenharmos qualquer diagrama arbitrario,
sempre poderemos encontrar um link associado a ele. Apesar disso, utilizamos em geral os
diagramas de um nd que contém o menor nimero de cruzamentos possivel, desse modo,
os nés 7, e 75, na figura 1, sdo exemplos de diagramas de nds distintos, mas com o mesmo

numero minimo de cruzamentos.

Em 1927, ao utilizar estes diagrams de projecao, Kurt Reidemeister descobriu que
diferentes diagramas de um mesmo n6 podem ser obtidos um do outro, por uma sequéncia
de 3 tipos de movimentos distintos, estes movimentos sdo denominados movimentos de
Reidemeister e sao descritos na figura 2. O movimento R1 consiste em torcer o fio em
qualquer dire¢ao, R2 move um segmento sobre o outro e com R3 movemos um segmento

por cima ou por baixo de um cruzamento.

Como dissemos na introdugao, temos interesse na classficagao dos nos, isso significa
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o (O Z v
A0 &

Figura 2 — Exemplos dos tipos de movimentos de Reidemeister.

dizer quando dois nds sao iguais, para tanto, diversas noc¢oes de equivaléncia podem
ser construidas. Se a principio tivermos dois nos, cujos diagramas coincidirem apds a
realizacao dos movimenos R2 e R3, dizemos que os nds sao regularmente isotopicos. Por
outro lado, se for necessario também a utilizar o movimeto R1 entao temos uma isotopia
ambiente entre nés. Mais precisamente podemos definir a isotopia ambiente de nos da

seguinte forma:

Definicao 8. Dois nos, Iy e K, sao ditos ambiente isotépicos se existe uma familia suave
de mapas diferencidveis, para x € [0,1], F, : R? > R3, tais que: Fy =Tgs e F1(Ky) = K;. O

conjunto de classes de equivaléncia de nos serd denotado por K

A imagem espelhada de um né pode ser facilmente representada invertendo os



2.1. Nos e Movimentos de Reidemeister 35

cruzamentos de algum diagrama que o representa inicialmente. Para um dado né K de-
notaremos sua imagem espelhada como K*, e dizemos que I\’ é chiral se nao ¢é isotopico
a sua imagem espelhada, caso contrario é chamado achiral. O né 8 é um exemplo de nd

achiral, como demonstrado na figura 3.

(D5

Figura 3 — Exemplo da aplicacao de movimentos de Reidemeister.

Ao decorrer desse texto, indicaremos métodos de demonstrar essa e outras propri-
edades para nés mais complicados. Para comecar esta construcao, precisamos extender a

nog¢ao de noé para links.

Definigao 9. Um enlace, (ou link) L, de multiplicidade n é uma imersao injetiva f de

uma unido disjunta de n circulos no espago euclideano: f:J7_; S* - R?

Outra forma equivalente de definir links de n componentes é considerd-los como
um subconjunto de R3, constituido de n curvas fechadas, disjuntas e lineares por partes.
Vemos que dessa definicao, é possivel orientar um link de 2™ maneiras distintas, além
disso a isotopia de links, bem como o link trivial podem ser definidos facilmente, pois sao

simplismente uma cxtensao natural das idcais apresentadas para os nés.

A primeira quantidade associada aos diagramas que vamos definir serd a chamada
torcao, cla ¢ capaz dc indicar a difcrenga entre cruzamentos positivos ¢ negativos de um

link L, e pode ser expressa da seguinte forma:

7(L) := Z e(c), (2.1)

ceC(L)

onde €(c) = +1(—1) para cruzamentos positivos (negativos) e C(L) é o conjunto de todos

os cruzamentos do link.

Perceba que, para diferenciar o sinal dos cruzamentos (figura 2.1), precisamos de-
terminar a orientacao dos segmentos. A partir da figura é facil perceber que a tor¢ao é um
invariante sob isotopias regulares. Por exemplo, no caso do movimento R2, a contribuicao
de cada um dos cruzamentos é sempre o inverso uma da outra, portanto a torcao local é
sempre nula. Infelizmente esta quantidade varia mediante o movimento R1, pois ele cria

ou destroi um cruzamento.
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— T ™~ S 7 =y =
/ 7 \ ) / \
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Cruzamento Positivo Cruzamento Negativo

Figura 4 — Defini¢ao do sinal de cruzamentos.

Quando temos um link de duas ou mais componentes, podemos definir o nimero
de vezes que uma componente di a volta em outra. Supondo apenas duas componentes

A e B, definiremos o numero de link olhando para o seu diagrama:

lk(A,B)z% T (o). (2.2)

ceAnB

Esta soma percorre todos os cruzamentos de A com B, ou seja, nao levamos em
consideragdo cruzamentos em que os dois segmentos pertencem a apenas uma componente.
Bem como o niimero de componentes do link, o nimero de link é o nosso primeiro exemplo

de um invariante por isotopia ambiente.

Podemos ainda reescrever o niimero de link como uma integral. Sendo x(t) e y(s)

parametrizagoes de A e B respectivamente, temos que (SPIVAK, 1999):

Ik(A, B) = i/fss (x—y)-(dxndy) (2.3)

x -y

2.2 O polinémio de Jones

Agora estamos interessados em definir o polindmio de Jones, este é um funcao
com valores em polinémios de Laurent!, e como um bom invariante, deve estabelecer
uma funcao com dominio no conjunto de links orientados que retorna o mesmo valor
para links isotépicos. Especificamente, tomamos um diagrama D e o polindmio retorna
Vp(t) € Z[t~1/2 {1/2]. Um passo intermedidrio nesta construcio, consistird em considerar
o polinémio colchete, e apartir dele definir o polinémio de Jones através de uma mudanca

de variaveis.

! Um polinémio de Laurent, com coeficientes em um corpo K, é a escrita formal

P(X):=) A,2"

em uma varigvel +1/2, cuja soma cm 7 pode percorrer valores inteiros positivos ¢ negativos.
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Iremos expressar alguns axiomas que indicarao como reduzir o calculo do polino-
mio de um diagrama em funcao dos polindmios de diagramas com menor numero de

cruzamentos.

Definicao 10. Dois diagramas de Nos: K; e Ky, sao divididos se existir uma curva
fechada que divide o plano em duas regioes disjuntas, uma contendo K ¢ a outra contendo

L. Neste caso escrevemos /1y U Ks.

Na defini¢ao a seguir, Cy denotara o diagrama do né trivial nao orientado.
Definicao 11. O polinédmio colchete ¢ um mapa
( ):{Links ndo orientados} — Z[x,27'],
quc satisfaz as scguintes propricdades:
L (Co) =1,
2. (DuCy) =(-2?-272)-(D),

3. <C+) = :C(O:> + 1'71<CH>.

//——\\ e — ~ — at™

/ \ / \ A -

' —

\

% /N ' / /

\\ // \\ \__/ \_//
C. c. C, C.

Figura 5 — Cruzamentos utilizados na definicao axiomatica do Bracket de Kauffman.

A regra numero (3) é chamada relagao de novelo (Skein Relation), e indica como
devemos proceder com um cruzamento local, ou seja, estamos equacionando o colchete de

links que tém exatamente a mesma configuragao, exceto no cruzamento escolhido.

Na definicao 3, levando em conta as propriedades 1. e 2., a relacao 3. equivale a:

(C2) = a(Cy) +2 ). (2.4)

Note que cada diagrama de nd esta associado a um conjunto de estados. O processo
de obtencao desses estados consiste em separar cada cruzamento, levando sempre em conta

1 (veja a figura 6 ). E facil

as duas separagoes possiveis e associando cada uma a x ou x~
notar que, para um diagrama com n cruzamentos teremos 2" estados. Temos entao o

seguinte resultado:
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Figura 6 — Separacoes do tipo z7! e z, a esquerda e a direita respectivamente.

Proposicao 8. O bracket de um link K é dado pela seguinte expressao:

(K) = Y(Klo) (22— 272)lel1, (2.5)

g

O termo (K|o) denota o produto das separagoes que resultaram no link o, chamado estado

de K. E ||o]| é o nimero de nds triviais de o.

Com estas relagoes, o Bracket de Kauffman é um invariante pelas transformacoes
R2 ¢ R3, mas nao ¢ invariantc isotopico ambicnte. De fato, sc um diagrama dc link ¢
modificado através de um movimento do tipo R1 entao o seu polinomio colchete muda

pelas relacoes 2.6 e 2.7.

()=l 20

JEaY) 1)

Um fato interessante é que, ao juntarmos as informacoes da torcao e do bracket

de Kauffman de uma maneira conveniente, obteremos um invariante isotépico de links

orientados (KAUFFNMAN, 2001):

Proposicao 9. Sendo K o diagrama de um link orientado, entdo o Polinémio colchete

normalizado dado por
Li(z) = (-2)""K) (2.8)

¢ um invariante por isotopia ambiente.

Tendo essa propriedade em maos, como dito anteriormente definimos o polinomio

de Jones da seguinte forma

Definigao 12. Sendo K o diagrama de um link orientado, entdao o Polinémio de Jones
¢ dado por:
Vie(t) = L (t711). (2.9)
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Segue diretamente desta definicdo as seguinte proposicao:
Proposicao 10. O polinémio de Jones é um mapa
V : {Links orientados} — Z[t/2,1/2].
invariante por isotopia ambiente que satisfaz as seguintes propriedades:
Vins trivial) = 1, (2.10)
WL (1) =tV () = (T2 =tV (2.11)

Onde L,, L_, Ly representam links arbitrarios, idénticos, a menos de um cruzamento

escolhido, no qual eles diferem de acordo com a figura 7.

Figura 7 — Exemplo de cruzamentos para um né orientado.

Tendo em vista a equagao 2.9, por simplicidade continuaremos trabalhando com
o colchete, mas lembrando que praticamente todos os resultados a seguir também sdo

validos para o polinomio de Jones.

Observe que, se considerarmos a imagem espelhada de um diagrama de link, a
torcao troca de sinal, e agora para obter o estado o se faz necessario realizar a mesma
quantidade de separacoes de cruzamentos associados a x~! que antes estavam associadas

a x, e vice versa. Com isso temos o seguinte resultado:

Proposigao 11. Ly«(z) = L (z71).

Ou seja, o nosso polindomio ja consegue detectar a chiralidade dos links, bem como

sua nao trivialidade. Vejamos alguns exemplos:

1. O trifélio (T') é chiral. De fato, temos:

Lr(z)=x*+x 12210 (2.12)

2. Ja sabemos que o n6 oito (&) nao é chiral, e podemos verificar que de fato o seu

colchete normalizado é invariante:

Lp(@)=28-272+1-2%+25 (2.13)
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Vamos agora ver uma aplicagao interessante para o polinémio colchete (para mais
detalhes da exposigao a seguir o leitor poderd consultar (KAUFFMAN, 2001)). Um dia-
grama de link ¢ alternado quando, ao percorrermos cada arco do diagrama, o seguimento
escolhido passa por cima e por baixo dos cruzamentos alternadamente. Outra propriedade

do link é de ser reduzivel ou nao.

Definicao 13. Um diagrama de Link é reduzivel, quando existe pelo menos um cruza-

mento como na figura 8, e o escrevemos como uma soma conexa de nés A e B:

D=A+B. (2.14)

AL e |~]|A =

Figura 8 — Exemplo de link reduzivel

Se um diagrama nao pode ser reduzivel ele é chamado primo ou reduzido.Um
link que tem um diagrama primo (alternado) é dito link primo (alternado). Além disso,

o polindémio colchete satisfaz a seguinte propriedade mediante soma de links:

Larp=LiLls. (2.15)

Para demonstrar esta propriedade, considere a equagao 2.5, por exemplo. Traba-
lhando com as parcelas A e B separadamente temos que os estados possiveis devem se

multiplicar.

Suponha um diagrama de link alternado e reduzido, é possivel o colorir em preto
e branco de forma que as regides de cores iguais ndo tenham segmentos em comum, e a

regiao externa seja branca. Um exemplo esta na figura 9.

K58~ 888 - %

Figura 9 — Excmplo de N6 alternado, juntamente com respectivo cstado que maximiza o
grau do polinémio colchete.
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Se efetuarmos separagoes do tipo x nos cruzamentos, entao pela equacao 2.5 o

estado resultante terda um grau maximo, e podemos escrever:
max deg(D) = V(K) +2B(K) -2, (2.16)

em que B(I{) é o numero de regioes brancas do estado, e V' (/) o nimero de cruzamen-
tos do diagrama original. Sendo P(K') é o nimero de regides pretas do estado, temos

analogamente ao caso anterior:

min deg(D) = -V (K) - 2P(K) +2. (2.17)

Observando que a diferencga entre o grau maximo e o grau minimo do Bracket de
Kauffman independe da normalizacao escolhida, e que o niimero de todas as regioes é

igual ao niimero de vértices acrescido de um fator 2, temos que:

max deg({(D) — min deg(D) =2V (K) +2(B(K) + P(K)) -4=4V(K). (2.18)

Através dos argumentos apresentados é possivel concluir um dos principais triunfos

do polinémio de Jones (NMURASUGI, 1987):

Teorema 2. Um diagrama reduzido e alternado tem o nimero minimo de cruzamentos

dentre todos os diagramas que representam um mesmo no.

Mais detalhes sobre as conjecturas de Tait, bem como a relacao entre links alter-
nados e o polindémio de Jones, podem ser encontrados em (LICKORISH, 1997) e (MU-
RASUGI, 2008).

2.3 Trancas e o Polindmio de Jones

Uma tranca de n cordas é feita de n fios atravessando uma caixa de cima para
baixo, com n pontos fixos e distintos em sua aresta superior (inferior), cada um associado
a um tnico fio (Veja a figura 10). Se desenharmos uma linha tracejada paralela as arestas,
ela deve tocar exatamente n pontos. Diremos que duas trancas sao a mesma se uma
for obtida da outra atraves de uma isotopia ambiente que nao altere os pontos fixos.

Formalmente temos:

Defini¢ao 14. Seja f:[0,1] » R? uma imersao. Definimos uma tranga como a imagem
da aplicagao F': [0,1] = R? x [0,1], dada por:
F(t) = (f(2),1). (2.19)

Definicao 15. Uma tranca de n cordas ¢ uma colegao de n trancas disjuntas, {f;}%,,
em que todos os pares f;(0), f;(1), Vi estejam contidos em um tnico elemento do espago

de configuracio de R?:
Conf,(R?) = {(xl, ey Tp) € (RQ)”’%- *T;, set ij}. (2.20)
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Em 1985 Vaughan F. R. Jones (JONES, 1985) considerou uma algebra de von
Neumann, e percebeu que haviam semelhancas marcantes entre a sua construgao e a
apresentacao do grupo de trancas. No que segue iremos detalhar mais estes conceitos,
mas a ideia geral de Jones foi construir uma representacao do grupo de trangas em sua

algebra, levando ao aparecimento de um invariante de trancas e consequentemente de

links .

J s ) Y N PN PEN PR

, t
t (| t | = Dz
+

SR N N U N U At I e

Figura 11 — Produto de duas trancas genéricas de 3 cordas.

As trangas com n cordas formam um grupo (B,), representamos o produto de
duas trancas ¢ e t' simplismente concatenando as duas e ligando os pontos fixos na ordem
em que sao representados, como na figura 11. A tranga identidade sera denotada por
1, € B,,. Observe que sempre podemos enxergar uma tranca como um produto de trancas

de apenas um cruzamento.

Teorema 3. Sendo o; a tranca identidade com os pontos fixos superiores ¢ e 7 + 1 per-
mutados (figura 12). O conjunto {o7,...,0, 1} gera o grupo de trancas, com as seguintes

relagoes:

0,0 =00, seli — j| > 2, (2.21)

0i0i+103 = 04+10i041- (2-22)
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EN<EENE %Jl

Figura 12 — Dcfini¢ao dos geradores o;.

Para mais detalhes, veja (ARTIN, 1925) e (BIRMAN; CANNON, 1974). A apre-

sentacao de B, no teorema 3 permite definir a nogao de torgao.

Definicao 16. Seja b= [],.,; Uf: € B,,, uma tranca arbitraria. A torcao de b é o nimero:

7(b) = }iljk (2.23)

Podemos ainda relacionar B,, com o grupo de todas as permutacoes de n elementos
S,. Basta considerar o homomorsfimo 7 : B, = S, tal que 7(¢)(i) = 7, onde 5 é o ponto
fixo inferior associado & corda cujo ponto fixo superior é i. Neste caso m(0;) é apenas uma
transposicao t; de elementos 7 e i + 1, e por isso, o grupo S,, é o quociente de B, pela

relagao adicional o2 = 1.

t ~r €
Figura 13 — Um exemplo do fecho de uma tranca t.

Um fato interessante é que se considerarmos o fecho de uma tranga conectando os
pontos finais com os iniciais da forma padrao indicada pela figura 13, temos o seguinte

resultado, conhecido como teorema de Alexander:
Teorema 4. (ALEXANDER, 1923) Todo link pode ser representado como o fecho de

uma tranca.

Uma questao natural que surge com o teorema 4, é de quantas formas podemos

representar um link. Um resultado neste sentido é o teorema de Markov.
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Teorema 5. (BIRMAN; CANNON, 1974) Os fechos de duas trangas t, e t!, € B, sao

ambiente isotdpicos se t,, pode ser obtida realizando uma sequéncia de conjugacoes:
t<—sg-t-g! ondet,ge B, (2.24)
e de movimentos de markov (veja figura 14):

t<—t-0,, ondcteb,. (2.25)

N T B A Sy

I

'b-oan-i € By teBa t.0, € Bau

<« «—

Figura 14 — Exemplos de movimentos de markov.

Os teoremas de Markov e Alexander nos dao uma condicao suficiente para que

possamos dcfinir um invariante de links orientados.

2.4  Polinomios HOMFLY

Vamos discutir uma generalizacao do invariante de Jones: Os polindmios do tipo

HOMFLY, polinémios de Laurent de duas variaveis, com a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 17. O polinémio HOMFLY Pp(«,z) é um invariante por isotopia ambiente

que satisfaz as seguintes propriedades (veja figura 7):

‘/(né trivial) = 1, (226)
aPp (a,z)—a ' P (a,2) = 2P, (a, 2). (2.27)

Onde L., L_, Ly representam links arbitrarios, idénticos, a menos de um cruza-

mento escolhido, no qual eles diferem de acordo com a figura 7.

Observe que, para o =t % e z = t7Y/2 - t1/2 temos exatamente o polindmio de Jones
em 2.11. A demonstracao de unicidade deste invariante de ndés pode ser encontrada em
(LICKORISH, 1997).

O polinémio HOMFLY satsifaz algumas propriedades semelhantes ao polindomio

de Jones. Por exemplo, sendo 1,1 e Ly links, temos que:
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PLI*(a7Z):PL1(Ck_Iaz)7 (228)
PLI(_a7 —Z) = PLl(O(, Z)v (229)
P, (a,2) = P (a,2)Pr,(a, 2), (2.30)

a—at

Prur,(a,2) = Pr (o, 2)Pp,(a, 2). (2.31)

Para computar este invariante basta efetuar separagoes, utilizando a relacao de
novelo 2.27, até desfazer todos os cruzamentos. Por exemplo. para o né trifolio (T) e o né

oito (E), temos:

Pr(a,z) = (2% - o) + 2202, (2.32)

Pp(a,2)=a?+a?-1-2% (2.33)

2.5 Invariantes de Vassiliev e a integral de Kontsevich

Vejamos agora uma extensao de invariantes de ndés para nés com pontos duplos.
Esta abordagem é geral, pois em certo sentido todos os invariantes polinomiais classicos
sdo, como o polinémio de Jones, do tipo finito (CHMUTOV; DUZHIN; MOSTOVOY,
2012).

Definicao 18. Um Invariante de Nés, com valores em um conjunto R, é um mapa:

V:K->R. (2.34)

Nesta se¢do K denotard o conjunto de classes de equivaléncia de nds, e R um anel

comutativo.

Definig¢ao 19. uma classe de invariantes U/ distingue nés, se para todo par Ky #+ K5 em
IC, existir f el, tal que f(K7) # f(Ny).

Logo, uma questao central na teoria de nos é encontrar uma classe de invariantes

capaz de detectar o né trivial, ou seja, distigui-lo de qualquer outro né.
Se um mapa diferenciavel f : ST - R? nao atende as condi¢oes da definicao 7, entao

é chamado de N6 singular. Vamos estudar a classe de Nos singulares nao injetivos.

Definic¢ao 20. Seja f: S' - R3 mapa diferenciavel, entao p € f(S!) é um ponto duplo

(ou vértice) se:
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L[ (p) = {tt} e S

2. f'(t) e f'(t") sao linearmente independentes.

Um invariante de Nos com n+1 pontos duplos, VV', pode ser construido a partir de

um invariante de Nos com n vértices, V', através da Relagao de Novelo de Vassiliev:

(VV)(K,) = V(K.) - V(K.). (2.35)

A equacao 2.35 indica como procedemos localmente com um ponto duplo, ou seja,
K., K. e K_ sao nds com a exatamente a mesma imagem, exceto na vizinhanga de um

cruzamento, onde distinguem de acordo com a 15.

P ~ s - s ~
7 AN / AN 7 AN
/ \ / \ / \
! \ ! \ \ ! /, \
! | ! | ! |
\\ ] \\ \ J \\ / ¢
\ ,/ \ ,/ \ ,/
~__- \\_// ~ =

Figura 15 — Configuragoes em torno de um cruzamento, utilizadas em 2.35.

Sendo V : £ = R, e G um nd com pontos duplos, podemos usar a relacao de novelo

2.35 para substituir cada vértice de G por um cruzamento positivo ou negativo e escrever:

(V'V)(G) = (-1)" BV (K), (2.36)

onde consideramos a soma sobre todos os 2" nés resultantes. E i (K') o niumero de subs-

tituicoes negativas necessarias para este processo.

Definicao 21. Um invariante de nés V é do tipo finito, ou Invariante de Vassiliev,

dc ordem <n sc (V*V)(G) =0 para todo n6 G com mais dc n pontos duplos.

Proposicao 12. Para cada n inteiro positivo, o conjunto V,, de invariantes de Vassiliev

de grau <n, é um R-modulo satisfazendo a seguinte relagao:

(e o)

VocVic..cV,c...cV:i=|J V. (2.37)

n=0

O ponto que deve ser notado aqui é a analogia que comeca a surgir entre ) como
um subespaco de todos os invariantes de nds e os polindmios como um subespago de
todas as fungoes em diferenciaveis em R. Infelizmente até agora nao se sabe se a classe de

invariantes de Vassiliev detecta o né trivial. Por outro lado, varios exemplos indicam que os
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invariantes de nés podem ser aproximados por Vassiliev, assim como fun¢oes diferenciaveis

sao aproximadas por polinomios.

O diagrama de cordas de um n6é K, de n pontos duplos, pode ser construido
definindo uma orientagdo para o circulo S que parametriza I (cf. definicio 7). Entao
desenhamos cordas conectando cada par disjunto de pontos em S' que correspondem aos
pontos duplos de K. Seguindo estes dois passos, obtemos o chamado diagrama de corda
D(K). O conjunto dos diagramas de corda de nés com n pontos duplos sera chamado

A,.

Ao A, Az
SRS
O oo &3] &4

Figura 16 — Exemplos de nés que correspondem aos elementos de Ag, Aq e As.

Teorema 6. Seja V' um invariante de Vassiliev, de ordem < n, K; e Ky nés com exata-

mente n pontos duplos. Entéo,
D(K1) = D(Kz) = V(K;) = V(K2). (2.38)

Demonstragiao. Supondo D(K;) = D(I5y) = D. Entéo, para cada ponto duplo de I; exite
um tnico ponto duplo de K5, correspondendo a mesma corda em D. Podemos dispor K
e Ky em R3 para que, em vizinhancas de cada ponto duplo, eles sejam exatamente iguais.
Desse modo, comegamos a deformar K (K), mantendo as vizinhangas dos pontos duplos
inalteradas, transformando-o em K (I,). Neste processo, é possivel inverter o sinal de
cruzamentos, através da producao de singularidades, mantendo valor de do invariante de
Vassiliev do né resultante intalterado, utilizando 2.35 (como exemplo, temos a figura 17,

no caso em que n = 2). O

TERCIRIE)R

Figura 17 — Equacao 2.35, para V €V,

Proposicao 13. Cada R-mdodulo V), é finitamente gerado.
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Demonstracao. Seja RA, o R-modulo de fungoes f : A, — R. Pelo teorema 6, o mapa
a, V., > RA,, tal que:

an(f)(D) = f(K), (2.39)
onde K € K, é tal que D(K), é bem definido.

Pela definicao 21, a restricao ozn‘ ¢ uma inclusao injetiva, portanto se V, for

VTL/V!L—]
de dimensao finita, o resultado segue de 2.37. Seja f €1),. Dado K € K, podemos inverter

qualquer um dos scus cruzamentos, pois 2.35 implica cm:

fKL) = F(K2),

entao f(K) = f(Cy) e dim(Vy) = 1. O

Observe que o mapa «,, ¢ de extrema importancia para a compreensao da estrutura
de V,. Portanto é desejavel saber a condicdo para que uma funcao f € RA, esteja na
imagem de «,. Este é o contelido do teorema de Vassiliev-Kontsevich 7, antes de enucia-

lo precisamos definir as relagoes 17" e 47'.

Seja v € V,,. Considere a seguinte vizinhanga de um ponto duplo com a configuragao
inicial I exemplificada na figura 19. E possivel girar pedaco vertical em preto, passando
por cada corda horizontal duas vezes, até retornar a configuracéo inicial. Por exemplo, ao
ir da configuracao I para a II, geramos um ponto duplo representado pelo diagrama de
corda A, o mesmo ocorre para a passagem de [[ a [1], até retornarmos a configuragao
I. Aplicando a relacao 2.35, segue que a funcdo o, (v) € RA,,, deve satisfazer a chamada

relagao de 47"

+an (V) (A) = an(v)(B) + a,(v)(C) = ay(v)(D) = 0. (2.40)

B R v
T v A
1 1T il A

Figura 18 — Configuracoes intermediarias, ao movimentar o segmento vertical, efetuando
um giro em torno de um ponto duplo.

Definicao 22. Um elemento a € RA,, satisfaz a relacao de 4 termos, se
+a(A)-a(B)+a(C)-a(D)=0 (2.41)

vale para qualquer combinacao de cordas omitidas, e onde a combinacao das cordas omi-

tidas deve ser a mesma para cada diagrama na figura 19.
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O YO ¢

Figura 19 — Diagramas de Corda, equacionados em 2.40

Por outro lado, os diagramas de cordas podem ter um par de pontos cuja corda
nao intersecta nenhuma outra, quando isso acontece dizemos que o diagrama tem uma

corda isolada.

—>

K DCK)

Figura 20 — Exemplo de diagrama D(K) com uma corda isolada.

Definicao 23. Um elemento a € RA, satisfaz a relagao de 1-termo, se para todo

diagrama D, com uma corda isolada, a(D) = 0.

Sendo W,, ¢ RA, o subespago de mapas satisfazendo relagoes de 4T e 1T, a
imagem de «,,, definida em 2.39, pertence a W,,. Considerando R = C, temos o seguinte
resultado (CHMUTOV; DUZHIN; MOSTOVOY, 2012):

Teorema 7. O mapa «, : V,,/V,,.1 > W, é uma bijegao.

O ingrediente principal para a demonstracao desta simples afirmagdo ¢é a integral
de Kontsevich 4.28, que sera construida como o valor esperado de um Loop de Wilson na

teoria de Chern-Simons.

No préximo capitulo iremos elaborar alguns dos aspectos basicos da simetria con-

forme.
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3 Teoria de Campos Conformes

As teorias de campos conformes sdo caracterizadas pela invaridncia por trans-
formagoes conformes, as quais, informalmente, deixam angulos invariantes. Um exemplo
dessa simetria ocorre com os Bosons nao massivos. Outro exemplo esta ao observamos a
classe de modelos estatisticos em duas dimensoes, em especifico, na andlise de transi¢oes
de fase de segunda ordem (FRANCESCO; MATHIEU; SENECHAT, 1997).

E possivel mostrar que o espaco de Hilbert obtido pela quantizacio da teoria de
Chern-Simons em (2+1) dimensoes pode ser interpretado como o espago de blocos con-
formes no modelo Wess-Zumino-Witten (MURAYAMA, 1990). Tendo esta conexao como
motivacdo, neste capitulo, apresentaremos algumas consequéncias da simetria conforme

em teorias de campo de duas dimensoes.

3.1 O Grupo Conforme

Nesta se¢ao classificaremos a algebra de transformagoes conformes infinitesimais
através de seus respectivos geradores para dimensao d > 2. Apresentaremos uma condicao
necessaria para que um mapa seja uma transformacgdo conforme. Através das regras de
comutacao seremos capazes de identificar o grupo conforme da esfera de Riemann S? = C,,
com o grupo de Mébius SL(2,C)\Zo,.

Definicao 24. Uma transformacao conforme é um mapa diferencidvel, de rank maximo
(p:Uc(M,n) — V c(M'n')), entre abertos de variedades semi-riemannianas, tal que

existe um mapa () : U — R*, satisfazendo a seguinte relagao, para o pulback ¢*:
e’ =, (3.1)

Com essa definicao, consideraremos o grupo conforme como sendo o conjunto de

transformacoes conformes finitas, inversiveis e globalmente definidas.

Iremos considerar apenas métricas do tipo 7, = diag(-1,...,1,...), e denotaremos
os respectivos espagos como RP4, onde p e ¢ sdo o namero de indices negativos e positivos
respectivamente em 1), tais que p+¢q = d. Considerando a transformacao de coordenadas

infinitesimal '# = 2+ + e#(x), e desprezando termos de segunda ordem:

N = 0,2%0,0Nag = (6pa + 0uc™) (648 + 0y g
~ (5;10451/,8 + 5pa81/6ﬂ + 61//j8,u6a)77ab’
= Ny + (Ou€u + 0u€y)



52 Capitulo 3. Teoria de Campos Conformes

Para assegurar a invariancia conforme, devemos garantir a proporicionalidade da

meétrica modificada, e entao:

20,62
D6, + 0,6, = %nw (3.2)

Utilizando a comutatividade das derivadas parciais e a equacao 3.2, obteremos

uma condi¢ao para invariancia conforme:

0= 8,L8V(8kel + (9lek.) — 8,,8k(8uq + 81@) + 8k81(8”ey + 8,,6#)818M(8,,ek + (9key)

= 0,0,( 20:¢" ki) = O, Ok ( 20u¢" Nut) + OkOi( 200¢" N ) 00, ( 28?16& k)

= (MMk10u0y = MOy O + Mty OkOt — MMM 010, ) (Oa€™)

= (d0,0, - 0,0, + 1, (n'01,0)) - 0,0,) (Dae™)

= [ 0n+(d-2)0,0,](0¢) (3.3)

A transformacao deve entao ser no maximo de 2¢ ordem em z, levando-nos ao
ansatz:
() = ay, +b,a" + ez, (3.4)
onde a,,b,, e c ) sdo constantes infinitesimais, e ¢ ) = .
Iremos obter os diferentes tipos de transformacao analizando cada ordem de ¢
separadamente. Como também estamos interessados em identificar a algebra conforme,

primeiro devemos lembrar que os geradores de uma transformacao infinitesimal sao defi-

nidos como:

¢'(x) = p(x) = —iw, G (), (3.5)
onde as transformacaos das coordenadas e do campo sao dadas por:
dxt
= gkt w, 3.6
o't =2t +w 5o (3.6)
¢ oF
#(2') = o(c) + 0, 2L, (3.7)
Owy,
Portanto, expandindo 3.7 em primeira ordem, e supondo que 0s campos nao sao
afctados pcla transformacao, ou scja, (?T]; =0, obtcmos:
oxH
Gop = —-i—0,0. 3.8
(b 15(,0,,, M<D ( )

Munidos da relagao 3.8 analisaremos os geradores das transformacoes infinitesimais
em cada ordem de dependéncia de x, a comegar pelo vetor infinitesimal a, temos as
translagoes, com geradores P, = —id,. Em ordem 1 decompomos a matriz b em sua parte
simétrica e antissimétrica, utilizando a equagao 3.2:

(67

b%
bHV = (7)77#11 + a;un (39)
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em que ay, = by, — by, E entdo obtemos dilatacoes (D = —ix#0,) e rotacgoes (L, =

i(z,0, — x,0,)) para as partes simétrica e antissimétrica respectivamente.

Para exemplificar o processo de obtencao dos geradores, vejamos o caso quadratico
em mais detalhes. Para tanto, vamos derivar ambos os lados de 3.2 e considerar uma soma

de copias da expressao resultante, permutando os indices:

1
040y (Cpapaa?) = E(Wpavaa(ca’y&xwxg) + 1yp0uOa(Canea @) = nuuapaa(cavﬁxwxg))- (3.10)

. e . ~ . ;.
Definindo b, = —*, obtemos a seguinte expressao para o coeficiente quadratico:

Cuvp = (Mupbp + Nupbp = Mupbp), (3.11)

que aplicado na transformacao de coordenadas, nos fornece uma transformagao conforme

especial infinitesimal:

o=t + Py,
=zt +a"bx, + 0w, at - b,

=2t +2(b-x)z" - r*b". (3.12)

Finalmente aplicando 3.8 em (3.12), obtemos:

K, =G, =-i(2x,2"0, - 2°0,). (3.13)

Coletando todos estes geradores e contando com o fato de que as transformacoes
finitas, correspondentes as infinitesimais anteriormente abordadas, estejam globalmente
definidas, o que pode ser garantido através da compactificacao de R7¢ (BLUMENHAGEN;
PLAUSCHINN, 2009), obtemos a seguinte algebra de lie para o grupo conforme, com
p+q>2:

['Jmn7 Jrs] = Z(nmanr + nners - nmrJns - nnst]m'r); (314)

onde m,n € {-1,0,...,(d- 1)} e operadores J,,, definidos como:

Jw =Ly, Ja,==(P,-K,),

DN | = DO =

J10=D, Jo, = _(PM +Ku)-

De fato, é possivel mostrar que a componente conexa de Conf(RP?), contendo
a transformacao identidade, é isomorfa ao grupo SO(p+1,q+1) (SCHOTTENLOHER,
2008).
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3.2 Grupo conforme em duas dimensoes

Para trabalhar com a invariancia conforme em duas dimensoes, em particular,
com uma métrica euclideana em R?? dada por 1, = diag(1,1), é conveniente considerar

primeiro a complexificacao das coordenadas, efetuando a seguinte substituigao:

z=2+ix!, zZ=z

O —jxt. (3.15)
Desta maneira, trabalharemos com transformacoes na esfera de Riemann, que é o
plano complexo compactificado S? = Cu {oo}. O grupo conforme agora pode ser pensado

como o grupo de tranformacoes de Mobius, devido ao seguinte isomorfismo:

SO*(1,3) » SL(2,C)/Zs. (3.16)

De fato, se considerarmos o conjunto de transformagoes conformes infinitesimais, as
cquagocs 3.2 resultam em condi¢oes de Cauchy-Ricmann, ¢ entao transformagocs proximas

a identidade podem ser expandidas em série de laurent:

Z=zre(z) =2+ Y (2")ey,

nez

7 =7+€(Z) =7+ (F")en.
nez

Com um gerador para cada n € Z, dado por:

l,=-2""9,, 1,=-2""6;. (3.17)

Em geral trataremos z e z como varidveis independentes, essa escolha é motivada
pelo fato de que os geradores 3.17 resultam em uma algebra dada pela soma direta de
duas algebras de Witt:

[lns b ] = (M = 1)l (3.18)
[ijn] = (m - n)zmwz: (3.19)
[l 1] = 0. (3.20)

Em particular, os tnicos geradores globalmente definidos na esfera de Riemann S?
sao [_1, lg, [ e seus respectivos anti-holomoérficos, para os quais obtemos respectivamente
translacoes, dilatacoes e rotagoes, e por fim SCT’s. Combinando as transformacoes finitas

correspondentes a estes geradores obtemos uma transformacao fracionaria linear:

az+b

Z >
cz+d’

a,b,c,deC. (3.21)

E para garantir a invertibilidade de 3.21, impomos a condicao ad — bec 0
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3.3 Formalismo de operadores

Estamos interessados descrever o produto de campos, dentro das fungoes de corre-
lagdo, definidos em pontos suficientemente proximos como uma soma de termos, eviden-

ciando a parte divergente que nos é de interesse.

3.3.1 Campos Primérios e o Tensor Energia-Momento

Os campos primarios sao de extrema relevancia se uma teoria de campos conformes

(CFT) em duas dimensdes puder ser totalmente especificada pelas suas fungoes de Green.

Defini¢ao 25. Um campo ¢(z,Z) é dito primario quando, sob transformagdes conformes,

se transforma da seguinte maneira:

¢ (2,2) = (8. )" (0P o(f(2), F(Z)). (3.22)

Em particular, se a transformacao for global, dizemos que ¢ é quasi-primario. Todos os

outros campos sao ditos secundarios.

Vamos verificar a expansao de produto de operadores (OPE) do tensor energia
momento com um campo primario, obtida através do processo de ordenamento temporal

destes produtos na teoria radialmente quantizada.

Comegando com o plano euclideano (¢,z) € R?Y, compactificamos a coordenada
espacial x, e entdo mapeamos o cilindro resultante no plano complexo. Ou seja, partindo
de w =1+ ix, consideramos a equivaléncia de pontos w e w’ se w —w’ = 27 - n, para n € Z.
Em seguida considerando pontos do tipo: z = e¥. E facil ver que translacdes temporais

e espaciais em w corresponderdo respectivamente a dilatagoes e rota¢oes em z (cf. figura
21).

Figura 21 — Esquema do mapeamento do plano euclideano compactificado para o plano
complexo

Assumindo um espaco de Hilbert construido através da aplicacao de operadores de

criagao em um estado de vaculo |0}, o processo de quantizagao consistird em considerar os
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modos de Laurent, resultantes da expansao em série dos campos, como operadores neste
espacgo de Hilbert:
(z,2)= ), 2", (3.23)

n,mez

onde h, h sdo as dimensodes conformes do campo.

Para exemplificar este processo, vamos voltar nossas atengoes ao tensor energia-
momento, definido através da corrente conservada j,, proveniente da simetria por trans-

formacgocs conformes x/# = xH + et

ju =: T;wey- (3.24)

Uma condicao necesséaria para este tensor é obtida considerando a divergéncia nula
da corrente:
0=0"5,=(0"T)e" +T,,(0") =
1 1
= E(TW +T1,,)0" = ETMV(a"e” +0%et) =
1 2 1

=5 “,,,77””(86)61 = ETH"&'E = T,=0 (3.25)

Ou seja, pela arbitrariedade da transformacgao € concluimos a nulidade do tracgo
do tensor energia-momento. Considerando este tensor no plano complexo, mediante trans-

formagao do tipo 7}, = 9,2%0,2°T, 5, com as coordenadas 3.15, temos:

T,, T, LTy —4T 0
_ 2( 00— 7 10) . . ) (326)
Tz, T3 0 §(Too +1T)

As componentes T, e Ts; sao quiral e aquiral respectivamente. De fato, vejamos
T.. em detalhe:

1 a1 .
8ZTZZ = 5(80 + 181)§(T00 - ’LTlO)

1 7
325 Z(aoToo + 01T10) - Z(alTn + 81T01) =0.

Na quantizacao radial, curvas definidas em zY constante equivalem ao raio r = |z|

constante, além disso, para a componente temporal da corrente, temos que:

o - %(T+T)(€ v e+ %(T—T)(e— &) = T(2)e(z) + T(2)e(2). (3.27)

Portanto, a variacdo do campo ¢, gerado pela carga conservada () := fwo:cte dxz'jo,

pode ser escrita da seguinte forma:

5o, @) = 2% 5&0) o T(2)e(2), ()] + 2% 5@@) T (Z)e(3), d(w.)]
1

_ 1 P B
_ L 9% oy R0 2) + 5 550 o ERI R0 0)). (329

o 27i



3.83. Formalismo de operadores 57

O produto de operadores considerados na identidade de Ward 3.28, tanto quanto
no restante deste capitulo, levam em conta o ordenamento temporal, o qual, para campos

quirais, na quantizacao radial, equivale a:

U(2)p(w), se 2| > vl
P(w)(2), se |w|> |4

Proposicao 14. Seja ¢(w, @), um operador local com peso (h,h). Entdo, podemos re-

R(y(2)d(w)) = { (3.29)

lacionar o produto radialmente ordenado R(7'(2)¢(w,&)) com uma soma de operadores

locais.

Demonstracio. Expandindo 3.22 em primeira ordem, para transformagoes préximas a
identidade:

¢ (w, @) = (1+hd,e)(1+ i_zﬁgm?)(gb(w,c_u +€)+edy,p(w, o+ E))
= (1 + hd,e + 7185,6)(¢(w,@) +€0,p(w, 0) + €0z 0(w, @))
= p(w, @) + hdye(w)] + [e(w)]0wd + h[0z€]0 + [€(0)]050

1 €(2) 1 e(2) .
= p(w,w) + h[Qm jg(w) Z(z ME ]¢+ [2—7” jg(w) dzz _w]&uqb + Antiquiral.
(3.30)

Comparando 3.28 com 3.30, obtemos o primeiro exemplo de expansao do pro-
duto de operadores (OPE), responsavel por evidenciar a estrutura algébrica no espacgo de

campos quanticos:
R(T(2)¢(w,®)) = o )2 ———o(w,@) t—— 8 L O(w, @) + (3.31)
Onde omitimos os termos nao-singulares. O

A relacao 3.31, necessaria para campos primarios, nao ¢é satisfeita para o tensor
energia-momento, pois este é quasi-primario:

AT c/2 .\ 2T (w) aT(W)
(T( )T( )) (7 - w) (z—w)2 (z - w)

(3.32)

Além disso a carga central “c” nao pode ser determinada apenas por consideracoes de
simetria, mas pelo comportamento da teoria a curta distancia, através do teorema de
Wick (FRANCESCO; MATHIEU; SENECHAL, 1997). Por exemplo, para bdsons livres

sem massa e férmions de Majorana livres temos c=1e ¢ = % respectivamente.

Vamos agora mostrar o primeiro exemplo de que OPE’s entre campos equivalem
a relagdes de comutacao de seus modos de Laurent. Para tanto consideramos a expansao
em série do tensor energia-momento:

T(z)=> 27"Ly,. (3.33)

nez
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Os modos de Laurent L,, sdo especiais pois correspondem aos geradores das trans-
formagoes conformes locais no espago de Hilbert , exatamente como [,, e [,, correspondiam
aos geradores dos mapas conformes no espaco de fungoes. De fato, analisando a parte

quiral da carga conforme ()., temos:

6—2 ZygdZT(z)e '(I]gdg 2L )(zzm+1 )

nez meZ
¥y em( > L fdzL Jmn- 1) Y enln
meZ nEZ mez

E entdo, aplicando o teorema de residuos®, podemos escrever:
(L, L] l fdzzm“T(z ygdww"”T(w)]

1 1
- d n+1_j§ d m+1R T T
271 550(0) w 21 Jo(w) = ( (2) (w))
O
2 L g L gl 2 2T 0T
2mi Jo(o) 271 Jo(w) (z-w)* (z—w)2 (z-w)

1

- 92 o Je™ l%(m £ 1)(m) (m = D)™ +2(m + 1)w™T(w) + wmﬂaw:r]

¢ 3 1 -m-n+1 1 m+n+2
=—(m’-m)|— dww +2(m+ 1)Ly + — dww 0,1

12 2mi Jo(o) 2mi Jo(o)

1

= (1 = m)mano + (2m +2) Ly + — dwd, [w™ 2T (w)] - (m+n +2)w™ ™ T (w)

12 ' 2w Je(o)

c ., . c ., .

= E(md - nl)5m+n,0 + (2m + 2)Lm+n - (m +n- 2)Lm+n = E(md - m)5m+n,0 + (m - n)Lm+n
Este ¢ um exemplo do paradima geral, qual seja o de que a implementacao de

um grupo de simetria classico na teoria quantica correspondente provoca deformagdes na

algebra resultante, chamadas de extensoes centrais. Em particular, através da simetria

conforme e da OPE 3.32, obtemos a Algebra de Virasoro (Vir):

(L, L] = %(md =)o+ (M =n) L. (3.34)

Vamos apresentar mais uma motivacao para a expansao 3.33. Considerando sua

! Nesta e em outras passagewn iremos utilizar alguns resultados conhecidos da teoria de varidveis com-

plexas, como o Teroema de Residuos, sem mais comentdrios. Sendo vy = D um caminho fechado, tal
que D esteja contido em um aberto U c C, e f € C®(U\{z1,...., 2, }) entao:

ﬁdzf(z) = 2mri[ > Res(f, 2],

onde
z (m-1) Zi
Resf ) = g e g Sy HG9#08 G

[EEP RIS
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variagao de T'(z) por transformagoes conformes infinitesimais:

Qjm f ) o, B R(1()T ()

332 1 3 c/2 2l (w) 0,1 (w)
= 550(&;) dwe(~)|:(2 + +

2mi —w)t (z-w)? (z-w)

= %age(w) + T(w)ye(w) + (W), T (w). (3.35)

9. T(w) *2

A expressao 3.35 é a versao infinitesimal da transformacao:
, 2 c
T'(w) = (0uf () T(w) + 58(f(w),w) (3.36)

com a derivada Schwarziana S(w,z) = @[(@w)(@fjw) -3 8§w)2].

3.3.1.1 Ordenamento Normal e Correspondéncia Estado-Operador

Por fim, antes de partirmos para func¢oes de correlacao e resolver a teoria, vamos
destacar um ponto positivo da OPE: Ela evidencia os termos divergentes, facilitando a
sua remocao através do ordenamento normal, dado por N(¥d) = {1)¢}¢. Para simplificar

a analise, vamos trabalhar apenas com o setor quiral, onde temos a forma geral de uma

OPE:

$(0() = T} (:-u)' z{g‘;‘ﬁ};‘;)
- (W()6(w)) + ()b (w), (3.37)

através da qual podemos reescrever o ordenamento normal como:

Nwo)w) =5 f - 2 2 b T b )

n=—N

1 jlg de § (Uoh(w) ng = ()e(w).  (3.38)

" 271 Jow) (z-w) e (z—w)™ 27w Jow) (z—w)

E sendo h¥ e h? as dimensoes conformes de 1 e ¢ respectivamente, os modos de
Laurent do ordenamento normal 3.38 sao dados por (BLUMENHAGEN; PLAUSCHINN,
2009):

NI = Y Unkbr+ Y, Oxtbni (3.39)

k>-h¢ k<—h¢

Em particular, com a OPE 3.31 e a expansdo em modos de Laurent de T'(z),

definimos os descendentes do campo primario ¢, de peso conforme h, como:

T(2)o(w) = 3 (2= w)" *(Lnd)(w). (3.40)

n>0
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Reescritos da seguinte maneira:

¢t (w) = (Low) (w) = 37 (L) (W) dimn

m>0
=S (Lad)w) § (e wyn
0 L ——1(2)p(w /
" 2mi Yg(m (Z_w)n_lT( )p(w). (3.41)

Estes campos, que compdem a familia conforme do campo primario ¢,

[0]:={oW = L_y,.. Ly, 0 | kp 21}, (3.42)

no limite w — 0, mediante quantizacao, corrcspondem aos cstados cxcitados do moédulo
de Verma, construido apartir do estado de peso mais alto |k) = $(0)|0). E facil ver que o
numero de estados descendentes em 3.42 com nivel K =}, k, é dado pelo seu ntimero de

parti¢oes P(K'). Além disso utilizando uma funcao geradora Z(q), podemos escrever:

=3 P(K)g . (3.43)

Antes de mostrarmos que as funcgoes de correlacao dos campos descendentes po-
dem ser escritas em fun¢ao de primarios, vamos abordar brevemente a correspondéncia
operador-estado. Em geral, para CF'T’s radialmente quantizadas, temos que cada ope-
rador local estd associado com um estado. Para verificar esta correspondéncia, podemos
fazer analogia direta com a mecania quantica 2, utilizando a representacao de Schrodin-
ger, na qual os estados sdo funcionais ¥[¢] de campos restritos a fatias espago-temporais
com tempo fixado, i.e. |z| constante. Supondo um funcional de onda ¥[¢], escrevemos a

propagagao a partir de um estado inicial ¥o[¢g] como:

witenl = [aon] [ Dol [waen) (344

(lz[=r0)=¢0

onde ry > 1. Ao efetuarmos o limite assintético o — 0 a integral ” ] degg " é absorvida na

medida [D¢], pois esta ja leva em conta os valores do campo em z =0, e o funcional de

2 Na meccinica quintica ndo rclativistica, temos o propagador, cscrito cm termos de numa integral de

caminho de uma acdo euclideana:
(t :
K(z,t,2',t") = ) Dlx(t)]exp(=S)

que fornece a amplitude de probabilidade da particula viajar do ponto z(to) = 2o ao z(ty) = zf. Ou
seja, considerando o estado inicial representado pela funcao de onda g, temos:

?/)f(zf)=fd$0K($,t,fB’,t/)wo($o)
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onda Wy[¢y] agora atua na integral funcional como um operador local inserido no ponto
z=0:

wlo]= [ [Dolexp(-STo) wolon] (3.49

Para ressaltar a importancia dos campos primarios, considere o produto de alguns
deles ® = ¢y (wy)...¢pn(wy), com dimensoes conformes h;, i =1

,...,IN. Entao a funcao de
correlacao de campos descendentes pode ser escrita em funcdo de campos primarios

o) (o f TG

w)n 1

i < ) ; 550(%-) MT(ZMWW)

iy’

331 o dz(z —w)"+ h; 1
SoSfow f, B o)
4| h(n-1) Do D) = .

Aplicando esta relacao recursivamente, temos

(3.46)

(pChrk) (W) D) = Ly, .. Loy, ((w) ). (3.47)
3.3.2 OPE's e Funcoes de Correlacao

Agora descjamos produzir a forma geral da OPE de dois campos quirais quasi-

primérios. Consideraremos o seguinte ansatz, ja levando em conta a simetria por dilatacao

o) - 3 oy e ol (3.49

A simetria conforme global, SL(2,C)\Zy x SL(2,C)\Z,, garante que quaisquer 3
pontos da esfera de Riemann podem ser mapeados injetivamente para {0

1,00}, além de
impor as seguintes restricoes nas fung¢oes de correlagao de 2

e 3 pontos:

_ _ dijOn,, h~5h y
(0i (2, 2i) 05(25, 25)) = ; hi+

) (gt (3.49)

(0i(zi, ) 05 (24, 25) i (2, 21) ) =

ijk
i(Z;

(z it (g YRt (g YRt )h i+h; hk(z )hﬁﬁk%i(zk)ﬁﬁﬁk,ﬁx

onde z; = (2 - 2;).

(3.50)
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Tomando w =1 em 3.48, temos:

(210, (1))n(0)) = 3 €yl = 1),j+hj_hl_n<an¢z<1>¢k<o>>

[,n>0
3.49 Z Cg'azihjhl, 1 o dlkéhlhk
1,n>0 " n! (Z - 1)h1+hj,hl,n z Zth »
= ! (_1)71 2hi, +n-1
= ;OC ik (z 1)hi+hj—hk_n( . : (3.51)

Por outro lado,

Cijk
(z 1)h~+h-7hk(z)h»+hk7hj

y hi+h;—hj+n-1
=( )if]ih] ~hy, Z( " ( ’ - )

(—1)”
_ Z Czjk 1)h,t+hj—hk—n (

n>0

(0i(2)0; (1)1 (0)) °2°

(z-1)"

hk+hi—hj+n—1)' (352)

n

a+n-1
n

Na segunda igualdade, utilizamos o resultado (1+1—x)” = fozo( )m". Comparando 3.51 e

3.52, obtemos os seguintes coeficientes para o ansatz proposto:

Cijk = C’Zl7dlk, (353)
n 2hy+n =1\ (hy+hi—hj+n-1
hihshy = ( ) ( )

n n

(3.54)

Se considerarmos ambos os setores holomorfico e anti-holomoérfico, podemos escre-

ver em geral:

C«P Bp{k}ﬁp{k}¢ kk} (w ’J))
— ) — 17171) ?
¢i(Z,Z)¢j(w,lL) = {Zk:]_c} (z—w)h ih—hy— I (Z— —)l_u+l_1j—f_1p+1_(’ (355)
p? 7

onde e os coeficientes ﬁfj{k} e BZ{E} sao completamente determinados por condigoes de
consisténcia, mediante transformacoes conformes aplicadas em ambos os lados de 3.55
(FRANCESCO; MATHIEU; SENECHAL, 1997), sendo fungoes das dimensoes conformes

e da carga central da teoria.

Para entao obter os coeficientes ij precisamos recorrer a chamada simetria cru-
zada (Crossing Symmetry). Por conta da simetria global, podemos escrever a fungao de

correlacao de 4-pontos:

ngll(x7 :Z') = wlyh_)IE0<¢J{(w7@)¢2(l7 1)¢3(l‘,’i‘)¢4(0,0))

k k
i 5;7{ } Bp{ iy
h3+h4 hpxh3+}_14—l_1p

5502054% (hi,hilg2(1,1) > (C,
{k,k}

00, (3.56)
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em que x = %, e utilizamos a nogao de adjunto, importante para termos um produto

interno no espago de Hilbert, para campos com dimensao conforme (h, ?z):

L 1 11
¢'(2,2) = qu(;v ) (3.57)
De modo que estados “out” sao dados por:
(h,h) = lim (0|¢'(z, 2). (3.58)

z,z—0

Os termos entre colchetes na equacao 3.56 dependem apenas da simetria conforme,

e sao chamados de “Ondas parciais”: A2} (p|x, T), tais que:
Gii(z,7) = ), O3, A% (ple, T) (3.59)
P
e podem ser divididas em sua parte holomorfica e anti-holomérfica:
AZi(ple, ) = F3i (pl2) F3i (0]7), (3.60)

chamados blocos conformes. De acordo com 3.56 e 3.42 temos:

i 3 e tloa (D)L LBy
.Fgl(pb?) - - /BP{A}xK ‘ 1 by
34 phatha=hp {zk; 34 (h1|¢2(1)|hp)

(3.61)

A simetria cruzada consiste em considerar a irrelevincia da ordem dos campos
dentro da funcao de correlagdo, de modo que poderiamos repetir a analise iniciada em

3.56, mapeando zy, 29,24 = 0,0, 1, e entao obtendo:
Ga(l-2,1-7)=Ga(x, 7). (3.62)
Por outro lado, fazendo z1, 23, 24 = 0,1, co temos:

; 11
=2 52 (24 - 5) = G2 (z,7). (3.63)

A hipdtese bootstrap consiste em considerar as restrigoes impostas a ij, atraveés
das equacoes 3.62 e 3.63, suficientes para determinar completamente estas constantes de
estrutura e resolver a teoria. Apesar de ainda nao demonstrada, pode ser verificada exata-

mente para certos modclos, chamados de "Minimal Models"(FRANCESCO; MATHIEU;
SENECHAL, 1997).

3.4 O espaco de Hilbert

Nesta secao vamos construir o espacgo de Hilbert H de CFT’s em duas dimensoes

através das representagoes da dlgebra de virasoro.
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3.4.1 Grupo de Simetria e Extensdes Centrais

Desejamos construir um formalismo em que as simetrias de um sistema quantico

possam ser descritas como transformacgoes que preservam transicoes de probabilidade.

Definicao 26. Dado um espaco de Hilbert H. O Espaco de Fase quantico é o espaco

projetivo P := (H\{0})/ ~, quocientado pela seguinte relagao de equivaléncia:
f~g = INeC\{0} : f=Xg, Vf,geH, (3.64)

Definig¢ao 27. Uma Simetria no espaco de fase quantico é uma bije¢ao 7': P(H) - P(H),

quc satisfaz:

o(T(f1,TLg]) = 8([f1, [g]), V], [g] € P, (3.65)
ondc 0 : P x P — R ¢ chamada transicao dc probabilidadec:
_ /19
U9 = R (3:60)

[ /] representa a classe de equivaléncia do vetor f € H, ¢ () ¢ ||.]| sdo a forma hermitcana

e a respectiva norma de H. O conjunto de simetrias é denotado por Aut(PP).

Em 1931, Eugene P. Wigner demonstrou que as transformagoes de simetria de um

sistema, quantico podem ser induzidas por isometrias no espaco de Hilbert correspondente
(WIGNER, 1959).

Teorema 8. (WEINBERG, 1995) Para cada simetria T' € Aut(P), existe um operador
unitdrio e linear ou anti-unitario e anti-linear U, tal que: T'= 7(U), onde o homomorfismo

7 :U(H) —» Aut(P) é dado por:

H(U)f1=[Uf], (3.67)

V[f]eP,UclU(H).

Na teoria de Campos Conformes, bem como nas teorias classicas de Yang-Mills
(1.3), a simetria se evidenciou através de um grupo topoldgico G. Neste caso, a quanti-
zacao destas simetrias consiste em obter um espaco de Hilbert H no qual tenhamos um

homomorfismo continuo,

T:G - U(P), (3.68)

onde U(PP) c Aut(P) é o subespaco de automorfismos projetivos induzidos por operadores

unitarios em H.

Isto posto, um andlogo do teorema de Wigner seria considerar levantamentos de
3.68, ou seja, homomorfismos continuos entre o grupo de simetria e o grupo de operadores
unitdrios, S : G - U(H), tais que, T' = 7o S (cf. 3.67). Infelizmente, nem sempre estes

levantamentos ocorrem.



3.4. O espago de Hilbert 65

Para grupos de simetria conexos e simplismente conexos, como é o caso de SL(2,C)
e SU(2), uma condigao suficiente para obtermos um levantamento para cada represen-
tagdo projetiva é a trivialidade do segundo grupo de cohomologia de sua respectiva al-
gebra de lie g, denotado como H?(g,R) (Para mais detalhes sobre esta construgao cf.
(SCHOTTENLOHER, 2008)). Um fato importante neste resultado, é o fato de que o
grupo H?(g,R) estd em correspondéncia 1-pra-1 com o conjunto de classes de equivalén-

cia de extensoes centrais da algebra g por R.

Notamos agora que, ao invés de especificar o grupo conforme, a nossa abordagem
consistiu em verificar as consequéncias das transformagoes conformes infinitesimais dos
operadores de campos primarios 3.30, as quais ocorrem de acordo com a algebra de Witt,
evidenciada na secao 3.2, e cuja extensao central é dada pela algebra de virasoro 3.34.
Desse modo, para especificar o espago de Hilbert de CFT’s em duas dimensoes, devemos

considcrar representagocs unitarias dessa extensao central.

3.4.2 Mobdulo de Verma

Como observamos em 3.33, a algebra de Virasoro surgiu através da quantizacao

do tensor energia momento, por sua expansao em modos de Laurent.

Definicao 28. A algebra de Virasoro Vir, com carga central ¢, é um espaco vetorial

complexo Vir := W & Cc, com geradores L,, e ¢, para n € Z, satisfazendo:

(L, L] = (= m)Loen + 1—62(77,3 — 1) Gmeno, (3.69)

[e,L,]=0 Yn,meZ. (3.70)

Cada estado assintético criado a partir da aplicagdo de um operador primario ¢(z),
de dimensdo h, no estado de vicuo |0), é um vetor de peso mais alto ¢(0)|0) = |h) que
produz uma representagao da algebra de Virasoro. Suas propriedades serdo axiomatizadas

e analizadas a seguir.

Definigao 29. Um Médulo de Verma é um espago vetorial complexo M (¢, h), ca-
racterizado por dois niimeros h,c € C. Juntamente com um homomorfismo p : Vir —
Endc(.M(c, h)), e um vetor |h) € M(c,h), tal que:

p(c)|h) = clh), (3.71)
p(Lo)|h) = h|h), (3.72)
p(L)IRY =0, Vn>0. (3.73)

De modo que o conjunto {p(L_,,)...p(L_,, )|h) | n1 >...2n >0, ke N*} U {|h)} seja base
de M(h,c).

Teorema 9. Para cada par ¢, h € C, podemos construir um médulo de Verma M (¢, h)
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Demonstracao. Basta definir o espaco vetorial

M(e,h) == @ C{|ny..nx) | 1 2 ... 2ny, >0} ® C|h), (3.74)
keN*

juntamente com o homomorfismo p: Vir — End(c(M(c, h))7 dado por
p(c) = c-idpr(en; p(Ly)|h) =0, Vn>1;
k
p(Lo)lh) = hlh):  p(Lo)lny...ng) == () ny +h)lny...ng);
j=

1
p(L_)|h)=1n), Yn>1  p(L_p)|ni...ng) = nny...ng), sc n > ng;

Em acordo com a literatura fisica, vamos omitir o mapa p e escrever apenas
L, = p(L,). Podemos entao definir L_,|n;...ng), para n > 0, por inducao, para diferentes

possibilides ny > ...2n; >n2>n; 1 2 ...2ng > 0 :

nL>n2ne
= L_n|n1nk> = |’TL1 n nznk) + (TLl - TL)|(Tl1 + n)nznk> (375)
ny2ng >N 2Ny

= L_p|ny..ng) :=|ng ng n ng..ng) + (ng —n)|(ny +n)ng..ng) + (ng —n) Ly, |(ne + n)ng...ny)

Em geral, para ny >...>n; >n >n;.1 > ..., somos levados a definir:

i 7-1
L_,|ni..ng) :=n..n;n ni+1...nk>+2(nj—n) H L_,|(nj+n)nje...ng), onde Ly, = idp(en)
=1 1=0

Fazemos um processo similar para L,|n;...nx),¥n > 0, bem como para obter a

igualdade p([Ln, Lm]) = [p(Ln), p(Ln)]. Por cxemplo, para m > n > ny, temos:

(Ll — Loy L_y)|na..ng) = Log|m ny..ng) = |m n ny...ng)
" m n ny..ng) + (m=n)|(m+n)ni..ng) = |m n ny..ng)

=(m-n)|(m+n)ny..ng)=(m-n)L_, p|ny...0%)

As outras possibilidades também podem ser verificadas utilizando apenas as defi-
nigdes anteriormente especificadas de p(L,)|ny...n;), Vn. Por fim, pela defini¢do 3.74, a
base de M (¢, h) deve ser composta exatamente pelos elementos {L_,,,...L_p, |h) | ny > ... >
ne >0, keN*}u{lh)}. O

Teorema 10. Sc ¢, h € R entdo podemos construir uma forma hermitcana (-|-) : M x M —
C, no médulo de Verma M (c,h) = M, tal que:

(hh) =1 (3.76)
(Lyvlu) = (v|L_,u) (3.77)
(c vlu) = (v]e u), Vu,vell (3.78)
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Demonstracio. Primeiramente observamos que o médulo de Verma pode ser decomposto
em uma soma direta de autoespagos Vi, N € N, de autoestados do operador Ly, com

autovalor h + N. Desse modo, o conjunto B = Uyey By, onde:

k
By i={L p,..Lop|h) | n1> ... >0 >0, keN*, Y n; =N} (3.79)

=1

By = {[h)} (3.80)

é uma base conveniente para M (c, h). Entao definimos uma forma R-bilinear (:|-)p : B x
B — R, para os vetores da base B de M (¢, h), dada por:

(ny..nglmy..my)p = (R Ly, ... Ly Loy Lo | B, (3.81)

onde (hlv) é o coeficiente da componente de |v) € M(c, h), contida no subespago invariante
Vo = C{]h)}. Entao 3.76 scguc dirctamente de 3.81. Apds o uso das relagoes de comutagao
em 3.81, obtemos um nimero dependente de h e c € R, de modo que (ny...ny|jmy...m;)p =

(my..my|ng..ng) B

Considerando dois vetores arbitrarios w,u € M(c,h), expandimos em termos da

base B, como w = },; a;v; e u = ¥, B}, a forma hermiteana () : M x M — C, dada por:

(wlu) := Z&j6i<vj|U£>B (3.82)
Y5
satisfaz as propriedades requisitadas 3.76, 3.77 e 3.78. O

Para que seja possivel construir uma norma no modulo de Verma precisamos ga-

rantir que a forma hermiteana seja positiva definida.

Definicao 30. Dizemos que o M ¢é unitario se a sua forma hermiteana ¢é positiva semi-
definida, ou seja,
(v[v) 20, Yjv)e M, (3.83)

e satisfaz as propriedades 3.77 e 3.78.

E facil ver que uma condicéo necessaria para a unitariedade da forma construida no
teorema 10 é que h, c sejam nimeros nao negativos. Basta observar o seguinte resultado:
(nln) = (h|LnLon|h) = (B[ Ln, L ]R)

:th+%(n3—n), VneN. (3.84)

Entao, assumindo (n|n) > 0 para todo n > 0, segue de 3.84 que h >0 e ¢ > 0.

Em geral, podemos verificar em quais pontos (¢, h) € R? esta condigdo de unitarie-
dade é atendida, examinando se as matrizes associadas a forma hermiteana sao positivas,

i.e. se tém determinante positivo.
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Definig¢ao 31. Sendo (+|-) : M x M - C, forma hermiteana no médulo de Verma M, entao
definimos, para cada subespaco invariante Vy € M(c, k), a matriz A := (i|j), onde [i) e

|7) sdo vetores da base By, indexados por 4,j = 1, ..., dimc(Vy).

Com a defini¢ao anterior, det(AM)) > 0,VN é uma condigdo necessdria para a
unitariedade de M(c, h). Temos, para os N =0,1,2

det(A°) = (h|h) =1, (3.85)

det(AY) = (h|LyL_1|h) = 2h, (3.86)

det(AY) = ( VilLzLoalh) <h|L2L‘1L‘1|h>) = 2h(16h% + 2hc — 10h + ¢). (3.87)
(W I1LiLooh)  (h|L2L 2|h)

A expressao geral, obtida por Victor G. Kac (KAC, 1978), é dada por:

detAMN = Ky J]  (h=hyg(c))®meYn-re (3.88)
p,qeN,;pg< N
tal que,
1 5
hp.q = 4—8[(13 —)(P* + %) +/(c-1)(c-25)(p* - ¢*) - 24pg - 2 - 2¢]. (3.89)

Através da expressao 3.88, é possivel mostrar o seguinte resultado:

Teorema 11. (IKAC; RAINA; ROZHKOVSKAYA, 2013) O médulo de Verma M(c, h) é
unitariose c>1e h>0. Mas no caso de 0<c<1e h >0, M(c,h) é unitario se, e somente

se, existe m € N, tal que

_(m+1)p-mg)* -1

h .
dm(m+1) ’ (3.90)
6
=l-——— m=1 91
c m(m+1)’mi , (3.91)

para 1 <p<qg<m.

Por fim, quando o médulo de Verma é unitario, podemos construir uma repre-
sentacdo irredutivel da algebra de virasoro, com norma positiva definida, quocientando-o

pela sua tnica subrepresentagao propria maximal.
Teorema 12. (SCHOTTENLOHER, 2008) Se M(c, h) é unitério, entao a representacao
V(C7 h) = M(Cu h)/k€71<|>

onde
ker(-|-):={ve M | (w|v) =0, V|w)e M}
é positiva definida e ndo admite subrepresentacao propria, ou seja, é irredutivel.
No préximo capitulo mostraremos como uma teoria quantica de campos topolégica,

com lagrangeana do tipo Chern-Simons produz invariantes em variedades que generalizam

naturalmente a nog¢ao de links.
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4 A teoria de Chern-Simons

Neste capitulo final vamos compreender em detalhes a acdo de Chern-Simons.
Primeiramente vamos estuda-la do ponto de vista classico, tendo em vista os concei-
tos elaborados no capitulo 1. Em seguida iremos verificar o surgimento da integral de
Kontsevich, explanada no capitulo 2, como um observavel do Loop de Wilson no calibre
Holomérfico. E por fim, iremos ressaltar o carater functorial da teoria de Chern-Simons e

seguir os passos da dedugao original do polinémio de Jones (WITTEN, 1989).

4.1 Acao e Equacdes de Movimento

Consideramos um grupo de calibre G compacto e simples, e uma variedade base
3-dimensional M. A grande diferenca aqui, serd o fato de nao utilizarmos a ac¢ao usual
1.15, mas uma acao manifestadamente topologica, ou seja, que nao é definida com auxilio

da métrica inerente ao espaco base:

Scs[A] = 4];[ Tr(A/\dA+ A/\A/\A) (4.1)

Nesta definigao 4.1, A ¢ uma conexao em um fibrado (P, 7, M, G), cscrita cm geral

CcOmao:

A= AYTda, (4.2)

onde os indices superiores percorrem as componentes da conexao como um elemento da
algebra de Lic (cf. 1.12), as componentes inferiores sc referem as coordenadas de A como

uma 1-forma (cf. C.7), e &;j; € o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita.

O primciro termo na integral 4.1 torna-sc:

Tr(AAdA) = Tr(T Tb)AfajAzda:i Adxd A dx®
= Tr(T, T )iji AL O; Abdat A da? A da®
1
e Sk A0 ALd . (4.3)

Em 4.3, denotamos dx! A dx? A dx3 = d3x. Da mesma forma, para segunto termo
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em 4.1, temos:

Tr(AAAnA) = Tr(A?AYAST, T, T dx’ A da? A dz¥)
= ey Ay AL AT (T, VT, )P
= ASASAS T ([ 1, )T - (10, T )T + [T, 1) T ) dox

113 1 0 b ae
= ZAlAgAi Z Sgn(o-)fn'(u,)(r(b)fr((:)dg-r

1
= Zgi,jkA?A?Aéfabcd?)x- (44)
Na obtencao da equacao 4.4, o simbolo ¢ denotou as diferentes permutacoes dos
indices a,b e ¢, além disso utilizamos a equagao 1.12, onde fu,. é antissimétrico em todos

os indices. Portanto, a acao de Chern-Simons pode ser reescrita da seguinte maneira:

k 1
Scs[A] = 8_7'[' _/1\1 Ewk[AfajAz + gAZASA;fabc]d3$ (45)

Como vimos na segao 1.4, esta agao nao ¢ invariante sob transformacao de calibre,
mas em geral se transforma de acordo com o grau N da transformagao g. Se escrevermos a
conexao apos a transformacao de calibre como A9, e considerarmos o caso tratado naquela
segdo, ou seja, do fibrado P(S4,SU(2)), vimos que:

SCS[Ag] - Scs[A] = -2wkN. (46)

Entretanto, a quantidade que deve ser preservada sob transformagcoes de calibre é
na verdade a exponencial desta acao: exp(iS[A]). Portanto, somos levados a condigao de

quantizagao para a constante de acoplamento: k € Z.

Outra caracteristica desta agdo é que seus pontos criticos sao dados por conexoes

planas. Derivando o primeiro termo da equagao 4.5, temos:

5 5
S [ cinA0, 4z = eiudidadial + [ o AL (0,40

)
= EljkajA‘Z + [\J aj(gijkA?(S_/llg

= €ljkajA% - 5lji0jA§ = 2€ljk8jAfi. (47)

AV _ ... 9. A4
c J 7
(Ak)) &g ka]A 5gd51k

Onde utilzamos uma integracao por partes na segunda igualdade. Ja para o segundo termo

em 4.5, temos:

g 1 a c Eijk c a Ac a
W A[ 5ijk§Ai Alj‘Akfabc = TJ[&IbéllAz’Ak + 59561]‘A,L~ Ak + 5gcélkAi A?]fabc

1
= § [5i_jkAs‘Aifqbc + 5ilkA;‘zAzfgac + 6lz’j/4?%1?]0;7(117]

= 8ljk:AAs}“Azfgbc- (48)
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Portanto, utilizando 4.7 e 4.8 em 4.5, segue que:

4 5805 ‘ c
?&”le = grslgljk(ajA'(i,i + A_l/) kfgbc)

= (6776%F — 67F67) (0; AL + ALAS [y )
= 0, AY = 9,A9 + ACALf 0 12 FY (4.9)

rs*

Entdo os pontos estaciondrios da acao de Chern-Simons sdo campos de calibre

para os quais a curvatura é nula.

A partir de agora, podemos seguir duas rotas distintas para relacionar esta teoria
de campos com os invariantes de nds. A primeira consiste em uma anélise perturbativa
da acao escolhida, que fornece um ponto de vista bastante til no estudo de invariantes
de Vassiliev (KAUFFNAN, 2001). A segunda abordagem consiste em uma andlise nio-

perturbativa, que resulta nas relacoes de novelo que caracterizam o polinomio de Jones.

4.2 Calibre Holomoérfico e a Integral de Kontsevich

Vamos explanar um primeiro exemplo de correspondéncia entre os invariantes de
nos e a teoria de Chern-Simons. Veremos o surgimento da integral de Kontsevich (cf. cap

2 ) como um observavel do Loop de Wilson no calibre Holomorfico.

Considerando M =RR? = R x C, efetuamos a mudanga de coordenadas
(Ilv T2, 563) — (t» <, 2)7

dada por:

2=To+1x3, Z=aT9—1T3, t=Tq. (4.10)
Podemos entdo reescrever 4.2 como:

A(z) = Aydat = Ardz' + Asda® + Azds®
= Adt + %Ag(dz +dZ) + %A;;(dz -dz)
Ayt + %(A2 —idg)dz + %(A2 +idg)dz
= Adt + A dz + Asdz. (4.11)

O calibre holomérfico, consiste em estabelecer a seguinte relagdo:

Az

0. (4.12)
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Entao, temos que AA A A A|A—EO =0, e o primeiro termo de 4.1 pode ser reescrito

da seguinte forma:
tr(AAdA) = (Afda’) A (0;ALdxd A da®) e (T T")
14 %(AgazAg ~ A20:A%)dz A dZ A dt. (4.13)

A agao de Chern-Simons torna-se quadratica em A:
k B 6ab / b
Ses[A] = f d2d? Al A3, 04D, (4.14)
™

onde ™ é antissimétrico, com indices m,n € {z,t}, de modo que £t = 1. E relevante
ressaltar que os termos néo fisicos provenientes da fixa¢do de calibre (cf. D) podem ser
desacoplados da integral funcional (FROHLICH; KING, 1989).

Podemos partir para o calculo do propagador D.6. Se reescalarmos o potencial de

calibrc A A\/% para incorporar a constantc dc acoplamento, a agao ¢ recescrita como:

1 1
SoslAl= 5 f ddZdt Ag, (A7 Al = =S A- A7 A, (4.15)

em que .
(ADymn = -5, emng, (4.16)

2w

Para calcular o inverso de 05, recobramos o teorema da divergéncia em coordenadas

complexas:
f P00 + D7) = i 95 (v3dZ - v'd>), (4.17)
R OR
onde v® é um vetor, e utilizamos a notagao: v* = vl +w? e v? = v! - W2

Sendo 0,1n (zZ) = v*, de 4.17 temos que:

f d*2(0:0.In (2%) :iﬁlg -0.In(22)dz
R

oR
1
_ 55 Zdz =2, (4.18)
OR %
Além disso, para z # 0:
0:0,In(22) =0:0.(Inz+1nz) = 0. (4.19)
Portanto, escrvemos:
0:0,1n (22) = 276 (2, %). (4.20)
De modo que o operador inverso de 0 é:
1
)= —. 4.21
(0:)" = 5 (1.21)

De posse dos resultados 4.16 e 4.21, escrevemos:

1
Al (z) = 6ab5m";. (4.22)
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Entao, utilizando D.6, temos as fungoes de correlagao de 2-pontos:

0?2 1 5d6rs
a t b - d="dw'dt' J(='. t' cd d 14
5 DA 000 = s o[ [ a0 (2 )|

= (A% (2, 1) A" (w, 5)) = ?”5uﬂ) (4.23)

Desejamos agora calcular o valor esperado de um Loop de Wilson, definido em
1.22, para um N6 K em R3:

2n,

i ) Pf Hda: (A% (21)... A% (29, ) ) Tx (T -+ T2) (4.24)

(W

i( ) P . Z (de/'zkd /I7k< ;’LZLIZ( )A:Lj};(%k)))Dm (4.25)

pePy k=

onde D, é o trago dos geradores, correspondente a cada pareamento p € Ps, (cf. D.18). Os
termos de proporcionalidade (£)™? surgem devido a reescala feita em A na equagdo 4.15
anterior. Vejamos um exemplo do termo em paréntesis em 4.25 sem todos esses milhares
de indices, utilizando 4.23:

d$1d£2(Aa(Z'1)Ab(§C2)) = ledtQ(Ag(Zl,tl)A?(ZQ,t2)> + dt1d2'2<14?(21, tl)AZ(Zz,tz))

o(ty —t
= (ledtg - dtleQ)(SabM‘ (426)
21— %2
A equagao 4.26 é generalizada para:
”% p7k aiy, ajp 4.26 a;, a; 5( i t]k)
day, " da (A () A (25,)) 57 (dzgedty, = dby dz, )6%x o7
Ik
dtzkdtjk(dz”( —dek)(Saikaﬂk ( e Jk)
Fik T Zjk
dz;,. —dz;
= §%n i —E b (4.27)

“i Jk

k

Antes de escrever a férmula final para (W;}), passamos da variavel ¢ € [s, s] que
parametriza o Loop 1.23, para a dire¢do temporal definida na mudanga de coordenadas
4.10. Desse modo, o loop de Wilson fica bem definido nos segmentos do né entre os pontos

de méximo e minimo (ie. pontos criticos) dessa parametrizacao (KAUFFMAN, 2000).

O preco a se pagar por essa mudanca de varidveis é a introducao de um fator (=1)?'
onde p* é o numero de segmentos (z;,,t;, ) ou (2;,,t;, ), dos pares em um p € Pa,, em que
a orientacao do nd é oposta ao sentido positivo da dire¢do ¢t em R x C. Entao, impondo
4.27 em 4.25, temos:

o o\ o
(W) = Z() Pf pm (%z;&g%. (4.28)

n=0 pePon,
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Esta é a integral de Kontsevich (VASSILIEV’S. .., 1993), ingrediente fundamental
utilziado para a demonstracdo do teorema de Kontsevich-Vassiliev. Detalhes da com-
putacao desta integral podem ser encontrados nas referéncias (CHMUTOV; DUZHIN;
MOSTOVOY, 2012) e (DUNIN-BARKOWSKI; SLEPTSOV; SMIRNOV, 2013). A se-
guir veremos como obter a relacao de novelo do polinémio de Jones utilizando o carater

functorial da integral funcional de Chern-Simons.

4.3 Aspectos Functorias e o Polinémio de Jones

Considere os Loops de Wilson (veja se¢ao 1.3) definidos em algum link L, de n
componentes, mergulhado na variedade base M, a qual para calculos explicitos sera consi-
derada S3. Estes observéveis podem ser calculados, mediante a representagio fundamental
para SU(2), utilizando a fungao de particacao, dada pela seguinte integral no espago das

conexoes, quocientado pelas transformacoes de calibre:

Z(M, L) = /A o PlAlep(ises[ADW (4.29)

Sendo o link néo trivial, podemos escolher um cruzamento arbitrario e rodeéd-lo
com uma bola B, suficientemente pequena para conter somente os dois segmentos que
compoem o cruzamento escolhido (L?*). Desse modo, a variedade pode ser escrita como a
unido de B e o seu complemento B¢ = M\B , de modo que o bordo de B, que corresponde &
uma esfera S? tem orientacao oposta ao bordo de B¢. Vamos também denotar os 4 pontos
cm quc os scgmentos do cruzamento cruzam os bordos de pontos marcados, denotarcmos

2
a 2-esfera por 5(4).

B B

Figura 22 — Exemplo de um link mergulhado em variedade M.

O fato é que esta é uma teoria quantica de campos topolédgica (ATTYAH, 1988),
pois por meio de sua quantizacao associamos espacos de Hilbert 2-dimensionais aos bordos
0B e 0B¢, ambos equivalentes a esfera 8(24). A dimensionalidade destes espacos na ver-
dade é uma consequéncia da teoria conforme de campos, segundo a qual podemos ainda

interpretar o valor esperado 4.29 como vetores nestes espagos, ou seja, Z(B,L*) = x € Hp
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e Z(B¢,L\L*) = 1 € Hp.. Devido a orientagao oposta entre os bordos, temos que Hp é

dual a Hpe, e podemos escrever ainda:

Z(M,L) = (x,¥). (4.30)

Agora vamos supor que temos 3 links idénticos a menos do cruzamento escolhido,
para o qual as possibilidades sdo L*, L~ e L?, como na figura 7. O nosso objetivo é realizar
uma construcao dos invariantes que seja livre de projecoes, portanto estes cruzamentos
na verdade devem ser vistos como uma consequéncia da disposi¢cao dos pontos marcados
em S'(24), ou seja da aplicagdo de um difeomorfismo B nesta 2-esfera (veja figura 23). Desse
modo, temos os vetores ¥(*), () = By(+) e () = B2+ relacionados as funcdes de
correlagao Z(B,L™M), Z(B, L)) e Z(B, L(). Agora basta notar que quaisquer trés ve-
tores em um espaco bi-dimensional devem ser linearmente dependentes, portanto existem

coeficientes a, 5 e v tais que:

At + By 4 4p® = 0, (4.31)

— —
B B
v ) v ) ' =)

Figura 23 — Esquematizagdo da aplicagdo do difeomorfismo B.

Utilizando 4.30, temos:

aZ(M, LY+ BZ(M, L) +Z (M, L) =0. (4.32)

Para calcular os coeficientes «a, (5 e v devemos fazer algumas observagoes. A pri-
meira delas é que estes coeficientes em geral sdo fungoes da constante de acoplamento
k e da representacao escolhida para o grupo de estrutura, que no nosso caso é a repre-

sentagao fundamental de SU(2). A segunda observacao é que para determinar a fungao
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35

Figura 24 — Exemplo de um link com emolduramento padrao.

de partigao sem ambiguidades devemos considerar um emolduramento (framing) para o

respectivo link.

O emolduramento consiste em escolher uma secao nao nula do fibrado normal
de cada componente do link. Com essa escolha um né emoldurado pode ser visualizado
como uma fita. A conclusdo de Witten em (WITTEN, 1989) é que se efetuarmos uma
tor¢ao no emolduramento, entao Z (M, L) deve ser multiplicado por um termo €™ onde
h é a dimensao conforme de um campo primario em uma CFT com &lgebra simétrica

realizada por correntes. Neste caso, considerando a dlgebra de Kac-Moody su(2); temos
que (BLUMENHAGEN; PLAUSCHINN, 2009) :

3

h=Ee (4.33)

em que k denota a extensao central de su(2).

Logo, se interpretarmos as linhas de Wilson como trajetérias espaco-temporais, a
teoria de Chern-Simons descreve particulas com estatistica fracionaria, para as quais a
amplitude de propagacao nao depende apenas de sua 6rbita mas também da fase adicional

correspondente ao numero de rotagoes efetuadas durante o percurso.

TIITTITI

Figura 25 — Mudanca na funcao de particao relativa a dois tipos de torgao.

Para obtermos os coeficientes explicitamente devemos novamente recorrer a CFT.
Temos que a aplicagdo B pode ser vista como uma matriz atuando no espaco de Hilbert

H5(24), com autovalores:
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—ir -
A1 = exp(m), Ao = —exp(2(2 s ) (4.34)

Utilizando a equacao caracteristica B2 - Tr(B) - B + det(B) = 0, aplicada em 9(+),

e comparando com a expressao 4.31, temos os coeficientes:

o= —exp(kiiQ), (4.35)

B=1, (4.36)
3me -7

7=6XP(2(1€+2))‘exp(z(mz))' (4.37)

Observamos que o difeomorfismo B tem o efeito de adicionar uma tor¢ao ao emol-
duramento cscolhido, portanto, para compcnsar cste cfcito, devemos multiplicar v ¢ 3

por exp(—2mih) e exp(—4mih) respectivamente. Além disso, podemos multiplicar toda a

equacdo por um fator comum exp(57; ), resultando em:

) [ @ =0. (4.38)

Finalmente, com o auxilido da equacao 4.30, teremos exatamente a relacao de

novelo desejada, bastando definir £ = exp(%) :
—tZ(M, L)+t Z(M, L)) = (t7Y2 - #1/2) Z(M, L©D). (4.39)

A equacao 4.39 tem exatamente a forma da relacao de novelo que define o polinomio
de Jones (veja 2.11).
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Conclusao

Neste trabalho, foi possivel formular a relagdo entre a algebra comutativa de mapas
invariantes I(G) e a élgebra cohomoldgica na base do fibrado estudado H*(M,R) (KO-
BAYASHI; NOMIZU, 1969), construida a partir do teorema de Chern-Weil (1). Outras
consequéncias deste resultado podem ser verificadas em (CHERN; SIMONS, 1974), onde
mostra-se que, tomando w,w’, €2, ' formas de conexao e curvatura de métricas relaciona-

das por transformacoes conformes, entdo S(Q) = S(Q).

Por outro lado, os invariantes de ordem finita, abordados no capitulo 2, mostram-
se promissores no estudo e classificacdo dos Nos. De acordo com Chmutov e Duzhin,
conjectura-se que o espaco das fungoes em qualquer conjunto finito de nés pode ser ge-
rado por invariantes de ordem finita com valores racionais (CHMUTOV; DUZHIN; NOS-
TOVOY, 2012). Em caso afirmativo, esta propriedade ajudaria a compreender se estes

invariantes sao de fato capazes de distinguir nos.

Para o estabelecimento da correspondéncia entre a teoria de Chern-Simons e Cam-
pos Conformes em 2-dimensoes, se faz necessario a introdugdao da chamada quantizacao
geométrica (WITTEN, 1989). Neste contexto, é possivel notar o surgimento natural da
equagao diferencial funcional que caracteriza a agdo do modelo WZW (BERSHADSKY;
OOGURI, 1989), como uma condi¢ao de restricdo para os estados fisicos do espago de
Hilbert da teoria de Chern-Simons (MURAYAMA, 1990).
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APENDICE A - Grupos de Lie

Neste apéndice abordaremos algumas nogoes introdutérias sobre grupos de Lie

utilizadas no estudo dos fibrados principais, utilizando como referéncia (SEPANSKI, 2006)

Definicao 32. Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciavel e um grupo, cujas

operagoes produto (p) e inverso (i) :

p(yg,h) =gh, Vg, heG (A.1)

i(g)=g7", VgeG (A.2)

sao mapas diferencidveis.

O exemplo principal é o grupo das matrizes quadradas, com coeficientes no corpo
C, de ordem n, invertiveis. Este espago é chamado grupo geral linear: GL(n,C), e
constitui um aberto de R2"*. Para ver que GL(n,C) ¢ de fato um grupo de Lic basta
lembrar que o determinante e a adjunta de uma matriz sdo fungoes polinomiais, e por

consequéncia diferenciaveis. Para o inverso, temos por exemplo:

o adj(g)
i(g) = Jei(g)’ Vge GL(n,C) (A.3)

A relevancia de GL(n,C) para grupos de Lie compactos é evidenciada no seguinte
teorema (cf. (SEPANSKI, 2006)).

Teorema 13. Todo grupo de Lie compacto é isomorfo a um subgrupo de Lie de GL(n,C)

Definicao 33. Uma agao de GG sobre um espaco topoldgico X é uma aplicacdo o : Gx X —

X diferenciavel, tal que:

1. o(e,x) =2, ze@
2. o(h,0(g,2)) =0(hg,z) Vh,geG, veX

3. 0(g,) : G - G é difeormorfismo Vg e G

E possivel verificar que o produto de elementos de um grupo de Lie constitui uma

acao nele proprio.

Em geral estaremos interessados na acao do grupo de Lie em variedades arbitrarias
M, e representaremos a a¢ao de um elemento g do grupo de Lie em um elemento z € N

como g - .
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1. A agao é dita livre quando apenas o elemento neutro tem ponto fixo, ou seja:

dr:g-x=x=g¢g=e¢

2. A agao ¢é dita transitiva quando, para qualquer dupla de elementos x;,x9 € X,
existe g € G, tal que :
Ty =9-T2
3. A agao ¢ dita efetiva quando, para qualquer clemento g € G diferente da identidade,

existe x € X, tal que:

g-rx#x

Um operador R-Linear, v, definido nos germes das funcoes reais diferenciaveis em

€ (¢, é uma derivacao em uando é Leibniziano, ou seja
b ) )

o(fg) =v(flg+ fulg), V[ geF(GQ), (A.4)

onde F(G) denota o conjunto das fungoes diferenciaveis em G. Desse modo, podemos
dcfinir o ecspaco tangente a G no ponto p, T,G, como o cspago de derivagocs cm p. E entao

é possivel mostrar que o espago (T.G, [, ]) é uma &lgebra de Lie, com o colchete dado por:

[v,w](f) = v(w(f)) - w(v(f)) (A.5)

Defini¢do 34. Uma Algebra de Lie é uma espaco vetorial g, dotada de uma operacao

bilinear [,]:gx g — g, tal que:

l9,h] = ~[h,g]
L9, [, t]] + [, [t g]] + [ [9,h]] = O
FExemplos de conjuntos com esta estrutura sao:

= {a (ai;) e R™™ | Tr ( O} (A.
509,41 = {a = (CLU) € R2n+1x2n+1 | a = —a} (A
5Py, = {a=(a;) eR* |2l M + M -a=0} (A.
509, = {a = (aij) € Rgnxgn ’ aT = —a} (A
Definicao 35. A representacao de uma algebra de Lie g em uma espago vetorial V', é

um homomorfismo p: g - gl(V'), com valores na algebra de operadores lineares em V', tal

que:
p([z,y]) = p(x)p(y) = p(y)p(r) (A.10)

Por exemplo, a representacao adjunta é caracterizada pelo mapa g = ad,, onde

ad,(h) = [g, h] (A.11)
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Definigao 36. Uma representacao p: g — gl(V) é redutivel se existem p; : g - gl(V}) e
po g~ gl(Va), Vi + & tais que:

V==Viel,
P=p1O P2

Caso contrario, a representagao € dita irredutivel.
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APENDICE B - Polindmios Caracteristicos

Neste trabalho, fizemos uso de algumas nogoes de algebras exterior.

Definicao 37. Uma algebra de Grasmann sobre um espaco vetorial V de dimensao n,

sobre um corpo KK, é a soma direta dos produtos exteriores de V. E escrevemos
1 N
NANVzKeAVe..e AV (B.1)
A dimensao de AV ¢é 27, além disso a lei de comutacao para elementos & € A"V
e v e AN"V pode ser escrita da seguinte forma:
Env=(-1)""¢ A (B.2)
Temos interesse em extender aplicacoes lineares em V' para cada um desses setores
graduados em B.1.

Definigao 38. A extensdo m-linear de um endomorfismo A € End(V'), a k-ésima poténcia

exterior de V, é a aplicacao linear dada por

=

k

/\V]"A""’(ﬁ/f\1 u;) = Z /k\A""iui, v /\ui € /\ % (B.3)

N ,...,ng =1 i=1

Onde estamos considerando 0 <m <k <n e

Uma consequéncia imediata desta definicao é que, para qualquer a € K, e dois

cndomorfismos dec A ¢ B, temos :
VE(aA)™ = a™VEA™ (B.4)

VE(AB)™ = (VFA™)(VEB™) (B.5)
Outra identidade util é que, para qualquer subconjunto (u;)¥ c V', temos

k k k
VELA™(Au; Au) = VEA™ (A u) Au+ VEA™ (N us A Au) (B.6)

i=1 i=1 i=1
Casos particulares de interesse dessas extensoes sao o determinante e o traco.

Defini¢ao 39. O traco de um endomorfismo A € End(V'), é um niimero tal que:

AALE) = (TrA)e Vee AV (B.7)
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Veja que esta defini¢ao se reduz ao caso ja conhecido, pois para qualquer base {u;}

de V, temos :

n
AA (w Ao Ay) = Ay Aig Ao Ay + g A Atlgees AUy, + g Auge A Ay, =

n n n
=S u A A (D Apug) Ao A, = (DA )un A Ay,
i k=1 7

Outras propriedades diretas da defini¢ao sao:

Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) (B.8)

Tr(AB)=Tr(BA) (B.9)

Definigao 40. O determinante de um endomorfismo A € End(V'), é um nimero tal que:

AA™(E) = (det(A)E VE AV (B.10)

O determinante de um operador pode ser visto como o aumento do volume de
um paralelepipedo N dimensional, quando este é submetido a transformacao linear do
respectivo operador. Listamos aqui algumas de suas propriedades que seguem diretamente

da dcfinigao:

det(AB) = det(A)det(B) (B.11)

det(aAB) = a"det(A), YaeK (B.12)

Vejamos agora, como combinar ester resultados para obtermos uma expressoes

polinomiais gerais. Comecaremos descrevendo o polindémio caracteristico.

Defini¢ao 41. O polindémio caracteristico de um endomorfismo A € End(V') é definido

COINO:

Pa(z) :=det(A - x1y) (B.13)
Onde Iy ¢é a identidade no espago vetorial V.

Por exemplo, se o operador é diagonalizavel, com autovalores \;, entao temos

simplesmente:

Pa(z) = Ii()\i ) (B.14)
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O polinémio caracteristico é relevante pois suas raizes sao os autovalores do opera-

dor correspondente. Desejamos escrever os coeficientes deste operador como combinacoes

das poténcias de tracos. Comegando com a seguinte expressao para o determinante:

det (A - xIv) — /2(_QE>’H,—[‘ /n\ N

Por fim, utilizando a formula de Liouville,

det (exp (A)) = exp (Tr(A))

E pela equacao B.15, temos

0 (_1)k+lxk n n
exp [ Z —TrAk] = Z z* /\Ak
k=1 k k=1

Como casos particulares, até a quarta ordem de expansao, segue que:

n

AAZ= %[(TrA)Q _Ti(A2)]

A 3_1 3_1 2 2 +1 r 3
AAT = Z(TrA)' - 2(TrA)*Tr(A?) + STr(A)

mn

AAL- 2—14(TrA)4 - i(TrA)zTr(AQ) . %[TrAZ]Z N %Tr(A3)TrA - iTr(A‘*)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)






APENDICE C - Homologia e Cohomologia
de de Rham

Neste apéndice iremos abordar os conceitos basicos relacionados as teorias de ho-
motopia, homologia e cohomologia de de Rham. Os dois primeiros temas se encaixam
no contexto da topologia algébrica (HATCHER, 2000), e servem como ferramentas para
o estudo do ultimo. A maioria dos resultados deste apéndice foram retirados de (NA-
KAHARA, 1990), e foram aplicados em praticamente todos os 4 capitulos desta disserta-

¢ao.

C.1 Homologia e Homotopia

Estamos interessados em definir um objeto a partir de uma espacgo topologico M,
que seja invariante por homeomorfismos em M. Ao invés de trabalhar diretamente com

espacos topoldgicos, vamos introduzir espagos mais gerais, os Poliedros.

Defini¢ao 42. Um r-simplexo, o = (pqg,...,p,), em R? é um conjunto de combinagoes

conexas e afins de pontos em R”, ou seja:
UE{PER”Z):ZQ‘M, ¢ 20, ZQ’:l} (C.1)
i-0 i=0

Desta definigao segue que um r-simplexo é um conjunto compacto e pode ser
pensado como uma generalizacao da nocao de triangulo em R3. Agora, sendo ¢ € N, tal

que 0 < g < r temos:

Definigao 43. Uma g-face de um r-simplexo o é um g-simplexo dado por o4 = (pi, ---, Pi, )+

onde ¢ é uma permutagdo dos indices {0, ...,q}. Escrevemos o, < 0.

Em particular uma 0-face (p;) < ¢ é chamada de vértice. Podemos trocar a orien-

tagdo de um r-simplexo efetuando uma permutacao impar dos seus r + 1 vértices.

Definicao 44. Um Poliedro X c R” é a unido de todos os simplexos que satisfazem:

1. Se 0 € I, entao toda face de o pertence a A

2. Se 0,0’ € K, entao a interse¢ao o no’ é vazia ou é face de ambos.

O conjunto K de simplexos satisfazendo 1 e 2 é chamado de complexo simplicial.
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Dizemos que um espaco topologico X é triangularizavel se for homeomorfo a um
poliedro K. Vamos nos restringir a trabalhar apenas com espacos triangularizaveis. Esta
imposicao nao vai nos limitar, haja vista que a maioria dos espacos tteis de interesse,

como a esfera S™ e o torus T, atendem a esta condicao.

Podemos utilizar o conjunto de r-simplexos de um complexo simplicial K como
geradores do grupo abeliano livre C,.(K,G), com coeficientes em G (um grupo abeliano
arbitrario). Para r > dim(K'), temos C,.(K,G) = 0.

Defini¢ao 45. O operador bordo, 9., é um mapa linear 9, : C.(K,G) - C._1(I,G),
satisfazendo:
L 8:(po, -, pr) = Lico(=1)*(Po -+ Pic1, Dis1: -+, Py )
2. 0p:=0
A propriedade fundamental destes operadores é que 0,_1 00, ¢ um mapa nulo. Isso
significa que o grupo de r-bordos, B, (K, G), dado pela imagem de 0,.1:
B(K.G) = {2 € C,(K.G) | = = 1D} (C2)
esta contido no grupo de r-ciclos, Z,(K'), dado pelo kernel de 0,
7 (K,G):={2e C.(K,G) | 0,2 =0} (C.3)
Entao podemos definir nosso invariante topolégico de interesse, quocientando o
grupo de r-ciclos de K pelo seu subgrupo B, (K).
Definicao 46. O r-ésimo grupo de Homologia de um poliedro K, é dado por:
H.(K,G)=Z.(K,G)|B.(K,G) (C.4)
Onde K é um complexo simplicial que produz K.

Teorema 14. Se K; e Ky sdo poliedros homeomorfos, entdo H, (K1) é isomorfo a H,.(Ks).

O grupo de homologia permite identificar conexidade.

Definicao 47. Um espaco topoldgico X é conexo quando, para quaisquer dois abertos
A,Bc X, tais que An B =g, tivermos X + AuB

Teorema 15. Um espago topoldgico X é conexo se, e somente se, Hy(X,7Z) = 7.

Podemos ainda pensar no 1° grupo de homologia como uma abelianizacao do
grupo fundamental. Primeiramente consideramos um mapa continuo «, de um r-cubo I”
(porduto cartesiano de intervalos: I = [0,1]) para o espago topoldgico X de interesse.

Dizemos que v é um r-loop em z, € X, se a(01") = {x,} € X.



C.1. Homologia e Homotopia 97

Definicao 48. Uma homotopia entre dois r-loops «,  em x € X, é um mapa continuo
H:I"x1 - X, tal que:

1. F(2,0)=a(z), Vzel"
2. F(z,1)=p0(2), Vzel"

3. F(z,t)=x, Vzedl" tel
E dizemos que a é homotdpico a 3, e isso define uma relacdo de equivaléncia o ~ 3.

O conjunto das classes de equivaléncia de r-loops em um dado ponto p € X, é o
r-ésimo grupo de homotopia de X, e escrevemos m,.(X,p). O grupo fundamental de

X no ponto p, ¢ o conjunto (X, p).

Definicao 49. Sejam X e Y espacos topoldgicos, um mergulho é um mapa continuo
f: X =Y, tal que X é homeomorfo a f(X).

Defini¢ao 50. Um espago topoldgico é conexo por caminhos (arcwise-connected) se,
para quaisquer dois pontos xg,z; € X, existe uma imersao c¢: I - X, tal que ¢(0) = xo,
C(l) =XT.

Seja G um grupo com apresentacio G = (x1,...,Tp;71, ..., T ). Entdo a abelianiza-

X A . b — . -1,.-1
cdo de G, é o grupo: G™ = (L1, ..., Tp; 71y ooy Ty Til5 ] T3 ).

Teorema 16. Se X é um espaco topologico conexo por caminhos. Entao existe um iso-
morfismo entre Hy(X) e 7#(X).

Em geral trabalharemos com espagos topoldgicos localmente homeomorfos ao es-
paco euclidiano, as variedades diferenciaveis. Neste caso, é 1til definir a no¢ao de homo-

logia singular.

Definicao 51. Um r-simplexo singular em uma variedade diferenciavel M é a imagem

de uma aplicagao diferenciavel f : o, - M, onde:

o, ={(z', ... 2") eR" | z# =0, ) 2" <1} (C.5)

i=0
De modo anédlogo ao procedimento feito com r-simplexos de 42 até 46, definimos
o grupo de r-cadeias C,(M) gerado pelas combinagoes lineares com coeficientes reais dos
r-simplexos singulares. O operador bordo, dado por df(e,) = f(Jdo,) também satistaz
a condicao de nilpoténcia: 9> = 0, o que possibilita a construcao do r-ésimo grupo de

homologia singular de M como:

H,(M) = Z,(M)|B,(M) (C.6)
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C.2 Cohomologia de de Rham

Seja M uma variedade compacta. O conjunto de r-formas diferencidveis em p € M,

¢é o r-ésimo produto exterior do espaco tangente dual neste ponto, ou seja :
r
Q (M) = NIy M
Portanto, sendo {dz#} uma base de T M, temos explicitamente:
W= =Wy, dx't A A dal' (C.7)
para w € (M), onde w,, .,

Escrevemos o produto exterior de w € €27 (M) com v € Q7 (M) com auxilido do

conjunto de permutagoes de k + [ elementos: Py

Z SgN()wW (Vo (15 -+ Vo (k) )W (Vo (1) s -+ Vo (1)) (C.8)

O'EPk+l

1
(WAV) (15 Vp11) = A

A derivada exterior d, : Q0 (M) — 7 "H(M) é dada por:
10

dyw = g, S

ppdx” A dxht AN datT (C.9)

E também obedece a relagao de nilpoténcia, ou seja, d,.1od, = 0, portanto podemos definir
o r-ésimo grupo de Cohomologia de de Rham em M como o conjunto de r-formas

fechadas quocientado pelo conjunto de r-formas exatas:

H"(M)=2"(M)[B"(M) (C.10)

Agora, considerando [c] € H.(M) e [w] € H"(M), podemos definir um produto
interno (,): H,(M) x H (M) - R como:

()[w])=Fa: [ . (C.11)

ondec ¢=Y, a;f(0,;) € Cr(M) c weQ(M). f* & o pulback do mapa f: o, - C.(M).

O mapa C.11 é na verdade um produto interno (,) : C.(M) x Q"(M) que nao
depende da escolha de clementos da mesma classe de cquivaléncia de ¢ € Ch(M) ¢ w €

Qr (M), podemos utilizar a seguinte notagao:
(). Tw]) = (cw) = [w (€12
Teorema 17 (Teorema de Stokes). Sejam c € C,.(M) e w e Q~1(M), entdo:

fcdw = /8; w (C.13)

Teorema 18 (Teorema de de Rham). Sendo M uma variedade compacta, H"(M) e
H, (M) sao espagos vetoriais de dimensao finita e H"(M) é dual & H.(M).

Teorema 19 (Lema de Poincaré). Se uma vizinhanca coordenada U de uma variedade

M é contrativel & um ponto p, entao qualquer r-forma fechada em U é exata.
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APENDICE D - Formalismo funcional em

Teoria Quantica de Campos

Neste apéndice iremos abordar a teoria quantica de campos perturbativa através do
formalismo envolvendo integrais de funcionais. Em geral, estamos interessados no calculo

das fungoes de correla¢ao de n-pontos (fungoes de Green) de uma teoria. Os conceitos
apresentados aqui podem ser encontrados em (NASTASE, 2019) e (AMBJgRN; LYNG,
1999).

Vejamos o caso de um campo escalar ¢ = ¢(x), definido no espago euclideano, com

a seguinte ac¢ao:

S[o] = f d%%amaumm;(b% f d*zV (¢(z)) (D.1)
= So[0] + Si¢] (D.2)

Onde separamos a sua parte livre Sg[¢] da parte interagente S;[¢]. As fungoes de

Green de n podem ser escritas como uma integral funcional:
Gty o) = f Doexp{ - S[6]}o(a1)...6(z) (D.3)

O método para obtencdo destas funcoes de correlacao, consiste em definir um

funcional gerador:
Z[8,J] = f DeoSIol+T 0 (D.4)
P
Onde P representa a condi¢ao de periodicidade do campo:

O(Z,t+f) = 6(Z,1),

utilizamos a notacao conveniente:

J-é= f d'zJ(2)o(z)
e lembramos que a projecao nos estados de vacuo ocorre quando o periodo 3 é infinito:

Z[J] = Z[oo, J] = 4{0/0), (D.5)

E facil ver que as fungoes de Green agora podem ser escritas como:

0 J

Gu(xy,...,zy) = (5J(331)5‘](x”)
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Agora vamos resolver a teoria livre, obtendo os propagadores de Feynmann D.11.
O ponto central nesta andlise é o fato de que o gerador livre pode ser reescrito como uma
integral gaussiana. Integrais desse tipo podem ser calculadas, a menos de um fator de
normalizagao, utilizando a configuracao de campo que torna o argumento da exponencial
(que neste caso € a propria agao) estacionario. Em resumo, sendo A uma matriz n x n de

determinante nao nulo e b € R®, temos o resultado:

n L r T (2m)2 Lr 41
[d xexp(—ix Az - -:v)zwexp(ib A -b) (D.7)

Entio, manipulamos o funcional gerador livie Z[.J]:
= [ Doexp(-Sulo] + /- 0)
- f Doexp - f d%%@ugbau(ﬁ ”—7’2¢2+J 0)
= [ Doesp (G687 64.0-9)
DJNexp(%J-A-J), (D.R)

onde N é um fator de normalizacdo, definimos o propagador euclideano:

A(z,y) = f(d4p exp(~ip- (2 ) (D.9)

2m)4 P +m?

Por fim, podemos efetuar uma rotacao de Wick, para expressar as quantidades de

interesse no espaco de Minkowski:

P —s (5790 (D.10)

Observe que tomamos o cuidado de ndo rotacionar a variavel p® completamente,
para evitar divergéncias provenientes da relacido de dispersao p? = m?, no espaco de Min-
kowski. A rotacao D.10, transforma D.9 no propagador desejado:

d*p )
(2m)* p> —m? +ie

Dp(z,y) = exp(—ip-(z-y)) (D.11)

Por fim, o valor esperado no viacuo (VEV) de operadores, F [{q@}], na presenca da

fonte J, pode ser escrito como:
[ 26 exp (- Sulo)+ T-0) Fl{6}] = FL N L] (D.12)

Entéao, utilizando D.2, D.8 e D.12, podemos reescrever a func¢io de particio:

Z[J]:exp(—[d4zV[5J(zx)]) exp(%J-A-J) (D.13)
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Em principio, esta expressao permite obter os termos de qualquer ordem na ex-
pansao perturbativa da funcao de correlagao de n pontos (D.6). De fato, D.13 equivale ao

teorema de Wick, de modo que a funcao de Green D.6 pode ser reescrita como:

Gn(wl,...,xn)zexp(%ézd.A.5;Cl){qﬁd(acl)...(bd(xn)exp<—fd4:rV(gbCl))} (D.14)

Onde ¢ é chamado campo clédssico, definido na presenca da fonte externa J:

1 9

Pl = mﬁz[ﬂ (D.15)

Generalizando para uma teoria com diferentes campos bosénicos {¢;}, indexados de acordo
com alguma simetria interna (Lorentz, cor ou sabor, por exemplo), assumimos que a parte

livre da acdo pode ser escrita da seguinte forma:
S, = [ Az S 60 6, (D.16)
i

Generalizando a expressao D.14, vemos que a funcao de n-pontos ¢ nula para

n € 2Z + 1, mas pode ser escrita como uma soma sobre produtos de correlagao de pares:

1

) )
<(.er1 (xl)'~-¢r2N(x2N)) = exp (5 z @ WAV E %

n

pEPQN k

){(bw1 ($1)--¢7~2N($2N)} (D.17)

Onde p € Poy é o conjunto de todos os pareamentos p = ((iljl)...(iNjN)), do

conjunto de nimeros {1,...,2N}, onde iy, < ji, Vk.

E importante ressaltar que nas teorias de gauge, como é o caso de 1.15 e 4.1, 0 ope-
rador em D.16 ¢é invertido custas de uma fixacao de calibre, o que produz o aparecimento

de campos fantasmas.



