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RESUMO

O trabalho relatado neste documento apresentaclalegjia utilizada e os resultados obtidos
para a simulagdo numérica de maquinas rotativadod@mfase ao caso em que o rotor, devido
a causas diversas, se choca com o estator, owgaanta equipamento. Sdo apresentados 0s
modelos matematicos utilizados para os sistemdsatas, 0 método numérico empregado e
uma analise do comportamento nao-linear dos sistgraameio de ferramentas adequadas
como diagramas de bifurcacdo e secdo de Poincadhjefivo principal do trabalho é de
analisar o comportamento dinamico dos sistemasnga@r os resultados obtidos para o
modelo de turbina axial com resultados da liteegtwrma vez que neste trabalho séo
utilizados outros métodos de integracdo numériba gestdo do contato.

ABSTRACT

The study presented in this report shows the melbgg and the obtained results for the
numerical simulation of rotating machinery, emphig the cases where the rotor, due to
different causes, touches the equipment's casihg stator. It is presented the mathematical
models for the analyzed systems, the numerical odetised for the simulation and an
analysis of the non-linear behavior of the systéinnsugh specific tools such as bifurcation
diagrams and Poincaré sections. The main goal efsthdy is to evaluate an analysis of
system dynamics and to compare the obtained resiilishe ones available on the literature,
since in this work it is employed methods for themerical integration and the contact
mechanics.
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1. INTRODUCAO E OBJETIVOS

A grande maioria, se nao a totalidade, dos equiptraeale aplicacdo de engenharia consistem em
sistemas nao-lineares complexos. As aproximac@esriks utilizadas para o dimensionamento e
descricdo destes equipamentos séo simplificacoesnpitas vezes razoaveis em termos praticos, que
tem como objetivo facilitar o estudo e previsdocdmportamento de tais equipamentos. Porém os
sistemas ndo lineares sdo extremamente sensiveiaigasutis perturbacdes, e previsdes precisas de

seus comportamentos necessitam de uma modelagemat@at robusta e uma andlise aprofundada.

Neste estudo foi analisado o caso particular dagumas rotativas. A vibracdo de méaquinas
rotativas pode, em principio, parecer simples. Aomfmnte de esfor¢os € proveniente da rota¢éo do
rotor, portanto, h4 uma tendéncia natural & preseecexcitagbes harmdnicas; além disso, como a
rigidez das estruturas € predominantemente linesotpica, devido a simetria das pecas, as &salis
normalmente sdo superficiais e consideram apenaparentes lineares. Contudo, um fenémeno

muito comum neste tipo de maquinas pode mudar @earpente a andlise: o contato.

Os componentes rotativos de uma méaquina, chamadagates, tem sempre uma interacdo muito
préxima com componentes fixos do equipamento, clamde estatores. O contato entre estes dois
elementos gera uma mudanca repentina das carictxido sistema, e essa descontinuidade torna o

sistema néo-linear. E exatamente este caso quaigaalo neste estudo.

Muitos trabalhos ja foram realizados nesta areaaforia utiliza um mesmo procedimento para a
integracdo numeérica das equacdes de movimento € racdes na consideracdo das forcas de
contato. O objetivo principal deste trabalho é msierar estes mesmos modelos ja estudados por
outros autores, porém utilizando outros métodedotde integracdo numérica quanto de inclusédo das
forcas de contato com o fim de encontrar resultatis precisos e analises mais completas. Também
sdo utilizadas ferramentas especificas de sister@iadineares, como diagramas de bifurcacédo e
secOes de Poincaré, buscando uma melhor compredosdomportamento destes sistemas. Com

essas medidas é possivel uma andlise com conchet@easntes para o estudo de maquinas rotativas.

1.1 Organizacgéao do Trabalho

O trabalho é dividido em 6 capitulos. Neste prim&apitulo uma introducéo é apresentada. No
segundo, conceitos basicos da dindmica de maguioiativas e mecanica do contato sdo
apresentados. No terceiro, conceitos sobre a fibagtio, classificacdo e analise de sistemas néo-
lineares sdo descritos. No quarto, o método dgrim¢éo utilizado € apresentado e a validagdo dos
métodos empregados é feita através de dois mochosliferentes graus de complexidade. No quinto
capitulo o modelo completo de turbina axial é d#soe os resultados de sua simulacdo sao
apresentados e analisados. No sexto e ultimo tasdio apresentadas as concluses e perspectivas

futuras do trabalho.



2. DINAMICA DE MAQUINAS ROTATIVAS

As maquinas rotativas sado objeto recorrente dalesdde dindmica. Toda e qualquer maquina que
possua ao menos um elemento que gira com deteranirddcidade sofrerd uma vibracdo com pelo
menos um componente de frequéncia, igual aquekedelemento rotativo, uma vez que um rotor
nunca sera perfeitamente balanceado (Adams, 2008pjetivo da analise de engenharia é manter os
efeitos de tais vibragbes dentro de limites queprgudiquem as demais funcionalidades e interfaces
da maquina. VibragBes excessivas podem prejudicastaitura da maquina e causar desgastes
acelerados, ocasionando a diminuigcéo da vida dglipamento. Além disso, no caso de um produto

com interface humana, pode impossibilitar sua @derau tornd-la extremamente desconfortavel.

s

Dentro dessa perspectiva, é importante que sejatisatas as interacbes entre os elementos
rotativos e os demais elementos de uma maquindg sais interacdes a via que transmitira os efeitos
do forgamento harménico causado pela rotacdo pal@ @ resto da estrutura. Um dos principais
meios de interac@o entre o elemento rotativo +rotoas partes estaticas da maquina - estatéres -

contato.

Como resultado de desbalanceamento do rotor outudE®es acidentais que causem vibracoes
excessivas, 0 rotor pode impactar o estator, geraath primeira analise, forcas de altissima
intensidade que podem solicitar a estrutura exeassinte e até leva-la a destruicdo. Analisando o
fenbmeno do impacto, tem-se que este represemtaaaiucdo de uma nao-linearidade no sistema,

podendo produzir fendmenos interessantes do pemntisth do estudo da dindmica do sistema.

Neste capitulo séo introduzidas as primeiras nogdedormam a base para o estudo de maquinas
rotativas. Inicialmente é apresentada uma brevisdewbibliografica de alguns trabalhos que a amalis
da dindmica de maquinas rotativas e de contatos \tbr e estator, de maneira semelhante a que foi
desenvolvida neste trabalho. Em seguida a modelagetematica de maquinas rotativas é

apresentada.

2.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Sandor (2006) desenvolveram um estudo do compontante um sistema nao-linear com um
grau de liberdade e contato intermitente. No tlababho apresentadas analises tedrica e experimental
do sistema proposto, e os resultados sdo compar@opesquisadores utilizaram um modelo
particular para a gestdo do contato que envolve hiper-superficie de transicdo do estado sem
contato para o estado com contato. Mais adiante sesultados sdo comparados com alguns dos

resultados obtidos neste trabalho.

Popprath & Ecker (2007) apresentaram resultadasyrarmodelo de rotor de Jeffcott cilindrico e

um estator também cilindrico e suspenso por rigislezas duas direcbes, fornecendo ao sistema



combinado rotor/estator 4 graus de liberdade. @ares apresentam no trabalho um modelo para o
célculo das forcas de contato e uma breve descdgdsolucdo numérica utilizada para resolver as

equacdes de alta rigidez de contato.

Lesaffre et al. (2007a) apresentam um modelo deotwn de turbina com pas e eixo flexiveis que
entram com contato com o estator cilindrico tamHérivel. Os modelos matematicos para o sistema
s&o descritos com alto rigor matematico e algumatises de estabilidade s&o feitas. E verificado um

fendmeno de interacdo modal entre as pas e orestato

Demailly (2003) e Lesaffre (2007b) apresentam comdelo para validacdo de seus métodos um
sistema de rotor Jeffcott com estator suspensatonsg@imelhante ao apresentado por Popprath &
Ecker (2007). Como método de calculo da for¢a deato Demailly (2003) utiliza um método de
penalidade, que na realidade considera a forcalato proporcional & penetragdo entre os corpos
através de uma alta rigidez de contato; enquargaffre (2007b) utiliza 0 método de multiplicadores
de Lagrange, que considera que a distancia erttve @cestator € sempre maior ou igual a zero, ou
seja, a penetragdo nunca assume valores posiBmosambos os trabalhos, o método de integracéo
utilizado é o de diferencas finitas centrais comogmacdes de primeira ordem na expansao em serie
de Taylor.

Grolet & Thouverez (2010) apresentam um modelollteta de rotor com pés flexiveis. Apesar
do modelo levar em consideracdo apenas o movintenfwonta das pas, o que confere um grau de
liberdade a cada uma, os valores de rigidez eiméquivalentes sdo encontrados modelando a pa

como uma viga Timoshenko de secao retangular, iodteao modelo robustez satisfatéria.

Brandéao et al. (2011) apresentam um modelo de ton com pas flexiveis, muito semelhante ao
apresentado por Lesaffre et al. (2007) porém cantiliaacdo do modelo de pas flexiveis apresentado
por Grolet & Thouverez (2010) com algumas simpdifiées em sua dindmica e também levando em
conta os efeitos de contato entre rotor e esthwivel. O fendmeno de interacdo modal € verificado
e, para este caso, sdo estudados os efeitos térdésencadeados pelo atrito entre as estruturas. Os
modelos dindmicos e térmicos sdo apresentadoschemm as estratégias numéricas para a simulacao
e os resultados obtidos.

O objetivo deste trabalho é de simular o sistemasapmtado por Branddo et al. (2011) com
modificagbes que tornem o modelo mais verossinal iategracdo numérica com resultados mais
confiaveis. Para isso, serdo utilizados o métodpemalidade na modelagem do contato, substituindo
0 método de multiplicadores de Lagrange, e o métbeldRunge-Kutta de quarta ordem para a

integrac@o numeérica, ao invés do método de difaefigitas centrais.



2.2 DESCRICAO MATEMATICA DE UM SISTEMA DINAMICO

A modelagem de um sistema dindmico é a formalizagatematica do comportamento de um
sistema que evolui segundo uma regra fundamentlliga seu estado presente a seus estados
passados. Esta regra, ou conjunto de regras, @everganizada e armazenada em uma ferramenta
matematica que possibilitar4 a previsdo da evolagioestados deste sistema no tempo. A isto se

chamam, respectivamente, de modelagem e simulacémdistema dinamico.

Uma das ferramentas matematicas utilizadas palizareaimulacdes de sistemas dinamicos € a
representacdo em espaco de estados. Para quepgeeoda o conceito desta ferramenta é necessario
gue seja introduzido o conceito de variaveis dadestAs varidveis de estado de um sistema séo o
menor conjunto de variaveis suficiente para descreompletamente o estado deste em determinado
instante. Para a maioria dos sistemas mecanicodagkts - descritos por equacfes diferenciais de
segunda ordem -, e a totalidade dos que séo teatehbe trabalho, este conjunto é representado pela
posicao e velocidade de cada um dos graus deditberdb sistema. Desta forma, se o sistema possuir
n graus de liberdade, este sera descrito obrigaterite por2n varidveis de estado, e cada equacéo
diferencial de segunda ordem sera reescrita coras dquacdes diferenciais de primeira ordem. E
importante mencionar que o conjunto que forma agwels de estado ndo é Unico, e deve ser

escolhido da maneira mais conveniente para o esiesado.

Voltando a representacdo de sistemas dinadmicazantilo variaveis de estados, esta abordagem
estabelece a derivada temporal das variaveis ddasbmo funcédo das proprias variaveis de estado.

A forma basica de um sistema linear definido n@esle estados é apresentada na Eq. 2.1.
Xyx1=Anvxn*Xyx1+Byx1 (2.1)

ondeX eX representam, respectivamente, o vetor de variéleeestado e sua primeira derivada,
A é a matriz que armazena todas as caracteristieandn do sistemaR é a matriz de entrada, que
representa os forcamentos externos impostos @msis¢, no caso de sistemas nédo-lineares, introduz
as ndo-linearidades da equacédo. Os sub-indicema@anun dos elementos da Eq. 2.1 representam a

dimensao da matriz ou vetor, ondeé 0 nimero de variaveis de estado que o sistessIpo

Grande parte do trabalho de modelagem de um sisleréenico estd em representar da maneira
mais precisa possivel os elementos da malrizTodas as caracteristicas fundamentais de
comportamento do sistema estédo representadas matia e ela representa a base do processo de
saberpara onde o sistema vai partir do conhecimento d&de o sistema est&ssas caracteristicas
internas do sistema podem ser variaveis no tengro @m situacdes de envelhecimento de molas e

amortecedores, por exemplo, porém, na maioria digemas, a matrid € constante.

Outra etapa imprescindivel do processo de modeladerrum sistema é a definicdo das
caracteristicas externas a ele, ou seja, defimie,oguando e de que maneira 0 ambiente externo atua

sobre o sistema. Este trabalho se traduz na diéfirde matrizB, cujos elementos podem ser funcéo



do tempo e, por vezes, como em casos de contatmiténte, podem também ser funcao do estado do

sistema.

2.3 MAQUINAS ROTATIVAS

No contexto da modelagem matemética de maquinadivad, € necessario ainda detalhar
algumas nuances proprias do comportamento destééigistemas, como as for¢as de excita¢cdo mais

comuns e o conceito de velocidade critica do rotor.

O desbalanceamento constitui uma das causas demfen¢o mais classicas dentro do estudo de
magquinas rotativas. Esta excitacdo é resultadoma fgerada pela rotacdo de um rotor que tem seu
centro de massa ndo-coincidente com seu eixo dgdmt Escrevendo a energia cinética de uma massa
m, com uma excentricidadeem relacdo ao eixo de rotacdo, podemos, depdsplibar as equacdes
de Lagrange, obter as expressoes das forcas e@ofdogtempo devidas a este desbalanceamento em
um sistema de coordenadas ortonormal fixo, comdrmasEq. 2.2.

2] = e [encan o) @22

ondea é posigéo angular do centro de massa do rotoekagaio ao eixo das abscissas patad eQ

€ a velocidade angular de rotacdo do rotor, corsideconstante.
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Uma outra importante fonte de forgamento em turlspimas € o acoplamento aeroelastico.
Apesar destas forcas aerodindmicas ndo serem kewadaconta nos estudos aqui apresentados, o
acoplamento aeroelastico € um fenbmeno que origiversos desdobramentos no comportamento
dindmico de turbomaquinas. No entanto, este fen6nméio representa grandes efeitos quando se
estudam casos com impacto, pois estes originanadate magnitudes muito maiores. Além disso,
também devem ser incluidas as cargas acidentaipaglean vir a ocorrer durante o funcionamento
das méaquinas rotativas. Impacto de objetos estsanmhanobras anormais, entre outras situagdes

acidentais se incluem nesta classificacéo.

7

Um conceito importante em maquinas rotativas € o védocidade critica. Como o
desbalanceamento € a principal fonte de forcanmemtmaquinas rotativas, que se trata, como vimos
na secao anterior, de uma excitacdo harmoénica epuénciaQ, devemos nos preocupar com
fendmenos de ressonancia da estrutura em certasidagles de rotagdo. E precisamente isto que
caracteriza a velocidade critica de um elementativot Quando a velocidade de rotagdo coincide
com a frequéncia natural de um dos modos de vibrdgarotor temos um pico de amplitude de

vibragcdo da estrutura, que sera limitada apenasgpebrtecimento do sistema.

O modelo mais simples e classico de uma maquiraivaté o rotor de Jeffcott, que é

representado na Fig. 2.1.
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Figura 2.1 - Resresentacéo grafica do modelo de det Jeffcott.

.
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O modelo de rotor de Jeffcott, representado, nar&id é constituido por um disco rigido de
massam,. suspenso por rigidezes nas duas dire¢c@gse K,, - do plano e gira em torno do seu eixo
com velocidad®. Na Figura 2.1 vemos representado o eixo de rotagk origem do sistema fixo de

coordenadas xQy e o centro de massa do rotor espiee® pelo ponto marcado com 'CM'.

A excentricidade do rotor é a Unica fonte de excitacdo neste sistéla Figura 2.1, 0 angutp
representa o angulo de fase entre a forca de deslealmento e o deslocamento do rotor. Este angulo
varia entrd) e de acordo com a velocidade de rotaQdde maneira que chega-se ¢ 0 quando

Q =0, em¢ = quandoQ — « e finalmente engp = g guando temo$2 igual a frequéncia natural

do sistema.

Para representar o modelo da Figura 2.1 no espaestddos, o conjunto de variaveis de estado

representado na Eg. 2.3 é 0 mais conveniente.

X
X
y (2.3)
y

ondex ey representam, respctivamente, os deslocamentazsohtai e vertical do rotor £ ey
suas respectivas derivadas temporais. Aplicandmansia lei de Newton e considerano= K, =
K, rigidezes lineares que geram forcas elasticasoprimgmais aos deslocamento® y, temos que a
matrizA que descreve as caracteristicas internas do sigt@mmo mostra a Eq. 1.4.

[ 0

A=

0
K
mT

0 (2.4)
0

0
1
0

1
0
0
0



Utilizando a expressao apresentada na Eq. 2.2agdi@cas devidas ao desbalanceamento, pode-

se obter o vetor de forcamerBaepresentado no espaco de estados da maneiradsost Eq. 2.5.

0
2
B= eq) cos(()ﬂt + ) (2.5)

eQ?sen(Qt+a) — g

A gravidadeg pode ser considerada ou ndo neste caso, senda Qu&a influéncia de sua
inclusdo é a mudanca do ponto de equilibrio dermist Desta forma, o sistema da Fig. 2.1 esta
completamente definido e as equacfes de moviméntaesentadas no espaco de estados, na forma
da Eq. 2.1.

Quando existem corpos adjacentes ao rotor que paeeeahocar com este, deve-se modelar a
situacdo de contato. Assim, 0 estudo da mecanicamtato é essencial para a descricdo adequada do

sistema.

2.4 MECANICA DO CONTATO

Em problemas computacionais que envolvem contatie eorpos solidos, o ponto critico da

andlise é a transicdo entre os dois estados: coene contato. Esta transicdo repentina das
caracteristicas do sistema, fonte da nao-lineagidadproblema, deve ser tratada com atencao.

Para que esta transicdo seja modelada de maneiretac@® necessario que se estabeleca
precisamente a condi¢do de contato, que é defoudama inequacdo que estabelece o ponto a partir

do qual as forcas de contato surgirdo e fardooefeibre os elementos do sistema.

Por exemplo, na Fig. 2.2, temos um sistema massa simaples com uma restricao rigida que

limita o deslocamento da massa.

igura 2.2 - Sistema massa mola simples com contato



Neste sistema pode-se criar uma funcao simplessiagou que represente a distandiaentre a
massam e o chdo comd(u) = h —u. Assim, tem-se que havera contato sempredgge)d, sendo
esta a condi¢cdo de contato que deve ser estalzelemid o problema. Assim sendo, as equacgfes do
movimento do sistema sdo descritas mostra a Eq. 2.6

mi+ku—-mg=0, d>0
(2.6)
mi+ku—-mg+F =0, d<0

onde o termd, representa a forca de contato que deve ser cdécWdriggers (2002) apresenta
dois diferentes métodos de célculo da forca deatond método de multiplicadores de Lagrange e o

método de penalidade.

O método de multiplicadores de Lagrange considera @ restricdal > 0 deve ser sempre
satisfeita, obtém-se entdo a forca de contato s@daspara atender tal condicdo. Assim, sempre se
verifica também a igualdad® *d = 0, uma vez que a forca de contato é nula quahdoO e,
quando ha contatof¢ > 0 a distancia chega a seu valor minighe: 0. Como mostrado em analises
posteriores, este método oferece maior estabilidadeerica, por limitar explicitamente o valor do
deslocamento, porém ndo descreve o sistema read @uatisdo que pode ser necessaria. Este método
negligencia a deformacdo dos corpos durante o tooetando é capaz de reproduzir fendmenos de
rebound por exemplo, que é a situagdo na qual a intearga ho momento do impacto forca a perda
de contato, e, em seguida, um novo impacto, cansamd sucessdo de impactos em um curto periodo

de tempo, 0 que pode vir a apresentar um efeitorit@pte na resposta destes sistemas.

O segundo método, chamado método de penalidadatednaticamente mais simples, e descreve
o sistema real com mais precisdo. Neste caso,ca fie contato € calculada como uma funcdo da
penetracdo - também chamada de indentacdo - emto®rpos, ponderada por um coeficiente de

penalidade. A indentag@o pode ser descrita como o negativdisiancia, ou seja;d.
F.=€ex*f(—d) (2.7)
Para o caso da Fig. 2.2, onde as superficies enatoopossuem raios de curvatura muito
3
diferentes, a teoria de contato de Hertz é valida eelagdoF, = € * (—d)z pode ser utilizada
(Wriggers, 2002). Porém, esta relagdo pode asgliva@rsas formas. Como Popprath & Ecker (2007)
mencionam em seu trabalho, para superficies cam dai curvatura muito semelhantes, as relacdes da
Eq. 2.8 podem ser utilizadas.
F. = €= (d)? ; F,=€ex(—d) (2.8)

A segunda versao da forga na Eq. (2.8), lineapliéavel para menores valores de indentacdo e é
também proposta por Wriggers (2002). Com estasgégsafica claro que o coeficiente de penalidade
€ atua como uma rigidez de contato, uma vez queca fde contato serd proporcional a indentagéo

multiplicada por este coeficiente. J& Percebe-seeqapresentara valores muito altos ja que tem o



papel de representar a rigidez de contato entrerficies solidas. A descontinuidade do sistema
combinada com mudancas bruscas de rigidez podeetraimstabilidade numérica na simulacéo

computacional e consiste em um obstaculo a seidenc

Existem alternativas para evitar erros numeéricasamaulacdes do contato entre corpos sélidos.
Sandor et al. (2008) apresentam uma alternativarplig a utilizacdo de uma superficie de transicao
com o objetivo de reduzir o peso computacional diblpma, outras técnicas e detalhamentos das

técnicas aqui descritas sao apresentadas por &i(fz02).



3. SISTEMAS DINAMICOS NAO-LINEARES

Sistemas dindmicos ndao-lineares sdo sistemas nas quiio se verifica o principio da
superposicao, ou seja, um sistema no géaake verificam as condicfes (1) e (2) abaixo, ongee z

sao vetores quaisqueraim escalar:
1 fx+y)=fx)+f(y)
2. flaxz)=axf(2)

Sistemas ndo lineares sdo extremamente sensiveisagdes em suas condigdes iniciais e, por
isso, demandam um método de integracdo robustoaeesoolha adequada de passo de integracédo

para que sejam simulados numericamente.

Em sistemas cuja ndo-linearidade é devida a prasdagcontato intermitente os efeitos de
sensibilidade as condicdes iniciais e outras pdatitlades de sistemas nao-lineares ficam ainda mai
notaveis. A alta rigidez no contato gera comporgedéealta frequéncia na solucéo, o que demanda um
passo de integracdo pequeno. Além disso, a transg@&ntina entre uma situacdo e outra, transforma
0 problema em um caso singular em termos de sid@olagmeérica, onde tanto 0 modelo quanto o
método de integracdo devem ser escolhidos e apficdd forma adequada. Outro ponto relevante
nma analise de sistemas dinAmicos nao-linearagikzacao de ferramentas adequadas que permitam

conclusdes relevantes sobre o comportamento adorsist

Neste capitulo sdo apresentadas algumas dessandatas para analise de sistemas nado-lineares.
As ferramentas apresentadas, utilizadas nas amaties casos simulados neste trabalho, séo

qualitativas e tem o objetivo de apresentar umamgeral do comportamento do sistema.

3.1 ESPACO DE FASE

O espaco de fase é 0 espaco vetorial de um sisli@dmmico, representado no plano cartesiano por
suas variaveis de estado. Cada ponto no espagseedpresenta um estado do sistema, e a sucessao
de estados de um sistema que evolui no tempo famecurva no espaco de fase, definindo uma

trajetéria.

Se 0 comportamento do sistema ha situacdo estdidageriodico esta trajetéria se formara na
configuracdo de um caminho fechado, passando sqmefye mesmos pontos. Existe também o caso
das respostas quase-periddicas e cadticas, qum ddeeidentificadas com mais precisao através da

ferramenta de secéo de Poincaré (vide secédo 3.2).

A Fig. 3.1 mostra duas Orbitas no espago de fase.aBbos 0s casos 0s eix@se y sao

representados pela posicao e velocidade de unrdos de liberdade de sistema respectivamente.
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Uma andlise importante a ser feita a partir daesmtacao no espaco de fase é a da periodic
da orbita. Quando uma orbita é periddica, (iodo desta pode ndo coincidir com o periodo daa
de excitacdo. Dise, portanto, que uma Orbita € de perin quando esta completa um ciclo comp!
a cadan ciclos de forcamento. Este conceito sera melhorpeceemdido na préxima segdo, qua

seraexplicada a se¢éo de Poinc

/ot
=
dufdt

@ (b)

Figura 3.1 Representacdo no espaco de fase. Orbita peri(a) e 6rbita cadtici(b).

3.2 SECAO DE POINCARE

A secao de Poincaré € uma ferramenta extremamghéeniuito utilizada n analise de sistemas
ndolineares. Ela consiste, em esséncia, em uma redlig@msional do problema, transforma-o
de continuo em discreto, pontual. Esta reducdgoaosite avaliar a trajetéria do espaco de em
termosde algum outro parametro echido, originando uma informagéo organizada de mmarmaais

enxuta e que permite determinadas analises mugortantes

A Secao de Poincarécéconjunto de intersecdes entre uma Orbita defin@@spacgo de estac
com um subespacgo de menor dimens&o.anto, definese arbitrariamente um hiperplano de acc
com algum parametro do sistema e encor-se 0s pontos nos quais a trajetoria de um dos espa
fase intercepta este hiperplano. A colecdo de poabhcontrados é chamada de se¢do ou ma

Poincaré.

A Fig. 32 ilustra o processo de construcdo da secdo aed?éipara um sistema de um grat
liberdade com contato intermitente. Neste caso,oc@nde costume em casos com forcam
harménico o parametro utilizado para construcdo do hipamla er interceptado pela o6rbita
espaco de fase é a prépfise d forca de excitacdo. A posicdo exata do plano drarla, mas «
importante € que ela define um ponto especificoiclo completo de forcamer como, por exemplo,
seu ponto maximo ou seurgo minimo, ou ainda em qualquer outro ponto daisenque define

forcamento.
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A Fig. 3.2apresenta o espaco de ' nos eixos horizontais e y e o forcamento variando entl e
—1 no eixo verticak temos. O plano marcado como 'Sec¢ao 1' define secdo onde o forgcamentt
igual a0.4 e tem derivada positiva, ou seja, define um posfeeifico no ciclo de forcameniPor
outro lado,o plano assinalado como 'Sec¢é define uma secdo de Poincaré para um forgamer

—0.4 e com derivada negativa.

Desta forma, a construgdo da secdo de Poiré definida pelas interse¢Bes assinaladas
vermelho. A Orbita tracada em azul na F3.2 é periddica e se repedd infinitun. Percebe-se,
portanto, que enquantm forcamento completa dois cic, a Orbita ompleta apenas L, 0 que a
configura como uma Orbita de periodicidade 2. Estaodicidadeé facilmente identificac pela
presenca de dois pontdgerente em cada uma das sec¢des de Poincaré cons. Esta é uma das
principais fun¢des desta ferrame no caso de comportamentos periodicasidentificagdo d

periodicidade da orbita.

Forgamento

002

005 Posigéo (m)

0
0025

welocidade (mfs) a1

003
02

Figura3.2 - llustracdo demonstrativa da Secéo de Poincaré.

A secdo de Poincaré pode assutrés diferentes formas principais:
* Numero finiton deponto:: indica que a 6rbita tem periodicidade
» Diversos pontos sem repeti¢cdo: acusa um comportarnaatico ou hipercadtic

» Diversos pontos sem recorréncia que formam umaacteehada: neste caso a Orbit

chamada de quasi-periddica.
3.3 DIAGRAMA DE BIFURCACAO

O termo bifurcacdo esta associado a uma mudanditativa na natureza da resposta do sis

como conseggncia da variagcdo de qualquer um de seus param@sadiagramas de bifurcacao
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bastante utilizados para analisar o comportamdobal do sistema, avaliando onde e como oco

mudancas na sua respo&ta Paula, 2005

Assim sendo, na constru¢do de um diagrama de afaocdevevaria-seum dos parametros (
sistema de maneirquastestatica enquanto se monitora algum o pardmeio de interesse. Nos
diagramas de bifurcacdo construidos neste tralas caracteristicasonitoradis sao as variaveis de
estado do sistemaarsecao de Poincaré, enquanto o paral variavel éa frequénci de rotacdo do

rotor.

A funcéo principal do diagma de bifurcacéo é identificar comportamento global do sister
incluindo pontos de interesse da chamada rota para o camqagie apresentar bifurcacdes loc
como a transicdo de periodicidade 1 para periogi@gd?, e bifurcagdes globais, como insicdo de
um comportamento periddico para um comportamendtiataou vice-versa. Outra situa¢éo pecul
que o diagrama de bifurcacéo nos permite identifica de coexisténcia de oOrbitas. Em alguns ¢
para um mesmo conjunto de parametros, existeis de uma O6rbita estavel possivel, o que

comportamentos singuks que podem ser identificado | diagrama de bifurcacé

Diregdo = Estator
0.0z T

nosf- 3 Regido 1 B

v

0o -

EA AR

*a
-

0.008

Regido 2

-0.005

“elocidade

00 =

00s -

002

002

00 | | | | \
118 120 125 130 135 140 145

Fraguencia

Figura 3.3 Exemplo de diagrama de bifurcacdo. Regido 1 indéteda; regido 2 bifurcagéo loc

A Fig. 33 apresenta um exemplo de diagrama de bifurca¢@o usa como caracterist
monitorada a velocidade de um dos gdl's na se¢&pihkear quando a frequéncia de forgcament

variada Podemos ver duas regides de inter

* Regido 1: regido sem deicdo suficiente dos pontos do diagrama. A dispedsoponto:
sugere que seja uma regiao cadtica ou, possivedmemia regido com coexisténcia de Orbitas.

diagrama mais detalhado deve ser construido pa&raejahegue a uma conclusao defini

» Regido2: Bifurcacao local que evidencia a transi¢do da drbita de periodicidade 1 para

comportamento de periodicidad:

13



4. MODELOS DE VALIDACAO

Neste capitulo os métodos de simulacdo dos sistebrascontato mencionados nos capitulos
anteriores sao testados para sistemas propostitenatura para que seja verificada sua validade.
Desta forma, dois sistemas dindmicos com contatoasalisados. Além disso, neste capitulo sdo
apresentados dois métodos de integracdo numélmamees para o estudo deste trabalho: o0 método

das diferencas finitas centrais e 0 método de R{ugga de quarta ordem.

O primeiro sistema dindmico analisado é o proppsto Sandor, (2006), que consiste em um
sistema de 1 grau de liberdade com uma restri¢é@teslecamento. Esta restricdo € dada por barreira
com a qual o corpo pode se chocar. O modelo apgesiepelo autor é simulado numericamente e é
validado por resultados experimentais. A andlissesistema tem como objetivo validar os métodos
numéricos utilizados neste trabalho ja que os tadod apresentados em Sandor (2006) séo

acompanhados de resultados experimentais.

O segundo modelo € o apresentado por Lesaffre7(R08@ por Demailly, (2003), e consiste em

um modelo de um rotor desbalanceado que entra rtatoccom um mancal suspenso.

4.1 METODOS DE INTEGRACAO NUMERICA

Como explicado na secao 2.2, um sistema dinamicke @@r representado por uma equagao
diferencial de primeira ordem na forma da Eq. guk traz toda a informacao necesséria para obter a
evolucdo temporal do sistema a partir de um coajdatvalores iniciais. O préximo passo a ser dado
€ definir uma ferramenta matematica adequada pazar fessa integracdo numérica. Neste
procedimento realiza-se uma discretizagdo tempotakeja, a evolucdo real continua do sistema é

aproximada por uma evolugao discreta, na qual leak®iponto a ponto no tempo o estado do sistema.

Um calculo deste tipo nunca € exato, uma vez quandp calcula-se a evolugdo de um ponto a
outro, faz-se um truncamento da série de Taylordgsereveria o caminho exato do sistema entre os
pontos. Assim, € intuitivo que quanto menor foraggp de tempo mais proximo este caminho sera de
uma reta, e melhor sera a aproximacao, uma vepgjtermos de alta ordem da série de Taylor terdo
pouco impacto no valor da fungcdo. Também concluilae que sistemas cuja resposta contiver
componentes de alta frequéncia - altos valoreedeadlas de ordem superior - demandardo um passo

de tempo menor.

Desta forma, o estudo dos métodos numéricos paredsode equacdes diferenciais € sempre um
dominio ao qual é dada atencéo especial em trabdihaimulacdo numérica de sistemas dinamicos.
Diversas analises séo feitas para avaliar o comuperto destas ferramentas em determinadas

situacoes.
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Nesta secdo apresentaremos dois destes métododtodondas diferencas finitas centrais e o
método de Runge-Kutta de quarta ordem.
4.1.1 O método das diferencas finitas centrais

A idéia béasica do método de diferencas finitasreené a de aproximar a derivada do veétaro
tempot; através dos valores &enos tempos;_, et;,;, COmo mostra a Eq. 4.1.

<6X> _ (Xiv1 — Xi—1)

_ — 2
5. S 0@t 4.1)

ondedt representa o passo de tempo, os indices subsiridmmam a que ponto no tempo a
variavel se refere 6(dt?) representa o erro de truncamento da série de gyt é da ordem de
dt?. Da mesma forma, podem-se calcular derivadagains mais elevadas, se o problema assim

exigir. Mas para um sistema representado na foartaqd 2.1 basta estimar a primeira derivada.

Assim, utilizando a Eq. 2.1, obtém-se a relacaa patalculo do vetaX;,; a partir deX; e X;_

como mostrado na Eqg. 4.2.
Xip1=2*dtx[A*X; + B;] + X;_, +0(dt?) (4.2)

Este método é utilizado nos trabalhos por Les&#0@7a, 2007b) e Demailly (2003). Porém, este
método centrais ndo é tradicionalmente utilizadoséstemas nao lineares como os problemas de
contato, que apresentam alta sensibilidade a pagueariacGes, devida a variacbes repentinas do
comportamento e da alta rigidez de contato. O noéttass diferencas finitas centrais, que deriva do
método de Euler, apresenta, por vezes, apresemtacatdo com Dahlquist & Bjork (2003), um
comportamento localmente instavel que pode pregndistemas com alta sensibilidade como aqueles

com contato.

Como mencionam Conte & de Boor (1980) e DahlquisBjgrk (2003), os métodos mais
frequentemente utilizados para sistemas néo-liredee tal complexidade, e que oferecem mais
estabilidade para tais, sdo os métodos de Runge-#etjuarta ordem.

4.1.2 O Método de Runge-Kutta de quarta ordem

O método de Runge-Kutta de quarta ordem é um méjodaavalia a derivada da func8p no

tempot;, aqui denotada pof(t;, X;), em quatro pontos estrategicamente localizados gae se

obtenha uma melhor preciséo no célculo.

O procedimento para se obter o valoXde; é mostrado nas Eqgs. 4.3 e 4.4.
1
Xi+1 = Xi + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4) (4’.3)

ky =dt*f(t;, X;)
kp = dt« f (6 +5, X, +2)
2 : (4.4)
lkg =de«f(t+5 X +2)
k4_ = dt *f(tl + dt,XL' + k3)
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E importante notar que as derivagf§s;, X; ) sdo calculadas diretamente com o uso da Eq. 2.1.

O método de Runge-Kutta apresentado nas Eqs. 4.8 edo de facil aplicagdo em qualquer
linguagem de programacéo e apresenta a vantageser @eaito-iniciado, ou seja, necessita apenas de

um pontaX, pra que os calculos sejam iniciados.

Outras variantes deste método também sao utilizadaw 0 método de Runge-Kutta-Fehlberg de
quarta ordem, que utiliza coeficientes que otimizaniocalizacdo dos pontos de avaliacdo das
derivadas, aumentando ainda mais a precisao dalméto
4.1.3 Método de variacdo do passo de tempo

Como os sistemas estudados neste trabalho aprasdais regimes diferentes bem definidos -
com e sem contato -, é interessante que se uliliee estratégia de variacdo do passo de tempo para

que seja reduzido o custo computacional das sifbesagalizadas.

O método utilizado é semelhante ao apresentadGqute & de Boor (1980), que faz o controle o
passo de tempo através do monitoramento do ernmaski para 0 método de Runge-Kutta. A

estimativa do erro € feita calculando-se posif¥gdp, de duas maneiras: a primeira normalmente,
- - . dat
utilizando-se um passo de tenghoe a segunda utilizando-se dois passozs.d@omo mostram Conte

& de Boor (1980), o erro para o0 método de Rungdadé quarta ordem pode ser estimado pela Eq.
(4.5).

|th/2 (tiv1) — Xae (ti+1)|
Eij1= 15

(4.5)

ondeXm/2 (ti+1) representa o valor calculado utilizando-se dossps de temp%E eXy4:(tiy1) O

calculo utilizando apenas um passalde

Para casos de problemas com contato este métodstidetiva do erro funciona especialmente
bem, pois, na interface do contato a forca s6 @d@em conta para o calculo Xig ; quando ja se
verificou o contato para a condi¢éo Xlg negligenciando-se, assim, um trecho da situagamadtato

no caso em quX; ndo satisfaz a condicdo de contato mas esta pndikimo disso. Quando calcula-

2 dat
se o erro, porem, leva-se em conta, no segundo paszs a forgca de contato.

Para os exemplos aqui descritos, o0 erro é estimpelioas nestas situagfes - quakidado acusa
contato enquant&;,,; o faz. Neste ponto, que é o mais critico duramdie © percurso, reduz-se o
passo de tempo, e mantém-se esta reducdo para fpeldodo com contato, voltando ao passo de

tempo padréo apenas quando a condi¢cdo de contatoaié se verifica.

Desta forma, pode-se, sempre que for necessatimaeso erro e compara-lo com um erro
maximo previamente estipulado, e, a partir da distdentre erro calculado e erro maximo desejado,

recalcula-se o novo passo de tempo reduzigdale acordo com a Eq. 4.6.
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Epmac\“
dt, = dt * ( ’]’;‘x) (4.6)

i

Este € um processo iterativo, que € repetido adéaqoondicad; < E,,s, Seja satisfeita. Onde
E4, rEpresenta o erro maximo estipuladbo passo de tempo anterioEgo erro estimado pela Eq.
4.5. O expoenter € uma constante que determina a velocidade comalogpasso de tempo sera
diminuido a cada iteracdo, e ele é calibrado eogirtente de maneira a minimizar o tempo de
célculo, que sera na condicdo em que 0 minimo yelsdé iteracdes serd feito sem que o passo de
tempo seja diminuido excessivamente. Na maiorissilaslacdes realizadas neste trabalho obteve-se

a =~ 1, sendo necessarias de 1 a 3 iteracOes pra gtiagiese o erro desejado.

4.2 SISTEMA DE 1 GRAU DE LIBERDADE

O sistema apresentado por Sandor (2006) consistaiensistema massa-mola-amortecedor
simples e uma barreira sem massa inicialmente adgpata massar por uma distancid e que,
gquando se choca com a massa, a conecta a uma figideum amortecedar,. O sistema é ilustrado

na Figura 4.1.
Y

Figura 4.1 - Modelo de um grau de liberdade prappst Sandor (2006).

Utilizando a mesma mudanca de variaveis que égeit&andor (2006), os parametros do sistema

se configuram como mostra a Eq. 4.7.

2k kg c Cs p

2
wh = L wE=— = — =— : F, = :
"m0 S m'fm'fs m’ % mxs§’

y
5 (4.7)

E importante notar que, com esta nova configurdeieaiaveis, a condicdo de contato passa a ser
x = 1. O sistema da Fig. 4.1 pode ser modelado, quaédose verifica a condigcdo de contato, da

maneira apresentada na Eq. 4.8.

{i} - [—S)S —1§] * {i} + {FO co(;(wt)} »ox<1 (4.8)
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E, para a situacdo de contato, basta que adicishamaatriz de forcamento uma compondfte

correspondente a forga de contato, como mostraém dé.9.
N _[ O 1 x 0
{x} - [—w(z, —f] * {x} + {FO cos(wt) — FC} »oxz1

E=(@x-1)*w?+xx&

(4.9)

Este sistema foi testado empirica e numericamesrt&Sandor (2006). Os parametros do aparato
experimental foram identificado e s&o apresentadoBabela 4.1.

Tabela 4.1 - Parametros para o sistema de Sanoos)2

k(N/m) | ks(N/m)|c(Ns/m) |cs(Ns/m) | m(kg) | w,(rad/s)
8.47 1210 0.87 0.60 0.838 4.60

Assim, nos resta apenas 0s parametros ajustaveissap a frequéncia do forcamentpa sua
amplitudep e o espacamento inicid. E importante notar qué pode também assumir valores
negativos, o que corresponde a uma situacdo emegyjitibrio estatico a mola de rigidéz se
encontra comprimida.Os resultados obtidos pelo deétdilizado neste trabalho foram comparados
com os resultados de Sandor (2006) em dois castistds. O primeiro deles, com parametros
descritos na Tabela 4.2, a intensidade do forcamefti variado. No segundo caso, cujos parametros
séo especificados na Tabela 4.3, o par@metro eaftch distancia iniciad.

Tabela 4.2 - Primeiro conjunto de parametros testpdra o modelo de Sandor (2006). Comparacao de
resultados na Figura 4.2.

w (rad/s) | & (m) p(N)
3.69 | —0.0045]0.29 < p < 0.46

Tabela 4.3 - Segundo conjunto de parametros tesgzata o modelo de Sandor (2006). Comparagédo de
resultados na Figura 4.3.

w (rad/s) & (m) p (N)
1115 | —0.0012 < §<0.0018 | 0.33

O sistema foi simulado através de um algoritmo mesdeido em Matlab. As Figuras 4.2 e 4.3
mostram a comparacao entre 0s resultados obtidossp® estudo e aqueles obtidos pela simulacéo
numérica de Sandor (2006), que foram em seu traballidados experimentalmente.Vemos que os
resultados sédo muito préximos, o que valida o neétditizado neste trabalho. No entanto, no segundo
caso os resultados séo idénticos. Inclusive nadai¢@o global onde o sistema se torna caotico, o
método aqui utilizado conseguiu repetir os resoadom grande precisdo. Vale ressaltar que as
secdes de Poincaré nao coincidem devido ao fatpel® plano arbitrério utilizado para a construcéo

desta nao foi 0 mesmo nos dois estudos, mas sadlonigte validos, vide Secéo 3.2.
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4.3 SISTEMA DE 4 GRAUS DE LIBERDADE

O segundo modelo que sera testado aqui € um praldermuita importancia dentro da dindmica
de maquinas rotativas, que é o sistema de eixmeahaO eixo é modelado como um rotor de Jeffcott
desbalanceado e o mancal é um estator cilindg@orsuspenso por duas molas, assim como o rotor.

A principal diferenga deste modelo para o mostatteriormente, na Secéo 4.2, € que sendo este
bidimensional, ndo s6 a intensidade da for¢ca deéatmmos interessa, mas também sua direcdo e

sentido.

Nesta se¢do serd descrito este sistema que érdiegedevancia para a industria e, por causa de
sua simplicidade, foi largamente estudado na titeaa Lesaffre (2007b) utilizou este modelo para
validar os métodos apresentados, que eram um méeithbegracao por diferencas finitas centrais e o

método de multiplicadores de Lagrange para sintutamtato.

Demailly (2003) também estudou este mesmo sistaanatapa inicial da apresentacdo de seus
estudos, utilizando o método de penalidade pafdcolo das forcas de contato e também o método de
diferencas finitas centrais para a integracédo niganéEm seu trabalho ele analisa mais profundamente
alguns aspectos da dinamica ndo-linear do sistenentrando alguns pontos de comportamento
quastperiodico.

4.3.1 Modelagem matematica

A Fig. 4.4 ilustra o0 modelo descrito em sua posid@oequilibrio. As rigideze&, e K, sao
conectadas ao rotor, de massg e ao estator, de massg, respectivamente, e estes sdo inicialmente
separados por uma distancia raddal indicada na ilustracdo. Denota-se aqui 0os deslentos

horizontal e vertical do rotor por, ey, e os deslocamentos do estatoryoe y;.

Figura 4.4 - llustracdo do modelo eixo-mancal datigugraus de liberdade.
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Pode-se entéo representar este sistema na forrarideeis de estados, considerando que ha um
amortecimentae, associado a cada rigidez e um outrac; associado a cada, da maneira mostrada
na Eg. 4.10.

0 1 0 0 0 0 0 0 1
k c
- - - 9 0 0 0 0 0
(X my my (X1
%, 0 0 0 1 0 0 0 0 X,
y k c
;{r 0 0 - -Z 0o 0 0 0 ir
r\ _ r r s
<x5>— 0 0 0 0 0 1 0 o |*{x.(+tB (10)
. k c .
Xs 0 0 0 0 —-= _ 9 0 s
Vs mg mg }.,5
\j;J 0 0 0 0 0 0 0 1 \Ys/
kg Cs
0 0 0 0 0 -= =
mS mS

ondeB = B, + B € o vetor de forcamento composto por um compengaitdesbalanceamento
B, e outra de contatB,., que para ser calculada necessita que antes Bsfamconsideracdes sobre

0 contato entre rotor e estator.

Como mencionado na Secao 2.4, o primeiro paseo @aslo em um problema desta natureza é a
condicao de contato, ou seja, uma inequacao qiredefpartir das variaveis do problema, o ponto a
partir do qual as for¢a de contato comegam a afuBig. 4.5 ilustra 0 momento do contato entrerroto
e estator, e auxilia na compreensdo da geometripraldema. Nesta figura, as forcas de contato
indicadas poff,, e f; séo, respectivamente, as for¢cas normal e tangexpdieadas pelo rotor sobre o
estator, para a rotacao no sentido horario, e eofmhulos sdo relacionados pelo coeficiente deoaitrit

de maneira quif;| = i * | .

Figura 4.5 - llustracdo do contato entre rotortetes
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Para a construcdo da condicdo de contato, seizadéiluma variavel auxiliar que corresponde a
penetracdo do rotor no estatgr,que € calculada como mostra a Eqg. 4.11. Assimseque, sempre
que g > 0, a componente da for¢ca de contato € diferenteede, B, + 0, enquanto que, quando
g <0, tem-se qué,. = 0. O vetor de for¢ca, da Eq. 3.10 é dada pelas Egs. 4.12 e 4.13.

9=V —x)2+ (o —¥)2 =6 (4.11)
( 0
eQ? * cos(Qt + )
0
2 _
B =9 el * Sen(Q()t+ a) — agy » , g<0 (4.12)
0
0
0 J
0 3 [ 0 0 N7
eQ? x cos(Qt) Xs — Xr Yr = Vs
0 0 0
_ JeQ? xsen(Qt) — ag g *ke Ys — Vr Xs — Xr
B = 0 +g+6*< oty Tl o 9>0 (413)
0 Xy — Xs Vs — Vr
0 0 0
\ 0 J Ly, — v J \ X, — Xg/ |

ondeag, € a aceleracdo da gravidade. Nota-se que a gepdes corresponde ao deslocamento
relativo entre rotor e estator, e 0s vetores erttehetes na Eq. 3.13, quando divididos poF 6,
formam os conjuntos de cossenos diretores dassffyesf;.
4.3.2 Simulacdo Numérica

Devido a seu menor custo computacional, foi dedeitmum algoritmo em linguagem Fortran
para a simulagdo do sistema. Para a apresentagiacesidtados obtidos, sdo utilizadas algumas

variaveis adimensionais apresentadas na Eq. (4.14).

ks kr £ Cs
° mg " my * 2 * ksms

Em todos os casos analisados foi utilizado o séguinnjunto de pardmetros apresentado na
Tabela 4.4.

(4.14)

Tabela 4.4 - Parametros das simulagdes numéricas.

rad rad
o (o) o ()| & | & (s | | mikg) | milio)
540 140 0.05 | 0.02 | 0.006| O 50 50

Dois casos sdo analisados, em cada um sdo modsiecgeenas o desbalanceameat@ rigidez
de contato,k.,, e o erro maximo admitidoE,,s;,. Na primeira situacdo, estes valores foram

selecionados de maneira a coincidirem com umaageagi@ apresenta bifurcacdes locais e um caso
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particular de coexisténcia de orbitas. No seguradm,cos parametros foram escolhidos de forma a

serem coincidentes aos da analise de Demailly §2@0Babela 4.5 mostra os parametros do primeiro
caso.

Tabela 4.5 - Pardmetros para o primeiro caso aolalis

e(m) |k, (%) Ermsx(m)

0.0025| 107 10°¢

0,01 4
J *
T, =
0,00 =} g 1, Y
Lot oy, 3
(Q °= . 3 “ . ". 1]
J - » . ‘
= \ p ! \j ,
A Y > -
0,01 - L WO '
d
-0,02 - *
L) I T l L) I L) I L) l L)
120 125 Frequéncia (radfs)1 30 135 140

Figura 4.6 - Diagrama de bifurcagéo para os parasea Tabela 3.5.

A Figura 4.6 mostra o diagrama de bifurcacdo paiatervalo de frequéncia de rotacdo de
116rad/s a 140rad/s com um passo d6.03rad/s. Para a construgdo do diagrama, em cada
frequéncia de rotacao o sistema é integraddpa apenas os 10 udltimos periodos de integracdo sdo
considerados para cada frequéncia, descartandissien, o regime transiente. Além disso, como
condicdes iniciais para cada frequéncia é considegalltimo estado do sistema para a frequéncia

anterior, com excecao da primeira frequéncia aaddisiuando todas as condicdes iniciais sdo nulas.

O diagrama de bifurcacdo da Figura 4.6 apresent@ixm das ordenadas a velocidade da
coordenada do estator na se¢do de Poincaré. Este intervdi@ge@éncia néo foi escolhido ao acaso,
ele corresponde ao intervalo no qual o contatceenattor e estator é intermitente. Para frequéncias
inferiores al16rad/s o deslocamento do rotor ndo € suficiente parar gergtato, e para frequéncias
superiores a38rad/s 0 contato entre as partes € permanente. Cabdtaespse é essa transicdo
auséncia de contato e contato permanente que génors nao-linearidades. Nas situacdes sem

contato e com contato permanente o sistema € linear

Pode-se observar, na Figura 4.6, trés diferentepaxdamentos do sistema. Por vezes o diagrama
de bifurcac@o aponta um comportamento periddicpadimdicidade 1; na regido entt27rad/s até
137rad/s verifica-se uma periodicidade 2; e dé8rad/s a 12rad/s verifica-se uma regido

indeterminada, que necessita de uma analise nfaiada para que seja caracterizada com clareza.
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Com este objetivo, trés medidas sdo tomadas: dimimasso de variacdo da frequéncia, passando de
acréscimos d6.03rad/s para0.01rad/s; aumentar o tempo de relaxamento do sistema, ridixa
estabilizar-se porl0s ao invés de apendss, como realizado para a Figura 4.6; e aplicar uma

interpolacd@o para o aumento da precisao na coastde; secdo de Poincaré.

A necessidade desta interpolacdo vem do fato desguelo o tempo discretizado, a selecdo do
ponto da curva de forcamento correspondente a ssgéthida nunca é exato. Mas, como utiliza-se
um passo de tempo pequeno, pode-se interpolarloeyaliscretos calculados de maneira linear e
obter-se o valor das variaveis de estado no poio e€la secéo de Poincaré. Uma interpolacéo linear

simples € suficiente pra refinar os dados do diagrde bifurcagéo.
As Figuras 4.7 e 4.8 mostram uma regido do diagdarfagura 4.6 com as melhorias descritas.
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Figura 4.7 - Diagrama de bifurcacao refinado indittacoexisténcia de 6rbitas para o estator.
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Figura 4.8 - Diagrama de bifurcacéo refinado indétacoexisténcia de érbitas para o rotor.

25



Pode-se perceber que aparentemente existem doishcempossiveis a serem seguidos pelo
diagrama de bifurcacéo entre as frequénciasl@ead/s e 119.7rad/s: um com periodicidade 1 e
um segundo caminho com periodicidade 3. Este segeadhinho ndo se manifesta além deste
intervalo mencionado. Verifica-se também uma b#dgéo local para periodicidade 2 para valores

proximos al20rad/s.

Para verificar com mais clareza 0 que ocorre panegidlo com aparente coexisténcia de
comportamentos, apresenta-se 0 espaco de fasecpmta secdo de Poincaré para alguns valores de
frequéncia dentro do intervalo de interesse. Asureiy 4.9 e 4.10 mostram as duas Orbitas
coexistentes, que foram obtidas na mesma frequélecieotacdo, porém uma delas utilizando-se
condigdes iniciais nulas e a segunda utilizakigle= {—0,004; —0,6; 0; 0; 0; —0,002; 0; 0}.

004 - —
-| — Orbita 08

Z| + Segdo dePoincaré

Orbita -
« Secdo de Poincaré e T

& - / \\\
003 - 064 \
/ e
002 - 041 p \
i 02 / \
001~ Rl \
-/ £ ] .
]
5 7 Y ‘ .‘
0= |
§ \ /
H 02 \\ /
201 \ £
i "’ \ \
002~ \
0,6 /
Sl
T ! j | ' ! ] T j ! j J j ! 'D—se 006 0,004 -0,002 e 0 0,002 0,004 0,006
805 605 405 w05 X0 2405 4els 605 ! ' ' E’b) ' ' !

Figura 4.9 - Orbitas de periodicidade 1 para auéegia de 119rad/s para o estg&re o rotor(b) utilizando-se
condicdes iniciais nulas.
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Figura 4.10 - Orbitas de periodicidade 3 para quigacia de 119.2rad/s para o esté@de o rotor(b)
utilizando-se condices iniciais modificadas.

Como mostram os espacos de fase apresentadogaredfde fato o fenbmeno de coexisténcia de

Orbitas no intervalo da Figura 4.7. Foi verificadenbém uma maior instabilidade da orbita de
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periodicidade 3, sendo muito mais dificil encoét®em uma varredura manual na frequéncia. Para
valores maiores dg,,;,, quando 0S erros numericos se tornam expressreoficam-se casos em
gue uma Orbita inicialmente estabilizada em petiddde 3 sofria uma transicdo espontanea para
periodicidade 1, como mostra a Figura 4.11.
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Figura 4.11 - Gréfico da distancia entre rotortates com transicao de periodicidade.

Na Figura 4.11 esta representado o grafico dandistg entre rotor e estator em fung¢éo do tempo.
Verifica-se que, até a faixa d8s, o comportamento do sistema esta estabilizadorermavimento
tipico da érbita de periodo 3 mostrada na Figut8,4nas ela sofre uma transicdo espontanea para
uma Orbita de periodicidade 1 por volta des se estabiliza neste estado.
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Figura 4.12 - Orbita de periodicidade 2 para auféegia de 135rad/s para o estg&)re o rotor(b).
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A Figura 4.12 mostra a orbita no espa¢co de fasesecdo de Poincaré para a frequéncia de
135rad/s associada a outra regido de interesse da Fighir®dde-se ver nesta situacao que a Orbita
€ periodica de periodicidade 2 e apresenta um&iagar bem diferente das orbitas anteriormente
apresentadas. Percebe-se que as Orbitas apresemasiaFigs. 4.9 e 4.10 possuem estruturas
recorrentes em forma de uma espiral que converge parigem. Estas estruturas correspondem a
parcela da trajetoria na qual ndo ha contato entoe e estator e, consequentemente, as estruturas
vibram em movimento harmdnico livre sub-amortecidmte das espirais. Ja na Orbita apresentada
para a frequéncia de&35rad/s o sistema esta muito préximo do ponto de contatmmgnente, e o
trecho da trajetoria onde nédo se verifica contatouio curto. Por isso ndo se véem as estruturas
espiraladas na 6rbita da Figura 4.11. A Figura #atiica este fato, mostrando, através do gréfi@o
distanciag para as frequéncias d&@9rad/s e 135rad/s, que o tempo com contato, ou seja, 0 tempo
gueg passa tendo valores negativos, no segundo casde maior.
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-0,0001 o

-0,0002

0,000 -0,0003 -

T T T T T T T T 1 -0,0004 T T T T T T T T T 1
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Figura 4.13 - Distancig em funcéo do tempo para a frequéncia de 119¢ajl/s de 135 rad/®).

Para o segundo caso a ser estudado, foram utifizzglparametros das simulacdes apresentadas
por Demailly (2003). Neste caso, a simulacdo dtersia exige a aplicacdo de um efQs, bem
menor para que a solucdo seja correta devido digili@z de contato utilizada. A Tabela 4.6 mostra
0s parametro utilizados na simulacéo.

Tabela 4.6 - Pardmetros para o segundo caso af@eésen

e(m) | k, <£) Erngx(m)

m
0.001| 108 107°

Apesar de ser muito semelhante ao primeiro caseseptado, 0 segundo sistema apresenta um

comportamento muito mais complexo. A comegar pato fle sua alta rigidez de contato, que gera
componentes de alta frequéncia na resposta donsisigando ha contato e isso exige a utiliza¢do de
baixissimos passos de tempo. Além disso, por etesmsa apresentar o mesmo valorsde 0.006m

com um valor de desbalanceameatmenor, as velocidades de rotacdo que gerardotatomerao

obrigatériamente maiores, gerando mais um obsté@csimulacdo numérica.
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Analisando o comportamento dindmico deste seguigtensa, pode-se perceber ainda mais
peculiaridades. Como mostram as Figs. 4.14 e 4ubapresentam os diagramas de bifurcacdo para a
varredura em frequéncia do sistema, o comportantBnéonico neste caso apresenta vastas regides de

caoticidade, apresentando também, am alguns pdiimssacoes locais que indicam periodicidade 4.

\ \
130 135 140
Frequeéncia (rad/s)

Figura 4.14 - Diagrama de bifurcacioXlepara o sistema com parametros da Tabela 4.6.

A Figura 4.14 apresenta o diagrama de bifurcac@a @aselocidade da coordenadalo estator
enquanto a Figura 4.15 apresenta 0 mesmo diagraraaapcoordenadado rotor. Pode-se observar
diversos comportamentos nesta faixa de frequéheidtem regides de periodicidade 1, regides de
periodicidade 2, regibes de periodicidade 3, regide periodicidade 4, regides de comportamento

cadtico e a ocorréncia de janelas periédicas.

T T
136 137 138
Frequéncia (rad/s)

Figura 4.15 - Diagrama de bifurcacdoX{epara o sistema com parametros da Tabela 4.6.

T T T T T e R
133 134 135 139 140
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A Figura 4.16 mostra um detalhe do diagrama dar&igul4 aonde podem ser vistas uma regido
cadtica curta e, logo em seguida, uma bifurcacéal kbe periodicidade 2. A Figura 4.17 mostra duas
Orbitas situadas nesta regido, a primeira de pgeiitadle 1 a131.7rad/s e a segunda de
periodicidade 2 432.2rad/s.
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.
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0,02 | \c
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131 131,5 132 132,5

Frequéncia (rad/s)

Figura 4.16 - Detalhe do diagrama da Fig. 4.1uBdcdes global e local.

1 Orbitas
1| * SedodePoincaré
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Figura 4.17 - Orbitas e secdo de Poincaré do egtata as frequéncias de 131.7rddjse 132.2rad/¢b).
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Figura 4.18 - Orbitas e secédo de Poincaré do patar as frequéncias de 131.7rddjse 132.2rad/¢b).

Percebe-se na Figura 4.18 que as Orbitas correspmsdao rotor assumem uma forma eliptica
para todos os casos. E inclusive em periodicidawgs altas, como a regido de periodicidade 4, e até
mesmo em regides cadticas este comportamento éraeien Isto se da pelo fato de que os
deslocamentos induzidos pelas forcas de impadboes@o neste caso de alta rigidez de contato, sdo
muito pequenos quando comparados aos deslocanmotaxcados pela forca de desbalanceamento
que se impde sobre o rotor. Esta forca de desledarento, além de presente durante todo o tempo da
simulagéo, também se da, nesta faixa de frequénaiégsada, muito proximo da frequéncia natural do

rotor - 140rad/s-, produzindo, assim, grandes dasientos.

o5 71
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132 133 134 135
Frequéncia (rad/s)

Figura 4.19 - Detalhe do diagrama da Fig. 3.13i@®sgcadticas e de periodicidade 4.

A Figura 4.18 exibe o detalhe da regido de peridaie 4. Além disso, algumas regides de caos

também se mostram na mesma faixa de frequénciiguas 4.19 e 4.20 mostram respectivamente a
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orbita do sistema no espaco de fase e um detallgeafioo da distancig em funcao do tempo para

esta mesma situagéo, onde podemos verificar adi@dade 4 do movimento.

0,08 —

11— orbita
® Secao de Poincaré

0,06 —
0,04 +

0,02 +

-0,08 —

014 ' | ' | ' | ' \ ' I ' | ' |
-0,0002 -0,00015 -0,0001 -5e-05 Xs 0 5e-05 0,0001 0,00015
Figura 4.20 - Orbita no espaco de fase e secaoided?é para a frequéncia de 134.2rad/s.

0,0008 A

o W

T T T T T T T T T T T T T
5,2 5,4 Tempo (s) 5,6 5,8
Figura 4.21 - Distancig, emm, em funcdo do tempo para a frequéncia de 1342rad/

A Figura 4.21 mostra em detalhe a ocorréncia doérfeeno de janelas periddicas no diagrama da
Figura 4.14.
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13‘? 137,5 Frequéncia (rad/s) 138 13;3,5
Figura 4.22 - Detalhe da figura 4.14 evidencianslfaaelas periédicas.
O fendbmeno de janelas periddicas consiste em ctrdolos de periodicidade que se manifestam
entre regides cadticas. Estes sdo fenbmenos msitoveis e sensiveis as condic¢des iniciais. A Rigur
4.22 mostra a Orbita periddica da janela situadd ¥h28rad/s.

— Orbita
* Segao de Poincaré

0,06

0,04

0,02

-0,04-

-0,06

-0.08-

-0,0001 5605 Xs 0 5e-05 0,0001

Figura 4.23 - Orbita periédica pat87.28rad/s.

As Figuras 4.23 e 4.24 mostram a secéo de Poircardirbita no espaco de fase para a frequéncia
de 135rad/s, que tem comportamento aparente cadtico se foneatisados os diagramas de
bifurcagcdo apresentados. Porém, como mostra a degéoincaré, o comportamento nesta frequéncia

€ quastperiodico.
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Figura 4.24 - Secédo de Poincaré do estator pasgaéncia de 135rad/s.

Percebe-se que os pontos da se¢do de Poincaré gegguéncia del35rad/s formam um
caminho fechado, o que evidencia o comportamerasiqueriodico do sistema. Ja para a frequéncia
de 140rad/s os pontos da secdo de Poincaré, mostrada na.Bfy. Mo se dispdem em forma de
uma curva fechada, e sim de pontos esparsos. Aafgg@6 mostra a Orbita cadtica correspondente a

frequéncias d&é40rad/s.

0,1-
1| — Orbita
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Figura 4.25 - Espaco de fase e secdo de Poincastator para a frequéncia de 135rad/s.
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Figura 4.26 - Secao de Poincaré do estator pasmaéncia de 140rad/s.
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Figura 4.27 - Espaco de fase e secdo de Poinoastator para a frequéncia de 140rad/s.
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Figura 4.28 - Secéo de Poincaré do rotor paracuéncia de 140rad/s.

Os resultados apresentados por Demailly (2003)nddisem diagramas de bifurcacdo e nenhuma
andlise mais profunda do comportamento cadtico isiersa. Porém, através de um método de
shooting o autor encontra diversas 6rbitas peridédicapeai®dicidade 1, na faixa de frequéncia aqui
analisada. Estas orbitas periodicas, encontradasygres, em faixas de frequéncia que aqui se
mostras caoticas, sdo altamente dependentes ddg@ss iniciais impostas e uma analise mais
profunda exigiria a construcdo de bacias de atrpghia que seja mapeado o comportamento do

sistema para toda a faixa de condic¢des iniciais.
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5. MODELO COMPLETO

Neste capitulo é apresentado o modelo completaaftuneste trabalho, que consiste em um
modelo de turbina axial com pés flexiveis e de stater cilindrico também flexivel. Os métodos de
integracdo numérica e de gestdo do contato sdoceemos apresentados e validados nos capitulos

anteriores.

O modelo é de grande relevancia para aplicagdesndenharia, sobretudo para o estudo de
turbomaquinas de aeronaves em situacdes acidej#fatgje a fonte de excitagdo utilizada para
obtencado dos resultados € um impacto pontual mboessemelhante ao disparo de um projétil. Sdo
apresentados a modelagem matematica completatemaig os resultados obtidos, juntamente com a
analise destes.

5.1 MODELAGEM MATEMATICA

5.1.1 Modelo de rotor com pas flexiveis
Para a modelagem do rotor com pas flexiveis fdizatto um modelo linear simplificado
apresentado por Grolet & Thouverez (2010). Esteatopdustrado na Fig. 5.1, considera pas rigidas

ligadas ao cubo do rotor através de rigidezesdnais e ligadas entre si por rigidezes lineares.
w.

1

: . 7 - z WI-I
i+ i-ésima pd

Figura 5.1 - llustracdo do modelo de rotor comffeadveis.

O acoplamento entre as pas se faz pelas rigidemssds montadas entre elas. Este acoplamento

se verifica em turbinas devido ao fato das pasanuiezes serem montadas por meio de um encaixe
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no cubo, 0 que gera uma conexdo com as pas adjacé&m turbinas que sdo fundidas como uma

peca inteira esse acoplamento ndo existe, ou éeddag, sendd; = 0.

A Eg. 5.1 apresenta a matdzda representacdo no espacgo de estados para untootcd pas
flexiveis. E importante notar que as equacdes deimemto Sdo escritas para os deslocamentos
ortonormaisw; das pontas de cada péa - positivos para deslocampatsentido anti-horario -, e ndo

de seus deslocamentos angulares.

0 1 0 0 0 0 0 0
—b—c —Ca — Ci Cc Ci 0 0 Cc Ci
0 0 0 1 0 0 0 0
1 Cc Ci —b——c —Ca — Ci Cc Ci 0 0
A= o 0 0 0 0 1 0 0 61
0 0 Cc Ci —b—c —Ca — Ci c Ci
0 0 0 0 0 0 1
Cc Ci 0 0 Cc Ci —b—c —Ca — Ci-

ondeb representa a rigidez torciorig] corrigida para os deslocamentos ortonormajs representa
as rigidezes linearek;, também corrigidas¢, representa o amortecimento associado,aC; o

amortecimento associaddge M, representa a massa corrigida da pa.

A Figura 5.2 ilustra a pa4 com as dimensfes utifisagara sua modelagem como uma viga

engastada (Grolet & Thouverez, 2010).

Figura 5.2 - Modelo de p4 como viga engastada cdinagdo de suas dimensdes.

Assim, M,, b e c¢ se tornam fun¢do dos parametros geométricos eodisda pa. O
desenvolvimento analitico realizado por Grolet &oliverez (2010) chega as equacgfes que sao

apresentadas na Eq. 5.2 para os parametros da pa.

hL,L k ER3L
Ma:p Xy ; b=—;=3—yz ; C=ki*£ (52)
12 313(1-v?) L,

ondep é a densidade do material da p& seu modulo de elasticidades seu coeficiente de Poisson
e é a distancia entre a base da pa e a rigidezomo indicado na Fig. 5.1. A Tabela 5.1 apresenta

os valores utilizados nas simulagcfes apresentadste restudo, onde, € importante ressaltar, o

38



parametro indicado coma, corresponde a frequéncia natural do modo de cdigido, como
utilizado na secao 4.

Tabela 5.1 - Parametros das pas utilizados nadasjies.

L, L, h p E v k; 51 Wy ¢
0.5m | 03m | 1em | 7800kg | 210GPa | 0.3 | 800kN |2mm | 140rad | 0.05
[m’ /m /s

Os parametros de amortecimento sdo calculados swsta a Eq. 5.3.

C,=2&/bxM, ; C;=2&/c*M, (5.3)

Além disso, tanto o rotor quanto o estator séo madds também como corpos suspenso nas duas
direcbes, gerando modos de vibragdo de corpo rigidona equacdo de movimento idéntica a
apresentada na Eq. 4.10.

5.1.2 Modelo de estator flexivel

O estator foi descrito matematicamente por um nwdehhecido comm-diametros, que se
descreve a casca cilindrica a partir de suas coadds principais, isolando assim os modos de
vibracbes. Este modelo é bastante conveniente gmréins deste estudo, pois permite que o
movimento do estator seja descrito em funcdo deagpem de seus modos separadamente, 0 que se

mostrara bastante util para o fendmeno de intenaghilal, descrito mais adiante.

O modelo n-didametros considera primeiramente a deformacagetanial s(¢,t) da casca

cilindrica como descreve a Eqg. 5.4, sendaempo ep a posicdo angular de um ponto do estator.
S(¢, t) = And (t) COS(nd¢) + Bnd Sin(ndd))J Ng € N, Ng = 2 (5'4)

Utilizando ainda a condi¢do de inextensibilidadeapa estrutura, tem-se como condicdo que
us(¢,t) = ds(¢p,t)/0¢, ondeus(¢p,t) representa o deslocamento radial de um ponto t&oes
Desta forma, obtem-se a expressao de interessdegaeeve a deformacdo do estator como mostra a
Eg. 5.5.

ug(¢, t) = —ngAy, () sin(ngp) + ng By (t) cos(ngdp), ng € N,ng =2 (5.5)

E importante notar que a restrigiorge> 2 serve para que sejam excluidos os modos de vibraca

de corpo rigido do estator, que serdo modelad@sadggmente.

A Figura 5.3 ilustra dois modos de vibrac@o dotestigexivel modelado a partir da equacgéo 5.5.

A ilustracdo a esquerda utilizg = 2 e a direita vé-se a deformacéo paja= 3.

Vale ressaltar que este modelo considera dois gieliberdade 4, e By, , - para cada modo de

vibracdo. Na realidade, se trata de uma situac@lmidenodos de vibracdo de mesma frequéncia, cada

modo descreve o0 mesmo tipo de deformacéo, poréorientacdes diferentes.
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@) (b)

Figura 5.3 - llustracdo do modelo n-didmetros faya,; = 2 e parab) ng = 3.

Para a obtenc¢do das equagdes do movimento dordkateel, calcula-se as energias cinéfica
potencialU a partir das Egs. 5.4 e 5.5. Deve-se integrarogi@ & extensdo do estator para a obtenséo

da expressao das energias como mostram as Egs55.6

1 21
r= E_f PstatSstat[Us (@, )% + W(, )?Rsrarde (5:6)
0

U= lfzn Estatlstar [0
2J, Riar 8(1)

onde pgears Sstatr Estar © Istqr S0, respectivamente, a densidade volumétricastdmoe, a area de

<i> (5.7)

secdo transversal, o modulo de elasticidade derialateo momento de inércia da secéo transversal.
Utilizando as equacbes de Lagrange (Eg. 5.8) obtrentdo a equacdo do movimento para as

variaveis4,,, e B,, como apresentado na Eq. 5.9.

L=T-U ;

L d (GL) _ (5.8)

aus_%

(ng? + 1M, 0 An) 122 (ng? + DK, 0 Ang) (0
2 5T 20, 2 —{ } (5.9)
0 (na® + DM, By, 0 2ny%(ng? + DK By,) — o

E. I . . . ..
ondeK, = % e Mg = 2mpRq¢Ssear- ASSimM, simplificando os termos de massa e rigidez

stat

maneira queM; = (ng? + 1)M, e K; = 2n,%2(ng? + 1)K, obtém-se a matriz da representacdo no

EIR

espaco de estados como mostrado na Eq. 5.10.

J 0 1 0 07 (A
(A-nd] _I\Ifls* 0 0 0 JAnd
Na \ _ s ng
{B 5 | o 0 0 11* B, + B (5.10)
I ndl * . d
. K; lB J
\B,, ) 0 0 —3% 0 -
| s
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Também é importante notar que uma fafga em N - aplicada em um ponggodo estator pelo

lado interno deste serd incluida pela uma ma&tma forma apresentada pela Eq. 5.11.

0
_ Fo ) ngsin(ng¢)
B = TR 0 (5.11)

—ng cos(ng)

A Tabela 5.2 apresenta os dados do estator utiézads simulacdes apresentadas neste estudo. As
propriedades mecéanicas dos materiais utilizadosasémesmas da tabela 5.1 e um amortecimento
proporcional foi incluido, com coeficiente de amoinentol, ;.

Table 5.2 - Parametros do estator flexivel.

Sstat Lstqr 4 Rstat Ws $stat
4x103m? | 5.3« 10" ’m* | 0.5mm | 0.5005m | 540rad/s | 0.01

5.1.3 Modelagem do contato

A mecéanica do contato para este modelo de turbiid eom pas e estator flexiveis deve ser
estudada com especial aten¢cdo. Como visto na 8etaos pontos chave de uma andlise de mecéanica
do contato € a definicdo precisa da condicdo maigsnde contato e, posteriormente, da definicdo da
direcdo da forca de contato, para que seu efgdcseatido por cada um dos elementos envolvidos da
maneira correta. No modelo apresentado, a sua geamemplexa torna estes dois passos principais
da andlise ainda mais delicados, visto que a géfinéxata da distancia da ponta de uma péa aorestato
nao é simples e a determinacao da direcdo do oamidd sua contribuicdo para o movimento de cada

elemento é ainda mais complexa.

Como encontram-se normalmente valores muito pegude@ - distancia inicial entre pas e
estator - podemos considerar diversas simplificec{ge que temod., = Rsq:- ASSIM, cOmo €

apresentado adiante, as equacfes para a consaldes;Bdrcas de contato sao obtidas.

A Figura 5.4 ilustra o momento do contato entré &g o posi¢cao angul@r do estator. Na Figura
5.4 as posi¢cbes ndo-deformadas do estatori-esima pa sdo mostradas em linhas pontilhadas, e as

caracteristicas geométricas da sistema nessaditgdg indicadas.

Assim, a indentagdg; apresentada pela pa pode ser calculada atrav&s. @al2. A restricdo que

servira como condi¢cdo de contato para este cgsc-).
gi = us(¢i) + Xr COS(¢i) + Yr Sin(¢i) - Xs COS(¢L’) - Ys Sin(¢i) -6 (5-12)

ondeu,(¢;) € calculado pela Eq. 5.5%,Y,,, X eY; sd@o respectivamente os deslocamentos de corpo
rigido horizontal e vertical do rotor e do estatoposi¢dop; angular da pa no tempa é dada pela
Eq. 5.13.
21 (W
¢;i=—(@{—1)+tan 1(—)+Q*t (5.13)
Nq Ly

ondeN, é o numero de pas do rotofiesua velocidade angular de rotacéo,rem/s.
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Figura 5.4 - llustragdo do momento de contato emiti@ima pa e o estator.

O angulog; indicado na Figura 5.4 representa a inclinacaesiator na posicdo angul@y em

relacdo a seu estado ndo-deformado. Para pequefioasacdes, podemos descrergicomo fungéo

apenas d(—:-f%f, como mostra a Eq. 5.14.

a; =tan™! ( = s (¢ t)) (5.14)
' Rstat a¢ ’ .

Nos diversos testes realizados com a simulacée diestsema, foi verificada a grande importancia
da introducdo de um amortecimento de contato riens&s Como a forga de contato é introduzida
como uma rigidez de valor elevado, nos momentoardero contato é verificada uma vibragéo de
altissima frequéncia e isso prejudica significatieate a estabilidade do método numérico. Sendo
assim, a presenca de um amortecimento de conpagsente em sistemas reais - foi considerada para
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dissipar parte da energia armazenada durante @tooatassim reduzir as componentes de alta

frequéncia da resposta, tornando a solucao maigedst

Foi desenvolvido um modelo de amortecimento visque@a 0 amortecimento de contato, o que

necessita que seja calculada a velocidade relatiya,entre a ponta da pa e a parede do estator no
o . . d

momento do contato. Neste calculo € importanterrgpia deve ser considerada a derlvg%a: Q,

referente a velocidade de rotacdo das pas. Isso atggem, utilizando-se a regra da cadeia para

derivar a Eq. 5.12, a compone%g* Q presente na Eq. 5.15, onde foi consideradoXjue X, e

Y, = Y, devido ao reduzido valor de

riel = % =us(¢) + ((11_1:; * (0 + Xr cos(¢;) + Yr sin(¢;) — Xs cos(¢;) — Yssin(¢;) (5.15)

Define-se, entdo, um coeficiente de amortecimeetecottata,.,,,; Como mostra a Eq. 5.16.

M, + MS)

Ceont = 2&cont kc( 2

(5.16)

Ondeé,,,,; € um fator de amortecimento de contdp,e M, sdo, respectivamente, as massas do

rotor e do estator k. € a rigidez de contato do sistema.

A Eqg. 5.17 apresenta a expressao para o célculazda entre forca de amortecimento e for¢a de

contato,y. Tal raz8o é conveniente para a construcao do fatma, descrito mais a frente.

i
Fam _ CcontVrel

(5.17)
Fel gikc

'y:

Para a inclusédo das forcas de atrito foi consideuek, devido as altas velocidades de rotacéo, a
direcdo deste é sempre a mesma, contraria a rotagado assim, para os graus de liberdade de corpo
rigido, basta que as forgas normais de contatonssjaltiplicadas pelo coeficiente de atrit@ sofram
uma rotacdo deo° do sentido anti-horario. Para as pas, a forcarde tem efeito maximo, enquanto

péara a flexdo do estator, considerada sempre raditito ndo causa efeito algum.

Assim, com as informacdes de geometria e das omfiasnacdes pertinentes ao célculo da forca
de contato, pode-se obter o veBgue introduz as forcas de contato na represenw@maespaco de

estados, como mostrado na Eq. 5.18.

E importante notar que o somatério na varigveonsidera todas as pas em contato em um
determinado momento, somando as forcas exercidastog@as cada uma delas para que seja
contabilizada a forga resultante nos calculos. mmanente-tan (a;) de esforgo nas pas leva o sinal
negativo pelo fato de os deslocamentos radiais statog u, sdo positivos para dentro e os
deslocamentos ortonormais das pasao positivos no sentido anti-horario. As compteede forca

de atrito sdo mostradas pdta> 0, no sentido anti-horario, para uma inversao ndidemle rotacdo
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devem-se trocar os sinais de todas as componeptegtriib. Os parametros utilizados para a

modelagem dos contatos nas simulacfes sdo apideenta Tabela 5.3.

‘ ssin(ngs)
ng sin(ng@;
-1+y)——=
1+vy) M;
fAnd W O
{ind (1 +y) 220l CO,SVE?dd)j)
Bnd 0 ’
lj?d —(1 +y) cos(¢;) + usin(¢;)
.
v, — (1 +p)sin(@;) — pcos(;)
Y, M
{(s or
X=< X} = B= Zgjkc 1 (1 +y)cos(p;) — usin(e;)
Y ] v,
Y, 0
xi (1 + ) sin(¢;) + ucos(e;)
; M
W 0
W] .
W: 0
U;Vzva —(1+y)tan(a;) — u
N,/
a M,
0
\ 0

Table 5.3 - Pardmetros para modelagem do contato.

k

fCOTLt U

C
10'°N /m

0.1 |0 —0.02

5.2 0 FENOMENO DE INTERACAO MODAL

"

(5.18)

No modelo de turbina axial apresentado o fendmenfrsiccdo entre as pontas das pas e a parte

interna do estator é motivo de grande preocupdadas as altissimas velocidades envolvidas, a

friccdo pode ocasionar sérios danos a estrututardima, elevadas temperaturas podendo ocasionar a

fusdo dos materiais e 0 desgaste acelerado das peca

Assim, o fendmeno de interacdo modal é particulatenmteressante neste sistema, uma vez que

proporciona o0 contato permanente entre rotor goestédravés de um acoplamento modal entra os

corpos. Neste estado, as pas do rotor assumemasité@@ que coincide com a deformacgéo do estator
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flexivel, promovendo um encaixe dinamico perfeittre as estruturas. Trés condicbes basicas devem

ser satisfeitas para que ocorra a interagdo modal:

1. As duas estruturas devem adquirir estados de deféwnpropicios para uma troca de energia,

ou seja, elas devem vibrar cada uma segundo um dedwsma simetria diametral,
2. Cada uma das estruturas deve vibrar na frequéattisahdo modo considerado;
3. As velocidades de propagacédo dos modos rotatiwesmdeoincidir no referencial fixo.

Assim, quando essas condi¢des forem satisfeitagca de energia entre as estruturas sustentara o

movimento com contato permanente. A condicdo mateanpara este fenbmeno € dada na Eq. 5.19.
wsr = Ngl — Wps (5.19)

onde wsr € wys SA0, respectivamente, as frequéncias naturaisstoe flexivel e do modo

correspondente das péas. Estas frequéncias sa@®luid equacbes do movimento descritas neste

capitulo.

Figura 5.5 -(Zlai?Jstragéo do fendmeno de interagddahparan,; = 2 (S;)e ng = 3 (b).

A Fig. 5.5 mostra a configuragdo que ocorre durarntgeracdo. Atraves das ilustracdes é possivel
perceber a maneira como as estruturas se encaikam@o movimento se da. Nota-se também que,
para cada duas pas em contato permanente exigieesama que fica perde contato completamente
com o estator. Podemos entéo classificar as péstatoem situacao de interacdo modal em trés tipos,

gue serdo Uteis para futuras referéncias:
P4 livre a pa que ndo tem contato com o estator;

P& a favor:a pa que tem contato permanente e cuja deformagfivahse da a favor do

deslizamento entre as superficies;

P& contra:a pa que tem contato permanente e cuja deformatémhse da contra o deslizamento

entre as superficies.
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A pa livre sempre estara submetida apenas aosstkitmovimento das pas adjacentes através do
acoplamento elastico, pois henhuma forca extemnaréatela. A pa a favor tem a forca normal de
contato no mesmo sentido da forca de atrito, tersdom uma deflexdo maior e um comportamento
mais estavel. A pa contra é o ponto critico dardina deste tipo de sistema, como iremos confirmar
nas secoes seguintes. As forcas normal e de s#rittho em sentidos contrarios, forcando a pa para
fora de sua posicao ideal para a interacdo maskd. pode causar um comportamento particular que

sera estudado na sec¢éo 5.3.3.

Na ocorréncia deste fendbmeno, o problema dinangctrasisforma em um problema estatico e
linear no referencial rotativo, no qual todas asaveis de posicao tendem a um valor fixo e todas a
variaveis de velocidade tendem a zero. Exceto gimacOes particulares onde o atrito gera
determinados comportamentos que fogem deste coanpemto estatico. Tais casos serdo analisados

na proxima secao.

5.3 APRESENTACAO E ANALISE DE RESULTADOS

Nesta secdo sao apresentados o0s resultados déacSesurealizadas. Trés casos principais foram

analisados:
1. Sem atrito;
2. Com baixo e médio atrito;
3. Com alto atrito.

O primeiro caso mostra a interacdo modal na suaafonais pura, com simetria perfeita e com
resposta do sistema perfeitamente periddica. Onslegeaso mostra os efeitos da inclusdo de um nivel
moderado de atrito, que quebra a simetria do fenérde interagdo modal, ainda que a periodicidade
do sistema se mantenha. No terceiro caso o nivaritie chega a um ponto critico no qual é quebrada
a situacdo de contato permanente, e verifica-secomportamentoquasiperidodico com contato

intermitente.

Para desencadear o inicio da interagdo modal, gpeidise mantém sozinho, foi utilizado um

impacto pontual de curta duracdo e de alta intadsitha superficie externa do estator. Nas simwacoe
apresentadas foi utilizado um impulsold#N. s na posi¢éo angulap = % de duracéo de um passo
de tempo. O passo de tempo base utilizadodglg, = 0.0005s e 0 erro maximo dg,,;, = 107°.

Em todos os casos a velocidade de rotacéo obtialeeéatda Eq. 5.19@ = 496,43rad/s no sentido
anti-horario.

5.3.1 Sem atrito

Nesta primeira situagédo séo consideradas nulasrgessfde atrito, sengo= 0, n, = 3 e o rotor

com9 péas. Assim, temos a ocorréncia do fendmeno deagie modal ideal, com a troca de energia
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se fazendo apenas através das forcas normais datacoA velocidade de rotacdo é €d=
496,4rad /s. Neste caso, as pas contra e a favor tem compamtamsimétricos e as demais variaveis
de estado se estabilizam rapidamente, como mossdtiys. 5.6 a 5.10.
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P B
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— P& contra
Pa livre

o
—
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o Distanciag(cm)

-..
(=]
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1

—— ;
0 0,005 0,01 0,015 Tempo (s)0,02 0,025 0,03
Figura 5.6 - Distanciag de cada uma das péas ao estator.
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Figura 5.7 - Série temporal das variduie B de flexdo do estator.
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Figura 5.8 - Distancias Deslocamento horizontalalor, tendendo a zero apés o acoplamento modal.

Percebe-se, pela Fig. 5.6, que a interacdo modad-se por volta d€.006s apds o impacto
inicial, quando duas das péas ficam em contato pegnta com o estator e a pa livre se afasta,
alcancando uma disténcia gex 1.5mm = 36. A Fig. 5.7 mostraa evolucéo das variaweis B que
definem a deformacéo do estator. Apds o iniciontleracdo modall e B assumem um movimento
periddico com uma pequena defasagem, de aproxinsdedbt°. A Fig. 5.8 mostra que, apds o
inicio da interagéo modal, o rotor se comporta sgm&a vibracao livre amortecida. O estator aprasent

0 mesmo comportamento.

0,015 -
| — P4 a favor
. Pa contra
0,01—_ A Pa livre
1TV A A~
0,005 [ |/ \/ \
—~ ]
E o]
2 ]
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-0.015+——— e L ) B
0 0,1 0,2 03 Tempo(s) 04 0,5

Figura 5.9 - Deslocamento ortonornmaldas pas.
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Figura 5.10 - Forca tangencial atuando na pontzada pa.

A Fig. 5.9 mostra que as pas em contato tendem estexio de equilibrio diferente de zero e com
sinais contrarios. Como ndo ha forcas de atritofoegas atuantes nas pas em contato dependem
apenas da geometria do estator deformado, sendtanfm simétricas e de sinais opostos. O

deslocamento das pas se estabiliza em torTone.

A Fig. 5.10 apresenta o grafico das forcas tangenatuantes na ponta de cada uma das pas.
Percebe-se que o momento em que esta for¢a atingalares mais elevados € durante o inicio do
acoplamento modal, quando as estruturas entramnemracesso de acomodagao para assumirem a

configuracao prépria do acoplamento. Neste momanforcas chegam a quasO0N.

7

Como ja dito anteriormente, a fonte da néo-lineatéd neste sistema é a transicdo entre as
situagdes com e sem contato. Neste caso de inbenagdal, na qual ndo ocorre a transigao entre as
duas situacdes, o sistema é perfeitamente linelaye se comportar como tal. Por isso verificarse u
comportamento periédico - e por vezes até estaim® variaveis de estado do sistema neste caso.
5.3.2 Baixo e médio atrito

Neste segundo caso estudado sera compreendidduénaid do atrito sobre a simetria do
fendbmeno de interacdo modal. Dois niveis de aggtdo considerados: um baixo nivel de atrito com
u = 0.004 e um nivel moderado de atrito cem= 0.01. A mesma configuracdo anteriordg= 3 e

N, =9 é utilizada.
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Figura 5.11 - Distanciag de cada uma das pas ao estator para baixo atrito.
Através da Fig. 5.11 percebe-se que a inclusdotiito @o sistema ndo modificou o tempo
necessario para o inicio do acoplamento modal. ija5F12 percebe-se que, neste nivel de atrito, o

comportamento das variaveis de estAdnB ndo é modificado.
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Figura 5.12 - Série temporal das variawkis B de flexdo do estator para baixo atrito.
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Figura 5.13 - Deslocamento ortonormatblas pas para baixo atrito.
Na Fig. 5.13 percebe-se a assimetria gerada pélm &t pa a favor se estabiliza agora €2mm
no sentido negativo e a pa contra por voltaldenm no sentido positivo. A rotacdo estando no
sentido positivo (anti-horario) gera um atrito mmtido negativo das péas, assim gerando a assimetria
para o lado negativo. O mesmo se verifica no grafigs forcas na Fig. 5.14, onde percebe-se que as
forcas sédo predominantemente negativas, o estadqudiébrio € assimétrico para o lado negativo e

forca maximo € em torno d@00N.
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Figura 5.14 - Forca tangencial atuando na pontzadea pa para baixo atrito.

51



0,005
N
E o _W
- |
'OrOOS_: . :;"\\ j/\uf\/\/\/\/ AU U N NP P e
i ‘.\/"
-0,01
] — Pa a favor
-0,015 PE:I contra
§ Pa livre
-0,02
-0,025
-0,03
-0,035
'0,04 T T T T I T T T I T T T I T T T T I T T T I T T T T I
0 0,1 0,2 0,3 Tempo (s) 0,4 0,5 0,6

Figura 5.15 - Deslocamento ortonormabas pas para médio atrito.

As Figs. 5.15 e 5.16 mostram os deslocamentos&tas p for¢a tangencial para o caso com nivel
médio de atrito u = 0.01. Percebe-se que a forca de atrito na pa contuficéeste para superar a
forca normal, e o deslocamento liquido de ambagpédss em contato passa a ser negativo. A
configuracdo de equilibrio neste caso defere smifamente da situacao ideal de interacdo modal
mostrada na Fig. 5.5, mas ainda assim o contataséem. As forcas negativas se tornam ainda mais

predominantes e a forca maxima passa5@69N.
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Figura 5.16 - Forca tangencial atuando na pontzada pa para médio atrito.
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5.3.3 Alto atrito
Para a andlise de alto nivel de atrito foram aiilosy = 0.02,n; =3 eN, = 9.
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0 0,1 0,2 3 . 5],4 0,5 0,6 0,7
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Figura 5.17 - Distanciag de cada uma das pas ao estator para alto atrito.

Percebe-se através da Fig. 5.17 que o fenbmemteatagdo modal como foi visto até entdo néo se
verifica. O sistema ndo apresenta um contato pemntanentre rotor e estator. Se analisarmos o
gréfico da Fig. 5.17 mais de perto, poderemos uer ga realidade, sempre ha ao menos uma pa em
contato com o estator, mas elas se alternam, estaada pa contra em contato, ora a pa a favor em
contato e ora ambas as pas tocam o estator.
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Figura 5.18 - Distancig (em cm) e deslocameni (em m) da pa contra.
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Figura 5.19 - Distancig (em cm) e deslocameni (em m) da pa a favor.

Analisando a Fig. 5.18podemos perceber o que amstmultaneamente com o deslocamento e a
distdnciag da pé contra. Percebe-se que, quando a p& entraoetato com o estator, seu
deslocamento vai para o lado negativo, como comlsmipu da intensa forca de atrito, mas esse
deslocamento a tira da posicao de interacdo medatontato se perde. A perda do contato ocasiona,
por inércia e forcas elasticas, a volta da pa pasicdes positivas, e 0 contato é restabelecide. Es
movimento se repete indefinidamente e ocorre rpuéecia natural da p4, que entra em ressonancia e

mantém o movimento. A Fig. 5.19 apresenta o mesmnaficg para a pa a favor. A andlise é

semelhante.
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Figura 5.20 - Posicdes das pas do rotor em funcéo do tempo.
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Figura 5.21 - Série temporal das variawkis B de flexdo do estator para alto atrito.
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Na Fig. 5.21 percebe-se que o comportamento dééveeA e B ndo é tdo regular quanto nos
outros casos apresentados anteriormente.A defasdgeaproximadamenté5° ainda se verifica,
porém uma pequena variacdo na amplitude sugemportamento distinto. A Fig. 5.22 apresenta

0 espaco de fase e a se¢ao de Poincaré paraeldesestadd.

0,6
1| — Orbita
1| * Secao de Poincaré

_0 ,6 rr r~+rv | v T T 1T [ v 1 1 T [ Tt 1 T 1t [ T T 1 T [ T T T T [ T T T T [ T T T T ]|

-0,0004 -0,0003 -0,0002 -0,0001p (m)O 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004
Figura 5.22 - Orbita e secéo de Poincaré paraiavedde estadd.
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Figura 5.23 - Secdo de Poincaré para a varivel

A Fig. 5.23 indica aquasiperiodicidade da orbita no espaco de fase paraiavebA. De fato,
através da analise das demais respostas do sigtstimaem caracteristica geasiperiddico. As Figs.
5.24 a 5.27 mostram outros espacos de fase coraspsectivas secbes de Poincaré que também
indicam o comportamentguasiperiddico.
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Figura 5.24 - Espaco de fase e secéo de Poincea@paariaveis de deslocamento do estator.
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Figura 5.25 - Espaco de fase e secéo de Poincea@paariaveis de deslocamento do rotor.
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Figura 5.26 - Espaco de fase e se¢do de Poincaré@ e contra.
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Figura 5.27 - Espaco de fase e se¢do de Poincea@ e a favor.

As Figuras 5.28 e 5.29 mostram os espagos de fasgl@es de Poincaré para as variaveis de
posicdo e velocidade horizontais do rotor e da@stande também pode-se notar indiciosjdast
periodicidade, ainda que ndo tao evidentes quasgceremplos acima. Para a caracterizacéo do tipo
de comportamento apresentado, uma ferramenta taievatideve ser utilizada, como, por exemplo, o

expoente de Lyapunov.
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Figura 5.28 - Espaco de fase e se¢éo de Poincax® pieslocamento horizontal do rotor.
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Figura 5.29 - Espaco de fase e secéo de Poincaa® pkeslocamento horizontal do estator.
Os caminhos tracados pelas se¢des de Poincardégsa$.28 e 5.29 ndo sdo téo claros quanto nos
outros casos, mas as seéries temporais de deslacadmmotor e do estator apresentados nas Figs.
5.30 e 5.31 ratificam a caracteristipaasiperiodica.

0,0004

| T T T T | T T | T T | T T T T ‘ T T ‘ T T T | T T T |
0,4 0,5 0,6 0r7Tempo (5)0,8 0,9 1 1,1
Figura 5.30 - Série temporal do deslocamento hotaalo rotor.
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Figura 5.31 - Série temporal do deslocamento hot@alo estator.
A Fig. 5.30 apresenta o gréfico das for¢as tangencia ponta das pas, onde podemos perceber
gue a forca de atrito, negativas, dominam as fodgasontato. Os impactos recorrente e constantes
geram intensos picos de forca que passaBDAON e, no momento de inicio do acoplamento modal

os esforgos cheganb@kN.
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Figura 5.32 - Forcas tangenciais na ponta dasgasafto atrito.
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6. CONCLUSAO

Trés sistemas dindmicos descontinuos foram anafisaekte trabalho. O primeiro foi um modelo
de validacdo, que consiste em um sistema de umdgdiberdade com contato. A analise desse
sistema foi bem sucedida. Os resultados obtidoanfosemelhantes aos obtidos e validados
experimentalmente por Sandor (2006), demonstrarattequacdo dos métodos numeéricos utilizados.
Nesse caso a interface de contato apresentavazigidderada, permitindo um passo de integracao
maior, e as forcas de contato e excitagdo eramireaidnais, poupando os célculos de direcdo da
forca. Com isso, 0 custo computacional das simegg@iméricas foi menos que nos outros sistemas
analisados e o software Matlab pode ser utilizado.

No modelo de validagdo de quatro graus de liberdsefgundo modelo estudado, os resultados
obtidos foram de grande relevancia. O algoritmalésienvolvido em linguagem Fortran, uma vez que
a alta rigidez de contato solicitava passos dgyiatao muito reduzidos e a construgédo dos diagrama
de bifurcacdo exigem um longo tempo de integrabBoanalise desse sistema, dois conjuntos de
parametros foram avaliados. No primeiro caso fadficada a presenca de uma regido de coexisténcia
de duas orbitas diferentes. Esse coexisténcia seemeuma faixa de frequéncia de transicdo entre
auséncia de contato e contato intermitente. Emrrdatadas faixas de frequéncia, uma variacéo
pequena na velocidade de rotacdo pode ocasionadegranudancas na resposta de uma maquina
rotativa. A transicao entre estes comportamentga&deve ser analisado com especial atencéo pois
representa uma instabilidade para o sistema e,aiariendas aplicacBes praticas, deve ser evitado.
Essa analise reforca a importancia do estudo dgpadamento dindmico do sistema a partir de

modelos matematicos confiaveis.

No segundo caso analisado para o0 mesmo sistemstte graus de liberdade, com os parametros
utilizados nos estudos de Demailly (2003) e Lesaf007b), foram encontradas faixas de frequéncia
com indicativo de comportamento caético, bem comwas de comportamento periodicajeasi-
periddico. Demailly (2003) apresenta, em seus tados, Orbitas periddicas para diversas frequéncias
dentro da faixa analisada, e também wuasiperidédica. Os diagramas tracados neste estudoracusa
comportamento cadtico para estes mesmo valoreged@éincia que Demailly identificou como
periédicos. Duas diferengas importantes devemessiattadas aqui: o0 método de integracao utilizado
por Demailly era outro, o de diferencas finitastians, e também foi utilizado pelo autor um método
deshooting que busca 6rbitas periddicas dentro de uma texaequéncia. Estas duas diferencas sédo

certamente a fonte das divergéncias identificadas.

A simulacdo do modelo completo de turbina axial cestator flexivel chegou a resultados
extremamente relevantes, sobretudo para a aplicdg&arbomaquinas em aeronaves. Quando em
uma situacao acidental onde a carcaca € atingidaimpoprojétil ou uma massa qualquer em alta

velocidade, o impacto pode gerar alguns dos efsitoglados, gerando danos significativos.
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A partir dos resultados obtidos no caso sem atrittg-se que o sistema adquire caracteristicas de
comportamento de sistemas lineares, e os modoshsc&o de corpo rigido ndo sdo perturbados,
apresentando comportamento de vibracao livre apidaeNeste caso, a troca de energia entre as pas
do rotor e o estator flexivel é perfeita e 0 movitoese estabiliza em um estado de equilibrio estati

no referencial rotativo.

Nos casos de baixo e médio atrito foi ratificaddéda inicial de que , em contato permanente, o
sistema € linear, mesmo com a inclusao do atriéstéNsistema existem duas fontes possiveis de nao-
linearidade: a transi¢cdo entre os estados com eceptato e o atrito somente quando ha inversao do
sentido da velocidade de deslizamento. Na situdeddnteragdo modal com baixo ou médio atrito
nenhuma dessas condi¢Bes se verifica. Portantisfeons: € totalmente linear, e deve se comportar

como tal, ndo apresentando comportamento caotico.

No caso de alto atrito o fendbmeno de perdas e bedsEmento do contato repetindo-se
indefinidamente gera comportamentos particularmenézessantes. Os sucessivos impactos das pas
no estator causam picos de forca de contato muiiémsas - cerca d&N - que poderiam levar a

maquina a destruicdo e a desgastes extremamenesgra

Percebe-se ainda que a interagdo modal se eswbmleito rapidamente apdés o impacto,
mantendo o acoplamento entre as estruturas depaisrda dééms. Em um equipamento real este
acoplamento dificilmente se manteria por muito temfpos um eventual impacto na estrutura que
fosse capaz de desencadear a interacdo modal, mentw exato quando as duas estruturas estédo
entrando na configuracdo de acoplamento as foreagsodtato sofrem um aumento dramatico,
chegando &kN para atrito médio d5kN para alto atrito. Este pico de forca de contatsgdaa
suficiente para causar avarias graves tanto nagiysgo no estator, mudando as caracteristicas do
sistema e absorvendo energia, 0 que muito provavedrimpediria a continuidade do acoplamento,
mas também impossibilitaria o funcionamento da nmeaguNovamente, o periodo de transicdo para a
situacdo de interacdo modal € o ponto critico, @ewte 0 momento de maior dano potencial a

maquina.

Em linhas gerais, a utilizacdo das equacfes dememid no espaco de estados se mostrou
conveniente para a representacao das condicdesas fibe contato, além de facilitar a construcao do
espaco de fase e secbes de Poincaré. A utilizagdoétbdo Runge Kutta de quarta ordem para a
integracdo numérica demandou um maior tempo deuloake comparado aas diferencas finitas
centrais, como ja era esperado, mas gerou ressltadis confidveis. O método da penalidade para o
célculo das forcas de contato possibilita a maiowoximacao do modelo a realidade, com uma maior
precisdo nas estimativas de for¢cas de contato ecalaponentes de alta frequéncia que surgem
durante o contato. Esta Ultima caracteristica tamtaéna o método mais instavel, do ponto de vista

numeérico, do que o método de multiplicadores dedrage.
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Pode-se dizer que o trabalho cumpriu seus objetivaieda deixa em aberto futuras possibilidades
de aprofundamento, como na andlise do acoplamentaimecanico na situacdo de contato e na

modelagem estocastica que pode modelar com maisfoeo comportamento de sistemas reais.

63



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Adams, M.;Rotating Machinery VibratiorMarcel Dekker, Inc., (2000). ISBN - 0-8247-0258-1.

Branddao, A., Thouverez, F., Blanc, Thermal and Dynamic Analysis of the Rotor/Statont@ct in
Turbomachinery XIV International Symposium on Dynamic ProbleaisMechanics (DINAME)
(2011).

Conte, S., de Boor, CElementary Numerical Analysis: An Algorithmic Appech McGraw-Hill Book
Company. (1980).

Dahlquist, G., Bjork, A.Numerical MethodsDover Publications, Inc. (2003).

Demailly, D.; Etude du comportement Non-Linéaire dans le DomBneguentiele: Application a la
Dynamique RotorTese de doutorado pela Ecole Centrale de Ly@®3)2

De Paula, A Caos em Sistemas Mecanicos: Analise Experimentalm Péndulo Nao-linedProjeto
de fim de curso pela Universidade Federal do Ridaseiro. (2005).

Grolet, A., Thouverez, F¥ibration analysis of a nonlinear system with oydiymmetry Preprint
submitted to Elsevier April 8, (2010).

Lesaffre, N., Sinou, J.-J., Thouverez, Egntact analysis of a flexible bladed-rot&@uropean Journal
of Mechanics A/Solids 26 (2007a) 541-557.

Lesaffre, N.;Stabilité et Analyse Non-linéaire du Contact Rdbta&tor Tese de doutorado pela Ecole
Centrale de Lyon. (2007b).

Popprath, S., Ecker, HNonlinear dynamics of a rotor contacting an elaallic suspended stator
Journal of Sound and Vibration 308 (2007) 767—784.

Séandor, D.Investigacbes Experimentais e Numéricas da Dinamiicaar e Caos em Sistemas N&o-
SuavesProjeto de fim de curso pela Universidade Fedard&id de Janeiro. (2006).

Sandor, D., Savi, M., Weber, H., Franca, L. Experimental investigation of an oscillator with
discontinuous support considering different systmpects Chaos, Solitons & Fractals, Volume
38, Issue 3, (685-695). (2008).

Wriggers, P.;Computational Contact Mechanicdohn Wiley & Sons, Ltd. (2002). ISBN - 0-471-
49680-4.

64



