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Braśılia
2022



Agradecimentos

A primeira pessoa que preciso agradecer é meu pai, Rodolfo Moura, por não só
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ajudaram a formar meu caráter e por isso sou eternamente grato. Alana, muito obrigado
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Resumo

A proposta deste Trabalho de Conclusão de Curso é criar um material em português

introdutório ao método de Máquina de Vetores de Suporte para classificação (Support

Vector Machine Classifier). O racioćınio para a criação das fórmulas utilizadas no modelo

é explicado passo a passo e, em seguida, são apresentados a ideia e o racioćınio matemático

por trás de seus hiperparâmetros. Após a apresentação do modelo, o mesmo é aplicado a

três diferentes tipos de problema para solidificar seus conceitos e apresentar algumas de

suas vantagens e desvantagens juntamente com seus resultados.

Palavras-chaves: Support Vector Machine, aprendizado de máquinas e modelo de

classificação.



Abstract

The purpose of this Course Completion Work is to create a material in Portuguese

introductory to the Support Vector Machine method for classification. The reasoning for

the creation of the formulas used in the model is explained step by step and then the

idea and mathematical reasoning behind its hyperparameters are presented. After the

presentation of the model, it is applied to three different types of problem to solidify its

concepts and present some of its advantages and disadvantages along with its results.

Key words: Support Vector Machine; Machine learning; Sorting model.
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29 Distribuição das variáveis por sexo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

30 Distribuição do tipo de e-mail. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Introdução

Situações em que a obtenção de dados é restrita são recorrentes ao longo da carreira

do estat́ıstico, seja pelo alto custo ou pela dificuldade de acesso. Por isso o conhecimento

de técnicas que contornam esse problema é essencial. Uma delas é a Máquina de Vetores

de Suporte, que, por utilizar apenas alguns pontos espećıficos para a criação da regra de

decisão, pode ser considerado como um dos modelos fundamentais para profissionais das

áreas de estat́ıstica e ciência de dados.

A proposta inicial do trabalho era apresentar o modelo de Máquina de Vetores

de Suporte para classificação utilizando um problema de classificação da qualidade de

vinhos. Esse problema, no entanto, requer métodos de tratamento de dados que são mais

complexos que o próprio modelo, tornando-o inadequado como forma de apresentação.

Além disso, também constatamos que somente um problema não seria suficiente para

exemplificar a adaptabilidade do modelo. Dessa forma, optamos por apresentar o modelo

e suas caracteŕısticas utilizando três diferentes problemas, que são descritos a seguir.

Primeiro, o problema que popularizou a Máquina de Vetores de Suporte, reconheci-

mento de d́ıgitos. Essencialmente, foi ensinado ao modelo diferenciar e classificar imagens

de d́ıgitos de zero a nove escritos à mão. A maior dificuldade nesse problema é garantir

que o modelo aprenda a identificar quais pixels são essenciais para a diferenciação dos

d́ıgitos.

O segundo problema é o reconhecimento do gênero com base em medidas de posição

e dispersão da gravação da voz de um indiv́ıduo, tendo em vista a dificuldade em repre-

sentar ondas sonoras de uma gravação de maneira tabular (uma das maiores dificuldades

quando se trabalha com dados em formato de áudio). Vale ressaltar, no entanto, que

não necessariamente todas as estat́ısticas geradas agregam informação significativa na

diferenciação de gênero.

O último é um problema que está presente indiretamente no cotidiano de todos,

classificação de e-mails entre “spam” e “não spam”. E-mails denominados “spam” são

e-mails indesejados, em geral, propagandas. Apesar de parecer um problema mı́nimo,

solucioná-lo é essencial para a experiência do usuário.

Ao final deste trabalho, o leitor será capaz de identificar, aplicar e analisar o

resultado de problemas pasśıveis de serem resolvidos pela Máquina de Vetores de Suporte

para classificação.
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1 Referencial Teórico

A Máquina de Vetores de Suporte para classificação é um modelo de aprendizado

supervisionado, no qual alguns conceitos algébricos, como vetores, hiperplanos, entre ou-

tros são a base para a compreensão do modelo. Tais conceitos são apresentados e revisados

abaixo.

1.1 Definição de um Vetor

Vetores são segmentos de reta orientados que possuem três qualidades (FARIAS;

KONZEN; SOUZA, 2020a): a direção que é determinada pela reta na qual o vetor se

encontra, o sentido, que dita a orientação de atuação, e a intensidade, que também é

designada como norma ou módulo. A intensidade de um vetor representa a sua grandeza

e por isso o cálculo da intensidade de um vetor x⃗ é a distância euclidiana entre o ponto

de origem e o final do vetor (FARIAS; KONZEN; SOUZA, 2020b):

||x⃗|| =
√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n−1 + x2

n

A variável n na equação acima é igual ao número de dimensões do espaço vetorial

trabalhado.

Figura 1: Definição de vetores.

Fonte: autoria própria.
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1.1.1 Operações básicas

A Multiplicação escalar (BOLDRINI et al., 1986) de um vetor x⃗ por uma cons-

tante c aumenta a intensidade do vetor em c vezes:

x⃗∗ = cx⃗ = cx1 + cx2 + · · ·+ cxn−1 + cxn

||x⃗∗|| =
√

c2x2
1 + c2x2

2 + · · ·+ c2x2
n−1 + c2x2

n

||x⃗∗|| =
√

c2(2x2
1 + 2x2

2 + · · ·+ x2
n−1 + x2

n)

||x⃗∗|| = c||x⃗||

Além da intensidade, o sinal de c altera também o sentido do vetor como demons-

trado abaixo:

Figura 2: Multiplicação entre vetor e escalar.

Fonte: autoria própria.

A Adição e Subtração (BOLDRINI et al., 1986) de vetores é relativamente simi-

lar. A subtração é a soma de dois vetores, mas o segundo sendo multiplicado pelo valor

−1. Suponha os vetores v⃗, u⃗ e w⃗ = v⃗ + u⃗ tem-se que:

w⃗ = (v1 + u1, v2 + u2, · · ·, vn−1 + un−1, vn + un)

wp = vp + up
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Representação gráfica da adição de vetores:

Figura 3: Somatório de vetores.

Fonte: autoria própria.

1.1.2 Produto escalar e projeção

O produto escalar, representado por u⃗ · v⃗, é definido por um valor real que pode ser

calculado por u⃗ · v⃗ =
∑n

i=1 uivi (CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA, 1990a). Supondo

que θ é o ângulo entre os vetores, o produto escalar também é igual à:

u⃗ · v⃗ = ||u⃗|| ||v⃗|| cos(θ)

u⃗ · v⃗

||v⃗||
= ||u⃗||cos(θ)
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Figura 4: Projeção vetorial.

Fonte: autoria própria.

A parte à direita da igualdade da equação acima (||u⃗||cos(θ)) representa a aplicação
da intensidade do vetor u⃗ na reta que contém o vetor v⃗, portanto:

uproj v = u⃗ · v⃗

||v⃗||

O valor u⃗ · v⃗
||v⃗|| é a representação escalar da projeção do vetor u⃗ sobre vetor v⃗, em

outras palavras, o produto escalar acima representa a intensidade da projeção de u⃗ em v⃗.

1.2 Definição de um Hiperplano

Hiperplanos são figuras geométricas com n−1 dimensões (HASTIE; TIBSHIRANI;

FRIEDMAN, 2008a) que dividem um espaço de n dimensões em subespaços, também, de

n dimensões. No espaço tridimensional, os hiperplanos recebem o nome de planos; no

bidimensional, reta, e no unidimensional, ponto. Sua forma algébrica em um espaço n

dimensional, onde os valores ai’s e b são fixos, é igual a:

a1x1 + a2x2 + · · ·+ an−1xn−1 + anxn = b

1.3 Método de Lagrange

A derivada da função f(x) representa a variação de f(x). Um exemplo é a derivada

da velocidade de um carro, que é igual à sua aceleração, portanto, quando a aceleração é
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positiva a velocidade aumenta, quando negativa, a velocidade diminui e quando igual a

zero, a velocidade se mantém constante. O método de Lagrange (CALLIOLI; DOMIN-

GUES; COSTA, 1990b) para determinar os mı́nimos e máximos de uma função se baseia

no fato de que todo mı́nimo e máximo, no seu ponto mais extremo, possui a derivada

igual a zero.

L = f(x)

∂L

∂x
= 0

O método acima é utilizado quando a função f(x) não é limitada, para os casos

limitados por funções gm(x) = 0, onde m representa o número de funções restritivas, a

função de Lagrange é igual à:

L(x, λi) = f(x)− λ1g1(x)− · · · − λmgm(x)

∂L(x, λi)

∂x
= 0

∂L(x, λi)

∂λ1

= 0

· · ·
∂L(x, λi)

∂λm

= 0

A variável λi é conhecida como multiplicador de Lagrange. Existem diversas in-

terpretações para essa variável, mas essencialmente ela é uma variável introduzida no

problema para auxiliar na determinação dos pontos de mı́nimo e máximo, quando exis-

tente, dentro dos limites estabelecidos por gm(x) = 0.

1.4 Máquina de Vetores de Suporte para classificação

A Máquina de Vetores de Suporte foi originalmente proposta por Vapnik e colabo-

radores em 1992 (BOSER; GUYON; VAPNIK, 1992), mas o algoritmo só se popularizou

em 1994, devido ao sucesso em reconhecer d́ıgitos escritos à mão.

1.4.1 Objetivo

O problema de diferenciação entre tumores malignos e benignos é um exemplo de

uma das posśıveis aplicações da Máquina de Vetores de Suporte para classificação. A

t́ıtulo de exemplo, suponha que as caracteŕısticas mais importantes para a definição do
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tipo de tumor sejam o seu raio e textura e que foram amostrados quatro pacientes com

tumor benigno e quatro com maligno, como indicado pela tabela abaixo:

ID Raio Textura Tipo

1 0.3575 0.8103 Benigno
2 0.6508 0.5158 Benigno
3 0.4911 0.5348 Benigno
4 0.5904 0.4855 Benigno
5 0.9063 1.0384 Maligno
6 1.1018 0.5415 Maligno
7 0.9532 0.8217 Maligno
8 0.8495 1.0199 Maligno

Tabela 1: Tumor - Dados hipotéticos.

Fonte: autoria própria.

O objetivo deste método é encontrar um hiperplano, conhecido como hiperplano

de decisão, que separe as observações amostrais de acordo com sua classificação. Para o

caso acima, bidimensional, o algoritmo escolherá uma reta que separe tumores malignos

de benignos. Com essa reta de decisão traçada, será posśıvel classificar quaisquer novos

tumores com base em sua localização no plano cartesiano em relação à reta de decisão.

Para o exemplo apresentado, existem diversas retas que separam os dados de maneira

satisfatória.
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Figura 5: Exemplo de retas que segmentam o tipo de tumores.

Fonte: autoria própria.

A imagem acima apresenta o primeiro dos três grandes problemas direcionados ao

objetivo descrito no ińıcio da sessão, sendo eles:

1. Existe um número muito grande de hiperplanos que separa satisfatoriamente os

grupos. Sem uma definição clara, o algoritmo faria essa seleção aleatoriamente,

impactando assim a classificação de novas observações;

2. Não são todos os problemas que possibilitam a separação linear das observações

amostrais sem nenhum tipo de tratamento, o que faz com que o hiperplano não seja

sempre uma solução posśıvel;

3. O modelo não saberia como tratar problemas não separáveis, casos em que há so-

breposição de observações de classes diferentes.

O primeiro grande problema é satisfatoriamente resolvido ao definir o conceito da

“rua mais larga” (widest road) (WINSTON, 2010), que é a maior “rua” posśıvel entre

ambos os dados. As laterais da “rua” são conhecidas como hiperplanos de restrição,

esses hiperplanos são paralelos e possuem a maior distância entre si posśıvel. Entre os

hiperplanos de restrição se encontra o hiperplano de decisão. Desta forma, só existe

um hiperplano de decisão que separe linearmente as observações, quando posśıvel, que

satisfaz o objetivo do modelo e o conceito da “rua mais larga”. O segundo e terceiro

grandes problemas serão resolvidos nos próximos tópicos. Abaixo, é posśıvel visualizar a

“rua mais larga” no problema de classificação de tumores.
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Figura 6: Widest road na classificação de tumores.

Fonte: autoria própria.

1.4.2 Classificação de novos pontos

Para exemplificar o racioćınio da classificação de um novo ponto u, foi utilizado

o problema de classificação de tumores. Abaixo, segue a representação gráfica dos dados

fornecidos anteriormente do novo ponto u e dos hiperplanos gerados.

Figura 7: Nova observação no problema de classificação de tumores.

Fonte: autoria própria.

O ponto u no gráfico acima representa um novo paciente que ainda não sabe o

tipo de tumor que possui (benigno ou maligno). É posśıvel observar que esse paciente

se encontra abaixo da reta de decisão, ou seja, no subespaço dos tumores benignos e,

portanto, será classificado desta forma. Apesar de essa classificação ser ńıtida para o

observador do gráfico, computacionalmente ela é realizada de outra forma. O primeiro
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passo é definir o vetor w⃗ e u⃗: o primeiro é um vetor perpendicular à reta de decisão, possui

intensidade desconhecida, porém fixa e parte da origem; o segundo se encontra entre a

origem e o ponto u com sentido ao ponto u. O gráfico abaixo apresenta tais vetores:

Figura 8: Classificação de tumores - vetores w⃗ e u⃗.

Fonte: autoria própria.

O produto escalar u⃗ · w⃗ resulta no comprimento da projeção vetorial de u⃗ sobre

w⃗, portanto se a menor distância entre a origem e a reta de decisão, representado pela

constante c, for menor que o comprimento da projeção vetorial de u⃗ sobre w⃗, o ponto

estará no subespaço dos tumores malignos, caso contrário, se encontrará no subespaço

dos tumores benignos.

u⃗ · w⃗

||w⃗||
> c, u é maligno

u⃗ · w⃗

||w⃗||
< c, u é benigno

A intensidade do vetor w⃗, como definida acima, é fixa, assim como o valor de c.

Portanto, ao multiplicarmos ambos os lados das equações por ||w⃗|| obtemos:

u⃗ · w⃗ > −k, u é maligno

u⃗ · w⃗ < −k, u é benigno

k = −c||w⃗||

A informação do tipo de tumor que o i-ésimo paciente possui, por conveniência

matemática, foi representada numericamente pela variável yi. Os tumores malignos foram
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representados pelo valor +1 e benignos, por −1. Esta mudança possibilita condensar

ambas as equações acima em apenas uma.

yu = sinal[u⃗ · w⃗ + k] (1.4.1)

A variável yu é igual a −1 quando u⃗ · w⃗ + k é negativo, e +1 caso contrário.

A equação acima não se restringe a um problema bidimensional, ela é conhecida

como regra de decisão (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2008b), uma das princi-

pais fórmulas utilizadas no modelo. Por enquanto, o vetor w⃗ segue desconhecido, porém,

ciente de sua existência, é posśıvel calcular a distância entre as retas de restrição.

1.4.3 Largura da Rua

Utilizando a mesma lógica aplicada à construção da equação (1.4.1) e o fato de

que a constante b é igual à distância entre qualquer uma das retas de restrição à reta

de decisão, é posśıvel descrever todos os pacientes, pontos xi, por meio das seguintes

inequações:

x⃗i · w⃗ + k − b ≥ 0, yi = +1

x⃗i · w⃗ + k + b ≤ 0, yi = −1

Ainda na mesma lógica utilizada para encontrar equação (1.4.1), acrescentar a

variavel yi em ambas as inequações possibilita condensá-las na inequação abaixo.

yi(x⃗i · w⃗ + k)− b ≥ 0

No primeiro parágrafo da introdução, foi mencionado que o modelo necessita de

apenas alguns pontos espećıficos para a criação da regra de decisão, esses pontos são

denominados pontos de suporte (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2008b) e a partir

deles são definidos os vetores de suporte que geram os hiperplanos de decisão e restrição.

Os pontos de suporte são os pontos que se encontram nos hiperplanos de restrição, logo,

os pontos descritos pela equação abaixo.

yi(x⃗i · w⃗ + k)− b = 0 (1.4.2)
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Aplicado ao problema de classificação do tipo de tumores, a equação (1.4.2) des-

creve os pontos destacados em amarelo no gráfico abaixo. Supondo os vetores x⃗− e x⃗+ que

vão da origem a um ponto da classe benigna, yi = −1, e um da classe maligna, yi = +1,

respectivamente, e que obedecem a equação (1.4.2), é posśıvel encontrar o vetor (x⃗+−x⃗−).

Figura 9: Pontos de suporte na classificação do tipo de tumor.

Fonte: autoria própria.

A distância d entre as retas de restrições é o produto escalar do vetor (x⃗+ − x⃗−) e

o vetor w⃗:

d = (x⃗+ − x⃗−) ·
w⃗

||w⃗||

Os vetores x⃗+ e x⃗− podem ser descritos pela equação (1.4.2), resultando em:

d =
((b− k)− (−b− k))

||w⃗||

d =
2b

||w⃗||
(1.4.3)

De acordo com a definição apresentada da “rua mais larga”, d é o maior valor

posśıvel e, portanto, a equação (1.4.3) passa a ser um problema de maximização. Maxi-

mizar 2b
||w⃗|| é igual a maximizar 1

||w⃗|| , dado que b é constante, que é igual a minimizar ||w⃗||,
que igual a minimizar ||w⃗||2

2
. Uma vez que a função ||w⃗||2

2
é uma função quadrática posi-

tiva, que é representada graficamente por uma parábola com a concavidade para cima,

ela possui apenas um ponto onde sua derivada é igual a zero, o ponto de mı́nimo global

e, portanto, ela será a função utilizada daqui em diante.

O problema de minimização é resolvido utilizando o método de Lagrange, onde m
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representa o número de funções restritivas:

L =
||w⃗||2

2
−

m∑
i

λi[yi(w⃗ · x⃗i + k)− b] (1.4.4)

Na equação acima, tem-se que ||w⃗||2
2

é a função a ser minimizada, yi(w⃗ · x⃗i + k)− b

a função de restrição determinada pela equação (1.4.2) e λi o multiplicador de Lagrange

i. Calculando as derivadas, obtemos:

∂L

∂w⃗
= w⃗ −

m∑
i

λiyix⃗i = 0

w⃗ =
m∑
i

λiyix⃗i (1.4.5)

∂L

∂k
=

m∑
i

λiyik = 0

m∑
i

λiyik = 0 (1.4.6)

Substituindo as equações (1.4.6) e (1.4.5) em (1.4.4) tem-se:

L = b
m∑
i

λi −
1

2
(

m∑
i

m∑
j

λiλjyiyjx⃗i · x⃗j) (1.4.7)

Ao analisarmos a equação (1.4.7), observamos que b é a distância entre as retas de

restrição e a reta de decisão, logo um valor fixo, λi o multiplicador de Lagrange i, yi e yj

que dependem da classe de xi e xj, respectivamente, e o produto escalar x⃗i · x⃗j. Portanto

o valor máximo de d depende única e exclusivamente dos produtos escalares x⃗i · x⃗j e,

por isso, o problema de maximização passa a ser um problema de otimização dos pontos

amostrais.

Durante o processo de definir qual a largura da “rua”foi identificada a equação

(1.4.5) que determina o vetor w⃗. Esta equação permite que o hiperplano de decisão,

equação (1.4.1), seja escrito também como um problema de otimização.

yu = sinal[
m∑
i

λiyiu⃗ · x⃗i + k] (1.4.8)

Após a solução do problema de otimização, determinar o valor de b, k e o hiperplano
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de decisão passa a ser trivial.

1.4.4 Casos não linearmente separáveis

O segundo grande problema, sobre os dados não serem linearmente separáveis, é

resolvido com um método chamado truque de kernel (kernel trick) (HASTIE; TIBSHI-

RANI; FRIEDMAN, 2008c).Tal método consiste em aplicar uma série de transformações

matemáticas, hi(x⃗i), para aumentar a quantidade de dimensões no intuito de que o pro-

blema seja linearmente separável em uma das novas dimensões criadas. Exemplo:

Figura 10: Dados originais.

Fonte: autoria própria.

Figura 11: Dados após transformação.

Fonte: autoria própria.

Como é posśıvel visualizar acima, os dados que originaram a Figura 10 são se-

paráveis, porém não linearmente. Após a transformação, fica claro, na Figura 11, que os

dados passam a ser linearmente separáveis. Como o aumento de dimensõesé aplicado nos

vetores, a complexidade do modelo não aumenta e os problemas de otimização passam a

ser:

L = b
m∑
i

λi −
1

2
(

m∑
i

m∑
j

λiλjyiyjh(x⃗i) · h(x⃗j)) (1.4.9)

yu = sinal[
m∑
i

λiyih(u⃗) · h(x⃗i) + k] (1.4.10)

O produto vetorial hi(x⃗i) · hi(x⃗′
i) é igual à h1(x1)h1(x

′
1) + h2(x2)h2(x

′
2) + · · · +

hn(xn)hn(x
′
n) em que n representa o número de dimensões após a aplicação truque de

kernel, tal produto pode ser representado pela função K(x, x′). Abaixo seguem alguns

kerneis famosos na literatura:

• K(x⃗, x⃗′) = (x⃗ · x⃗′ + 1)p - Kernel Polinomial;
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• K(x⃗, x⃗′) = eγ(x⃗−x⃗′)2 - Kernel RBF;

• K(x⃗, x⃗′) = tanh(ηx⃗ · x⃗′ + υ) - Kernel Sigmoid.

Exemplo do truque de kernel retirado de (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN,

2008c) página 424: suponha um problema bidimensional e que foi selecionado o Kernel

Polinomial com p = 2 para a transformação resultando em:

K(x⃗, x⃗′) = (x⃗ · x⃗′ + 1)2

K(x⃗, x⃗′) = (x1x
′
1 + x2x

′
2 + 1)2

K(x⃗, x⃗′) = x1x
′
1 + x2

1x
′2
1 + 2x1x

′
1x2x

′
2 + x2

2x
′2
2 + x2x

′
2 + 1

Os dados originais que possúıam duas dimensões, mas, após o truque de kernel,

passam a ter seis dimensões:

h1(x⃗) = x1, h2(x⃗) = x2
1, h3(x⃗) =

√
2x1x2

h4(x⃗) = x2
2, h5(x⃗) = x2 e h6(x⃗) = 1

Apesar do truque de kernel resolver o problema de dados não linearmente se-

paráveis, porém separáveis, ele gera dois novos problemas:

1. Os kerneis aumentam a dimensionalidade dos dados proporcionalmente à dimensi-

onalidade original e, além disso, o aumento costuma ser considerável, muitas vezes

mais que dobrando o número de dimensões. Essa caracteŕıstica do truque de kernel

tende a aumentar o custo computacional, visto que o número de subconjuntos de

dimensões aumenta demasiadamente e apenas um desses subconjuntos será útil para

a separação dos dados (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2008d).

2. O número de dimensões aumenta até que seja posśıvel classificar corretamente todas

as observações amostrais, porém, quando o problema não é separável, o número

de dimensões pode tender ao infinito. Ainda que o modelo consiga encontrar um

subconjunto de dimensões em que seja posśıvel separar os dados corretamente, esse

conjunto seria tão grande e tão espećıfico para base treino que o modelo perderia

sua capacidade de generalizacão (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2008c).

Abaixo, segue um exemplo do segundo problema criado pelo truque de kernel. A

primeira figura representa os dados originais em que existe a sobreposição de classes e
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a segunda figura representa as linhas de decisão criadas em dimensões além dos dados

originais e adaptada para duas dimensões:

Figura 12: Dados originais.

Fonte: autoria própria.
Figura 13: Linhas de decisão.

Fonte: autoria própria.

Quanto aos problemas originados pelo truque de kernel, o aumento do custo com-

putacional gerado pelo método não possui solução, porém a solução do segundo problema

ameniza esse aumento. O problema de perda de generalização é resolvido ao adaptar o

modelo para que passe a ser aceitável um certo número de classificações incorretas, desta

forma, o modelo mantém seu poder de generalizacão, como no caso abaixo:

Figura 14: Modelo com erro de classificação.

Fonte: autoria própria.

1.4.5 Hiperparâmetro C

A capacidade de um modelo de classificar erroneamente observações de maneira

controlada é essencial, apesar de contraintuitivo. Modelos de aprendizado de máquina são
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necessários em situações em que os dados contêm uma certa aleatoriedade, o que significa

que é posśıvel possuir duas observações com os mesmos inputs e de classes diferentes.

Essa aleatoriedade intŕınseca dos problemas torna o muitas vezes imposśıvel de prever

a classificação de todos os objetos corretamente e, portanto, uma taxa de erro sempre

existirá. Um modelo que se adapta completamente à sua base de treino muitas vezes se

torna muito espećıfico, o que faz com que sua taxa de erro aumente muito quando aplicado

ao restante da população. Suponha que no problema de tumor anterior houvesse dados

sobrepostos desta maneira:

Figura 15: Problema de classificação de tumor com classes sobrepostos.

Fonte: autoria própria.

Os pontos destacados em amarelo do gráfico acima são os pontos com inputs al-

terados em relação ao problema original. Devido a esses pontos, o problema passa a ser

não separável. No caso acima, o desejado é que o modelo ignore os pontos destacados em

amarelo e mantenha os hiperplanos anteriormente criados, como abaixo:

A equação anteriormente utilizada para descrever os pontos amostrais, yi(x⃗i · w⃗ +

k) ≥ b, consegue descrever os pontos que não se encontram entre as retas de restrição,

porém falha ao descrever os pontos internos. Existem duas alterações na fórmula origi-

nal que fazem com que ela passe a descrever todos os pontos (HASTIE; TIBSHIRANI;

FRIEDMAN, 2008e), internos e externos, sendo elas:

yi(x⃗i · w⃗ + k) ≥ b− εi (1.4.11)

yi(x⃗i · w⃗ + k) ≥ b(1− εi) (1.4.12)

A equação (1.4.11) é a maneira mais intuitiva de adaptar a equação original, visto
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Figura 16: Linha de decisão não senśıvel a outliers.

Fonte: autoria própria.

que, neste caso, εi é igual a zero para os pontos externos aos hiperplanos de restrição

e igual à distância entre o ponto e o hiperplano de restrição para os pontos internos.

Porém, ao adaptar o modelo para equação (1.4.11), o problema de otimização não converge

(HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2008e) e, por isso, apesar de ser a forma mais

intuitiva, a equação (1.4.11) não é utilizada.

O problema de otimização, quando realizado com a equação (1.4.12), converge.

Nesta equação, a variavel εi é a distância relativa do ponto ao hiperplano de restrição,

logo, todo εi é maior ou igual a zero e a classificação incorreta somente ocorre quando

εi > 1, que é quando o ponto ultrapassa o hiperplano de decisão (HASTIE; TIBSHIRANI;

FRIEDMAN, 2008e). Os valores de εi são atrelados a uma constante K pela equação∑
εi ≤ K, desta forma, o máximo de classificações incorretas é limitada sempre ao valor

de K (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2008e).

Utilizando a equação (1.4.12), a função a ser minimizada se torna ||w⃗||2
2

+ C
∑

εi,

em que C é o hiperparâmetro que penaliza o número de erros. Intuitivamente, quanto

maior o valor do hiperparâmetro C, maior a punição por erro e, portanto, menos tolerante

o modelo é à classificações incorretas, fazendo com que as margens da “rua” tendam a se

adaptar mais a outliers.



Referencial Teórico 28

Figura 17: Definição de vetores.

Fonte: autoria própria.

O valor de C determina o quão aceitável são pontos classificados incorretamente

e dentro da “rua”. Um efeito secundário é na largura da “rua”e, consequentemente, sua

posição, pois quanto mais pontos são aceitos ou classificados incorretamente, mais larga

tende ser a “rua” sem manter necessariamente sua posição central. Na Figura 17, é

posśıvel observar que o hiperplano de decisão muda de formato conforme C varia.

O novo problema de minimização (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2008e)

resulta em:

L =
1

2
||w⃗||2 + C

m∑
i=1

εi −
m∑
i=1

λi[yi(x⃗i · w⃗ + k)− b(1− εi)]−
m∑
i=1

µiεi (1.4.13)

Derivadas:

w⃗ =
m∑
i=1

λiyixi

0 =
m∑
i=1

λiyi

λi = C − µi

Substituindo as derivadas em (1.4.13):

L = b

m∑
i

λi −
1

2
(

m∑
i

m∑
j

λiλjyiyjx⃗i · x⃗j) (1.4.14)
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0 ≤ λi ≤ C (1.4.15)

Com a definição da “rua mais larga”, do hiperparâmetro C e do truque de kernel,

o modelo consegue lidar com dados sobrepostos e com uma solução não linear. Resta

somente definir como ajustar os hiperparâmetros do modelo para que este tenha a melhor

performance posśıvel.

1.4.6 Função de perda

Conseguir quantificar o quão bom é um modelo é um dos passos mais importantes

durante a modelagem, não necessariamente a taxa de acerto é a melhor medida para

determinar a performance. Por exemplo, suponha que o grupo “A” compõe 90% da

população, se o modelo inferir que, independente dos inputs, uma nova observação sempre

pertence ao grupo “A”, o modelo obterá uma taxa de acerto aproximada de 90%, mesmo

não tendo aprendido nada sobre o comportamento dos dados. A natureza do problema dita

qual a melhor função de perda, algumas funções (SASAKI, 2007) comumente utilizadas

para classificação são (os valores de V P , V N , FP e FN são explicados logo após a

apresentação das funções):

• Acurácia: V P+V N
V P+V N+FP+FN

• F1: V P
V P+ 1

2
(FP+FN)

Class. correta
Verdadeiro Falso

C
la
ss
.

m
o
d
el
o Verdadeiro VP FP

Falso FN VN

Tabela 2: Tabela de contingência.

Fonte: autoria própria.

O valor de V P é igual ao número de pontos classificados corretamente como perten-

centes ao grupo 1, V N o número de pontos classificados corretamente como pertencentes

ao grupo 2, FP a quantidade de pontos classificados erroneamente como pertencentes ao

grupo 1 e FN , erroneamente ao grupo 2.
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1.4.7 Validação cruzada de k-dobras (k-fold cross-validation)

Dados provenientes de problemas passiveis de serem resolvidos por aprendizado de

máquina tendem a possuir certo rúıdo. É chamado de rúıdo o conjunto de dados com

comportamento inesperados. Dessa forma, um modelo que se adapta também ao rúıdo

durante o treino perde seu poder de generalização para novas informações. Esse fenômeno

é conhecido como overfitting.

A preocupação com o overfitting é muito comum durante a seleção dos hiper-

parâmetros de um modelo, no intuito de medi-lo, é comum dividir aleatoriamente a amos-

tra entre base teste e treino, sendo que normalmente a base treino é muito maior que a

base teste (para que o modelo não saia prejudicado por falta de informações durante o

aprendizado). Dessa forma, o modelo aprende somente com base nas informações da base

de treino e depois é aplicada a função perda em suas previsões para base teste e seu real

valor. A solução acima gera um novo problema, ao realizar a divisão aleatória existe a

possibilidade de todos os valores considerados at́ıpicos irem para base teste, isso fará com

que o modelo seja classificado como ruim injustamente. Uma solução para o problema

acima é a validação cruzada de k-dobras (k-fold cross-validation) (BOWNE-ANDERSON,

2017). O método segrega a amostra em k partes iguais, para explicação assuma k = 3

(parte 1, parte 2 e parte 3), e com as partes 1 e 2 o modelo terá seu aprendizado e testado

na parte 3, depois um novo modelo com os mesmos hiperparâmetros tem seu aprendi-

zado com base nas partes 1 e 3 e testado na parte 2 e, por último, um novo modelo com

os mesmo hiperparâmetros e com seu aprendizado realizado com base nas parte 2 e 3 e

testado na parte 1. Os modelos são descartados e suas métricas são sumarizadas, dessa

forma, é posśıvel obter uma estimativa mais confiável do quão bom os hiperparâmetros

selecionados são.

1.4.8 Aplicação do modelo

Tendo em mente seu funcionamento, bem como suas vantagens e desvantagens, é

posśıvel identificar as situações de aplicação.

Devido ao truque de kernel, o custo computacional cresce proporcionalmente com

o aumento do número de dimensões M. Já quanto ao número de linhas N, o método utiliza

de todos os pontos amostrais para identificar quem são os pontos de suporte e criar as

retas de decisão e restrições, logo quando maior N maior o custo computacional. Portanto,

quanto maior for a matrizes (NxM) menos indicado é o modelo.
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Em contrapartida, por utilizar o hiperplano que maximiza a distância entre ob-

servações de classes diferentes como hiperplano de decisão o modelo tende a funcionar

bem para problemas com poucas observações. Além disso o modelo necessita de poucos

hiperparâmetros, sendo assim, um modelo fácil e rápido de ser aplicado.



Conjunto de dados 32

2 Conjunto de dados

Os bancos de dados utilizados para a análise foram retirados do site

https://www.kaggle.com/, que é uma plataforma criada para o compartilhamento de base

de dados, modelos, desafios e outros temas relativo à ciência e análise de dados. As três

bases retiradas são contextualizadas e explicadas nas subseções abaixo.

2.1 Classificação de imagens

O primeiro banco de dados foi postado com o nome “MNIST Digit Recogni-

zer”(ANIMATRONBOT, 2018). Ele foi constrúıdo com base no banco de imagens MNIST

(Modified National Institute of Standards and Technology database).

MNIST é uma base criada com a foto dos d́ıgitos de 0 a 9 escritos por alunos do

ensino médio e empregados da empresa estadunidense “Census Bureau”(LECUN; COR-

TES; BURGES, ). As imagens possuem a resolução de 28x28 pixels com o fundo da

imagem preto e os d́ıgitos em tons de branco.

A base utilizada contém uma amostra das imagens do MNIST, já tratadas. Nesse

caso, o tratamento das imagens constitui-se em numerar os pixels e trazer cada pixel como

uma coluna, como no exemplo abaixo:

Pixel

0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

Tabela 3: Imagem
1.

Fonte: autoria

própria.

Pixel

0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

Tabela 4: Imagem
2.

Fonte: autoria

própria.

Pixel

0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

Tabela 5: Imagem
3.

Fonte: autoria

própria.

Pixel

0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

Tabela 6: Imagem
4.

Fonte: autoria

própria.

Image coluna 1 coluna 2 ... coluna 15 coluna 16

Image 1 Pixel 0 Pixel 1 ... Pixel 14 Pixel 15

Image 2 Pixel 0 Pixel 1 ... Pixel 14 Pixel 15

Image 3 Pixel 0 Pixel 1 ... Pixel 14 Pixel 15

Image 4 Pixel 0 Pixel 1 ... Pixel 14 Pixel 15

Tabela 7: Imagens transformadas.

Fonte: autoria própria.

Como as imagens no problema em questão são de 28x28 pixel, são criadas 784
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colunas, onde cada célula contém valores de 0 a 255. Quanto menor o valor da célula, mais

próximo a cor de preto e quanto maior, mais perto da cor branca. Sabendo a resolução

da imagem, é posśıvel reconstrúı-la, abaixo seguem algumas das imagens reconstrúıdas a

partir da base.

Figura 18:
Digito zero.

Fonte: autoria

própria.

Figura 19:
Digito um.

Fonte: autoria

própria.

Figura 20:
Digito dois.

Fonte: autoria

própria.

Figura 21:
Digito três.

Fonte: autoria

própria.

Figura 22:
Digito quatro.

Fonte: autoria

própria.

Figura 23:
Digito cinco.

Fonte: autoria

própria.

Figura 24:
Digito seis.

Fonte: autoria

própria.

Figura 25:
Digito sete.

Fonte: autoria

própria.

Figura 26:
Digito oito.

Fonte: autoria

própria.

Figura 27:
Digito nove.

Fonte: autoria

própria.

Considerando que cada pixel recebe um número de 0 a 255, é posśıvel reescrever

as imagens como uma matriz, abaixo tem-se a Figura 26 em formato de matriz:

Figura 28: Digito nove em formato de matriz.

Fonte: autoria própria.
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A base em questão contém 42 mil fotos e 785 colunas, os 784 pixels e uma coluna

indicando qual o d́ıgito contido na imagem. Abaixo segue a quantidade de imagens por

d́ıgito:

Digito Frequência

0 4132
1 4684
2 4177
3 4351
4 4072
5 3795
6 4137
7 4401
8 4063
9 4188

Tabela 8: Frequência de d́ıgitos.

Fonte: autoria própria.

2.2 Reconhecimento de voz

A base contém estat́ısticas acústicas de 3.168 áudios, sendo 2 com inputs duplicados

e, portanto, removidos. Metade da base foi constrúıda com base na voz de pessoas do

gênero feminino e a outra metade, do gênero masculino. Os dados foram postados pela

usuária “KORY BECKER”com o nome “Gender Recognition by Voice”(BECKER, 2016).

Os áudios dentro da frequência sonora 0hz-280hz, range da voz humana, foram

pré-tratados pelo software estat́ıstico R com os pacotes “seewave” e “tuneR”. Abaixo as

distribuições das colunas da base e suas descrições.
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Figura 29: Distribuição das variáveis por sexo.

Fonte: autoria própria.

Coluna Descrição

meanfreq Frequência média em kHz

sd Desvio padrão da frequência

median Mediana da frequência em kHz

Q25 Primeiro quartil da frequência em kHz

Q75 Terceiro quartil da frequência em kHz

IQR Intervalo interquartilico da frequência em kHz

skew Skewness da frequência

kurt Kurtosis da frequência

sp.ent Entropia espectral do sinal

sfm Nivelamento espectral

mode Moda da frequência em kHz

centroid Centroide da frequência

peakf Pico da frequência

meanfun Média da frequência fundamental medida através do sinal acústico

minfun Frequência fundamental mı́nima medida através do sinal acústico

maxfun Frequência fundamental máxima medida através do sinal acústico

meandom Média da frequência dominante medida através do sinal acústico

mindom Mı́nimo da frequência dominante medido através do sinal acústico

dfrange Faixa de frequência dominante medida através do sinal acústico

modindx
Índice de modulação. Calculado como a diferença absoluta acumulada en-
tre medições adjacentes de frequências fundamentais dividida pela faixa de
frequência

label Sexo do emissor do som

Tabela 9: Descrição das variáveis da base de reconhecimento de voz.

Fonte: autoria própria.
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2.3 Classificação de texto

A última base (BISWAS, 2020) contém informações de 5.172 e-mails em inglês,

sendo 541 e-mails duplicados e, por isso, foram removidos. O texto de cada e-mail teve

seus caracteres numéricos e especiais, com exceção do “espaço”, removidos e todos os

caracteres maiúsculos transformados em minúsculos. O conjunto de palavras posśıveis

dentro dos e-mails, substrings entre o caracter especial espaço, foi transformado no con-

junto de variáveis da base de dados. Cada linha representa um e-mail e cada célula da

base representa a frequência da palavra (nome da coluna) dentro do e-mail. Exemplo de

construção:

E-mails Texto

E-mail 1 Exemplo de e-mail exemplo

E-mail 2 Um e-mail modelo

E-mail 3 E-mail base

E-mail 4 Base de um modelo

Tabela 10: Exemplos de e-mails.

Fonte: autoria própria.

E-mails exemplo de e-mail um modelo base

E-mail 1 2 1 1 0 0 0

E-mail 2 0 0 1 1 1 0

E-mail 3 0 0 1 0 0 1

E-mail 4 0 1 0 1 1 1

Tabela 11: Frequência de palavras por e-mails.

Fonte: autoria própria.

Após o tratamento e a criação da tabela, foram removidas colunas de tal forma que

restassem apenas as 3.000 palavras mais comuns em todos e-mails e as colunas que demar-

cam o ı́ndice do e-mail e a classe do e-mail (spam e não spam). Abaixo, a concentração

do tipo de e-mails:
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Figura 30: Distribuição do tipo de e-mail.

Fonte: autoria própria.

3 Metodologia

O modelo de classificação foi aplicado em três diferentes problemas: classificação

de imagens, reconhecimento de voz e classificação de texto.

A metodologia para aplicação do modelo, em todos os problemas, foi dividida

em três fases. A primeira fase é a de “sanitização”, em que ocorreu a compreensão e a

validação dos dados. Na fase seguinte, “análise exploratória”, que consiste na investigação

das relações entre variáveis, ocorreu a criação de estratégias de modelagem. Na terceira

fase, “Modelagem”, foram definidos quais os melhores hiperparâmetros para o problema

em questão.

3.1 Classificação de imagem

Esse problema consiste no reconhecimento de d́ıgitos escritos à mão da amostra da

base MNIST database (Modified National Institute of Standards and Technology database).

3.1.1 Sanitização - MNIST

A base é não balanceada, porém a diferença entre rótulos não é significativa o

suficiente para exigir algum método de correção como undersampling e não há nenhuma

imagem repetida. Não há valores faltantes.
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Classe Frequência

0 4132
1 4684
2 4177
3 4351
4 4072
5 3795
6 4137
7 4401
8 4063
9 4188

Tabela 12: Frequência de d́ıgitos.

Fonte: autoria própria.

Apesar de não possuir valores faltantes, cerca de 80% da base é constitúıda por

zeros. Porém os zeros não representam a falta de quantidade e, sim, a cor preto.

3.1.2 Análise exploratória - MNIST

Cada imagem é constitúıda por 784 pixels (28x28), o que significa que cada ima-

gem possui 784 dimensões. Devido ao truque de kernel aumentar a dimensão dos dados

proporcionalmente, o custo computacioanl passa a ser muito grande. Para diminuir esse

custo, foi aplicado o método de redução de dimensionalidade PCA (Principal Component

Analysis).

O PCA (JOLLIFFE, 2017) é um método de redução de dimensionalidade algébrico

para variáveis numéricas que utiliza transformações ortogonais para definir os componen-

tes principais. Com os componentes principais, é posśıvel criar um banco com igual ou

menos variáveis que o original, sendo que quanto menos variáveis, menor o poder do banco

criado de explicar a variabilidade do banco original. Utilizando o método PCA, foi criada

uma base com 87 dimensões que explica cerca de 90% da variabilidade de base original.

Após a redução da dimensionalidade, foi aplicado o método “escala mı́nimo máximo”

(Min-Max Scaling) (HAN; KAMBER; PEI, 2012). O método reescala as variáveis para

valores de um a zero, mantendo suas distâncias relativas para evitar que o modelo dê uma

importância indevida a variáveis devido à escala das mesmas. O método “escala mı́nimo

máximo” calcula da seguinte maneira:

x∗
ij =

xij −min(xij)

max(xij)−min(xij)
, j = 1, 2, ...
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3.1.3 Modelagem - MNIST

Após a aplicação do método PCA e “escala mı́nimo máximo”, a base foi dividida

de maneira a preservar a proporção dos outputs em base treino e base teste. Essa divisão

é dita como divisão estratificada pelo outputs, 75% das imagens foram utilizadas para

treino e 25% para teste.

O problema em questão possui mais de dois posśıveis outputs. a lógica utilizada

para modelagem foi “um contra todos”, portanto, foram criados dez modelos dicotômicos.

A fase de aprendizado do modelo utilizou a base treino e os hiperparâmetros “C”

igual a 1 e kernel igual a “rbf”. Esses são hiperparâmetros padrões da função utilizada

(sklearn.svm.SVC da linguagem de programação python) e, como o problema é relativa-

mente simples, não houve necessidade de alteração.

3.2 Reconhecimento de Voz

O problema em questão é determinar o gênero do indiv́ıduo com base nas es-

tat́ısticas de sua fala.

3.2.1 Sanitização - Voz

A base não possui valores faltantes e é balanceada. Todos os inputs são estat́ısticas

provenientes da onda sonora emitida por um indiv́ıduo, porém não necessariamente todas

as estat́ısticas são relevantes para o modelo e por isso cada uma delas foi testada.

O primeiro passo para a escolha do teste foi determinar se algum dos inputs provém

de uma distribuição normal. A normalidade dos dados foi testada pelo teste Jarque-Bera

(JARQUE; BERA, 1987), que verifica se a assimetria e a curtose amostrais condizem com

de uma distribuição normal, o teste Kolmogorov-Smirnov (SPRENT; SMEETON, 2001),

que compara a distância entre a amostra e a distribuição em questão, que, nesse caso,

é a distribuição normal, e o teste Shapiro-wilk (SHAPIRO; WILK, 1965), que é o teste

clássico para normalidade. Foi rejeitada a hipótese de normalidade em todos os testes

para todas as variáveis com um ńıvel de significância de 5%.
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3.2.2 Análise exploratória - Voz

Tendo a normalidade rejeitada, para cada variável segmentada por sexo foi aplicado

o teste Mann-Whitney U (SPRENT; SMEETON, 2001). Esse teste é um teste não-

paramétrico, que tem como hipótese nula que os dados do sexo feminino provêm de uma

distribuição com a mesma posição da distribução à qual os dados do sexo masculino

provêm. A hipótese nula foi rejeitada para todas as variáveis, com exceção da variável

“modindx”, portanto a variável “modindx” não agrega informação na distinção de gênero.

O número de dimensões não justifica a aplicação de um método de redução de

dimensionalidade. O método “escala mı́nimo máximo” foi aplicado aos dados, assim

como no problema anterior.

3.2.3 Modelagem - Voz

A base final foi dividida em 75% para base treino e 25% para base teste, a divisão

manteve as proporções de sexo da amostra.

O aprendizado do modelo se deu com a base treino com hiperparâmetros default da

função sklearn.svm.SVC da linguagem de programação python (C = 1, e kernel = ‘rbf ′).

3.3 Classificação de texto

O modelo deve diferenciar e-mails entre “spams” e “não spams”; e-mails classifica-

dos como spam são e-mails indesejáveis como propagandas, entre outros. Esse problema

de classificação é bem conhecido como um exemplo de quando não se deve utilizar a

acurácia como função perda. Como a base é não balanceada, 68% dos e-mails são “não

spam”. Se o modelo inferir que todos os e-mails são “não spam”, ainda assim terá uma

acurácia relativamente boa.

3.3.1 Sanitização - Spam

Para a resolução do problema, foram utilizados os tokens que, neste caso, são

fragmentos de texto em inglês que não contêm espaço e nem números dentro de si para

determinar a qual categoria o e-mail pertence (spam e não spam).

A base de dados é uma tabela de frequência dos tokens mais comuns dentro dos

e-mails. Mais de 90% da base é composta por valores nulos e cerca de 70% dos dados



Metodologia 41

são referentes a e-mails considerados “não spam”. Esta esparcidade é devido ao fato do

valor da célula ser referente a frequência do token daquela coluna no e-mail, sendo que

o conjunto de tokens é referente a todos os e-mails amostrados, em outras palavras, é

natural que um e-mail não contenha todas as palavras dos demais e-mails. Não há valores

faltantes.

Os cinco tokens mais comuns dentro da base são “e”, “n”, “r”, “l” e “c”, sendo

que eles não são palavras reais da ĺıngua inglesa. A explicação para esses tokens varia

de uma escrita errada a um emoticon que perdeu o sentido após a limpeza prévia dos

dados, como, por exemplo “:C”. Infelizmente, como só foram fornecidos os dados após a

limpeza, é imposśıvel discernir a causa desses fragmentos. Como é imposśıvel diferenciar

tais resqúıcios de erros, foram testados dois modelos. Um modelo com a base de treino

contendo todos os tokens e outro sem qualquer token não existente na ĺıngua inglesa (caso

a maior parte dos fragmentos provenha de algo com significado, esses tokens auxiliariam

no aprendizado do modelo, porém, se forem meros erros de digitação, o atrapalhariam).

Foram detectados 598 tokens que não existem na ĺıngua inglesa.

Após a remoção de palavras não existentes, outro filtro foi realizado para stopwords

(GHARATKAR et al., 2017) em ambas as bases. Stopwords são palavra que não agregam

valor. É necessária sua remoção para evitar que o modelo considere dois e-mails similares

simplesmente porque ambos utilizam muitos conectivos como “e”, “também”, “então”

etc. Foram removidas mais de 120 palavras de cada uma das bases.

3.3.2 Análise exploratória - Spam

A base contém a frequência de cada palavra por e-mail e é natural assumir que

se um e-mail possui um conjunto de palavras próximo ao de outro e-mail, eles são con-

siderados similares. Porém também deve ser levado em conta no cálculo de similaridade

quando dois e-mails contêm palavras em comum muito espećıficas que quase nunca são

utilizadas por outros e-mails.

Para que o modelo possa compreender melhor a distância entre os e-mails, foi

calculado o valor tf-idf (DALAORAO; SISON; MEDINA, 2019) para cada célula. O

valor tf-idf é constrúıdo para atribuir um peso alto a tokens que aparecem com muita

frequência e para tokens consideradas raros. O cálculo desse valor se dá pela multiplicação

da frequência relativa da palavra por e-mail com o log do número de e-mails dividido pelo

número de e-mails que contêm a palavra (log( Ne−mails

ne−mails que contém
)).

A base de dados é formada pelas palavras mais frequentes e não todas as palavras,
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por isso existe a possibilidade das palavras consideradas raras terem sido removidas da

base. Visto essa possibilidade, também foram contrúıdos modelos que utilizaram em seu

aprendizado a frequência relativa (tf) (DALAORAO; SISON; MEDINA, 2019).

O modelo de aprendizagem supervisionada de Máquina de Vetores de Suporte para

classificação foi aplicado para quatro diferentes bases, duas com, também, palavras não

existentes na ĺıngua inglesa (devido à incerteza quanto à natureza desses tokens não é

posśıvel determinar se são ou não úteis para classificação) e duas com somente palavras

existentes na ĺıngua inglesa. Entre as duplas de bases, uma utiliza o valor tfi-df, que

prioriza tanto a frequência da palavra quanto sua raridade e a segunda a frequência

relativa.

Apesar de possuir uma grande dimensionalidade, o método PCA não foi aplicado,

pois a base possui uma proporção de zeros muito grande, mais de 90%, para casos desse

tipo, o método PCA não é recomendado.

3.3.3 Modelagem - Spam

Como esse problema é mais complexo que os anteriores, foi utilizado o “Grid-

Search” do pacote “sklearn.model selection” da ĺınguagem de programação python. Esse

método consiste em aplicar a validação cruzada dentro de um conjunto de hiperparâmetros

informados para determinar qual o melhor conjunto para o problema em questão. O con-

junto informado foi “C” variando de 0,1 a 2,0 num passe de 0,1 e os kerneis “polinomial”,

“linear”, “rbf” e “sigmoide”resultando na Tabela 12.

Palavras com erro Peso C Kernel

Removidas TF 1,9 polinomial
Removidas TF-IDF 0,7 sigmoide
Mantidas TF 1,9 polinomial
Mantidas TF-IDF 0,7 sigmoide

Tabela 13: Bases treinos - Text.

Fonte: autoria própria.

Todas as bases tratadas foram divididas estratificadamente pela classe do e-mail

em base treino e teste, sendo que a base treino contém 75% dos e-mails e teste, 25%.

Após a divisão, o aprendizado dos modelos foi realizado com os hiperparâmetros e as

bases treino provenientes da base tratada correspondente e posteriormente testados com

a base teste também correpondente.
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4 Resultados

4.1 Classificação de imagem

A base treino possui 31.500 imagens, sendo que cada imagem possúıa 87 inputs. O

modelo levou cerca de 41,63 segundos para finalizar seu treino.

Após o treino, o modelo recebeu os inputs da base teste, que contém 10.500 imagens

de d́ıgitos escritos à mão, para tentar reconhecer o mesmo. O output do modelo, junta-

mente com o resultado real, foi usado para o cálculo do f1-score registrando os seguintes

valores:

Digito f1-score Número de imagens

0 99% 1033
1 99% 1171
2 97% 1044
3 97% 1088
4 97% 1018
5 98% 949
6 98% 1034
7 97% 1100
8 97% 1016
9 97% 1047

Tabela 14: f1-score - Digits.

Fonte: autoria própria.

Com o f1-score para cada output, é posśıvel calcular o f1-weighted (SASAKI, 2007)

pela seguinte fórmula:

f1-weighted =

∑l
i=0 f1-scoreini∑l

i=1 ni

l = N outputs; ni = N obs. no output i;

O modelo, após o treino, obteve um f1-weighted igual a 98%. Além do f1-weighted

foi também calculado a acurácia e seu resultado apresentado no gráfico seguinte.
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Figura 31: Acurácia do modelo de classificação de imagem.

Fonte: autoria própria.

As células da Figura 31 contém a frequência relativa dos resultados do modelo

(eixo X) para os reais valores da variável respostas (eixo Y). As células na diagonal

principal (diagonal da esquerda em cima para direita em baixo) contém a porcentagem

de classificações corretas. O modelo obteve excelentes resultados, um f1-weighted de 98%

e uma acurácia de pelo menos 95% para cada classificação.

4.2 Reconhecimento de voz

A base treino utilizada para o aprendizado do modelo possui 2.374 áudios, sendo

1187 do sexo masculino e 1188 do sexo feminino; o treino do modelo levou cerca de 0,05

segundos e, quando aplicado na base teste de 792 áudios, obteve um f1-score de 98%.

4.3 Classificação de texto

Esse problema obteve quatro modelos criados a partir de diferentes bases e dife-

rentes hiperparâmetros, os resultados foram sumarizados e relatados abaixo:
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Figura 32: Acurácia do modelo de Reconhecimento de voz.

Fonte: autoria própria.

Id Palavras com erro Peso C gamma Kernel f1-weighted Tempo treino

1 Removidas TF 1,9 scale polinomial 91% 14,86 s
2 Removidas TF-IDF 0,7 scale sigmoide 96% 36,49 s
3 Mantidas TF 1,9 scale polinomial 93% 16,14 s
4 Mantidas TF-IDF 0,7 scale sigmoide 96% 21,66 s

Tabela 15: Resumo dos modelos - Text.

Fonte: autoria própria.

De acordo com o f1-weighted, o modelo escolhido seria o de identificação número

4 ou 2, porém, como o objetivo do modelo é identificar quais e-mails são de fato spam, a

escolha deve ser associada também com acurácia da classe spam. Nos gráficos abaixo, os

e-mails spam são representados pelo número 1 e não spam, pelo número 0.
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Figura 33: Acurácia do modelo Nº 1.

Fonte: autoria própria.

Figura 34: Acurácia do modelo Nº 2.

Fonte: autoria própria.

Figura 35: Acurácia do modelo Nº 3.

Fonte: autoria própria.

Figura 36: Acurácia do modelo Nº 4.

Fonte: autoria própria.

O modelo que teve a melhor performance entre todos, de acordo com o f1-weighted

e a acurácia de spam, foi o modelo número 4. Todos os modelos tiveram seu aprendizado

realizado com base em 3.473 e-mails e testados com 1.158 e-mails, sendo que as bases

com tokens removidos possúıam 2.275 inputs e o restante das bases 2.866. O modelo

número 4 ter sido o que teve o melhor resultado indica que os tokens que não constam na

ĺıngua inglesa de fato foram importantes para a classificação do e-mail e que, apesar de

não possuir todas as palavras, a atribuição de peso aos inputs com base na sua raridade

auxiliou o modelo em seu aprendizado.
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Conclusão

Conforme proposto, neste trabalho foi aplicada a Máquina de Vetores de Suporte

para classificação em três diferentes problemas, cada um possuindo uma ou mais dificul-

dades espećıficas quanto ao processamento dos dados e/ou treinamento do modelo.

No primeiro problema, a dificuldade encontrada foi que, devido ao truque de kernel,

o custo do modelo ao trabalhar com diversos inputs é muito alto. Para esses casos, quando

posśıvel, a melhor solução é aplicar um método de redução de dimensionalidade, como o

PCA. Apesar da dificuldade, o modelo atingiu um f1-weighted de 98%.

No segundo, o aprendizado do modelo foi realizado com base em estat́ısticas de um

banco de áudio. Nesse caso, a grande dificuldade foi lidar com a posśıvel redundância de

informações, já que é natural assumir que alguns dados possuam correlações muito altas

(como no caso dos inputs “Q25”, “median”e “Q75”, que foram mantidos para avaliar o

comportamento do modelo quanto a essa dificuldade). Ainda assim, o modelo foi capaz

de obter uma acurácia média de gênero de mais de 97%.

O último problema possui diversos fatores adversos: o banco possui 90% dos dados

iguais a zero; a base tratada possúıa três mil colunas e, pela quantidade zeros, não foi

posśıvel aplicar o PCA; os dados eram desbalanceados numa proporção de, aproximada-

mente, 68/32. Apesar disso, o modelo foi capaz de atingir um f1-weighted de 96% e uma

acurácia para classificação de “spam”de 92%.

Cada problema exigiu uma abordagem diferente, o que possibilitou demonstrar

a sua capacidade de adaptação. A partir da metodologia aplicada, abordamos todas

as fases da modelagem, desde o tratamento dos dados à interpretação dos resultados.

Dessa maneira, acreditamos ter atingido nosso propósito de apresentar uma introdução

ao método, possibilitando que o leitor seja capaz de resolver problemas de classificação e

de se aprofundar na literatura sobre o modelo quando necessário ou desejado.
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⟨http://yann.lecun.com/exdb/mnist/⟩.

SASAKI, Y. The truth of the f-measure. 2007.

SHAPIRO, Y. S.; WILK, M. B. An analysis of variance test for normality (complete
samp1es). 1965.

SPRENT, P.; SMEETON, N. Applied nonparametric statistical methods. [S.l.: s.n.],
2001. Third Edition. ISBN 1584881453.

WINSTON, P. H. 16. Learning: Support Vector Machines. 2010. Dispońıvel em:
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Anexo

Nesta seção, está exposto todos os códigos usados da ĺınguagem de programação

python para gerar as imagens, exemplos e análises presentes no trabalho. Porém antes é

necessário executar o código abaixo para importação dos pacotes utilizados e importação

das bases.

Arquivo .py que indica o caminho das bases:

Fonte: autoria própria.

Importação dos módulos utilizados:

Fonte: autoria própria.

O output dos códigos, quando existente, está disposto abaixo do mesmo para faci-
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litar o entendimento.

.1 Referencial teórico

.1.1 Imagens dos conceitos algébricos

Figura 1:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Figura 2:

Fonte: autoria própria.
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Fonte: autoria própria.

Figura 3:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Figura 4:
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

.1.2 Máquina de vetores de suporte para classificação

Dados contidos na tabela 1:

Fonte: autoria própria.

Figura 5:
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Modelagem para criar a Figura 6:

Fonte: autoria própria.

Figura 6:
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Figura 7:

Fonte: autoria própria.

Figura 8:
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Figura 9:
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Código de criação dos dados e da Figura 10:

Figura 11
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Código de criação dos dados e da Figura 12:
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Fonte: autoria própria.

Figura 13:
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Figura 14:
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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Fonte: autoria própria.

Figura 15:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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Código utilizado para criar o modelo da Figura 16:

Fonte: autoria própria.
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Figura 16:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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Figura 17:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

.2 Conjunto de dados

.2.1 Classificação de imagens
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Importação da base de dados de d́ıgitos:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Código de divisão entre inputs e outputs :

Fonte: autoria própria.

Código para visualização das imagens com a resolução de 28x28 pixels:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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Visualização da imagem no formato de matriz:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

.2.2 Reconhecimento de voz

Código de importação dos dados de voz:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.



Referências 68

Distribuição do gênero dos indiv́ıduos:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Distribuição dos inputs dos dados, código responsável pela imagem 29

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

.2.3 Classificação de texto

Importação de dados dos e-mails:

Fonte: autoria própria.
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Fonte: autoria própria.

Distribuição dos tipos de e-mails:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Código responsável pelo gráfico 30

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

.3 Metodologia

Os códigos abaixo necessitam que os códigos nos anexos anteriores tenham sido

executados.
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.3.1 Classificação de imagens

Código para a criação da tabela de frequência dos d́ıgitos:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Código para a execução do PCA:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Normalização dos dados:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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Divisão dos dados entre treino e teste:

Fonte: autoria própria.

.3.2 Reconhecimento de voz

Função para teste de normalidade das variáveis:

Fonte: autoria própria.

Aplicação da função acima e seus resultados:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Teste não-paramétrico para posição:

Fonte: autoria própria.
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Fonte: autoria própria.

Normalizando os dados:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Divisão entre base treino e teste:

Fonte: autoria própria.

.3.3 Classificação de texto

Palavras mais comuns nos e-mails:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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Identificando palavras existentes na ĺıngua inglesa:

Fonte: autoria própria.

Número de palavras consideradas não existentes na ĺıngua inglesa:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Identificação das stopwords:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Remoção das stopwords:

Fonte: autoria própria.
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Frequência relativa das palavras da base:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Frequência relativa das palavras da base “check”:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Cálculo IDF:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Cálculo IDF na base “check”:

Fonte: autoria própria.
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Fonte: autoria própria.

Cálculo das bases com o peso TFIDF:

Fonte: autoria própria.

Divisão da base TF em treino e teste:

Fonte: autoria própria.

Divisão da base “check”TF em treino e teste:

Fonte: autoria própria.

Divisão da base TFIDF em treino e teste:

Fonte: autoria própria.

Divisão da base “check”TFIDF em treino e teste:

Fonte: autoria própria.
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Para testar os hiperparâmetros posśıveis foi criada a função abaixo:

Fonte: autoria própria.

Validação cruzada entre posśıveis hyperparâmetros da base TF:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Validação cruzada entre posśıveis hyperparâmetros da base “check”TF:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Validação cruzada entre posśıveis hyperparâmetros da base TFIDF:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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Validação cruzada entre posśıveis hyperparâmetros da base “check”TFIDF:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

.4 Resultados

Foi criada a função abaixo para execução dos modelos e avaliação dos resultados.

Fonte: autoria própria.

Modelo de classificação de imagens:

Fonte: autoria própria.
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Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Modelo de reconhecimento de voz:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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Modelo de classificação de e-mails TF:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Modelo de classificação de e-mails TF “check”:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.



Referências 80

Modelo de classificação de e-mails TFIDF:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Modelo de classificação de e-mails TFIDF “check”:

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.

Fonte: autoria própria.
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