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À minha sobrinha, Melina, cuja chegada foi uma bênção na vida da minha irmã,
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Às professoras Cátia Regina Gonçalves e Cira Etheowalda Guevara Otiniano, por
me fazerem gostar de Probabilidade.
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Resumo

Este trabalho baseia-se na Pré-publicação “A General Class of Trimodal Distri-
butions: Properties and Inference”[15], escrito por R. Vila, V. Serra, M. N. Çankaya e F.
Quintino, acesśıvel através do link https://arxiv.org/abs/2204.03602. O propósito
principal é desenvolver uma nova classe de distribuições de probabilidade trimodais, ou
seja, que apresentam (até) três modas e, em seguida, estudar as propriedades dessa dis-
tribuição. Primeiramente obtemos resultados preliminares para uma densidade g(x) ar-
bitrária e, em seguida, por simplicidade de apresentação, focamos no caso gaussiano, ou
seja, estudamos mais a fundo o modelo gaussiano trimodal.

Palavras-chaves. Classe de distribuições, unimodalidade, bimodalidade, trimo-
dalidade, inferência.
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Abstract

This work is based upon the preprint “A General Class of Trimodal Distributi-
ons: Properties and Inference”[15], written by R. Vila, V. Serra, M. N. Çankaya and F.
Quintino, acessible via the link https://arxiv.org/abs/2204.03602. Its main purpose
is to develop a new class of trimodal probability distributions, which are distributions
that present (up to) three modes, and then study the properties of this distribution. First
we obtain preliminary results for some arbitrary density g(x) and then, by simplicity of
presentation, focus on the Gaussian case, that is, we study the trimodal Gaussian model.

Keywords. class of distributions, unimodality, bimodality, trimodality, infe-
rence.
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Introdução

Na Estat́ıstica, uma distribuição de probabilidade multimodal é definida como
sendo uma distribuição que possui duas ou mais modas. Essa caracteŕıstica é percebida
visualmente através da existência de dois ou mais “picos”no gráfico da função de densi-
dade de probabilidade (FDP) ou função de massa de probabilidade (FMP). Em particular,
na Estat́ıstica Descritiva, percebemos que uma certa variável possui distribuição multi-
modal quando o seu histograma apresenta duas ou mais modas. Assim, devido a essa
correspondência, as distribuições de probabilidade multimodais servem como candidatas
para ajustes de dados que apresentam mais de uma moda.

Ainda a respeito do assunto, repare que as distribuições de probabilidade mais
comumente estudadas e utilizadas são as que possuem (no máximo) uma só moda: as
distribuições Normal, t de Student, qui-quadrado χ2 e a F de Snedecor, que são ampla-
mente utilizadas em métodos inferenciais. Apesar disso, na área de modelagem existem
muitos casos de interesse prático em que os dados de interesse apresentam multimodali-
dade. Considere, por exemplo, um processo de chegada. Podemos esperar que tal processo
tenha dois (ou mais) picos, de acordo com o horário. Considere o exemplo de um esta-
belecimento comercial como um caso mais simples e óbvio desse fenômeno: a quantidade
de novos clientes que chegam em um restaurante, quando medida por hora, apresenta
três picos, a saber, nos horários do café-da-manhã, almoço e jantar. Então mesmo uma
situação cotidiana escapa das distribuições mais comuns da Estat́ıstica.

Naturalmente, existem situações mais incomuns. Yan et. al (2008) [16] mostra-
ram que o comprimento de ligações de pontes de Metal-Oxigênio para os “molibdatos de
Keggin” seguem distribuição trimodal. Nohava et al. [6] mostraram que, para dados
de “indentação de grades”, um ajuste trimodal era necessário. Em ciências climáticas,
Ivanova et al. (2004) [5] usaram um modelo trimodal para descrever a distribuição do
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Sumário 9

tamanho de nuvens “cirro” tropicais.

Assim, observamos a necessidade do desenvolvimento teórico de modelos de pro-
babilidade que apresentam distribuição trimodal. Diante dessas demandas teóricas, esta-
mos interessados em propor e estudar uma nova classe de distribuições trimodais, o que é
feito nesta dissertação. No Caṕıtulo 1 é feito um breve resumo sobre algumas definições
básicas e resultados prévios; no Caṕıtulo 2 introduz-se o modelo trimodal proposto e suas
respectivas propriedades estruturais; no Caṕıtulo 3 o caso Gaussiano é discutido em de-
talhes. No Caṕıtulo 3.7 estuda-se a estimação dos parâmetros do modelo proposto pelo
método de máxima verossimilhança; no Caṕıtulo 4 uma análise gráfica do modelo trimo-
dal é realizada. Por fim, no Caṕıtulo 5 é feita a aplicação desse modelo em dados reais
através de quatro exemplos.



Caṕıtulo 1

Definições e Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo definimos precisamente alguns conceitos que serão usados no resto
deste trabalho.

Definição 1 (Função de Distribuição Acumulada). A função de distribuição acumulada
ou FDA de uma variável aleatória X, denotada por FX(x), é dada por

FX(x) = P(X ⩽ x), x ∈ R.

Definição 2 (Função de Densidade de Probabilidade). A função de densidade de pro-
babilidade (FDP) de uma variável aleatória cont́ınua é a função fX(x) que satisfaz a
igualdade

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(t) dt.

Equivalentemente, fX(x) = dFX(x)/dx, pelo Teorema Fundamental do Cálculo.
Por economia de palavras, podemos nos referir a uma função de densidade de probabili-
dade por, simplesmente, “função de densidade”, ou apenas “densidade”.

Definição 3 (Suporte de uma Variável Aleatória Cont́ınua). O suporte de uma variável
aleatória cont́ınua X, denotado por supp(X), é o subconjunto do domı́nio de fX(x) para
o qual tem-se x ∈ supp(X) =⇒ fX(x) > 0.

Definição 4 (Moda de uma distribuição). A moda de uma distribuição cont́ınua é o valor
no qual sua função de densidade atinge um máximo local ou o máximo global.

Definição 5 (Função Gama). A função Gama, denotada por Γ(p), é uma função especial
definida sobre o conjunto C dos números complexos, exceto os inteiros não-positivos, com

10
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a restrição adicional de que a parte real deve ser maior do que um, e é definida em termos
da integral imprópria abaixo

Γ(p) =
∫ ∞

0
tp−1e−t dt, Re(p) > 1,

na qual Re(z) denota a parte real do número complexo z. Em particular, a função gama
satisfaz a igualdade Γ(n) = (n − 1)! quando n é um inteiro positivo. Devido a essa
identidade, diz-se que a função Gama é uma extensão da função fatorial. Neste trabalho,
a função Gama toma argumentos estritamente reais.

Definição 6 (Função Gama Incompleta). A função Gama incompleta, denotada por
γ(x, p), é a função especial relacionada à função Gama, com a diferença de que o limite
superior da integral é finito. É, então, definida em termos da integral

γ(u, p) =
∫ u

0
e−ttp−1 dt, u ∈ R+, Re(p) > 1.

Neste trabalho, R+ denota o conjunto dos números reais positivos.

Definição 7 (Função Erro). A função erro, denotada por erf(x), é uma função especial
que tem como domı́nio o conjunto C dos números complexos e o intervalo aberto (−1, 1)
como contradomı́nio. A função é definida em termos da seguinte integral

erf(x) = 2√
π

∫ x

0
e−t2 dt. (1.1)

A função erro possui a seguinte interpretação: Se X ∼ N(0, 1/2) então erf(x) = P(X ∈
[−x, x]). Além disso, a função erro é ı́mpar e, neste trabalho, toma argumentos estrita-
mente reais.

Definição 8 (Função Hipergeométrica 2F1(a; b; c; z)). A função hipergeométrica, deno-
tada por 2F1, é uma função especial definida em termos da seguinte série de potências

2F1(a; b; c; z) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n! , |z| < 1.

A função é indefinida (ou infinita) se c é um inteiro não-positivo. Além disso, as quanti-
dades (q)n são definidas da seguinte maneira:

(q)n =

1, n = 0,

q(q + 1) · · · (q + n − 1), n > 0.
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No caso particular a = 1 e b = c, a função hipergeométrica se reduz à série geométrica
1 + z + z2 + · · · , ou seja, essa função pode ser considerada uma generalização da série
geométrica, e dáı o seu nome.

Definição 9 (Esperança de uma v.a. Cont́ınua). Seja X uma variável aleatória (absolu-
tamente) cont́ınua com suporte S e h uma função real Borel mensurável. A esperança da
função composição h ◦ X = h(X) é dada por

E[h(X)] =
∫

S
h(x)fX(x) dx.

Em particular, se h é a função identidade, temos a esperança de X:

E[X] =
∫

S
xfX(x) dx.

Terminamos este caṕıtulo com um resultado que nos será bastante útil.

Proposição 1.0.1. Se ϕ(x), x ∈ R, é a densidade da distribuição Normal padrão, então
a FDA correspondente a ϕ, denotada por Φ(x), é escrita como segue:

Φ(x) =
∫ x

−∞
ϕ(t) dt = 1

2

[
1 ± erf

(
± x√

2

)]
,

pois a função erf é ı́mpar.



Caṕıtulo 2

Uma classe de distribuições
cont́ınuas

Neste caṕıtulo definimos a função de densidade de probabilidade que motiva a
elaboração deste trabalho. Além do mais, as principais caracteŕısticas do modelo proba-
biĺıstico proposto são estabelecidas.

Definição 10. Seja g : D ⊂ R → [0, ∞), D = supp(g) ̸= ∅, uma densidade com função de
distribuição acumulada (FDA) denotada por G. A função g pode ser associada (ou não)
a um parâmetro adicional ξ (ou vetor ξ). Para uma variável aleatória X nós definimos a
seguinte função de densidade de probabilidade (FDP ou PDF)

f(x; θ) = σ

Zθ

[
ρ + δT

(
x − µ

σ
; α, p

)]
g

(
x − µ

σ

)
,

x − µ

σ
∈ D, (2.1)

em que θ = (µ, σ, α, ρ, δ) é um vetor de parâmetros tal que µ ∈ R é um parâmetro de
localização, σ > 0 é um parâmetro de escala, α > 0 é um parâmetro de forma e ρ ⩾ 0
e δ ⩾ 0 são parâmetros que controlam a modalidade da distribuição e Zθ é a constante
normalizante. Repare que ρ e δ não podem, simultaneamente, ser iguais a zero.

A função T : R → (0, 1) chama-se função Gama incompleta regularizada e é dada
por

T (x; α; p) = γ(p, x2/α2)
Γ(p) , p > 0 conhecido, (2.2)

em que γ(p, u) e Γ(p) são como definidas anteriormente.

Observação 1. De agora em diante, usaremos a expressão X ∼ TD(θ) para denotar

13
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uma variável aleatória X cuja densidade é dada por (2.1). Se g é a função de densidade
da distribuição Normal padrão, dizemos que X ∼ TDΦ(θ).

Como 0 < T (x; α, p) < 1 para quase todo x ∈ D, nós temos que ρσ < Zθ ⩽

(ρ + δ)σ. Um cálculo simples mostra que (ver Corolário 2.2.3)

Zθ = (ρ + δ)σ + δσ
{
E
[
G(−α

√
Y )
]

− E
[
G(α

√
Y )
]}

, (2.3)

em que Y ∼ Gama(p, 1) e G é a correspondente CDF de g. Além disso, a CDF de
X ∼ TD(θ), denotada por F (x; θ), é dada por

F (x; θ) = ρσ

Zθ

G

(
x − µ

σ

)
+ δσ

Zθ

{
E
[
G(−α

√
Y )
]

+ T

(
x − µ

σ
; α, p

)
G

(
x − µ

σ

)}

− δσ

Zθ

{
E
[
1{Y ≤( x−µ

σα
)2}G(−α

√
Y )
]
1{x<µ} + E

[
1{Y ≤( x−µ

σα
)2}G(α

√
Y )
]
1{x⩾µ}

}
, (2.4)

para cada x ∈ R. Para mais detalhes, ver o Corolário 2.2.3.

Alguns exemplos de densidades g que podem ser aplicadas em (2.1), com p dado,
em que trimodalidade é observada, são apresentadas na Tabela 2.1 abaixo.

Tabela 2.1: Algumas densidades (g) que geram multimodalidade no modelo (2.1).

Distribuição g G ξ D

Trimodal Gumbel e−x−e−x e−e−x − R

Trimodal Laplace 1
2e−|x| 1 + 1

2e−x[1{x⩽0} − 1{x⩾0}] − R

Trimodal Loǵıstica e−x

(1+e−x)2
1

1+e−x − R

Trimodal Cauchy 1
π(1+x2)

1
π
arctan(x) + 1

2 − R

Trimodal t-Student Γ( ν+1
2 )√

νπΓ( ν
2 )(1 + x2

ν
)−(ν+1)/2 1

2 + Γ(ν+1
2 ) 2F1( 1

2 , ν+1
2 ; 3

2 ;− x2
ν

)√
νπΓ( ν

2 ) ν > 0 R

Trimodal Normal ϕ(x) = 1√
2π

e−x2/2 Φ(x) =
∫ x

−∞ ϕ(t)dt − R

2.1 Modalidade em densidades simétricas

Nesta seção, supomos que a densidade g em (2.1) tem a seguinte forma

g(x) = e
−
∫ x

−∞ th(t2) dt
, x ∈ R, (2.1)
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para alguma função real positiva h tal que a integral
∫ x

0 th(t2) dt existe. Observe que (2.1)
é equivalente a

g′(x) = −xh(x2)g(x), x ∈ R. (2.2)

É imediato verificar que g, conforme definido em (2.1), é simétrico em torno de zero, ou
seja, g(x) = g(−x) na reta real D = R.

Além disso, assumimos que h possui a seguinte forma

h(y) = C

(α2A + y)β−p
para C ⩾ 1, A ⩾ 0 e β > p. (2.3)

Ou seja, h(y), y > 0, decai polinomialmente. A função h(y) = 1 correspondente à
distribuição Normal não é da forma (2.3), então o próximo resultado não pode ser aplicado
e um estudo separado deve ser realizado. Neste trabalho, o caso gaussiano será estudado
em detalhes no Caṕıtulo 3.

Para uma prova formal do seguinte lema, ver a Seção .4 do Apêndice.

Lema 2.1.1. Seja h como em (2.3). Para algum ρ > 0 a função R, definida por

R(y) = 2δ

[
(1/α2)p

Γ(p) yp−1e−y/α2
]

−
[
ρ + δ

γ(p, y/α2)
Γ(p)

]
h(y), y > 0,

possui no máximo duas ráızes reais.

Proposição 2.1.2. Seja g uma densidade como em (2.1), com h como em (2.3). Um
ponto x ∈ R é um ponto cŕıtico da densidade (2.1) se x = µ ou R[(x − µ)2/σ2] = 0, em
que R é como no Lema 2.1.1.

Demonstração. A prova é imediata já que, usando a Equação (2.2), a derivada de primeira
ordem de f(x; θ), com respeito a x, é dada por f ′(x; θ) = [(x − µ)/σ]g((x − µ)/σ)R[(x −
µ)2/σ2]/(σZθ). ■

Teorema 2.1.3 (Uni- bi- ou trimodalidade). Se X ∼ TD(θ) então vale o seguinte:

(1) Se R não tem ráızes reais então f(x; θ) é unimodal com moda x = µ.

(2) Se R tem uma raiz real então f(x; θ) é bimodal com ponto mı́nimo x = µ.

(3) Se R tem duas ráızes reais distintas então f(x; θ) é trimodal sendo x = µ uma das
modas.
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Demonstração. É evidente que se R não possui raiz real, pela Proposição 2.1.2, x = µ é
o único ponto cŕıtico da densidade f . Como limx→±∞ f(x; θ) = 0, o ponto x = µ é uma
moda. Isso prova o Item (1).

Para provar o Item (2), suponhamos que R tenha uma raiz real, denotada por
a. Pela Proposição 2.1.2 segue que x = µ e x = µ ± σ

√
a são três pontos cŕıticos de f .

Como limx→±∞ f(x; θ) = 0, o ponto x = µ é o mı́nimo e x = µ ± σ
√

a são duas modas
simétricas. Isso prova o segundo item.

Agora, assumimos que R tem duas ráızes reais distintas, denotadas por a e b.
Sem perda de generalidade podemos assumir que a < b. Novamente, pela Proposição
2.1.2 temos que x = µ, x = µ ± σ

√
a e x = µ ± σ

√
b são cinco pontos cŕıticos de f .

Como limx→±∞ f(x; θ) = 0 e a < b, os pontos cŕıticos x = µ e x = µ ± σ
√

b são modas e
x = µ ± σ

√
a são pontos mı́nimos. Assim, segue a prova do Item (3). ■

2.2 Momentos de X ∼ TD(θ)

Teorema 2.2.1. Seja X ∼ TD(θ) e L : R → R uma função Borel-mensurável. Então, a
esperança da variável aleatória 1{X⩽b}L(X) com b ∈ R é dada por

E
[
1{X⩽b}L(X)

]
= ρσ

Zθ
E
[
1{W⩽ b−µ

σ
}L(Wµ,σ)

]
+ δσ

Zθ

{
E
[
1{Y ⩽( b−µ

ασ
)2, W⩽ b−µ

σ
}L(Wµ,σ)

]
+ E

[
1{Y ⩾( b−µ

ασ
)2, W⩽−α

√
Y }L(Wµ,σ)

]}
1{b<µ}

+ δσ

Zθ

{
E
[
1{W⩽−α

√
Y }L(Wµ,σ)

]
+ E

[
1{Y ⩽( b−µ

ασ
)2, α

√
Y ⩽W⩽ b−µ

σ
}L(Wµ,σ)

]}
1{b⩾µ},

em que Wµ,σ = σW + µ, W é uma variável aleatória cont́ınua com CDF G (que, por
brevidade, escrevemos W

d= G), Y ∼ Gama(p, 1), e W e Y são independentes.

Demonstração. Pela definição de esperança, e definindo a mudança de variáveis w =
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(x − µ)/σ e dx = σdw, nós temos

E
[
1{X⩽b}L(X)

]
= ρ

Zθ

∫
σD+µ

1{x⩽b}L(x)g
(

x − µ

σ

)
dx

+ δ

Zθ

∫
σD+µ

1{x⩽b}L(x)T
(

x − µ

σ
; α, p

)
g

(
x − µ

σ

)
dx

= ρσ

Zθ

∫
D
1{w⩽ b−µ

σ
}L(σw + µ)g(w)dw + δσ

Zθ

∫∫
w⩽(b−µ)/σ

0<y⩽w2/α2

1D(ω)τ(w, y) dydw,

(2.1)

em que, por simplicidade de notação, denotamos

τ(w, y) = L(σw + µ)g(w)
[

yp−1e−y

Γ(p)

]
.

Existem dois casos a se considerar, de acordo com se ξ := (b−µ)/σ < 0 ou ξ := (b−µ)/σ ⩾

0; veja a Figura 2.1 (a) e (b). No primeiro caso,

Figura 2.1: (a) {w ⩽ ξ, 0 < y ⩽ w2/α2, ξ < 0}; (b) {w ⩽ ξ, 0 < y ⩽ w2/α2, ξ ⩾ 0}.

∫∫
w⩽(b−µ)/σ

0<y⩽w2/α2

1D(ω)τ(w, y) dydw =
∫ ( b−µ

ασ
)2

0

∫ b−µ
σ

−∞
1D(ω)τ(w, y) dw

dy

+
∫ ∞

( b−µ
ασ

)2

∫ −α
√

y

−∞
1D(ω)τ(w, y) dw

dy
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e no segundo caso,

∫∫
w⩽(b−µ)/σ

0<y⩽w2/α2

1D(ω)τ(w, y) dydw =
∫ ∞

0

∫ −α
√

y

−∞
1D(ω)τ(w, y) dw

dy

+
∫ ( b−µ

ασ
)2

0

∫ b−µ
σ

α
√

y
1D(ω)τ(w, y) dw

dy.

Portanto, ao combinar as duas últimas identidades integrais com (2.1), quando
b < µ, nós temos

E
[
1{X⩽b}L(X)

]
= ρσ

Zθ

∫
D
1{w⩽ b−µ

σ
}L(σw + µ)g(w)dw + δσ

Zθ

∫ ( b−µ
ασ

)2

0

(∫ b−µ
σ

−∞
1D(ω)τ(w, y) dw

)
dy

+ δσ

Zθ

∫ ∞

( b−µ
ασ

)2

(∫ −α
√

y

−∞
1D(ω)τ(w, y) dw

)
dy

e, quando b ⩾ µ,

E
[
1{X⩽b}L(X)

]
= ρσ

Zθ

∫
D
1{w⩽ b−µ

σ
}L(σw + µ)g(w)dw + δσ

Zθ

∫ ∞

0

∫ −α
√

y

−∞
1D(ω)τ(w, y) dw

 dy

+ δσ

Zθ

∫ ( b−µ
ασ

)2

0

∫ b−µ
σ

α
√

y
1D(ω)τ(w, y) dw

 dy.

Logo temos W
D= G e Y ∼ Gama(p, 1) independentes de tal forma que, para b < µ,

E
[
1{X⩽b}L(X)

]
= ρσ

Zθ

E
[
1{W⩽ b−µ

σ
}L(Wµ,σ)

]

+ δσ

Zθ

{
E
[
1{Y ⩽( b−µ

ασ
)2, W⩽ b−µ

σ
}L(Wµ,σ)

]
+ E

[
1{Y ⩾( b−µ

ασ
)2, W⩽−α

√
Y }L(Wµ,σ)

]}
e, para b ⩾ µ,

E
[
1{X⩽b}L(X)

]
= ρσ

Zθ

E
[
1{W⩽ b−µ

σ
}L(Wµ,σ)

]

+ δσ

Zθ

{
E
[
1{W⩽−α

√
Y }L(Wµ,σ)

]
+ E

[
1{Y ⩽( b−µ

ασ
)2, α

√
Y ⩽W⩽ b−µ

σ
}L(Wµ,σ)

]}
.

■

Ao tomar b → ∞ no Teorema 2.2.1, com (X − µ)/σ em vez de X, nós obtemos
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o seguinte resultado

Corolário 2.2.2. Sob as hipóteses do Teorema 2.2.1,

E
[
L

(
X − µ

σ

)]
= (ρ + δ)σ

Zθ

E[L(W )] + δσ

Zθ

{
E
[
1{W⩽−α

√
Y }L(W )

]
− E

[
1{W⩽α

√
Y }L(W )

]}
.

Corolário 2.2.3. Sob as hipóteses do Teorema 2.2.1,

(a) se b → ∞ e L(x) = 1, ∀x ∈ σD + µ, então a fórmula (2.3) para o fator normalizante
Zθ é obtida.

(b) se b = x ∈ R fixo e L(x) = 1, ∀x ∈ σD + µ, então a fórmula 2.4 para a CDF F (x; θ)
é obtida.

Corolário 2.2.4. O n-ésimo momento de X ∼ TD(θ) é dado por

E[Xn] =
n∑

k=0

(
n

k

)
µn−kσk

{
(ρ + δ)σ

Zθ

E(W k) + δσ

Zθ

[
E
(
1{W⩽−α

√
Y }W

k
)

− E
(
1{W⩽α

√
Y }W

k
)]}

.

A fórmula acima nos informa que os momentos de X, quando existem, dependem
da existência dos momentos de 1{W⩽±α

√
Y }W , com W

D= G e Y ∼ Gama(p, 1) indepen-
dentes.

2.3 Medidas de Entropia

Em Teoria da Informação, a entropia de uma variável aleatória representa o
ńıvel médio de “surpresa”ou “incerteza”que está presente em seus posśıveis resultados. A
entropia de Shannon é uma das medidas de entropia mais comuns. Vamos utilizar dois
tipos de entropia, definidas abaixo.

Definição 11 (Entropia de Shannon). A entropia de Shannon associada à variável aleatória
X ∼ TD(θ) é dada por

h[f(x; θ)] = E[− log(f(x; θ))] = −
∫

σD+µ
f(x; θ) log[f(x; θ)] dx.

Definição 12 (Entropia de Tsallis). A entropia de Tsallis associada à variável aleatória
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X ∼ TD(θ) é definida como

Sq(X) =


−
∫

σD+µ
f q(x; θ) logq f(x; θ) dx, se q ̸= 1,

−
∫

σD+µ
f(x; θ) log f(x; θ) dx, se q = 1,

em que, para x > 0,

logq(x) =


x1−q − 1

1 − q
, se q ̸= 1,

log(x), se q = 1.

A função logq(x) representa uma transformação Box-Cox. Como logq(x) → log(x)
quando q → 1, temos que Sq(x) → S1(X) quando q → 1, ou seja, quando q → 1, a
definição usual de entropia de Shannon S1(X) é recuperada.

Proposição 2.3.1. Sob as hipóteses do Teorema 2.2.1,

E
[
f q−1(X; θ)

]
= (ρ + δ)σ

Zθ

E
[
f q−1(σW + µ; θ)

]

+ δσ

Zθ

{
E
[
1{W⩽−α

√
Y }f

q−1(σW + µ; θ)
]

− E
[
1{W⩽α

√
Y }f

q−1(σW + µ; θ)
]}

,

em que W
D= G, Y ∼ Gama(p, 1), W e Y são independentes. Consequentemente, a entro-

pia de Tsallis de X (sempre que existir) depende da existência dos momentos truncados
de f q−1(W ; θ).

Demonstração. Ao tomar b → ∞ no Teorema 2.2.1, com L(x) = f q−1(x; θ), ∀x ∈ σD+µ,
a demonstração segue. ■

Para uma prova formal do próximo resultado, ver a Seção .4 do Apêndice.

Proposição 2.3.2. Se Sq(W ) existe e q > 0, então Sq(X), com X ∼ TD(θ), também
existe.

Observação 2. Como consequência da Proposição 2.3.2, fazendo q → 1, a entropia de
Shannon S1(X) existe sempre que S1(W ) também existe.

Para uma prova rigorosa do próximo resultado, ver a Seção .4 do Apêndice.
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Proposição 2.3.3. Sob as hipóteses do Teorema 2.2.1, a entropia de Shannon X ∼ TD(θ)
é escrita por

S1(X) = log(Zθ) − (ρ + δ)σ
Zθ

E
[

log(ρ + δT (W ; α, p))
]

− δσ

Zθ

{
E
[
1{W⩽−α

√
Y } log(ρ + δT (W ; α, p))

]
− E

[
1{W⩽α

√
Y } log(ρ + δT (W ; α, p))

]}

+ (ρ + δ)σ
Zθ

S1(W ) + δσ

Zθ

{
E
[
S1
(
1{W⩽−α

√
Y }W

)]
− E

[
S1
(
1{W⩽α

√
Y }W

)]}
,

em que T é definida como em (2.2).

2.4 Representação Estocástica

Seja h(u), 0 < u < 1, uma PDF com CDF correspondente H. Seja S : D → (0, 1)
uma transformação injetiva e crescente, em que D é um subconjunto não-vazio de R. Nós
consideramos a seguinte CDF:

F (z) =
∫ S(z)

0
h(u) du = H(S(z)), z ∈ D. (2.1)

Também definimos por f a correspondente PDF de F . Quer dizer, F ′(z) = f(z) =
h(S(z))S ′(z), para quase todo z ∈ D. Definimos a PDF h da seguinte maneira

h(u) = σ

Zθ

[
ρ + δT

(
G−1(u); α, p

)]
, 0 < u < 1, ρ ⩾ 0, δ ⩾ 0, α > 0, σ > 0, (2.2)

onde G e G−1 são a CDF definida em 2.1 e sua função inversa, respectivamente, e T é
como em (2.2). Quando δ = 0, h se reduz à distribuição uniforme cont́ınua no intervalo
(0, 1). A CDF H é dada por

H(u) = ρ

Zθ

u + δ

Zθ

{
E
[
G(−α

√
Y )
]

+ S
(
G−1(u); α, p

)
u
}

− δ

Zθ

{
E
[
1

{Y ⩽[ G−1(u)
α

]2}
G(−α

√
Y )
]
1{G−1(u)<0} + E

[
1

{Y ⩽[ G−1(u)
α

]2}
G(α

√
Y )
]
1{G−1(u)⩾0}

}
,

em que Y ∼ Gama(p, 1). Se S : D → (0, 1) é definido por S(z) = G(z), ∀z ∈ D, pela
equação (2.1), a famı́lia de distribuições trimodais em (2.1) é obtida. Isso é,

F (x; θ) = F

(
x − µ

σ

)
= H

(
G
(

x − µ

σ

))
(2.3)
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e

f(x; θ) = 1
σ

f

(
x − µ

σ

)
= 1

σ
h

(
G
(

x − µ

σ

))
g

(
x − µ

σ

)
.

Se U é distribúıda de acordo com (2.2) e X ∼ TD(θ), então, por (2.3), a variável
aleatória X admite a seguinte representação estocástica:

X = µ + σG−1(U).



Caṕıtulo 3

O Caso Gaussiano

Neste caṕıtulo, a densidade normal padrão g(x) = ϕ(x), x ∈ R, é enfim subs-
titúıda em (2.1). Algumas propriedades estruturais como modalidade, momentos, entro-
pias e taxa da distribuição são discutidas.

A CDF correspondente à densidade normal padrão g é G(x) = Φ(x), com

Φ(x) =
∫ x

−∞
ϕ(t) dt = 1

2

[
1 ± erf

(
± x√

2

)]
, (3.1)

em que erf(x) é a função erro, como definido anteriormente. Assim, nesta seção, conside-
ramos a seguinte PDF

f(x; θ) = 1
Zθ

[
ρ + δT

(
x − µ

σ
; α, p

)]
ϕ

(
x − µ

σ

)
, x ∈ R, (3.2)

na qual T é como em (2.2) e Zθ é o fator normalizante (2.3), que é dado por

Zθ = (ρ + δ)σ + δσ
{
E
[
Φ(−α

√
Y )
]

− E
[
Φ(α

√
Y )
]}

. (3.3)

Vamos denotar X ∼ TDΦ(θ) para uma variável aleatória X distribúıda de acordo a (3.2).

3.1 Estudo da Modalidade

Para uma prova do próximo resultado, ver a Seção .4 do Apêndice.

23
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Lema 3.1.1. A função R, definida por

R(y) = 2δ
(1/α2)p−1e−y/α2

Γ(p) −
[
ρ + δ

γ(p, y/α2)
Γ(p)

]
, y > 0,

possui, no máximo, duas ráızes reais.

Observação 3. Observe que quando ρ é suficientemente grande, a função R não tem
ráızes. Para ρ suficientemente pequeno, R tem uma ou duas ráızes dependendo se p ⩽ 1
ou p > 1. Além disso, quando δ = 0 (com ρ > 0) ou α → ∞, a função R não tem ráızes.

Proposição 3.1.2. Um ponto x ∈ R é um ponto cŕıtico de densidade (3.2) se x = µ ou
se R[(x − µ)2/σ2] = 0, em que R é como no Lema 3.1.1.

Demonstração. A prova segue da identidade f ′(x; θ) = [(x − µ)/σ]g((x − µ)/σ)R[(x −
µ)2/σ2]/(σZθ). ■

Teorema 3.1.3 (Uni- bi- ou trimodalidade). Seja X ∼ TDΦ(θ) e R a função definida no
Lema 3.1.1. Vale o seguinte:

(1) Se R não tem ráızes reais então f(x; θ) é unimodal com modo x = µ.

(2) Se R tem uma raiz real então f(x; θ) é bimodal com ponto mı́nimo x = µ.

(3) Se R tem duas ráızes reais distintas então f(x; θ) é trimodal onde x = µ é uma das
modas.

Demonstração. A prova segue os mesmos passos da prova do Teorema 2.1.3 tomando R

em vez de R, e usando a Proposição 3.1.2 em vez da Proposição 2.1.2. ■

3.2 Fator Normalizante

O fator normalizante Zθ é uma constante definida de tal forma a satisfazer a
igualdade

∫
σD+µ f(x; θ) = 1. Em particular, no caso em tela o fator normalizante é dado

por

Zθ = (ρ + δ)σ + δσ
{
E[Φ(−α

√
Y )] − E[Φ(α

√
Y )]

}
. (3.1)

Ou seja, para obtermos uma forma fechada para o fator normalizante, é necessário calcular
E[Φ(±α

√
Y )], em que Y ∼ Gama(p, 1), o que é feito a seguir. Usando a fórmula (3.1) e
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então aplicando a mudança de variável z = √
y e dy = 2zdz, obtemos

E
[
Φ(±α

√
Y )
]

=
∫ ∞

0
Φ(±α

√
y) yp−1e−y

Γ(p) dy

= 1
2 + 1

2

∫ ∞

0
erf
(

±
α

√
y√

2

)
yp−1e−y

Γ(p) dy (3.2)

= 1
2 +

∫ ∞

0
erf
(

± αz√
2

)
z2p−1e−z2

Γ(p) dz. (3.3)

Aplicando a seguinte fórmula (ver Item 8 na Subseção 4.3 da referência [9]):

∫ ∞

0
erf(ax)xpe−b2x2 dx = a√

π
b−p−2Γ

(
p

2 + 1
)

2F1

(
1
2 ,

p

2 + 1; 3
2; −a2

b2

)
, b2 > 0, p > −2,

em que 2F1(a1, a2; b1; x) é a função Hipergeométrica, nós temos

∫ ∞

0
erf
(

± αz√
2

)
z2p−1e−z2

Γ(p) dz = ±
αΓ(p + 1

2)√
2π Γ(p) 2F1

(
1
2 , p + 1

2; 3
2; −α2

2

)
.

Portanto,

E
[
Φ(±α

√
Y )
]

= 1
2 ±

αΓ(p + 1
2)√

2π Γ(p) 2F1

(
1
2 , p + 1

2; 3
2; −α2

2

)
. (3.4)

Substituindo (3.9) em (3.1), nós obtemos a seguinte expressão fechada para o fator nor-
malizante Zθ:

Zθ = (ρ + δ)σ −
2δσαΓ(p + 1

2)√
2π Γ(p) 2F1

(
1
2 , p + 1

2; 3
2; −α2

2

)
. (3.5)

3.3 Função de Distribuição Acumulada (FDA)

Para determinar a FDA de X ∼ TDΦ(θ) nós usamos (2.4), de tal forma que é in-
dispensável calcular a esperança E

[
1{Y ≤( x−µ

σα
)2}Φ(±α

√
Y )
]
, x ∈ R em que Y ∼ Gama(p, 1).

De fato, similarmente ao feito em (3.3),

E
[
1{Y ⩽( x−µ

ασ
)2}Φ(±α

√
Y )
]

= 1
2 T

(
x − µ

σ
; α, p

)
+ 1

Γ(p) I

( |x − µ|
ασ

; ± α√
2

, 2p − 1, 1
)

, (3.1)
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em que

I(u; a, b, c) =
∫ u

0
erf(ax)xbe−c2x2 dx, u > 0, a ∈ R, b > 0, c > 0.

Como |erf(x)| ⩽ 1, obtemos |I(u; a, b, c)| ⩽ I(u; 0, b, c) < ∞ e, portanto, I(u; a, b, c)
sempre existe. De forma geral, formas fechadas para a integral definida I(u; a, b, c) não
estão dispońıveis em termos de funções elementares.

Substituindo as fórmulas (3.9) e (3.1) em (2.4), enfim conseguimos a seguinte
expressão fechada para a FDA de X ∼ TDΦ(θ):

F (x; θ) =
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σ
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2
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σ
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)
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[
1
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√
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(
1
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[
1
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(
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σ
; α, p

)
+ 1

Γ(p) I

(
x − µ

ασ
; α√

2
, 2p − 1, 1

)]
em que Zθ e T são como em (3.5) e (2.2), respectivamente.

Observação 4. Como esperado, como Φ tem distribuição simétrica em torno de 0,
F (µ; θ) = 1/2 e então Q2 = µ é a mediana e a média para X ∼ TDΦ(θ).

3.4 Momentos e Entropia de Shannon

É posśıvel mostrar que os momentos de X ∼ TDΦ(θ) podem ser escritos como
(para mais detalhes, ver a Seção .2 no Apêndice)

E[Xn] = (ρ + δ)σ
Zθ

n∑
k=0

(
n

k

)
µn−kσk 2−k/2k!

(k/2)! 1{k par}

+ δσ

Zθ

√
2πΓ(p)

n∑
k=0

(
n

k

)
µn−kσk[1 − (−1)k−1] ⌊k/2⌋∑

m=0

⌊km/2⌋∑
j=0

ck,mdkm,j αkm−2j

(1 + α2

2 )
km−2j

2 +p
Γ
(

km − 2j

2 + p

)
,

em que p ⩾ 1 é um inteiro, km = k − 2m − 1, Zθ é como em (3.5), cn,m e dnm,j são como
em (0.2).

Ao mesmo tempo, uma fórmula para a Entropia de Shannon de X ∼ TDΦ(θ) é
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dada por (para detalhes, ver a Seção .3 no Apêndice)

S1(X) = log(Zθ) − 2(ρ + δ)σ
Zθ

∞∑
k=0

1
(2k + 1)

[
1 + 1

(ρ + 1)2k+1
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) ,

em que Zθ é como em (3.5), os coeficientes c̃i,k’s são determinados pela relação (0.5),
a esperança E

[
Φ(α

√
Y )
]

é dada por (3.9), e E(1{|Z|⩽α
√

Y }Z
2i) = E(1{Z⩽α

√
Y }Z

2i) −
E(1{Z⩽−α

√
Y }Z

2i) é determinada pelo Item (0.3) no Apêndice.

3.5 Esperança, Variância, Assimetria e Curtose

Seja X ∼ TDΦ(θ). Pelo Corolário 2.2.4,

E(Xn) =
n∑

k=0

(
n

k

)
µn−kσk

[
(ρ + δ)σ

Zθ

E(Zk) + δσ

Zθ

Ik

]
, Z ∼ N(0, 1),

em que definimos

Ik = E
(
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√
Y }Z

k
)

− E
(
1{Z⩽α

√
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k
)

, k = 0, 1, . . . , n.

Em particular, para n = 2,

E(X2) = (µ2 + σ2) σ(ρ + δ)
Zθ

+ σδ

Zθ

(
µ2I0 + 2µσI1 + σ2I2

)
(3.1)

e, para n = 4,

E(X4) = (µ4 + 6µ2σ2 + 3σ4) σ(ρ + δ)
Zθ
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(
µ4I0 + 4µ3σI1 + 6µ2σ2I2 + 4µσ3I3 + σ4I4

)
. (3.2)
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Veja que
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Aqui, ϕ(·) e Φ(·) denotam a função densidade e a distribuição acumulada de Z ∼ N(0, 1),
respectivamente. Usando a identidade
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0
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, b, p > 0,

pelo Item (3.3) temos
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Esperança, Variância, Assimetria e Curtose 29

Pelas identidades acima é claro que I1 = I3 = 0. Usando a seguinte identidade
(3.9):
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Além do mais,
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(3.11)

Das Identidades (3.1) e (3.10) segue que

E(X2) = (µ2 + σ2)
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Note que, quando δ = 0 temos Zθ = σρ, e portanto, E(X2) = µ2 + σ2.

Das Identidades (3.2), (3.10) e (3.11) segue que
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Para X ∼ TDΦ(θ), defina a seguinte variável aleatória:

T = X − µ

σX

,

em que σ2
X = Var(X). Note que T representa a normalização de X. Denote por fT (·) à

densidade de T . É fácil provar que fT (t) = σXf(σXt + µ; θ). Note que T é simétrica em
torno de 0, isto é, fT (t) = fT (−t) para todo t real. Logo, E(T n) = 0 para todo n ı́mpar.
Em particular, E(T ) = 0 e, consequentemente,

E(X) = µ e Assimetria(X) = E(T 3) = 0.

Uma vez que 0 = E(T 3) = [E(X3) − 3µσ2
X − µ3]/σ3

X , temos

E(X3) = 3µσ2
X + µ3.

Logo, a curtose de X, denotada por κX , é dada por

κX = E(T 4) = E(X4) − 6µ2σ2
X − µ4

σ4
X

,

onde E(X4) é dada em (3.13) e, pela Fórmula (3.12),

σ2
X = Var(X) = (µ2 + σ2)

[
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−
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2)√
2π Γ(p)Zθ

2F1

(
1
2 , p + 1

2; 3
2; −α2

2

)]
− µ2.

Da fórmula acima, σ2
X = σ2 somente quando δ = 0.

3.6 Taxa da Variável Aleatória X ∼ TDΦ(θ)

A função de taxa de risco revela informações sobre a cauda da distribuição. Dis-
tribuições com funções de taxa de risco decrescente têm caudas pesadas, enquanto dis-
tribuições com função de taxa de risco crescente têm caudas leves. É posśıvel comparar
distribuições com base na taxa de aumento ou diminuição da função de taxa de risco.
Por exemplo, uma distribuição tem uma cauda mais leve que outra se sua função de taxa
de risco está aumentando a uma taxa mais rápida. Muitas vezes, essas comparações e
classificações são de interesse principalmente na cauda direita da distribuição, ou seja,
para valores funcionais grandes.
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Seguindo a referência [7], a taxa de uma variável aleatória cont́ınua X é dada por

τX = − lim
x→∞

[
d log fX(x)

dx

]
,

em que fX(x) denota sua respectiva densidade.

É posśıvel mostrar que a taxa de X ∼ TDΦ(θ) é dada por

τTDΦ(θ) = 1
σ

lim
x→∞

x − µ

σ
− 2

αΓ(p)
(x−µ

ασ
)2p−1e−( x−µ

ασ
)2

ρ + T (x−µ
σ

; α, p)

 = ∞.

Então, longe o suficiente na cauda, a distribuição de X ∼ TDΦ(θ) se parece com uma
distribuição Normal, como esperado. Além disso, temos algumas comparações entre a
taxa de X ∼ TDΦ(θ) com as taxas de algumas variáveis aleatórias com distribuições
conhecidas na literatura: Gama-inversa, Log-normal, Pareto-generalizada, BGumbel [10],
BWeibull [13], BGama [14], exponencial e Normal;

τInvGama(α,β) = τLogNorm(µ,σ2) = τGenPareto(α,β,ξ) = τBWeibull(α<1,β,δ) = 0

< τBGumbel(µ,β,δ) = τBWeibull(α=1,β,δ) = τBGama(α,1/β,δ) = τexp(1/β) = 1/β

< τBWeibull(α>1,β,δ) = τTDΦ(θ) = τNormal(µ,σ2) = ∞.

Em outras palavras, a cauda da distribuição normal, de X ∼ TDΦ(θ) e de BWeibull(α >

1, β, δ) são mais leves que a cauda das outras distribuições especificadas acima.

3.7 Inferência

Neste caṕıtulo, discutimos a estimação por máxima logq-verossimilhança (MLqE)
e a Matriz de Informação de Fisher.

Definição 13 (Função de Logq-Verossimilhança). Seja X1, ..., Xn uma amostra aleatória
em que Xi ∼ TDΦ(θ) com vetor de parâmetros θ = (µ, σ, α, ρ, δ), e sejam x1, ..., xn os
valores observados de X1, ..., Xn. A função de máxima logq-verossimilhança de θ é definida
como

lq(θ; x) =
n∑

i=1
logq f(xi; θ), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, (3.1)

em que logq(x) é como definido em (2.5.3)
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Ao tomar derivadas parciais em (3.1), com respeito a θ ∈ {µ, σ, α, ρ, δ}, obtemos

∂lq(θ; x)
∂θ

=
n∑

i=1
f 1−q(xi; θ) ∂ log f(xi; θ)

∂θ
,

com

log f(x; θ) = − log(Zθ) + log
[
ρ + δT

(
x − µ

σ
; α, p

)]
+ log g

(
x − µ

σ

)
,

onde Zθ e T são como em (2.3) e (2.2), respectivamente. De forma geral, as equações
estimadoras têm a forma

n∑
i=1

f 1−q(xi; θ) ∂ log f(xi; θ)
∂θ

= 0, θ ∈ {µ, σ, α, ρ, δ}, (3.2)

em que as derivadas parciais de primeira ordem de log [f(x; θ)] são calculadas na Seção .1
do Apêndice. Uma solução do sistema de equações em (3.2) é chamado de estimador MLq.
Não é posśıvel obter soluções anaĺıticas para o estimador MLqE θ̂. Portanto, deve-se obter
soluções numéricas, utilizando algoritmos de otimização como os de Newton-Raphson e
quasi-Newton.

3.8 A Informação de Fisher baseada em Logq

A definição de Informação de Fisher (IF) baseada em logq é dada em [2] e [12].
Os elementos da matriz IF são definidos por

[I(θ)]j,k =
n∑

i=1
E
[
f 1−q(Xi; θ) ∂ log f(Xi; θ)

∂θj

∂ log f(Xi; θ)
∂θk

]
, θj, θk ∈ {µ, σ, α, ρ, δ},

em que log f(x; θ) = − log(Zθ)+log
[
ρ + δT

(
x−µ

σ
; α, p

)]
+log g

(
x−µ

σ

)
e f(x; θ) é o modelo

paramétrico dado em (2.1). Quando a matriz FI é inverśıvel, é sabido que a inversa de FI
produz Var(θ̂) [3, 8]. Como

∂ log f(Xi; θ)
∂θj

∂ log f(Xi; θ)
∂θk

=
∂2f(Xi;θ)

∂θj∂θk

f(Xi; θ) − ∂2 log f(Xi; θ)
∂θj∂θk

,

repare que os elementos da matriz FI podem ser escritos como

[I(θ)]j,k =
n∑

i=1

∫ ∞

−∞
f 1−q(xi; θ) ∂2f(xi; θ)

∂θj∂θk

dxi −
n∑

i=1
E
[
f 1−q(Xi; θ) ∂2 log f(Xi; θ)

∂θj∂θk

]
,
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em que as derivadas parciais de segunda ordem das funções log f(x; θ) e f(x; θ) são dadas
em Apêndice. De forma geral, não há expressão fechada para a matriz FI. No entanto,
quando q = 1 na identidade acima, sob condições normais de regularidade, nós obtemos
a matriz FI clássica.



Caṕıtulo 4

Análise Gráfica

Sabendo a expressão exata da distribuição, é interessante elaborar gráficos com
variados valores de seus parâmetros. Começamos com gráficos da distribuição normal
trimodal (densidade e distribuição acumulada). Lembrando que X ∼ TDΦ(θ) apresenta
até três modas, iremos mostrar como a variação nos parâmetros pode gerar densidades
unimodais, bimodais e trimodais.

4.1 Gráficos da Distribuição Normal Trimodal

Nos gráficos abaixo, desenhamos uma linha vertical pontilhada no ponto x = µ,
com a intenção de conferir visualmente que F (µ, θ) = 0.5. É posśıvel manipular os
parâmetros da densidade trimodal de tal forma que obtemos uma única moda, assim
como a densidade normal comum (Figura 4.1).

34
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Figura 4.1: Distribuição Normal Trimodal - uma moda.

A alteração do parâmetro µ de tal forma que µ ̸= 0 é refletida no gráfico, assim
como o aumento do parâmetro de dispersão σ. Ou seja, o comportamento desses dois
parâmetros é exatamente como era de se esperar (Figuras 4.2 e 4.3).
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Figura 4.2: Distribuição Normal Trimodal - uma moda.
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Figura 4.3: Distribuição Normal Trimodal - uma moda.

Em seguida, visualizamos formas bimodais da distribuição em tela. Valores de ρ
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e/ou de α maiores que 3 fazem com que a distribuição assume forma unimodal, indepen-
dente do valor de p. Portanto, as formas bimodais e trimodais assumem valores baixos
de ρ, α ou ambos (Figura 4.4).
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Figura 4.4: Distribuição Normal Trimodal - duas modas.

Como o valor de f(x, θ) altera pouco de uma moda para a outra, a existência de
duas modas fica pouco evidente no gráfico de F (x, θ). É posśıvel ajustar os parâmetros
da distribuição de forma a aumentar a distância entre as modas. Assim como no caso
unimodal, repare que as distribuições são simétricas em torno da média µ (Figuras 4.5 e
4.6).
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Figura 4.5: Distribuição Normal Trimodal - duas modas.
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Figura 4.6: Distribuição Normal Trimodal - duas modas.

Enfim, chegamos ao caso de maior interesse, que é o caso em que a distribuição
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trimodal de fato apresenta trimodalidade. A trimodalidade surge quando utiliza-se valores
baixos de α e/ou ρ e valores moderados ou altos de p (Figuras 4.7 e 4.8).
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Figura 4.7: Distribuição Normal Trimodal - três modas.
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Figura 4.8: Distribuição Normal Trimodal - três modas.
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Nos dois gráficos acima, repare que a primeira e terceira modas assumem os
mesmos valores e ocorrem para um valor maior de F do que a segunda moda. É posśıvel
inverter esse caso, de tal forma que a segunda moda seja mais “alta” que as demais
(Figura 4.9).
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Figura 4.9: Distribuição Normal Trimodal - três modas.

4.2 Outras Distribuições Trimodais

Como já mencionado, este trabalho foca no caso gaussiano por simplicidade de
apresentação. No entanto, é posśıvel ajustar outros tipos de distribuição trimodal, a
depender das funções g e G utilizadas. Em seguida, apresentamos gráficos de densidades
trimodais com base nas distribuições t-Student, Laplace, Loǵıstica, Cauchy, e Gumbel.

Observação 5. Nos restringimos aos gráficos das densidades (sem os gráficos das FDAs)
pois, para cada distribuição escolhida, a função F (x; θ) muda de maneira que seria ne-
cessário recalcular a sua expressão anaĺıtica.
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Figura 4.10: Distribuição Laplace Trimodal.

A distribuição Laplace comum é unimodal e simétrica, sendo que sua moda apre-
senta uma forma “pontiaguda” . Repare que sua versão trimodal (Figura 4.10) preserva
essas caracteŕısticas, com sua 2ª moda apresentando o formato pontiagudo. Em termos
de curtose, isso se caracteriza por uma alta curtose.
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Figura 4.11: Distribuição Loǵıstica Trimodal.
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Figura 4.12: Distribuição Cauchy Trimodal.

Sob a parametrização em tela, é interessante observar que as três modas são
bastante semelhantes (Figuras 4.11 e 4.12).



44 Outras Distribuições Trimodais

0.00

0.03

0.06

0.09

-10 0 10
x

f(x
, q

)

p=12,  m=0,  s=3,  d=50,  r=8,  a=0.8

Densidade t-Student Trimodal

Figura 4.13: Distribuição t Trimodal com (k = 10) graus de liberdade.

Repare que, sob a parametrização em questão, a distribuição t apresenta uma
forma “suave”de trimodalidade, em que as 1ª e 3ª modas fazem a distribuição ter cauda
mais pesada (Figura 4.13).
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Figura 4.14: Distribuição Gumbel Trimodal.

A distribuição Gumbel trimodal (Figura 4.14) é a única distribuição neste traba-
lho que não é simétrica em torno da média. Como era de se esperar, sua versão trimodal
também não é simétrica. Há um peso maior para x > µ, ou seja, a distribuição é as-
simétrica negativa.



Caṕıtulo 5

Aplicações

Neste caṕıtulo, apresentamos quatro aplicações para ilustrar o desempenho do
modelo normal trimodal em comparação com o kernel suave semiparamétrico, realizada
pela função (SmoothKernelDistribution) e a estimação da distribuição, realizada pela
função FindDistribution, ambas do software Mathematica 12.0. Como o Mathematica é
capaz de realizar a otimização, bootstrap e também inclui a avaliação numérica da função
hipergeométrica (2F1) (que não está implementada no R), é prefeŕıvel usar esse software.

Os Exemplos 1 e 2 utilizam dados da base heterodatatrain (n = 300 e n = 200)
do pacote Rmixmod do R, em particular as variáveis V4 e V5, respectivamente. Rmixmod
é um pacote baseado no software MIXMOD. MIXMOD é uma ferramenta para ajustar
um modelo de mistura de componentes gaussianos ou multinomiais multivariados a um
determinado conjunto de dados, com um ponto de vista de agrupamento, estimativa
de densidade ou análise discriminante. Já os Exemplos 3 e 4 utilizam dados da base
bh1996 do pacote multilevel (colunas 11 e 13, respectivamente), ambos com tamanho
amostral n = 7382. Os quantis utilizados nos Exemplos 1-4 são 0.98, 0.95, 0.98, 0.99,
respectivamente, de acordo com os TADAs.
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Tabela 5.1: Os modelos, estimativas de parâmetros, estat́ısticas e critérios de informação for assesment
of models

Exemplo 1
Estimativas Testes de adequabilidade do ajuste (TADAs) log(L) & Critério de informação

PM µ̂ σ̂ KS CVM AD log(L) AIC BIC
qTDΦ -2.25117 1.32990 0.0778466 0.551431 620.933 -570.632 1155.25 1172.67
SK -2.24486 1.62363 0.0680419 0.402510 593.949 -563.837 1130.25 1137.49

EstD -2.22717 1.61703 0.0706750 0.410858 597.038 -563.777 1134.51 1141.45
TDΦ -2.25803 1.38998 0.0764954 0.559258 615.978 -570.669 1147.46 1166.25

Exemplo 2
PM µ̂ σ̂ KS CVM AD log(L) AIC BIC

qTDΦ -1.94546 1.29762 0.120948 0.988454 471.754 -391.988 794.657 814.271
SK -1.98323 1.63448 0.0862193 0.420766 400.882 -365.779 740.391 744.768

EstD -1.96097 1.65964 0.0873551 0.43558 401.620 -370.828 743.939 752.477
TDΦ -1.91852 1.47189 0.120597 0.927997 430.148 -377.753 772.283 787.288

Exemplo 3
PM µ̂ σ̂ KS CVM AD log(L) AIC BIC

qTDΦ 2.77324 0.856429 0.0350506 1.66183 14510.4 -9762.83 19535.7 19570.2
SK 2.78055 0.915343 0.0150676 0.293907 14661.0 -9659.05 19322.1 19335.9

EstD 2.78047 0.909687 0.0326443 1.31802 14397.0 -9764.47 19532.9 19546.8
TDΦ 2.77505 0.882003 0.0333040 1.52912 14414.5 -9761.59 19533.2 19567.7

Exemplo 4
PM µ̂ σ̂ KS CVM AD log(L) AIC BIC

qTDΦ -0.001341870 0.865658 0.989796 43.8267 677.270 -9550.79 19111.6 19146.1
SK -0.000056456 0.889187 0.981952 43.0978 600.388 -9472.98 18950.0 18963.8

EstD 0.000581656 0.884030 0.988856 43.7301 663.308 -9553.08 19110.2 19124.0
TDΦ -0.002632980 0.869382 0.989468 43.7947 672.560 -9550.61 19111.2 19145.8

PM: Modelos (semi)-paramétricos
qTDΦ: Função objetivo logq da distribuição normal trimodal.
SK: A distribuição kernel suave usou distribuição Gaussiana (normal) (modelo semiparamétrico).
EstD: Função escolhida automaticamente pela FindDistribution do software Mathematica.
TDΦ: Função objetivo function log da distribuição normal trimodal.
Itálico representa proximidade dos valores produzidos por SK e EstD ou quase os melhores

Os parâmetros de localização (µ) e escala (σ) são parâmetros importantes para
resumir um conjunto de dados. A estimação eficiente desses parâmetros depende da função
utilizada na modelagem. A Tabela 5.1 fornece tais parâmetros e outras estat́ısticas para
analisar a capacidade de modelagem das funções usadas. Ao se comparar todos os PM
(qTDΦ, SK, EstD e TDΦ) na Tabela 5.1, SK e EstD são rivais entre os modelos, mas
as estat́ısticas e critérios de informação de qTDΦ and TDΦ podem se aproximar de SK e
EstD.
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Tabela 5.2: Erros padrão dos estimadores e estimativas dos parâmetros de forma e modalidade em
qTDΦ e TDΦ

Exemplo 1
PM

√
Var(µ̂)

√
Var(σ̂) α̂ (

√
Var(α̂)) ρ̂ (

√
Var(ρ̂)) δ̂ (

√
Var(δ̂))

qTDΦ 0.152203 0.124745 1.22607(0.253034) 1.06657(7.41619) 0.233824(1.63256)
TDΦ 0.167649 0.143923 1.21113(0.257971) 1.08073(7.41113) 0.230591(1.58755)

Exemplo 2
PM

√
Var(µ̂)

√
Var(σ̂) α̂ (

√
Var(α̂)) ρ̂ (

√
Var(ρ̂)) δ̂ (

√
Var(δ̂))

qTDΦ 0.071482 0.103308 37.1884(205.348) 5.53004(3048.8) 50.6147(27963.2)
TDΦ 0.0985512 0.140166 31.9374(217.858) 11.6716(5270.27) 48.0121(21714.5)

Exemplo 3
PM

√
Var(µ̂)

√
Var(σ̂) α̂ (

√
Var(α̂)) ρ̂ (

√
Var(ρ̂)) δ̂ (

√
Var(δ̂))

qTDΦ 0.000889860 0.000992885 1.161980(0.00549161) 1.39357(0.0514929) 0.400877(0.0145018)
TDΦ 0.000932255 0.000732616 0.888664(0.00562133) 1.17315(0.0706782) 0.182165(0.0109832)

Exemplo 4
PM

√
Var(µ̂)

√
Var(σ̂) α̂ (

√
Var(α̂)) ρ̂ (

√
Var(ρ̂)) δ̂ (

√
Var(δ̂))

qTDΦ 0.0002215930 0.000690205 0.499788(0.00379787) 1.405910(0.00379787) 0.12482400(0.00240774)
TDΦ 0.0000789721 0.000723072 0.509288(0.00275330) 0.346905(0.00799665) 0.0312284(0.000700832)



Resultados obtidos

Neste trabalho nós definimos a seguinte classe de funções de densidade de probabilidade:

f(x; θ) = 1
Zθ

[
ρ + δT

(
x − µ

σ
; α, p

)]
g

(
x − µ

σ

)
,

x − µ

σ
∈ D.

na qual g é a densidade de alguma distribuição cont́ınua. A partir dessa definição, de
forma resumida, obtemos os seguintes resultados:

1. A distribuição da variável aleatória X ∼ TD(θ) pode ser unimodal, bimodal ou
trimodal.

2. Se U é distribúıda de acordo com (2.2) e X ∼ TD(θ), então, a variável X admite a
representação estocástica:

X = µ + σG−1(U).

3. No caso gaussiano, ou seja quando g = ϕ e G = Φ, nós obtemos a seguinte expressão
fechada para o fator normalizante Zθ:

Zθ = (ρ + δ)σ −
2δσαΓ(p + 1

2)√
2π Γ(p) 2F1

(
1
2 , p + 1

2; 3
2; −α2

2

)
.
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4. A função de distribuição acumulada de X ∼ TDΦ(θ) é dada por

F (x; θ) =



σ

Zθ

[
ρ + δT

(
x − µ

σ
; α, p

)]
Φ
(

x − µ

σ

)
+ δσ

Zθ

[
1
2 −

αΓ(p + 1
2 )

√
2π Γ(p) 2F1

(
1
2 , p + 1

2; 3
2 ; −α2

2

)]
, x < µ,

− δσ

Zθ

[
1
2 T

(
x − µ

σ
; α, p

)
− 1

Γ(p) I

(
µ − x

ασ
; α√

2
, 2p − 1, 1

)]

σ

Zθ

[
ρ + δT

(
x − µ

σ
; α, p

)]
Φ
(

x − µ

σ

)
+ δσ

Zθ

[
1
2 −

αΓ(p + 1
2 )

√
2π Γ(p) 2F1

(
1
2 , p + 1

2; 3
2 ; −α2

2

)]
, x ⩾ µ,

− δσ

Zθ

[
1
2 T

(
x − µ

σ
; α, p

)
+ 1

Γ(p) I

(
x − µ

ασ
; α√

2
, 2p − 1, 1

)]

5. Os momentos de X ∼ TDΦ(θ) são dados por

E[Xn] = (ρ + δ)σ
Zθ

n∑
k=0

(
n

k

)
µn−kσk 2−k/2k!

(k/2)! 1{k par}

+ δσ

Zθ

√
2πΓ(p)

n∑
k=0

(
n

k

)
µn−kσk[1 − (−1)k−1] ⌊k/2⌋∑

m=0

⌊km/2⌋∑
j=0

ck,mdkm,j αkm−2j

(1 + α2

2 )
km−2j

2 +p
Γ
(

km − 2j

2 + p

)
,

em que p ⩾ 1 é um inteiro, km = k − 2m − 1, Zθ é como em (3.5), cn,m e dnm,j são como
em (0.2).

6. Em particular, para X ∼ TDΦ(θ), E[X] = µ e

Var[X] = (µ2 + σ2)
[

σ(ρ + δ)
Zθ

−
2ασδΓ(p + 1

2)√
2π Γ(p)Zθ

2F1

(
1
2 , p + 1

2; 3
2; −α2

2

)]
− µ2.

7. A Entropia de Shannon de X ∼ TDΦ(θ) é dada por

S1(X) = log(Zθ) − 2(ρ + δ)σ
Zθ

∞∑
k=0

1
(2k + 1)

[
1 + 1

(ρ + 1)2k+1

∞∑
i=p

c̃i,k
2−i(2i)!

i!

]

+ 2δσ

Zθ

∞∑
k=0

1
(2k + 1)

{
2E
[
Φ(α

√
Y )
]

− 1 + 1
(ρ + 1)2k+1

∞∑
i=p

c̃i,kE
(
1{|Z|⩽α

√
Y }Z

2i
)}

+ (ρ + δ)σ
Zθ

[
log(

√
2π) + 1

2

]

+ δσ

Zθ

αΓ(p + 1
2)√

2πΓ(p)
1

(1 + α2

2 )p+ 1
2

−
[
log(

√
2π) + 1

2

](
2E
[
Φ(α

√
Y )
]

− 1
) .
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8. A taxa da variável X ∼ TDΦ(θ) é dada por

τTDΦ(θ) = 1
σ

lim
x→∞

x − µ

σ
− 2

αΓ(p)
(x−µ

ασ
)2p−1e−( x−µ

ασ
)2

ρ + T (x−µ
σ

; α, p)

 = ∞.

9. As equações de MLqE são dadas por

n∑
i=1

f 1−q(xi; θ) ∂ log f(xi; θ)
∂θ

= 0, θ ∈ {µ, σ, α, ρ, δ}.



Conclusão

Considerando que houve, recentemente, um aumento na necessidade de modela-
gem de dados que apresentam trimodalidade, propomos uma classe de distribuições capaz
de produzir a versão trimodal de qualquer PDF. No primeiro momento, o trabalho voltou-
se a desenvolver a classe de distribuições de probabilidade que apresentam trimodalidade,
além de estudar suas propriedades básicas. Após esta fase, o interesse voltou-se ao caso
gaussiano, ou seja, o interesse foi entender a distribuição Normal trimodal e suas prin-
cipais caracteŕısticas. A classe de distribuições é capaz de produzir uma, duas ou três
modas, o que faz com que o ajuste de dados reais torna-se mais preciso, de acordo com as
caracteŕısticas da distribuição emṕırica em questão. A maioria das demonstrações sobre
a classe TD(θ) foram inclúıdas em apêndice, devido à complexidade técnica delas, bem
como os códigos Mathematica e R que produziram a aplicação e os gráficos.
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Apêndice

.1 Derivadas da Função log f (x; θ).

∂ log f(x; θ)
∂µ

= −
2(x−µ

σα )2(p−1) e−( x−µ
ασ

)2

σ2α2Γ(p) log
[
ρ + δT

(
x − µ

σ
; α, p

)]
− 1

σ

g′
(

x−µ
σ

)
g
(

x−µ
σ

) ;

∂ log f(x; θ)
∂σ

= −ρ + δ

Zθ
− δ

Zθ

{
E[G(−α

√
Y )] − E[G(α

√
Y )]

}

−
2δ(x−µ

σα )2p−1e−( x−µ
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σ3
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ρ + δT (x−µ

σ ; α; p)
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Γ(p)
− (x − µ)

σ2

g′
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x−µ
σ

)
g
(

x−µ
σ

) ;

∂ log f(x; θ)
∂α

= −2σδΓ(p + 1/2)√
2πZθΓ(p) 2F1

(1
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2; 3
2; −α2

2
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2 + 1
)−(p+ 1

2 )
− 2F1

(1
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−
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σ ; α, p)
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∂ log f(x; θ)
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= − σ

Zθ
+ 1

ρ + δT (x−µ
σ ; α; p)

;

∂ log f(x; θ)
∂δ

= − δ

Zθ

{
1 + E[G(−α

√
Y )] − E[G(α

√
Y )]

}
+

T
(

x−µ
σ ; α, p

)
ρ + δT

(
x−µ

σ ; α, p
) .

.2 Momentos no Caso Gaussiano

Nesta seção, por simplicidade, nós consideramos p ⩾ 1 inteiro. Para obter os mo-
mentos de X ∼ TDΦ(θ), pelo Corolário 2.2.4, é necessário determinar E

(
1{Z⩽±α

√
Y }Z

n
)
,

n ⩾ 1, em que Z ∼ N(0, 1) e Y ∼ Gama(p, 1) são independentes. De fato, como Z e Y

55
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são independentes, pela definição de esperança,

E
(
1{Z⩽±α

√
Y }Z

n
)

=
∫ ∞

0
E
(
1{Z⩽±α

√
y}Z

n
) yp−1e−y

Γ(p) dy. (0.1)

Definimos nm = n − 2m − 1,

cn,m = n!2−mnm!
m!(nm + 1)! e dnm,j = (−1)j

j!(nm − 2j)!2j
. (0.2)

Ao usar a seguinte fórmula conhecida (ver Teorema 2.3. de [11]): para cada par de
números reais a, b tais que a < b,

E
(
1{a⩽Z⩽b}Z

n
)

=
⌊n/2⌋∑
m=0

⌊nm/2⌋∑
j=0

cn,mdnm,j

[
anm−2jϕ(a) − bnm−2jϕ(b)

]
,

em que ⌊x⌋ é o maior inteiro menor do que ou igual a x, obtém-se

E
(
1{Z⩽±α

√
y}Z

n
)

= −
⌊n/2⌋∑
m=0

⌊nm/2⌋∑
j=0

cn,mdnm,j (±α
√

y)nm−2jϕ(±α
√

y).

Substituindo a igualdade acima em (0.1), temos

E
(
1{Z⩽±α

√
Y }Z

n
)

= −
⌊n/2⌋∑
m=0

⌊nm/2⌋∑
j=0

cn,mdnm,j

∫ ∞

0
(±α

√
y)nm−2jϕ(±α

√
y) yp−1e−y

Γ(p) dy.

Porém, pela definição de distribuição Gama,

∫ ∞

0
(±α

√
y)nm−2jϕ(±α

√
y) yp−1e−y

Γ(p) dy = (±α)nm−2j

√
2πΓ(p)(1 + α2

2 )nm−2j
2 +p

Γ
(

nm − 2j

2 + p

)
.

Portanto

E
(
1{Z⩽±α

√
Y }Z

n
)

= − 1√
2πΓ(p)

⌊n/2⌋∑
m=0

⌊nm/2⌋∑
j=0

cn,mdnm,j (±α)nm−2j

(1 + α2

2 )nm−2j
2 +p

Γ
(

nm − 2j

2 + p

)
. (0.3)

Utilizando a equação (0.3) e a fórmula conhecida

E[Zn] = 2−n/2n!
(n/2)! 1{n par},

no Corolário 2.2.4, obtém-se a fórmula dos momentos de X ∼ TDΦ(θ) dada na Seção 3.4.
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.3 Entropia no Caso Gaussiano

Pela Observação 2, a entropia de Shannon S1(X) de X ∼ TDΦ(θ) existe sempre
que S1(Z) de Z ∼ N(0, 1) também existe. Como S1(Z) = log(

√
2π) + 1/2, a existência

de S1(X) é garantida, e então faz sentido obter uma expressão fechada para S1(X).
Para encontrar essa expressão, pela Proposição 2.3.3, é suficiente determinar as seguinte
quantidades: E

[
1{Z⩽±α

√
Y } log(ρ + δT (Z; α, p))

]
e E

[
S1(1{Z⩽±α

√
Y }Z)

]
, em que T é como

em (2.2), Z ∼ N(0, 1) e Y ∼ Gama(p, 1) são independentes. Como na seção anterior, por
simplicidade, nesta seção nós consideramos p ⩾ 1 inteiro.

É posśıvel provar que, para dois números reais a, b tais que a < b,

S1(1{a⩽Z⩽b}Z) = −
∫ b

a
ϕ(z) log ϕ(z) dz

= 1
2
[
aϕ(a) − bϕ(b)

]
+ 1

2

[
log(

√
2π) + 1

2

] [
erf
(

b√
2

)
− erf

(
a√
2

)]
.

Portanto

E
[
S1(1{Z⩽±α

√
Y }Z)

]
= ∓1

2

∫ ∞

0
α

√
yϕ(±α

√
y) yp−1e−y

Γ(p) dy

+ 1
2

[
log(

√
2π) + 1

2

] ∫ ∞

0

[
erf
(

±α
√

y√
2

)
+ 1

]
yp−1e−y

Γ(p) dy.

Porém,

• pela definição de distribuição Gama,

∫ ∞

0
α

√
yϕ(±α

√
y) yp−1e−y

Γ(p) dy =
αΓ(p + 1

2)√
2πΓ(p)

1
(1 + α2

2 )p+ 1
2
,

• e usando a Equação (3.2),

∫ ∞

0

[
erf
(

±α
√

y√
2

)
+ 1

]
yp−1e−y

Γ(p) dy = 2E
[
Φ(±α

√
Y )
]
.

Portanto,

E
[
S1(1{Z⩽±α

√
Y }Z)

]
= ∓

αΓ(p + 1
2)

2
√

2πΓ(p)
1

(1 + α2

2 )p+ 1
2

+
[
log(

√
2π) + 1

2

]
E
[
Φ(±α

√
Y )
]
. (0.1)
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Proposição .3.1. Se Z ∼ N(0, 1) então as seguintes afirmativas são verdadeiras:

E
[

log(ρ + δT (Z; α, p))
]

= 2
∞∑

k=0

1
(2k + 1)

[
1 + 1

(ρ + 1)2k+1

∞∑
i=p

c̃i,k
2−i(2i)!

i!

]
; (0.2)

E
[
1{Z⩽±α

√
Y } log(ρ + δT (Z; α, p))

]
= 2

∞∑
k=0

1
(2k + 1)

{
E
[
Φ(±α

√
Y )
]

+ 1
(ρ + 1)2k+1

∞∑
i=p

c̃i,kE
(
1{Z⩽±α

√
Y }Z

2i
)}

.

(0.3)

Demonstração. Nós consideramos a seguinte expansão em séries de potências de log(z) e
da função Gama incompleta:

log(z) = 2
∞∑

k=0

1
2k + 1

(
z − 1
z + 1

)2k+1

, γ(p, z) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!
zp+k

p + k
=

∞∑
k=p

(−1)k−p

(k − p)!
zk

k
,

respectivamente. Usando as expansões acima nós temos

log(ρ + δT (z; α, p)) = 2
∞∑

k=0

1
2k + 1

[
ρ − 1 + δT (z; α, p)
ρ + 1 + δT (z; α, p)

]2k+1

= 2
∞∑

k=0

1
2k + 1

 ρ − 1 + δ
Γ(p)

∑∞
i=p

(−1)i−p

2i(i−p)!α2i z2i

ρ + 1 + δ
Γ(p)

∑∞
j=p

(−1)j−p

2j(j−p)!α2j z2j

2k+1

.

Definindo b0 = ρ − 1 e bi =
[
δ(−1)i−p/2i(i − p)!α2iΓ(p)

]
1{i⩾p}; e, similarmente, definindo

a0 = ρ + 1 e aj =
[
δ(−1)j−p/2j(j − p)!α2jΓ(p)

]
1{j⩾p}, a última série pode ser expressa

como

= 2
∞∑

k=0

1
2k + 1

 ∑∞
i=0 biz

2i∑∞
j=0 ajz2j

2k+1

.

Pela aplicação da equação da Seção 0.313 de [4] para a divisão de séries de potências,
essas séries podem ser escritas como

= 2
∞∑

k=0

1
2k + 1

 1
ρ + 1

∞∑
i=0

ciz
2i

2k+1

, (0.4)
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em que os coeficientes ci’s são determinados pela equação de recorrência

cn =
(

bn − 1
ρ + 1

n∑
i=p

cn−iai

)
1{n⩾p}.

Pela aplicação da equação na Seção 0.314 de [4] para a exponenciação de séries de
potências, as séries (0.4) são

= 2
∞∑

k=0

1
(2k + 1)(ρ + 1)2k+1

∞∑
i=0

c̃i,kz2i = 2
∞∑

k=0

1
(2k + 1)

[
1 + 1

(ρ + 1)2k+1

∞∑
i=p

c̃i,kz2i

]
,

em que os coeficientes c̃i,k’s são determinados por c̃0,k = (ρ + 1)2k+1 e, da fórmula de
recorrência

c̃m,k = 1
m(ρ + 1)

m∑
i=p

[
2i(k + 1) − m

]
aic̃m−i,k1{m⩾p}. (0.5)

Resumidamente, temos

log(ρ + δT (z; α, p)) = 2
∞∑

k=0

1
(2k + 1)

[
1 + 1

(ρ + 1)2k+1

∞∑
i=p

c̃i,kz2i

]
.

Ao usar a expansão acima e assumindo que podemos trocar de ordem os sinais de série e
integral, temos

E
[
1{a⩽Z⩽b} log(ρ + δT (Z; α, p))

]
=
∫ b

a
log(ρ + δT (z; α, p))ϕ(z) dz

= 2
∞∑

k=0

1
(2k + 1)

[
Φ(b) − Φ(a) + 1

(ρ + 1)2k+1

∞∑
i=p

c̃i,kE
(
1{a⩽Z⩽b}Z2i)].

Da identidade acima as identidades em (0.2) e (0.3) seguem. ■

Como S1(Z) = log(
√

2π) + 1/2, ao substituir as identidades (0.2), (0.3) e (0.1)
na Proposição 2.3.3, obtemos a fórmula da entropia de Shannon para X ∼ TDΦ(θ) dada
na Seção 3.4.

.4 Provas de Outros Resultados

Prova do Lema 2.1.1. Seja Y uma variável aleatória com distribuição Gama(p, 1/α2). A
PDF e a CDF de Y , respectivamente, são dadas por f(y; α, p) = (1/α2)p yp−1e−y/α2

/Γ(p)
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e F (y; α, p) = γ(p, y/α2)/Γ(p). Portanto,

R(y) = 2δf(y; α, p) − [ρ + δF (y; α, p)]h(y), y > 0. (0.1)

Suponha que y ⩾ α2(1 − A). Então

e(α2A+y)/α2 =
∞∑

k=0

(α2A + y)k/α2k

k! ⩾
(α2A + y)n+1/α2(n+1)

(n + 1)! ,

para cada n ∈ N, tal que

e−y/α2
⩽

(n + 1)!α2(n+1)eA

(α2A + y)n+1 .

Consequentemente,

2δf(y; α, p) ⩽ 2δ

[
(1/α2)p

Γ(p) yp−1 (n + 1)!α2(n+1)eA

(α2A + y)n+1

]

⩽ 2δ

[
(1/α2)p

Γ(p)
(n + 1)!α2(n+1)eA

(α2A + y)n+1−p

]
⩽

ρC

(α2A + y)β−p
= ρh(y), (0.2)

para β < n + 1, C ⩾ 1 e algum ρ > 0, de tal forma que

ρ ⩾ 2δ

[
(1/α2)p

Γ(p) (n + 1)!α2(n+1)eA

]
. (0.3)

Como F (y; α, p) é uma CDF, de (0.2) segue que

2δf(y; α, p) ⩽ [ρ + δF (y; α, p)]h(y) ⩽ (ρ + δ)h(y), ∀y ⩾ α2(1 − A). (0.4)

Em outras palavras, para cada y ⩾ α2(1 − A) e ρ grande o suficiente, a cauda da dis-
tribuição Gama, 2δf(y; α, p) é mais leve que a cauda de [ρ + δF (y; α, p)]h(y), que decai
polinomialmente.

Por outro lado, sabe-se que: quando p < 1, a distribuição Gama é exponencial e
assintótica para ambos os eixos vertical e horizontal; a distribuição Gama com parâmetro
de forma p = 1 e parâmetro de escala 1/α2 é o mesmo que uma distribuição exponencial
do parâmetro de escala (ou média) 1; quando p é maior que um, a distribuição Gama
assume um valor máximo (unimodal), mas forma assimétrica. A assimetria diminui à
medida que o valor de p aumenta.
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Com base nas formas da distribuição Gama e na desigualdade (0.4), na Figura 1,
esboçamos graficamente as funções 2δf(y; α, p) e [ρ + δF (y; α, p)]h(y), e considere todos
os casos posśıveis, variando os parâmetros α, ρ como em (0.3), δ e p (conhecido), em que
os gráficos de 2δf(y; α, p) e [ρ + δF (y; α, p)]h(y) se cruzam (ou não).

Figura 1: Os gráficos de 2δf(y; α, p) e [ρ + δF (y; α, p)]h(y) têm, no máximo, dois pontos em comum.

Então, em ambos os casos p ⩽ 1 ou p > 1, a função R em (0.1) tem no máximo dois zeros
reais, o que completa a prova. ■

Prova da Proposição 2.3.2. Uma manipulação algébrica simples mostra que

Sq(X) = 1
q − 1

[
1 −

∫
σD+µ

f q(x; θ) dx

]
, q ̸= 1.

Como 0 < T (x; α, p) < 1 para quase todo x ∈ D, nós temos

0 ⩽ f(x; θ) ⩽ (ρ + δ)
Zθ

g

(
x − µ

σ

)
.

Então, usando do fato de que a função x 7→ xq é crescente, para x > 0 e q > 0, nós temos

0 ⩽ f q(x; θ) ⩽ (ρ + δ)q

Zq
θ

gq

(
x − µ

σ

)
,

para todo x ∈ σD + µ. Consequentemente,

∫
σD+µ

f q(x; θ) dx ⩽
(ρ + δ)q

Zq
θ

∫
D

gq

(
x − µ

σ

)
dx = (ρ + δ)qσ

Zq
θ

[
1 − (q − 1)Sq(W )

]
, q ̸= 1.

Portanto, se Sq(W ) existe então Sq(X) também existe. ■
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Prova da Proposição 2.3.3. Tomando o logaritmo de cada lado de (2.1), pela definição de
entropia de Shannon, temos

S1(X) = log(Zθ) + E
[
− log

(
ρ + δT

(
X − µ

σ
; α, p

))]
+ E

[
− log g

(
X − µ

σ

)]
. (0.5)

Ao tomar L(x) = log(ρ + δT (x; α, p)) e L(x) = − log g(x), ∀x ∈ σD + µ, no
Corolário 2.2.2, respectivamente, nós temos

E
[
− log

(
ρ + δT

(
X − µ

σ
; α, p

))]
= −(ρ + δ)σ

Zθ
E
[
log(ρ + δT (W ; α, p))

]
− δσ

Zθ

{
E
[
1{W⩽−α

√
Y } log(ρ + δT (W ; α, p))

]
− E

[
1{W⩽α

√
Y } log(ρ + δT (W ; α, p))

]}
(0.6)

e

E
[
− log g

(
X − µ

σ

)]
= (ρ + δ)σ

Zθ
S1(W ) + δσ

Zθ

{
E
[
S1
(
1{W⩽−α

√
Y }W

)]
− E

[
S1
(
1{W⩽α

√
Y }W

)]}
.

(0.7)

Substituindo as identidades (0.6) e (0.7) em (0.5), a prova segue. ■

Prova do Lema 3.1.1. A PDF e CDF de Y ∼ Gama(p, 1/α2), respectivamente, são dadas
por f(y; α, p) = (1/α2)p−1e−y/α2

/Γ(p) e F (y; α, p) = γ(p, y/α2)/Γ(p). Assim, R assume a
seguinte forma

R(y) = 2δf(y; α, p) − [ρ + δF (y; α, p)]. (0.8)

Figura 2: Os gráficos de 2δf(y; α, p) e ρ + δF (y; α, p) têm, no máximo, dois pontos de interseção.
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Com base nas caracteŕısticas da distribuição Gama, na Figura 2, esboçamos gra-
ficamente as funções 2δf(y; α, p) e ρ+ δF (y; α, p), e consideramos todos os casos posśıveis
, variando os parâmetros α, ρ, δ e p (conhecido), nos quais os gráficos de 2δf(y; α, p) e
ρ + δF (y; α, p) se cruzam (ou não).

Assim, para os casos em que p ⩽ 1 ou p > 1, a função R em (0.8) tem no máximo
dois zeros reais. Isso completa a prova. ■

.5 Códigos Mathematica (versão 12.0)

.5.1 Geração para números aleatórios se SmoothKernelDistribution

é usado

Os códigos para gerar números aleatórios a partir da distribuição suave do kernel
no Mathematica são dados pelas seguintes linhas:

SK = SmoothKernelDistribution[x, {"Adaptive", Automatic, .1},PerformanceGoal

-> "Quality"];

F[m_, s_] := CDF[SK, x];

m := Moment[SK, 1]; s := Sqrt[Moment[SK, 2] - Moment[SK, 1]ˆ2];

For[i = 0, i < n, i++,

z = Table[

x /. FindRoot[F[m, s] - RandomReal[], {x, Lower point, Upper point}], {i, n}]

]

.5.2 Otimização e estat́ısticas

iv := RandomReal[];

FM = FindMaximum[{Total[Log[f]],

a< \[Alpha] <= b && a <= \[Rho] <= b &&

a <= \[Delta] <= b}, {{\[Alpha], iv}, {\[Rho] ,

iv}, {\[Delta], iv}, {\[Mu], Median[x]}, {\[Sigma],

Median[Abs[x - Median[x]]]}}];

EstD = FindDistribution[x];

SK = SmoothKernelDistribution[x, {"Adaptive", Automatic, .1},PerformanceGoal

-> "Quality"];

statistics =
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{

Moment[EstD, 1], Moment[SK, 1], Mean[x], Median[x],

Sqrt[Moment[EstD, 2] - Moment[EstD, 1]ˆ2],

Sqrt[Moment[SK, 2] - Moment[SK, 1]ˆ2],

StandardDeviation[x], Median[Abs[x - Median[x]]]

};

.5.3 Códigos para o bootstrap

Parte do código para o bootstrap é dado pela seguinte forma [1]:

For[i = 1, i <= replication, i++,

x := Table[RandomChoice[data, Length[data]], {i,1,Length[data]}]

]

.5.4 CDF de TDΦ

p := 3/2; ns := n;

x = Sort[x];

nsn = 0; nsp = 0;

For[i = 1, i <= ns, i++,

If[x[[i]] < \[Mu], nsn = nsn + 1]

]

For[i = 1, i <= nsn, i++,

If[x[[i]] < \[Mu], xn[i] := x[[i]]]

]

For[i = nsn + 1, i <= ns, i++,

If[x[[i]] >= \[Mu], xp[i] := x[[i]]]

]

For[i = 1, i <= nsn, i++,

FN[i] = (\[Sigma]/

Z)*(\[Rho] + \[Delta]*

T[xn[i]/\[Sigma] - \[Mu]/\[Sigma], \[Alpha], p])*

CDF[NormalDistribution[\[Mu], \[Sigma]],

xn[i]] + ((\[Delta]*\[Sigma])/

Z)*(1/2 - (\[Alpha]*Gamma[p + 1/2]*

Hypergeometric2F1[1/2, p + 1/2, 3/2, -\[Alpha]ˆ2/2])/(Sqrt[
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2*Pi]*Gamma[p])) - ((\[Delta]*\[Sigma])/

Z)*((1/2)*T[xn[i]/\[Sigma] - \[Mu]/\[Sigma], \[Alpha], p] -

NIntegrate[

Erf[(\[Alpha]/Sqrt[2])*z]*zˆ(2*p - 1)*Exp[-1ˆ2*zˆ2], {z,

0, (xn[i] - \[Mu])/(\[Alpha]*\[Sigma])},

Method -> {"LobattoKronrodRule"}]/Gamma[p]);

]

For[i = nsn + 1, i <= ns, i++,

FP[i] = (\[Sigma]/

Z)*(\[Rho] + \[Delta]*

T[xp[i]/\[Sigma] - \[Mu]/\[Sigma], \[Alpha], p])*

CDF[NormalDistribution[\[Mu], \[Sigma]],

xp[i]] + ((\[Delta]*\[Sigma])/

Z)*(1/2 - (\[Alpha]*Gamma[p + 1/2]*

Hypergeometric2F1[1/2, p + 1/2, 3/2, -\[Alpha]ˆ2/2])/(Sqrt[

2*Pi]*Gamma[p])) - ((\[Delta]*\[Sigma])/

Z)*((1/2)*T[xp[i]/\[Sigma] - \[Mu]/\[Sigma], \[Alpha], p] +

NIntegrate[

Erf[(\[Alpha]/Sqrt[2])*z]*zˆ(2*p - 1)*Exp[-1ˆ2*zˆ2], {z,

0, (xp[i] - \[Mu])/(\[Alpha]*\[Sigma])},

Method -> {"LobattoKronrodRule"}]/Gamma[p]);

]

FNFP := Join[{Table[FN[j], {j, nsn}], Table[FP[j], {j, nsn + 1, ns}]}];

JoinFNP := Join[FNFP[[1]], FNFP[[2]]];

.5.5 Testes de adequabilidade do ajuste para as distribuições
propostas e utilizadas

Os testes de adequabilidade de ajuste, tais como Kolmogorov-Smirnov (KS),
Cramer-von Mises e Anderson-Darling (AD) são feitos usando os seguintes códigos, para
TDΦ, EstD e SK.

For[i = 1, i <= ns, i++,

CVM[i] = (JoinFNP[[i]] - (2*i - 1)/(2*ns))ˆ2 + 1/(12*ns);

AD[i] = (-1/

ns)*((2*i - 1)*(Log[JoinFNP[[i]]] + Log[1 - JoinFNP[[i]]]));

DP[i] = i/ns - JoinFNP[[i]]; DN[i] = JoinFNP[[i]] - (i - 1)/ns;

CVMED[i] = (CDF[estimated\[ScriptCapitalD], x][[
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i]] - (2*i - 1)/(2*ns))ˆ2 + 1/(12*ns);

ADED[i] = (-1/

ns)*((2*i - 1)*(Log[CDF[EstD], x][[i]]] +

Log[1 - CDF[EstD], x][[i]]]));

DPED[i] = i/ns - CDF[EstD], x][[i]];

DNED[i] = CDF[estimated\[ScriptCapitalD], x][[i]] - (i - 1)/ns;

CVMSK[i] = (CDF[SK, x][[i]] - (2*i - 1)/(2*ns))ˆ2 + 1/(12*ns);

ADSK[i] = (-1/ns)*((2*i - 1)*(Log[CDF[SK, x][[i]]] + Log[1 - CDF[SK, x][[i]]]));

DPSK[i] = i/ns - CDF[SK, x][[i]];

DNSK[i] = CDF[SK, x][[i]] - (i - 1)/ns;

]

DPmax = Max[Table[DP[j], {j, ns}]]; DNmax = Max[Table[DN[j], {j, ns}]];

KS = Max[DPmax, DNmax];StaCVM = Total[Table[CVM[j], {j, ns}]];

StaAD = Total[Table[AD[j], {j, ns}]];{KS, StaCVM, StaAD}

A fim de os obter critérios de informação, como Akaike e Bayesiano, a CDF do
Mathematica deve ser substitúıda pela sua correspondente PDF e as fórmulas dos critérios
são usadas. Por exemplo,

-2*Total[Log[PDF[SK, x]]] + 2*p

.5.6 Códigos para variâncias de estimadores

A PDF de TDΦ é dada por

f[\[Mu]_, \[Sigma]_, \[Alpha]_, \[Rho]_, \[Delta]_] := \

\[Sigma]*((1/((\[Rho] + \[Delta])*\[Sigma] - ((Sqrt[

2]*\[Delta]*\[Sigma]*\[Alpha]*

Gamma[p + 1/2])/(Sqrt[Pi]*Gamma[p]))*

Hypergeometric2F1[1/2, p + 1/2,

3/2, -\[Alpha]ˆ2/2]))*(\[Rho] + \[Delta]*(1 -

Gamma[p, (x - \[Mu])ˆ2/(\[Sigma]ˆ2* \[Alpha]ˆ2)]/

Gamma[p]))*(expˆ(-((x - \[Mu])ˆ2/(2 \[Sigma]ˆ2)))/(

Sqrt[2 \[Pi]] \[Sigma])));

g[\[Mu]_, \[Sigma]_] := expˆ(-((x - \[Mu])ˆ2/(2 \[Sigma]ˆ2)))/(

Sqrt[2 \[Pi]] \[Sigma]);

T[p_, \[Mu]_, \[Sigma]_, \[Alpha]_] :=

1 - Gamma[p, (x - \[Mu])ˆ2/(\[Sigma]ˆ2* \[Alpha]ˆ2)]/Gamma[p];

Dgm2[\[Mu], \[Sigma]] := D[g[\[Mu], \[Sigma]], \[Mu]];
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Z := (\[Rho] + \[Delta])*\[Sigma] - ((Sqrt[

2]*\[Delta]*\[Sigma]*\[Alpha]*Gamma[p + 1/2])/(Sqrt[Pi]*

Gamma[p]))*

Hypergeometric2F1[1/2, p + 1/2, 3/2, -\[Alpha]ˆ2/2];

O escore ∂ log f(x;θ)
∂µ

de µ é dado por

em := ((-2*((x - \[Mu])/(\[Sigma]*\[Alpha]))ˆ(2*p - 2)*

Exp[-((x - \[Mu])/(\[Sigma]*\[Alpha]))ˆ2])/(\[Sigma]ˆ2*\

\[Alpha]ˆ2*Gamma[p]))*

Log[\[Rho] + \[Delta]*

T[p, \[Mu], \[Sigma], \[Alpha]]] - (1/\[Sigma])*

Dgm2[\[Mu], \[Sigma]];

O escore ∂ log f(x;θ)
∂σ

de σ é dado por

es := -\[Rho]/Z - \[Delta]/

Z - (\[Delta]/

Z)*(NIntegrate[

CDF[NormalDistribution[\[Mu], \[Sigma]], -\[Alpha]*yˆ0.5]*

PDF[GammaDistribution[p, 1], y], {y, 0, Infinity},

Method -> {"LobattoKronrodRule"}] -

NIntegrate[

CDF[NormalDistribution[\[Mu], \[Sigma]], \[Alpha]*yˆ0.5]*

PDF[GammaDistribution[p, 1], y], {y, 0, Infinity},

Method -> {"LobattoKronrodRule"}]) - ((2*\[Delta]*((x - \

\[Mu])/(\[Sigma]*\[Alpha]))ˆ(2*p - 1)*

Exp[-((x - \[Mu])/(\[Sigma]*\[Alpha]))ˆ2])/(\[Sigma]ˆ3*(\[Rho] \

+ \[Delta]*T[p, \[Mu], \[Sigma], \[Alpha]])*

Gamma[p])) - (((x - \[Mu])/\[Sigma]ˆ2)*Dgs2[\[Mu], \[Sigma]]);

O escore ∂ log f(x;θ)
∂α

de α é dado por

ea := -(2*\[Sigma]*\[Delta]*Gamma[p + 0.5])/(Sqrt[2*Pi]*Z*Gamma[p])*

Hypergeometric2F1[1/2, p + 1/2,

3/2, -\[Alpha]ˆ2/

2] - (2*\[Sigma]*Gamma[p + 1/2])/(Sqrt[2*Pi]*Z*

Gamma[p])*((\[Alpha]ˆ2/2 + 1)ˆ(-p - 1/2) -

Hypergeometric2F1[1/2, p + 1/2,

3/2, -\[Alpha]ˆ2/
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2]) - (2*\[Delta]*((x - \[Mu])/(\[Sigma]*\[Alpha]))ˆ(2*p)*

Exp[-((x - \[Mu])/(\[Sigma]*\[Alpha]))ˆ2])/(\[Alpha]*(\[Rho] + \

\[Delta]*T[p, \[Mu], \[Sigma], \[Alpha]]));

NIntegrate[

emˆ2*f[\[Mu], \[Sigma], \[Alpha], \[Rho], \[Delta]]ˆ(2 -

q), {x, -Infinity, Infinity}, Method -> {"LobattoKronrodRule"}];

O escore ∂ log f(x;θ)
∂ρ

de ρ é dado por

er := -\[Sigma]/Z + 1/(\[Rho] + \[Delta]*T[p, \[Mu], \[Sigma], \[Alpha]]);

Por fim, o escore ∂ log f(x;θ)
∂δ

de δ é dado por

ed := -\[Delta]/Z*(1 + NIntegrate[CDF[NormalDistribution[\[Mu], \[Sigma]],

-\[Alpha]*yˆ0.5]*PDF[GammaDistribution[p, 1], y], {y, 0, Infinity},

Method -> {"LobattoKronrodRule"}] -

NIntegrate[CDF[NormalDistribution[\[Mu], \[Sigma]], \[Alpha]*yˆ0.5]*

PDF[GammaDistribution[p, 1], y], {y, 0, Infinity},

Method -> {"LobattoKronrodRule"}]) +

T[p, \[Mu], \[Sigma], \[Alpha]] /

(\[Rho] + \[Delta]*T[p, \[Mu], \[Sigma], \[Alpha]]);

Um elemento ∂ log f(x;θ)
∂µ

da Matriz de Informação de Fisher baseada em logq é calculado
pela expressão e seus elementos correspondentes da matriz [2]:

Imm := NIntegrate[emˆ2*f[\[Mu], \[Sigma], \[Alpha], \[Rho], \[Delta]]ˆ(2 - q),

{x, -Infinity, Infinity}, Method -> {"LobattoKronrodRule"}]

A Matriz de Fisher M e sua inversa são dadas por

M = n*{{Imm, Ims, Ima, Imr, Imd}, {Ims, Iss, Isa, Isr, Isd}, {Ima,

Isa, Iaa, Iar, Iad}, {Imr, Isr, Iar, Irr, Ird}, {Imd, Isd, Iad,

Ird, Idd}};IM := Inverse[M]/n

.6 Códigos R

Os códigos R utilizados para gerar os gráficos do Caṕıtulo 4 são fornecidos abaixo:



Códigos R 69

.6.1 Códigos R: Distribuição Normal Trimodal

Observação 6. Foi necessário “quebrar”algumas linhas de código para que eles coubessem
dentro da margem deste documento. Além disso, alguns códigos repetem-se em cada
subseção para que não seja necessário copiar e colar códigos de diferentes seções a fim de
reproduzir um gráfico qualquer. Ou seja, para fins de praticidade.

#----------------------------------PACOTES--------------------------------------

#install.packages(’hypergeo’) # (fornece a função hipergeométrica)

#install.packages(’pracma’) # (fornece as duas formas da função gama incompleta)

#install.packages(’gridExtra’)

# (arranja gráficos ggplot em grade pois o par(mfrow) não funciona com ggplot)

library(hypergeo)

library(pracma)

library(ggplot2)

library(gridExtra)

#-----------------------------FUNÇÕES AUXILIARES--------------------------------

# função gama incompleta inferior

#gama.inc <- function(x,p){Vectorize(gammainc(x,p))[1]}

#outra forma de gerar a gama incompleta,

# mas não funciona na função trimodal.normal abaixo

gama.inc <- function(x,p){gamma(p)*pgamma(x,p,1,lower=TRUE)}

# função gama incompleta inferior regularizada, nome "T" para bater com o paper

T <- function(x,alfa,p){ gama.inc(xˆ2/alfaˆ2,p) / gamma(p)}

# fator normalizante

z.theta <- function(rho,delta,sigma,alfa,p){

(rho+delta)*sigma - ((2*delta*sigma*alfa*gamma(p+1/2))/(sqrt(2*pi)*gamma(p)))

* hypergeo(1/2,p+1/2,3/2,-(alfaˆ2)/2)

}

# função I(u;a,b,c)

Int <- function(u,a,b,c){

integral(f= function(x){erf(a*x)*(xˆb)*exp(- cˆ2 * xˆ2)}, xmin=0, xmax=u)

}

Int <- Vectorize(Int)
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#-----------------------------DENSIDADE TRIMODAL--------------------------------

# densidade trimodal com g(x)=phi(x) (normal trimodal)

trimodal.normal <- function(x,p,mu,sigma,alfa,rho,delta){

(1/z.theta(rho,delta,sigma,alfa,p)) * (rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) )

* dnorm((x-mu)/sigma, mean=0, sd=1)

}

#----------------------FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO ACUMULADA-------------------------

trimodal.normal.FDA <- function(x,p,mu,sigma,alfa,rho,delta){

if(x<mu){ as.numeric( sigma/z.theta(rho,delta,sigma,alfa,p)

* (rho + delta*T((x-mu)/sigma, alfa, p)) * pnorm((x-mu)/sigma) +

delta*sigma/z.theta(rho,delta,sigma,alfa,p) * ( 1/2 - ((alfa*gamma(p+1/2))

/ (sqrt(2*pi) * gamma(p))) * hypergeo(1/2,p+1/2,3/2,-(alfaˆ2)/2) ) -

delta*sigma/z.theta(rho,delta,sigma,alfa,p) * ( (1/2)

* T((x-mu)/sigma, alfa, p) - (1/gamma(p))

* Int(((mu-x)/(alfa*sigma)), alfa/sqrt(2), 2*p-1, 1) ) )

} else { as.numeric( sigma/z.theta(rho,delta,sigma,alfa,p)

* (rho + delta*T((x-mu)/sigma, alfa, p)) * pnorm((x-mu)/sigma) +

delta*sigma/z.theta(rho,delta,sigma,alfa,p)

* ( 1/2 - ((alfa*gamma(p+1/2)) / (sqrt(2*pi) * gamma(p)))

* hypergeo(1/2,p+1/2,3/2,-(alfaˆ2)/2) ) -

delta*sigma/z.theta(rho,delta,sigma,alfa,p)

* ( (1/2) * T((x-mu)/sigma, alfa, p) + (1/gamma(p))

* Int(((x-mu)/(alfa*sigma)), alfa/sqrt(2), 2*p-1, 1) ) )

} }

#--------------------------INTEGRAÇÃO NUMÉRICA----------------------------------

Int.densidade <- function(mu,rho,delta,sigma,alfa,p){

integral(f= function(x){(1/z.theta(rho,delta,sigma,alfa,p))

* (rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) )

* dnorm((x-mu)/sigma, mean=0, sd=1)}, xmin=-Inf, xmax=Inf)

}

Int.densidade(mu=0,rho=5,delta=1,sigma=1,alfa=1,p=3/2) # dá igual a 1, ufaaaa!!
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#--------------------------------GRÁFICOS---------------------------------------

# funções para gerar os gráficos, em vez de repetir códigos

grafico.densidade <- function(p,mu,sigma,delta,rho,alfa,lwd,colour,titulo=titulo,

xtitulo=expression(x),ytitulo=expression(f(x,theta)), subtitle=subtitle){

df <- data.frame(x=seq(-15,15,0.05),

y=as.numeric(trimodal.normal(seq(-15,15,0.05),p=p,mu=mu,

sigma=sigma,delta=delta,rho=rho,alfa=alfa)))

ggplot(df,aes(x,y)) +

geom_line(lwd=lwd, colour=colour,alpha=0.5) +

labs(title = titulo,

subtitle=subtitle,

x = xtitulo,

y = ytitulo)

}

grafico.fda <- function(p,mu,sigma,delta,rho,alfa,lwd,colour,titulo=titulo,

xtitulo=expression(x),ytitulo=expression(F(x,theta)), subtitle=subtitle){

df <- data.frame(x=seq(-15,15,0.05),

y=as.numeric(trimodal.normal.FDA(seq(-15,15,0.05),p=p,mu=mu,

sigma=sigma,delta=delta,rho=rho,alfa=alfa)))

ggplot(df,aes(x,y)) +

geom_line(lwd=lwd, colour=colour,alpha=0.5) +

labs(title = titulo,

subtitle=subtitle,

x = xtitulo,

y = ytitulo)

}

#----------------------------UNIMODAIS------------------------------------------

g1.densidade <- grafico.densidade(p=2,mu=0,sigma=3,delta=3,rho=3.5,

alfa=3,lwd=2,colour=’black’,

titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=2, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=3, ’,rho,’=3.5, ’,alpha,’=3’)))



72 Códigos R

g1.fda <- grafico.fda(p=2,mu=0,sigma=3,delta=3,rho=3.5,alfa=3,lwd=2,colour=’black’,

titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=2, ’,mu,’=0, ’,sigma,

’=3, ’,delta,’=3, ’,rho,’=3.5, ’,alpha,’=3’)))

trimodal1 <- grid.arrange(g1.densidade,g1.fda, nrow=1, ncol=2)

ggsave(’trimodal1.pdf’, plot=trimodal1, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

g2.densidade <- grafico.densidade(p=2,mu=2,sigma=4,delta=3,

rho=3.5,alfa=3,lwd=2,colour=’black’,

titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=2, ’,mu,’=2, ’,sigma,’=4,

’,delta,’=3, ’,rho,’=3.5, ’,alpha,’=3’)))

g2.fda <- grafico.fda(p=2,mu=2,sigma=4,delta=3,rho=3.5,alfa=3,lwd=2,colour=’black’,

titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=2, ’,mu,’=2, ’,sigma,’=4,

’,delta,’=3, ’,rho,’=3.5, ’,alpha,’=3’)))

trimodal2 <- grid.arrange(g2.densidade ,g2.fda, nrow=1, ncol=2)

ggsave(’trimodal2.pdf’, plot=trimodal2, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

g3.densidade <- grafico.densidade(p=4,mu=-3,sigma=sqrt(20),

delta=3.5,rho=2,alfa=5,lwd=2,colour=’black’,

titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=4, ’,mu,’=-3, ’,sigma,’=’,

sqrt(20),’ ’,delta,’=3.5, ’,rho,’=0.7, ’,alpha,’=0.9’)))

g3.fda <- grafico.fda(p=4,mu=-3,sigma=sqrt(20),delta=3.5,

rho=2,alfa=5,lwd=2,colour=’black’,

titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=4, ’,mu,’=-3, ’,sigma,’=’,sqrt(20),

’ ’,delta,’=3.5, ’,rho,’=0.7, ’,alpha,’=0.9’)))

trimodal3 <- grid.arrange(g3.densidade,g3.fda, nrow=1, ncol=2)

ggsave(’trimodal3.pdf’, plot=trimodal3, device=cairo_pdf,
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path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

#---------------------------------BIMODAIS--------------------------------------

g4.densidade <- grafico.densidade(p=1,mu=-1,sigma=3,delta=3.5,

rho=4.7,alfa=0.9,lwd=2,colour=’red’,

titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=1, ’,mu,’=-1, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=3.5, ’,rho,’=4.7, ’,alpha,’=0.9’)))

g4.fda <- grafico.fda(p=1,mu=-1,sigma=3,delta=3.5,

rho=4.7,alfa=0.9,lwd=2,colour=’red’,

titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=1, ’,mu,’=-1, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=3.5, ’,rho,’=4.7, ’,alpha,’=0.9’)))

trimodal4 <- grid.arrange(g4.densidade,g4.fda, nrow=1, ncol=2)

ggsave(’trimodal4.pdf’, plot=trimodal4, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

g5.densidade <- grafico.densidade(p=3,mu=0,sigma=4,delta=30,

rho=0.5,alfa=.2,lwd=2,colour=’red’,

titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=3, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=4, ’,

delta,’=30, ’,rho,’=0.5, ’,alpha,’=0.2’)))

g5.fda <- grafico.fda(p=3,mu=0,sigma=4,delta=30,rho=0.5,

alfa=0.2,lwd=2,colour=’red’,

titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=3, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=4, ’,

delta,’=30, ’,rho,’=0.5, ’,alpha,’=0.2’)))

trimodal5 <- grid.arrange(g5.densidade,g5.fda, nrow=1, ncol=2)

ggsave(’trimodal5.pdf’, plot=trimodal5, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

g6.densidade <- grafico.densidade(p=1,mu=1,sigma=4,delta=3.5,

rho=0.7,alfa=0.9,lwd=2,colour=’red’,

titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=1, ’,mu,’=1, ’,sigma,’=4, ’,
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delta,’=3.5, ’,rho,’=0.7, ’,alpha,’=0.9’)))

g6.fda <- grafico.fda(p=1,mu=1,sigma=4,delta=3.5,rho=0.7,alfa=0.9,

lwd=2,colour=’red’,titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=1, ’,mu,’=1, ’,sigma,’=4, ’,

delta,’=3.5, ’,rho,’=0.7, ’,alpha,’=0.9’)))

trimodal6 <- grid.arrange(g6.densidade,g6.fda, nrow=1, ncol=2)

ggsave(’trimodal6.pdf’, plot=trimodal6, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

#-------------------------------TRIMODAIS---------------------------------------

g7.densidade <- grafico.densidade(p=6,mu=2,sigma=3,delta=4,

rho=1.1,alfa=0.3,lwd=2,colour=’blue’,

titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=6, ’,mu,’=2, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=4, ’,rho,’=1.1, ’,alpha,’=0.3’)))

g7.fda <- grafico.fda(p=6,mu=2,sigma=3,delta=4,rho=1.1,

alfa=0.3,lwd=2,colour=’blue’,

titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=6, ’,mu,’=2, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=4, ’,rho,’=1.1, ’,alpha,’=0.3’)))

trimodal7 <- grid.arrange(g7.densidade,g7.fda, nrow=1, ncol=2)

ggsave(’trimodal7.pdf’, plot=trimodal7, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

g8.densidade <- grafico.densidade(p=3,mu=2,sigma=3,delta=4,

rho=3,alfa=0.5,lwd=2,colour=’blue’,

titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=3, ’,mu,’=2, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=4, ’,rho,’=3, ’,alpha,’=0.5’)))

g8.fda <- grafico.fda(p=3,mu=2,sigma=3,delta=4,rho=3,alfa=0.5,lwd=2,colour=’blue’,

titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=3, ’,mu,’=2, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=4, ’,rho,’=3, ’,alpha,’=0.5’)))

trimodal8 <- grid.arrange(g8.densidade,g8.fda, nrow=1, ncol=2)
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ggsave(’trimodal8.pdf’, plot=trimodal8, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

g9.densidade <- grafico.densidade(p=5,mu=0,sigma=3,delta=80,

rho=0.2,alfa=2,lwd=2,colour=’blue’,titulo=’Densidade Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=5, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=80, ’,rho,’=0.2, ’,alpha,’=2’)))

g9.fda <- grafico.fda(p=5,mu=0,sigma=3,delta=80,rho=0.2,alfa=2,lwd=2,colour=’blue’,

titulo=’Função de Distribuição Acumulada da Normal Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=5, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=80, ’,rho,’=0.2, ’,alpha,’=2’)))

trimodal9 <- grid.arrange(g9.densidade,g9.fda, nrow=1, ncol=2)

ggsave(’trimodal9.pdf’, plot=trimodal9, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=30, height=18, units=’cm’)

.6.2 Códigos R: Distribuição Laplace Trimodal

#----------------------------------PACOTES--------------------------------------

#install.packages(’hypergeo’) # (fornece a função hipergeométrica)

#install.packages(’pracma’) # (Integração numérica)

#install.packages(’gridExtra’)

# (arranja gráficos ggplot em grade pois o par(mfrow) não funciona com ggplot)

library(hypergeo)

library(pracma)

library(ggplot2)

library(gridExtra)

#-----------------------------FUNÇÕES AUXILIARES--------------------------------

# função gama incompleta inferior

gama.inc <- function(x,p){gamma(p)*pgamma(x,p,1,lower=TRUE)}

# função gama incompleta inferior regularizada, nome "T" para bater com o paper

T <- function(x,alfa,p){ gama.inc(xˆ2/alfaˆ2,p) / gamma(p)}

#---------------------------CONSTANTE NORMALIZADORA-----------------------------

constante.laplace <- function(p,mu,sigma,alfa,rho,delta){

integral(f=function(x){(rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) )
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* dlaplace((x-mu)/sigma)}, xmin=-15, xmax=15)

}

#-----------------------------DENSIDADE TRIMODAL--------------------------------

trimodal.laplace <- function(x,p,mu,sigma,alfa,rho,delta){

(1/constante.laplace(p,mu,sigma,alfa,rho,delta))

* (rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) ) * dlaplace((x-mu)/sigma)}

#-------------------------------FUNÇÃO DO GRÁFICO-------------------------------

grafico <- function(p,mu,sigma,delta,rho,alfa,lwd,colour,titulo=titulo,

xtitulo=expression(x),ytitulo=expression(f(x,theta)), subtitle=subtitle){

df <- data.frame(x=seq(-15,15,0.05),

y=as.numeric(trimodal.laplace(seq(-15,15,0.05),p=p,

mu=mu,sigma=sigma,delta=delta,rho=rho,alfa=alfa)))

ggplot(df,aes(x,y)) +

geom_line(lwd=lwd, colour=colour,alpha=0.8) +

labs(title = titulo,

subtitle=subtitle,

x = xtitulo,

y = ytitulo)

}

#------------------------------------GRÁFICO------------------------------------

grafico.laplace <- grafico(p=8,mu=0,sigma=3,delta=500,rho=50,

alfa=.7,lwd=2,colour=’goldenrod1’,

titulo=’Densidade Laplace Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=8, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=500, ’,rho,’=50, ’,alpha,’=.7’)))

laplace <- grid.arrange(grafico.laplace, nrow=1, ncol=1)

ggsave(’laplace.pdf’, plot=laplace, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=25, height=18, units=’cm’)

.6.3 Código R: Distribuição Loǵıstica Trimodal

#----------------------------------PACOTES--------------------------------------

#install.packages(’hypergeo’) # (fornece a função hipergeométrica)
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#install.packages(’pracma’) # (fornece as duas formas da função gama incompleta)

#install.packages(’gridExtra’)

# (arranja gráficos ggplot em grade pois o par(mfrow) não funciona com ggplot)

library(hypergeo)

library(pracma)

library(ggplot2)

library(gridExtra)

#-----------------------------FUNÇÕES AUXILIARES--------------------------------

# função gama incompleta inferior

gama.inc <- function(x,p){gamma(p)*pgamma(x,p,1,lower=TRUE)}

# função gama incompleta inferior regularizada, nome "T" para bater com o paper

T <- function(x,alfa,p){ gama.inc(xˆ2/alfaˆ2,p) / gamma(p)}

#---------------------------CONSTANTE NORMALIZADORA-----------------------------

constante.logistica <- function(p,mu,sigma,alfa,rho,delta){

integral(f=function(x){(rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) )

* dlogis((x-mu)/sigma)}, xmin=-15, xmax=15)

}

#-----------------------------DENSIDADE TRIMODAL--------------------------------

trimodal.logistica <- function(x,p,mu,sigma,alfa,rho,delta){

(1/constante.logistica(p,mu,sigma,alfa,rho,delta))

* (rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) ) * dlogis((x-mu)/sigma)

}

#-------------------------------FUNÇÃO DO GRÁFICO-------------------------------

grafico <- function(p,mu,sigma,delta,rho,alfa,lwd,colour,titulo=titulo,

xtitulo=expression(x),ytitulo=expression(f(x,theta)), subtitle=subtitle){

df <- data.frame(x=seq(-15,15,0.05),

y=as.numeric(trimodal.logistica(seq(-15,15,0.05),p=p,

mu=mu,sigma=sigma,delta=delta,rho=rho,alfa=alfa)))

ggplot(df,aes(x,y)) +

geom_line(lwd=lwd, colour=colour,alpha=0.8) +

labs(title = titulo,

subtitle=subtitle,

x = xtitulo,

y = ytitulo)}
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#------------------------------------GRÁFICO------------------------------------

grafico.logistica <- grafico(p=8,mu=0,sigma=3,delta=50,rho=10,

alfa=0.95,lwd=2,colour=’chartreuse’,

titulo=’Densidade Logı́stica Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=8, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=50, ’,rho,’=10, ’,alpha,’=.0.95’)))

logistica <- grid.arrange(grafico.logistica, nrow=1, ncol=1)

ggsave(’logistica.pdf’, plot=logistica, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=25, height=18, units=’cm’)

.6.4 Código R: Densidade t-Student Trimodal

#----------------------------------PACOTES--------------------------------------

#install.packages(’hypergeo’) # (fornece a função hipergeométrica)

#install.packages(’pracma’) # (integração numérica)

#install.packages(’gridExtra’)

# (arranja gráficos ggplot em grade pois o par(mfrow) não funciona com ggplot)

library(hypergeo)

library(pracma)

library(ggplot2)

library(gridExtra)

#-----------------------------FUNÇÕES AUXILIARES--------------------------------

# função gama incompleta inferior

gama.inc <- function(x,p){gamma(p)*pgamma(x,p,1,lower=TRUE)}

# função gama incompleta inferior regularizada, nome "T" para bater com o paper

T <- function(x,alfa,p){ gama.inc(xˆ2/alfaˆ2,p) / gamma(p)}

#---------------------------CONSTANTE NORMALIZADORA-----------------------------

constante.t <- function(p,mu,sigma,alfa,rho,delta,df){

integral(f=function(x){(rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) )

* dt((x-mu)/sigma,df=10)}, xmin=-15, xmax=15)

}

#-----------------------------DENSIDADE TRIMODAL--------------------------------

trimodal.t <- function(x,p,mu,sigma,alfa,rho,delta,df){

(1/constante.t(p,mu,sigma,alfa,rho,delta)) *
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(rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) ) * dt((x-mu)/sigma, df=10)}

#-------------------------------FUNÇÃO DO GRÁFICO-------------------------------

grafico <- function(p,mu,sigma,delta,rho,alfa,lwd,colour,titulo=titulo,

xtitulo=expression(x),ytitulo=expression(f(x,theta)), subtitle=subtitle){

df <- data.frame(x=seq(-15,15,0.05),

y=as.numeric(trimodal.t(seq(-15,15,0.05),p=p,mu=mu,sigma=sigma,

delta=delta,rho=rho,alfa=alfa)))

ggplot(df,aes(x,y)) +

geom_line(lwd=lwd, colour=colour,alpha=0.8) +

labs(title = titulo,

subtitle=subtitle,

x = xtitulo,

y = ytitulo)

}

#------------------------------------GRÁFICO------------------------------------

grafico.t <- grafico(p=12,mu=0,sigma=3,delta=50,rho=8,

alfa=0.8,lwd=2,colour=’hotpink’,

titulo=’Densidade t-Student Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=12, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=50, ’,rho,’=8, ’,alpha,’=0.8’)))

t <- grid.arrange(grafico.t, nrow=1, ncol=1)

ggsave(’t.pdf’, plot=t, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=25, height=18, units=’cm’)

.6.5 Código R: Distribuição Gumbel Trimodal

#----------------------------------PACOTES--------------------------------------

#install.packages(’hypergeo’) # (fornece a função hipergeométrica)

#install.packages(’pracma’) # (fornece as duas formas da função gama incompleta)

#install.packages(’gridExtra’)

# (arranja gráficos ggplot em grade pois o par(mfrow) não funciona com ggplot)

#install.packages(’evd’) # (densidade gumbel)

library(hypergeo)

library(pracma)
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library(ggplot2)

library(gridExtra)

library(evd)

#-----------------------------FUNÇÕES AUXILIARES--------------------------------

# função gama incompleta inferior

gama.inc <- function(x,p){gamma(p)*pgamma(x,p,1,lower=TRUE)}

# função gama incompleta inferior regularizada, nome "T" para bater com o paper

T <- function(x,alfa,p){gama.inc(xˆ2/alfaˆ2,p) / gamma(p)}

#---------------------------CONSTANTE NORMALIZADORA-----------------------------

constante.gumbel <- function(p,mu,sigma,alfa,rho,delta,df){

integral(f=function(x){(rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) )

* dgumbel((x-mu)/sigma)}, xmin=-15, xmax=15)

}

#-----------------------------DENSIDADE TRIMODAL--------------------------------

trimodal.gumbel <- function(x,p,mu,sigma,alfa,rho,delta,df){

(1/constante.gumbel(p,mu,sigma,alfa,rho,delta)) * (rho + delta

* T( (x-mu)/sigma, alfa, p) ) * dgumbel((x-mu)/sigma)

}

#-------------------------------FUNÇÃO DO GRÁFICO-------------------------------

grafico <- function(p,mu,sigma,delta,rho,alfa,lwd,colour,titulo=titulo,

xtitulo=expression(x),ytitulo=expression(f(x,theta)), subtitle=subtitle){

df <- data.frame(x=seq(-15,15,0.05),

y=as.numeric(trimodal.gumbel(seq(-15,15,0.1),p=p,mu=mu,

sigma=sigma,delta=delta,rho=rho,alfa=alfa)))

ggplot(df,aes(x,y)) +

geom_line(lwd=lwd, colour=colour,alpha=0.8) +

labs(title = titulo,

subtitle=subtitle,

x = xtitulo,

y = ytitulo)

}

#------------------------------------GRÁFICO------------------------------------

grafico.gumbel <- grafico(p=6,mu=0,sigma=3,delta=50,rho=8,
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alfa=0.5,lwd=2,colour=’dodgerblue’,

titulo=’Densidade Gumbel Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=6, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=3, ’,

delta,’=50, ’,rho,’=8, ’,alpha,’=0.5’)))

gumbel <- grid.arrange(grafico.gumbel, nrow=1, ncol=1)

ggsave(’gumbel.pdf’, plot=gumbel, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=25, height=18, units=’cm’)

.6.6 Código R: Distribuição Cauchy Trimodal

#----------------------------------PACOTES--------------------------------------

#install.packages(’hypergeo’) # (fornece a função hipergeométrica)

#install.packages(’pracma’) # (fornece as duas formas da função gama incompleta)

#install.packages(’gridExtra’)

# (arranja gráficos ggplot em grade pois o par(mfrow) não funciona com ggplot)

library(hypergeo)

library(pracma)

library(ggplot2)

library(gridExtra)

#-----------------------------FUNÇÕES AUXILIARES--------------------------------

# função gama incompleta inferior

gama.inc <- function(x,p){gamma(p)*pgamma(x,p,1,lower=TRUE)}

# função gama incompleta inferior regularizada, nome "T" para bater com o paper

T <- function(x,alfa,p){gama.inc(xˆ2/alfaˆ2,p) / gamma(p)}

#---------------------------CONSTANTE NORMALIZADORA-----------------------------

constante.cauchy <- function(p,mu,sigma,alfa,rho,delta,df){

integral(f=function(x){(rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) )

* dcauchy((x-mu)/sigma)}, xmin=-15, xmax=15)

}

#-----------------------------DENSIDADE TRIMODAL--------------------------------

trimodal.cauchy <- function(x,p,mu,sigma,alfa,rho,delta,df){

(1/constante.cauchy(p,mu,sigma,alfa,rho,delta))

* (rho + delta * T( (x-mu)/sigma, alfa, p) ) * dcauchy((x-mu)/sigma)

}
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#-------------------------------FUNÇÃO DO GRÁFICO-------------------------------

grafico <- function(p,mu,sigma,delta,rho,alfa,lwd,colour,titulo=titulo,

xtitulo=expression(x),ytitulo=expression(f(x,theta)), subtitle=subtitle){

df <- data.frame(x=seq(-15,15,0.05),

y=as.numeric(trimodal.cauchy(seq(-15,15,0.05),p=p,mu=mu,

sigma=sigma,delta=delta,rho=rho,alfa=alfa)))

ggplot(df,aes(x,y)) +

geom_line(lwd=lwd, colour=colour,alpha=0.8) +

labs(title = titulo,

subtitle=subtitle,

x = xtitulo,

y = ytitulo)

}

#------------------------------------GRÁFICO------------------------------------

grafico.cauchy <- grafico(p=6,mu=0,sigma=3.5,delta=25,rho=4,alfa=0.8,

lwd=2,colour=’brown’,

titulo=’Densidade Cauchy Trimodal’,

subtitle=expression(paste(p,’=6, ’,mu,’=0, ’,sigma,’=3.5, ’,

delta,’=25, ’,rho,’=4, ’,alpha,’=0.8’)))

cauchy <- grid.arrange(grafico.cauchy, nrow=1, ncol=1)

ggsave(’cauchy.pdf’, plot=cauchy, device=cairo_pdf,

path=’C:\\Users\\victo\\Desktop’, dpi=’retina’, width=25, height=18, units=’cm’)
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