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Resumo

A ciência e a engenharia são áreas do conhecimento que buscam descrever diversos fenô-
menos físicos. Essa descrição é feita, em muitos casos, por meio de modelos matemáticos,
dentre eles o Método dos Elementos Finitos, um dos métodos numéricos que buscam apro-
ximações para solução de problemas de campo. Este projeto apresenta um estudo acerca da
capacidade de elementos finitos representarem deformações quase incompressíveis, relevan-
tes em abordagens associadas a deformações elásticas planas e principalmente a deformação
plástica de metais dúcteis. Nesse sentido, é realizada uma análise comparativa do desempe-
nho de cinco tipos de elementos na simulação de um problema de benchmarking, Membrana
de Cook, comumente utilizado para a validação de elementos finitos em condições de quase
incompressibilidade. Os elementos avaliados foram os elementos quadrilaterais de 4 e 8 nós
com integração plena e reduzida e o elemento quadrilateral de 4 nós com formulação B-bar,
desenvolvido especificamente para representação de deformações a volume constante. A
partir das simulações observou-se que nem todos os elementos são apropriados para descre-
ver deformações isocóricas, acarretando o surgimento de efeitos espúrios como travamento
e mecanismo, frequentemente denominados locking e hourglass.

Palavras Chave: Travamento; Locking; Mecanismos; Hourglass; Modos espúrios de defor-
mação; Deformações isocóricas.
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Abstract

Science and engineering are areas of knowledge that aim to describe many physical phe-
nomena. This description is made, in many cases, by using mathematical models, among
them, the Finite Element Method, one of the numerical methods that seek approximate so-
lutions to field problems. This project presents a study about the ability of finite elements to
represent almost incompressible deformations, relevant in approaches associated with elastic
plane-strain and especially with plastic strain in ductile metals.In this sense, a comparative
performance’s analysis of five types of elements in the simulation of a benchmarking pro-
blem, Cook’s Membrane, commonly used for the validation of finite elements in conditions
of almost incompressibility is carried out. From the simulations, it was observed that not
all elements are suitable to describe isochoric deformations, leading to the appearance of
spurious effects such as locking and hourglass.

Keywords: Locking; Hourglass; Spurious modes of deformation; Isochoric deformations.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Contextualização

Na ciência e na engenharia existem diversos fenômenos físicos descritos por modelos
matemáticos que envolvem equações diferenciais. Os problemas associados a tais fenôme-
nos são frequentemente denominados problemas de campo. Em muitos casos, essas equa-
ções diferenciais são difíceis e até mesmo impossíveis de serem solucionadas analiticamente.
Nesse contexto, são propostos métodos numéricos com o intuito de se buscar uma aproxi-
mação adequada para a solução analítica.

Em se tratando de problemas de campo, alguns dos métodos numéricos encontrados na
literatura são: o Método dos Elementos Finitos, o Método dos Volumes Finitos, o Método
das Diferenças Finitas, o Método dos Elementos de Contorno, entre outros. Este trabalho
é desenvolvido com base no Método dos Elementos Finitos e alguns dos efeitos espúrios,
ou seja, não observados na prática, que podem ocorrer nas simulações computacionais –
travamento e mecanismo, frequentemente referidos na literatura como locking e hourglass.

1.2 Motivação

Uma das áreas de estudo da engenharia é a deformação de materiais incompressíveis, ou
seja, a volume constante – isocóricas. Apesar de a maioria dos materiais não serem incom-
pressíveis, sabe-se que a deformação plástica, principalmente de metais dúcteis, é isocórica.
Isso se deve ao fato de que as deformações plásticas em metais ocorre por deslizamento de
planos cristalinos, como pode-se ser visualizado na Fig. 1.1. À medida que a magnitude
das deformações plásticas aumenta, a deformação total tende a ser predominantemente iso-
córica, levando à necessidade de se impor a restrição de incompressibilidade ao campo de
deslocamentos.

No contexto do Método dos Elementos Finitos, a simulação de deformações isocóricas
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Figura 1.1: Representação esquemática da deformação plástica a nível do plano cristalino.
Fonte: Mamiya (2021).

oferece desafios associados à imposição da restrição de deformações a volume constante. Na
Mecânica dos Fluidos Computacional, há uma vasta literatura abordando esse tema, associ-
ada ao escoamento de fluidos incompressíveis, como a água, o óleo, etc. As abordagens pro-
postas nessa literatura com frequência levam a métodos numéricos elaborados e de alto custo
computacional (CROUZEIX; RAVIART, 1973; BOLAND; NICOLAIDES, 1983; FORTIN,
1981; GRIFFITHS, 1981; HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986).

Na Mecânica dos Sólidos Computacional, tem-se investido no desenvolvimento de abor-
dagens mais simples, mas que têm fornecido resultados satisfatórios a um custo computacio-
nal relativamente reduzido. Tais abordagens têm sido implementadas em códigos comerciais
como o Abaqus e o Ansys, por exemplo.

A descrição de deformações a volume constante pode ser obtida por meio de formulações
mistas, ou ainda por meio de procedimentos mais simples, como a integração reduzida ou
seletiva. Nas formulações mistas considera-se, além do campo de deslocamentos (ux, uy),
um campo de pressões p, por exemplo. Essa formulação foi primeiramente discutida por
Veubeke (1965) e Herrmann (1965). Exemplos de formulação mista podem ser encontrados
nas propostas de Pian e Sumihara (1984) (elemento baseado na interpolação dos campos de
deslocamento e tensão, u−σ) ou de Simo e Rifai (1990) (elemento baseado na interpolação
dos campos de deslocamento, tensão e deformação, u− σ − ε).

Elementos com integração reduzida são aqueles em que em sua formulação, a aproxima-
ção para a integração é feita considerando menos pontos de integração que em uma integra-
ção plena. Essa formulação foi primeiramente apresentada por Zienkiewicz, Taylor e Too
(1971) e no contexto da incompressibilidade é mostrada a sua aplicação em Naylor (1974) e
Zienkiewicz e Godbole (1975).

Já a integração seletiva considera, por exemplo, a integração reduzida dos termos asso-
ciados à deformação volumétrica e a integração plena dos demais termos da equação vari-
acional. Essa técnica foi primeiramente apresentada por Doherty, Wilson e Taylor (1969).
Mais trabalhos no contexto da incompressibilidade integração seletiva foram realizados por
Malkus (1976a), Malkus (1976b) e Malkus e Hughes (1978).
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De acordo com Hughes (1987), as formulações baseadas nas integrações seletiva e redu-
zida podem ser equivalentes às formulações mistas, em alguns casos. Em outros, no entanto,
a formulação mista se mostra mais eficiente, mas podem ser mais complicadas. Abordagens
de deslocamento puro podem ser preferíveis para casos, anisotrópicos e ortotrópicos, além
de serem mais simples.

O presente estudo aborda dificuldades e soluções na imposição da restrição de incom-
pressibilidade. Por uma questão de simplicidade, o estudo se desenvolve no contexto da
elasticidade linear, embora os resultados sejam diretamente aplicáveis à solução de proble-
mas envolvendo o comportamento elasto-plástico.

1.3 Objetivo

O intuito deste trabalho é estudar soluções para evitar comportamentos espúrios – locking
e hourglass – observados quando se empregam elementos finitos clássicos na determinação
do campo de deslocamentos nos casos em que as deformações são predominantemente in-
compressíveis. Nesse sentido, será feita uma análise comparativa dos tipos de elementos e
de integração de modo a se buscar relações entre esses e os modos espúrios.

1.4 Organização do Trabalho

Este trabalho está organizado como segue.

• O capítulo 2 apresenta uma revisão teórica dos conceitos necessários para o desenvol-
vimento do estudo. Apresentam-se as definições de tensão e deformação, a relação
entre elas, bem como a dedução matemática de deformação isocórica; o problema
de equilíbrio em suas formas forte e fraca; o Método dos Elementos Finitos, com a
exemplificação para o elemento triangular.

• O capítulo 3 detalha os elementos finitos quadrilaterais com 4 e 8 nós, apresentando
as funções de base que os descrevem e suas derivadas; a integração numérica por
Quadratura de Gauss; a matriz de rigidez e o vetor das forças de contato tanto para
integração plena, como para integração reduzida em ambos os elementos.

• O capítulo 4 apresenta os conceitos de locking e hourglass, bem como uma relação de
restrição que pode ser uma ferramenta para medir a tendência para travamento. Nesse
mesmo capítulo são realizadas algumas simulações para se observar a ocorrência de
efeitos espúrios de deformação (locking e hourglass) e sua relação com o modo de
integração.

• O capítulo 5 faz a dedução das parcelas volumétrica e desviadora do tensor de defor-
mações; introduz a formulação B-bar e descreve o elemento quadrilateral com 4 nós
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com essa formulação.

• O capítulo 6 apresenta os resultados das simulações do problema de benchmarking
membrana de Cook, obtidos com os elementos estudados neste projeto de graduação.

• O capítulo 7 expõe conclusões observadas a partir dos resultados das simulações com
cada um dos elementos, no contexto em que eles foram estudados.

• O capítulo 8 apresenta, por fim, a proposta para continuidade e extensão dos estudos
realizados neste projeto de graduação.
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Capítulo 2

Revisão Teórica

Este capítulo aborda a base teórica para o estudo efetuado neste Projeto de Graduação.
São apresentadas algumas definições, o problema de equilíbrio e o Método dos Elementos
Finitos.

2.1 Deformação

A deformação pode ser entendida como a mudança da forma e do tamanho de um corpo
em decorrência da aplicação de uma força (HIBBELER, 2014, p. 67). Essa mudança de
forma e de tamanho provoca um deslocamento em um ponto material do elemento que se
quer avaliar.

Dado um deslocamento
u =

[
u1 u2 u3

]T
, (2.1)

tem-se que a deformação linear, associada à configuração espacial do corpo contínuo, é tal
que

ε(u) =
1

2

(
∇u+∇Tu

)
. (2.2)

Nota-se, portanto, que a deformação é um tensor de segunda ordem, uma vez que é
resultado de uma operação que envolve o gradiente de um tensor de primeira ordem, relativo
ao deslocamento. Dessa maneira, a deformação é representada na forma matricial como

[ε(u)] =


ε1 ε12 ε13

ε12 ε2 ε23

ε13 ε23 ε3

 =


u1,1

1
2
(u1,2 + u2,1)

1
2
(u1,3 + u3,1)

1
2
(u1,2 + u2,1) u2,2

1
2
(u2,3 + u3,2)

1
2
(u1,3 + u3,1)

1
2
(u2,3 + u3,2) u3,3

 , (2.3)

em que

ui,j =
∂ui

∂xj

e εij = γij/2. (2.4)
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2.2 Tensão

O vetor tensão descreve a força interna que atua em um plano específico passante por um
ponto material. Como pode ser consultado em Gurtin (1982, p. 101), o Teorema de Cauchy
estabelece que existe um tensor de segunda ordem, σ, tal que:

• o vetor tensão, t, em um plano de normal, n, é dado por

t = σ n; (2.5)

• o tensor tensão, σ, é simétrico:
σT = σ; (2.6)

• o equilíbrio em um ponto material é expresso por

divσ + f = 0, (2.7)

em que f representa as forças de volume.

A representação matricial do tensor tensão de Cauchy é dada por

[σ] =


σ1 σ12 σ13

σ12 σ2 σ23

σ13 σ23 σ3

 . (2.8)

2.3 Relação Tensão–Deformação

No presente estudo considera-se comportamento elástico, linear e isotrópico, que pode
ser expresso como

σ = λtr ε I+ 2µ ε, (2.9)

em que λ e µ são as contantes de Lamé, dadas por

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
(2.10)

e
µ(= G) =

E

2(1 + ν)
. (2.11)

E é o módulo de elasticidade e ν é o coeficiente de Poisson do material.

6



Na forma matricial, essa relação é dada por
σ1 σ12 σ13

σ12 σ2 σ23

σ13 σ23 σ3

 = λ (ε1 + ε2 + ε3)


1 0 0

0 1 0

0 0 1

+ 2µ


ε1 ε12 ε13

ε12 ε2 ε23

ε13 ε23 ε3

 , (2.12)

de modo que as componentes do tensor tensão de Cauchy são

σ1 = (λ+ 2µ)ε1 + λ(ε2 + ε3), (2.13)

σ2 = (λ+ 2µ)ε2 + λ(ε1 + ε3), (2.14)

σ3 = (λ+ 2µ)ε3 + λ(ε1 + ε2), (2.15)

σ12 = 2µ ε12, (2.16)

σ13 = 2µ ε13, (2.17)

σ23 = 2µ ε23. (2.18)

Em uma abordagem computacional é conveniente adotar a seguinte representação veto-
rial para os tensores de tensão e de deformação:

σ =
[
σ1 σ2 σ3 σ23 σ13 σ12

]T
, (2.19)

ε =
[
ε1 ε2 ε3 2 ε23 2 ε13 2 ε12

]T
. (2.20)

Assim, a relação entre a tensão e a deformação pode ser escrita como

σ1

σ2

σ3

σ23

σ13

σ12


︸ ︷︷ ︸

σ

=



λ+ 2µ λ λ 0 0 0

λ λ+ 2µ λ 0 0 0

λ λ λ+ 2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 µ


︸ ︷︷ ︸

D



ε1

ε2

ε3

2 ε23

2 ε13

2 ε12


︸ ︷︷ ︸

ε

, (2.21)

ou seja,
σ = D ε. (2.22)

O tensor de elasticidade, D, é um tensor de 4ª ordem. Porém, a sua representação também
pode se dar na forma matricial, como expresso na Eq. (2.21).

7



2.4 Deformações isocóricas

As deformações isocóricas são aquelas em que o volume do sólido, V ol, permanece
constante, ou seja, ∆V ol = 0.

O sólido ilustrado na Fig. 2.1, quando não deformado, possui dimensões Lx0, Ly0 e Lz0.
No estado deformado suas dimensões são

Lx = Lx0 +∆Lx = Lx0 (1 + εx), (2.23)

Ly = Ly0 +∆Ly = Ly0 (1 + εy), (2.24)

Lz = Lz0 +∆Lz = Lz0 (1 + εz). (2.25)

Figura 2.1: Deformação do sólido nas direções x, y e z. Fonte: Mamiya (2021).

O volume, por sua vez, é dado por

V ol =Lx Ly Lz (2.26)

=Lx0 (1 + εx)Ly0 (1 + εy)Lz0 (1 + εz) (2.27)

=V ol0 [1 + εx + εy + εz + o(εx, εy, εz)], (2.28)

em que V ol0 é o volume inicial e lim
||ε||→0

||o(εx, εy, εz)||
||ε||

= 0. Assim,

∆V ol = V ol0 tr(ε) + o(εx, εy, εz) ⇒ tr(ε) = 0, sob deformações isocóricas. (2.29)

Considerando-se o comportamento elástico linear isotrópico, sabe-se que:

εx =
1

E
[σx−ν(σy+σz)], εy =

1

E
[σy−ν(σx+σz)], εz =

1

E
[σz −ν(σx+σy)]. (2.30)
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Calculando-se tr(ε):

tr(ε) = εx + εy + εz (2.31)

=
1

E
[(σx + σy + σz)− 2ν(σx + σy + σz)] (2.32)

=
1− 2ν

E
(σx + σy + σz) (2.33)

=
1− 2ν

E
tr(σ), (2.34)

observa-se que

ν =
1

2
⇒ tr(ε) = 0. (2.35)

Logo, se o coeficiente de Poisson tende a 1
2
, a deformação tende a ser isocórica, uma vez que

o traço do tensor das deformações tende a zero.

2.5 Problema de equilíbrio

O sólido Ω tem contorno ∂Ω que pode ser decomposto em uma parcela Γg – onde os
deslocamentos são prescritos – e outra parcela Γh – onde as forças de contato são prescritas.
Γg e Γh devem ser tais que

Γg ∪ Γh = ∂Ω, (2.36)

Γg ∩ Γh = ∅. (2.37)

Ou seja, Γg e Γh representam dois subconjuntos (que não se intersectam) do conjunto
∂Ω, fronteira do domínio Ω.

x

W

Gg

Gh h

f

Figura 2.2: Representação esquemática do problema de equilíbrio. Fonte: Mamiya (2021).

Nota-se que esse corpo está submetido a forças de contato, de campo e a deslocamentos
prescritos, tal que

• forças de contato h : Γh → R3;
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• forças de campo f : Ω → R3;

• deslocamentos prescritos g : Γg → R3.

Para solucionar esse problema de equilíbrio, podem ser utilizados dois tipos de formula-
ção, a forte e a fraca.

2.5.1 Forma forte

De acordo com Fish e Belytschko (2007, p. 41),

"a formulação forte consiste em descrever o sistema físico considerando-se as
equações governantes e as condições de contorno. A equações governantes são
normalmente Equações Diferenciais Parciais (EDPs), mas no caso unidimensi-
onal são Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs)".

O problema de equilíbrio em questão, descrito na formulação forte, se dá por:

“Dados f : Ω → R3, h : Γh → R3 e g : Γg → R3, determinar o campo de deslocamentos
u : Ω → R3 tal que

divσ(u) + f = 0, sobre Ω; (2.38)

σ(u)n = h, sobre Γh; (2.39)

u = g, sobre Γg; (2.40)

em que σ(u) = D ε(u), ε = 1
2
(∇u+∇Tu)”.

De acordo com Hughes (1987), no contexto do método de elementos finitos, a intenção
é desenvolver uma solução aproximada para o problema de equilíbrio, uma vez que a apli-
cação desse método pode ser feita em situações muito complexas em que não se encontram
soluções exatas.

2.5.2 Forma fraca

A formulação fraca, também chamada de forma variacional, utiliza dois elementos im-
portantes, a solução tentativa e a função peso, para descrever o problema de equilíbrio
(HUGHES, 1987):

“Dados f : Ω → R3, h : Γh → R3 e g : Γg → R3, determinar o campo de deslocamentos
u ∈ S tal que ∫

Ω

ε(w)σ(u) dΩ −
∫
Ω

wf dΩ −
∫
Γh

wh dΓ = 0 ∀w ∈ V , (2.41)
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onde σ(u) = Dε(u), ε = 1
2
(∇u+∇Tu)”, em que:

• A solução u é um elemento do conjunto de deslocamentos cinematicamente admissí-
veis:

S =
{
u : Ω → R3;u|Γg = g

}
; (2.42)

• Define-se o espaço das variações (ou o espaço dos deslocamentos virtuais):

V =
{
w : Ω → R3;w|Γg = 0

}
. (2.43)

Nota-se que a formulação variacional consiste em reescrever a equação diferencial na
forma de uma integral, a qual pode ser chamada de Princípio dos Trabalhos Virtuais (FISH;
BELYTSCHKO, 2007):

“O trabalho virtual de todas as forças – internas e externas – de um sistema em
equilíbrio é igual a zero, para qualquer deslocamento virtual considerado”.

Da formulação fraca, observa-se que o produto interno entre o tensor de deformação ε e
o tensor tensão σ é dado por

εσ =


ε1 ε12 ε13

ε12 ε2 ε23

ε13 ε23 ε3



σ1 σ12 σ13

σ12 σ2 σ23

σ13 σ23 σ3


= ε1σ1 + ε2σ2 + ε3σ3 + 2ε23σ23 + 2ε13σ13 + 2ε12σ12

=
[
ε1 ε2 ε3 2 ε23 2 ε13 2 ε12

]


σ1

σ2

σ3

σ23

σ13

σ12


= εTσ.

(2.44)

Além disso, considerando σ(u) = Dε(u), a formulação fraca pode ser reescrita como∫
Ω

εT (w)Dε(u) dΩ −
∫
Ω

wT f dΩ −
∫
Γh

wTh dΓ = 0 ∀w ∈ V . (2.45)

O espaço vetorial dos deslocamentos virtuais tem dimensão infinita, de modo que, para
encontrar a solução do problema de equilíbrio, aproxima-se a solução através da Aproxima-
ção de Galerkin, de modo que:
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• pesquisa-se a solução aproximada uh em um subconjunto Sh ⊂ S;

• impõe-se a equação variacional de maneira aproximada sobre um subespaço Vh ⊂ V
de dimensão finita nh:∫
Ω

εT (wh)Dε(uh) dΩ −
∫
Ω

whT f dΩ −
∫
Γh

whTh dΓ = 0 ∀wh ∈ Vh. (2.46)

Nesse sentido, tem-se que

Sh = {uh : Ω → R2; uh|Γg = g} (2.47)

e
Vh = {wh : Ω → R2; wh|Γg = 0}. (2.48)

Assim, os elementos do subconjunto das aproximações de deslocamentos cinematica-
mente admissíveis podem ser escritos como

uh = vh + gh, onde

 vh ∈ Vh,

gh ∈ Sh qualquer.
(2.49)

Observa-se que
uh|Γg = vh|Γg︸ ︷︷ ︸

=0

+gh|Γg︸ ︷︷ ︸
=g

= g, (2.50)

de modo que, substituindo uh|Γg na equação discretizada, a formulação variacional pode ser
reescrita como:

“Determinar vh ∈ Vh tal que∫
Ω

εT (wh)D ε(vh) dΩ −
∫
Ω

whT f dΩ −
∫
Γh

whTh dΓ +

∫
Ω

εT (wh)D ε(gh) dΩ = 0

∀wh ∈ Vh ”. (2.51)
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2.5.2.1 Problemas planos

A solução aproximada vh pode ser escrita como uma combinação linear de elementos de
uma base de funções {N1, N2, . . .} do espaço Vh. Em problemas planos:

vh(x, y) =

vhx(x, y)
vhy (x, y)

 =

vx1N1(x, y) + vx2N2(x, y) + . . .

vy1N1(x, y) + vy2N2(x, y) + . . .



=

N1(x, y) 0 N2(x, y) 0 . . .

0 N1(x, y) 0 N2(x, y) . . .


︸ ︷︷ ︸

N(x, y)


vx1

vy1

vx2

vy2
...


︸ ︷︷ ︸
V

(2.52)

∴ vh(x, y) = N(x, y)V, (2.53)

de modo que cada coluna de N é um elemento de base de Vh.

Analogamente, também pode-se escrever as componentes (wh
x, w

h
y ) de wh como uma

combinação linear das funções N1(x, y), N2(x, y), . . ., tal que

wh(x, y) =

wh
x(x, y)

wh
y (x, y)



=

N1(x, y) 0 N2(x, y) 0 . . .

0 N1(x, y) 0 N2(x, y) . . .


︸ ︷︷ ︸

N(x, y)


wx1

wy1

wx2

wy2

...


︸ ︷︷ ︸
W

(2.54)

∴ wh(x, y) = N(x, y)W. (2.55)

Nesse contexto, o tensor de deformação também pode ser escrito utilizando-se as funções
de base N1(x, y), N2(x, y), . . . Desse modo, no estado plano de deformação (em que εz =
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εyz = εxz = 0), tem-se que

ε(vh) =


εx(v

h
x , v

h
y )

εy(v
h
x , v

h
y )

2 εxy(v
h
x , v

h
y )

 =


vhx,x

vhy,y

vhx,y + vhy,x



=


N1,x 0 N2,x 0 . . .

0 N1,y 0 N2,y . . .

N1,y N1,x N2,y N2,x . . .


︸ ︷︷ ︸

B


vx1

vy1

vx2

vy2
...


︸ ︷︷ ︸
V

.

(2.56)

Ou seja, o tensor de deformação em função da solução aproximada, vh, pode ser escrito
como

ε(vh) = BV. (2.57)

Analogamente, a deformação em função do deslocamento virtual, wh, é dada por

ε(wh) = BW. (2.58)

Já no caso da função gh, o procedimento é semelhante e escreve-se gh como combinação
linear das funções, N̂1, N̂2, . . . No entanto, estas não são funções de base, uma vez que o
conjunto dos deslocamentos cinemáticos admissíveis, S , não é um espaço vetorial. Assim,
tem-se que

ε(gh) =


εx(g

h
x , g

h
y )

εy(g
h
x , g

h
y )

2εxy(g
h
x , g

h
y )

 =


ghx,x

ghy,y

ghx,y + ghy,x



=


N̂1,x 0 N̂2,x 0 . . .

0 N̂1,y 0 N̂2,y . . .

N̂1,y N̂1,x N̂2,y N̂2,x . . .


︸ ︷︷ ︸

B̂


gx1

gy1

gx2

gy2
...


︸ ︷︷ ︸
G

(2.59)

∴ ε(gh) = B̂G. (2.60)

Além disso, observa-se que o tensor de elasticidade, D, no estado plano de deformação,
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é dado por

D =


λ+ 2µ λ 0

λ λ+ 2µ 0

0 0 µ

 . (2.61)

Nesse sentido, fazendo-se as devidas transformações, a forma discretizada da equação
variacional de equilíbrio, Eq. (2.51), pode ser reescrita como

WT

(∫
Ω

BTDB dΩV −
∫
Ω

NT f dΩ −
∫
Γh

NTh dΓ +

∫
Ω

BTDB̂G dΩ

)
= 0

∀W ∈ Rnh

, (2.62)

uma vez que
εT (wh) = WTBT , (2.63)

ε(vh) = BV, (2.64)

ε(gh) = B̂G, (2.65)

whT = WTNT . (2.66)

A Eq. (2.62) estabelece uma relação de ortogonalidade entre a expressão entre parênteses
e os elementos W ∈ Rnh , logo essa expressão é o elemento 0 de Rnh . Dessa forma, tem-se∫

Ω

BTDB dΩV =

∫
Ω

NT f dΩ +

∫
Γh

NTh dΓ −
∫
Ω

BTDB̂G dΩ, (2.67)

representando um sistema de equações lineares

KV = F, (2.68)

em que

K =

∫
Ω

BTDB dΩ (2.69)

é a matriz de rigidez e

F =

∫
Ω

NT f dΩ +

∫
Γh

NTh dΓ −
∫
Ω

BTDB̂G dΩ (2.70)

é o vetor de carregamentos, estando o primeiro termo associado às forças de campo, Ff , o
segundo, às forças de contato, Fc, e o terceiro, às forças internas, Fi.
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2.6 Método dos Elementos Finitos

Até então, foi visto que o Método de Galerkin propõe uma solução aproximada para
o problema de equilíbrio representado na formulação fraca ou variacional. O método dos
elementos finitos, por sua vez, é uma estratégia possível para a construção de bases para o
espaço discretizado Vh.

A metodologia se dá pela partição do domínio Ω em triângulos, quadriláteros, nos casos
de problemas 2D ou em tetraedros, hexaedros, etc, nos casos de problemas 3D, como pode
ser observado na Fig. 2.3.

(a) Domínio bidimensional partido em triângulos (b) Domínio bidimensional partido em quadriláteros

(c) Domínio tridimensional partido em tetraedros (d) Domínio tridimensional partido em hexaedros

Figura 2.3: Partição de domínios bi e tridimensionais. Fonte: Mamiya (2021).
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A partir dessa partição do domínio, denomina-se cada parte como um elemento e cada
vértice dos elementos como um nó ou ponto nodal, como pode ser visualizado na Fig. 2.4.
Podem-se definir nós também nas arestas, faces ou no interior dos elementos.

Figura 2.4: Representação esquemática dos nós e elementos do domínio repartido. Fonte:
Mamiya (2021).

A par dessas informações, definem-se as funções de base para cada um dos elementos.
Essas são funções polinomiais e assumem valor unitário no ponto nodal a que se referem, e
valor nulo nos demais pontos nodais, ou seja: Ni(xi, yi) = 1, se (xi, yi) são as coordenadas do nó i,

Ni(xj, yj) = 0, se (xj, yj) são as coordenadas dos demais pontos nodais, ou seja j ̸= i.

Isso pode ser melhor visualizado na Fig. 2.5

Figura 2.5: Representação esquemática da função de base Ni(x, y). Fonte: Mamiya (2021).

Então, as componentes de vh, (vx, vy), podem ser escritas como combinação linear das
funções de base, tal que

vhx(x, y) =
∑

vxiNi(x, y) (2.71)

e
vhy (x, y) =

∑
vyiNi(x, y), (2.72)

em que os coeficientes vxi e vyi, que multiplicam as funções de base Ni(x, y) previamente
estabelecidas, são as incógnitas do problema de elementos finitos a ser solucionado.
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Nesse contexto, o método de elementos finitos consiste em uma metodologia para cons-
truir as funções de base para o espaço de variações Vh.

Figura 2.6: Elemento finito para a construção das funções de base. Fonte: Mamiya (2021).

Para o elemento da Fig. 2.6 a função de base é dada por uma função linear da forma,

Ni|e(x, y) = a+ bx+ cy, (2.73)

respeitando-se as condições de contorno
Ni(xi, yi) = a+ bxi + cyi = 1,

Ni(xj, yj) = a+ bxj + cyj = 0,

Ni(xk, yk) = a+ bxk + cyk = 0.

(2.74)

A solução desse sistema fornece:
a = 1

∆
(xjyk − xkyj),

b = 1
∆
(yj − yk),

c = 1
∆
(xk − xj),

(2.75)

em que
∆ = xi(yj − yk) + xj(yk − yi) + xk(yi − yj). (2.76)

De posse das funções de base, calcula-se a matriz de rigidez a partir das derivadas parciais
das funções de base. Para o elemento triangular em questão, representado na Fig. 2.6, têm-se
derivadas constantes:

∂Ni

∂x
|e = b e

∂Ni

∂y
|e = c. (2.77)

Em problemas planos, os elementos finitos podem ser triangulares ou quadrilaterais. De-
pendendo da geometria e do número de nós do elemento finito, definem-se funções de base
específicas, que podem ser polinômios lineares, quadráticos ou de ordem superior, dentro
de cada elemento. Este trabalho se desenvolve sobre elementos quadrilaterais descritos por
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funções polinomiais lineares e quadráticas. Em seguida esses elementos serão apresentados
em detalhe.
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Capítulo 3

Elementos quadrilaterais com funções de
base lineares e quadráticas

Como foi abordado na Seção 2.6 deste trabalho, o Método de Elementos Finitos propõe
uma metodologia para a construção das funções de base. Essas funções de base são funções
polinomiais que podem ser lineares ou quadráticas. O exemplo mostrado na Seção 2.6 se
refere a uma função de base linear triangular, mas são interesse de estudo neste projeto as
funções de base lineares e quadráticas que descrevem os elementos quadrilaterais.

3.1 Matriz de rigidez

No caso de elementos bidimensionais, como é o caso dos quadrilaterais abordados neste
capítulo, a matriz de rigidez é dada por

K =

∫
x

∫
y

BTDB dy dx. (3.1)

Sabe-se que as componentes do operador deformação-deslocamento volumétrico, B, são
as funções de base. Logo, é necessário definir essas funções para os elementos quadrilaterais.

3.1.1 Elemento quadrilateral com 4 nós

Os elementos quadrilaterais com 4 nós são elementos que possuem 4 vértices com 1
ponto nodal em cada vértice, como o representado na Fig. 3.1.

A função de base que descreve esse elemento é uma função bilinear dada por

Ni|e(x, y) = a1 + a2x+ a3y + a4xy. (3.2)
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Figura 3.1: Elemento quadrilateral com 4 nós. Fonte: Mamiya (2021).

Observa-se para esse caso, diferentemente do elemento triangular, que as derivadas par-
ciais das funções de base, bem como o integrando da matriz de rigidez não são constantes.
Além disso, os limites de integração, x e y, são variáveis, como é observado na Fig. 3.2 que
mostra a região de integração do elemento quadrilateral com 4 nós.

Figura 3.2: Região de integração do elemento quadrilateral com 4 nós. Fonte: Mamiya
(2021).

Pode ser conveniente calcular a integral da matriz de rigidez sobre um quadrado biuni-
tário, nos termos das coordenadas do sistema local (ξ, η), para facilitar a integração desse
elemento, em que ξ, η ∈ [−1, 1]. Nesse contexto, faz-se uma mudança de variáveis, como é
ilustrado na Fig. 3.3.

Dessa forma, a integral é escrita com limites de integração fixos em cada dimensão como∫
Ωe

f(x, y)dΩ =

∫ +1

−1

∫ +1

−1

f(x(ξ, η), y(ξ, η))j(ξ, η) dξ dη, (3.3)

em que j(ξ, η) é o determinante da matriz Jacobiana do mapeamento (dξ, dη) 7→ (dx, dy),
ou seja,

j(ξ, η) = det

∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

 . (3.4)
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Figura 3.3: Representação do elemento quadrilateral com 4 nós nas coordenadas dos siste-
mas local (ξ, η) e global (x, y). Fonte: Mamiya (2021).

Assim, as funções de base, Ni(ξ, η), que descrevem esse elemento em coordenadas do
sistema local, são dadas por

Ni(ξ, η) = a1 + a2ξ + a3η + a4ξη, (3.5)

respeitando-se as condições de contorno

Ni(ξj, ηj) =

1, se i = j,

0, se i ̸= j.
(3.6)

Aplicando as condições de contorno da Eq. (3.6) na Eq. (3.5), obtêm-se as funções de
base associadas a cada nó do elemento quadrilateral com 4 nós. Essas funções polinomiais
são dadas pelas expressões

N1(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1− η), (3.7)

N2(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1− η), (3.8)

N3(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η), (3.9)

N4(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1 + η). (3.10)
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As derivadas parciais dessas funções, em relação a ξ e η, são dadas por

N1,ξ = −1

4
(1− η), (3.11)

N2,ξ =
1

4
(1− η), (3.12)

N3,ξ =
1

4
(1 + η), (3.13)

N4,ξ = −1

4
(1 + η), (3.14)

N1,η = −1

4
(1− ξ), (3.15)

N2,η = −1

4
(1 + ξ), (3.16)

N3,η =
1

4
(1 + ξ), (3.17)

N4,η =
1

4
(1− ξ). (3.18)

As derivadas parciais das funções de base em relação a x e y, que compõem a matriz B,
podem ser calculadas como[

Ni,x

Ni,y

]
=

1

j

[
y,η −y,ξ

−x,η x,ξ

] [
Ni,ξ

Ni,η

]
, (3.19)

em que

j = det

[
x,ξ y,ξ

x,η y,η

]
(3.20)

e

x,ξ(ξ, η) =
4∑
i

xi Ni,ξ(ξ, η), x,η(ξ, η) =
4∑
i

xi Ni,η(ξ, η), (3.21)

y,ξ(ξ, η) =
4∑
i

yiNi,ξ(ξ, η), y,η(ξ, η) =
4∑
i

yi Ni,η(ξ, η). (3.22)

3.1.2 Elemento quadrilateral com 8 nós

Os elementos quadrilaterais com 8 nós são elementos que possuem 1 ponto nodal em
cada vértice e 1 ponto nodal no meio de cada aresta.

Assim como o elemento quadrilateral com 4 nós, pode ser conveniente descrever o ele-
mento quadrilateral com 8 nós utilizando-se coordenadas do sistema local (ξ, η), fazendo-se
um mudança de variáveis para as coordenadas do quadrado biunitário, como ilustrado na
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Fig. 3.4.

Figura 3.4: Representação do elemento quadrilateral com 8 nós nas coordenadas dos siste-
mas local (ξ, η) e global (x, y). Fonte: Mamiya (2021).

As funções de base, Ni(ξ, η), que descrevem esse elemento em coordenadas do sistema
local, são dadas por

Ni(ξ, η) = a1 + a2ξ + a3η + a4ξη + a5ξ
2η + a6ξη

2 + a7ξ
2 + a8η

2, (3.23)

respeitando-se as condições de contorno

Ni(ξj, ηj) =

1, se i = j,

0, se i ̸= j,
(3.24)

de modo que cada função de base do elemento assume uma forma, conforme é ilustrado na
Fig. 3.5.

Figura 3.5: Funções de base do elemento, associados aos nós de vértices e de arestas. Fonte:
Mamiya (2021).

Respeitando as condições de contorno da Eq. (3.24), obtêm-se as funções de base asso-
ciadas a cada nó do elemento quadrilateral de 8 nós. Essas funções polinomiais são dadas

24



pelas expressões

N1(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1− η) (−ξ − η − 1), (3.25)

N2(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1− η) (ξ − η − 1), (3.26)

N3(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η) (ξ + η − 1), (3.27)

N4(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1 + η) (−ξ + η − 1), (3.28)

N5(ξ, η) =
1

2
(1− ξ2) (1− η), (3.29)

N6(ξ, η) =
1

2
(1 + ξ) (1− η2), (3.30)

N7(ξ, η) =
1

2
(1− ξ2) (1 + η), (3.31)

N8(ξ, η) =
1

2
(1− ξ) (1− η2). (3.32)

As derivadas parciais dessas funções, em relação a ξ e η, são dadas por

N1,ξ =
1

4
(2ξ + η) (1− η), (3.33)

N2,ξ =
1

4
(2ξ − η) (1− η), (3.34)

N3,ξ =
1

4
(2ξ + η) (1 + η), (3.35)

N4,ξ =
1

4
(2ξ − η) (1 + η), (3.36)

N5,ξ = −ξ (1− η), (3.37)

N6,ξ =
1

2
(1− η2), (3.38)

N7,ξ = −ξ (1 + η), (3.39)

N8,ξ = −1

2
(1− η2), (3.40)
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N1,η =
1

4
(1− ξ) (ξ + 2η), (3.41)

N2,η =
1

4
(1 + ξ) (−ξ + 2η), (3.42)

N3,η =
1

4
(1 + ξ) (ξ + 2η), (3.43)

N4,η =
1

4
(1− ξ) (−ξ + 2η), (3.44)

N5,η = −1

2
(1− ξ2), (3.45)

N6,η = −(1 + ξ) η, (3.46)

N7,η =
1

2
(1− ξ2), (3.47)

N8,η = −(1− ξ) η. (3.48)

As derivadas parciais das funções de base em relação a x e y, que compõem a matriz B,
podem ser calculadas como[

Ni,x

Ni,y

]
=

1

j

[
y,η −y,ξ

−x,η x,ξ

] [
Ni,ξ

Ni,η

]
, (3.49)

em que

j = det

[
x,ξ y,ξ

x,η y,η

]
(3.50)

e

x,ξ(ξ, η) =
8∑
i

xi Ni,ξ(ξ, η), x,η(ξ, η) =
8∑
i

xi Ni,η(ξ, η), (3.51)

y,ξ(ξ, η) =
8∑
i

yiNi,ξ(ξ, η), y,η(ξ, η) =
8∑
i

yi Ni,η(ξ, η). (3.52)

3.1.3 Solução numérica das integrais

O Método dos Elementos Finitos envolve cálculos de integrais. Pode ser conveniente que
as soluções das integrais sobre cada elemento Ωe sejam calculadas numericamente, ou seja,
pode-se aproximar a integral com a quadratura de Gauss, dada por∫ 1

−1

g(ξ)dξ ∼=
nint∑
l=1

g(ξ̃l)Wl, (3.53)

em que nint é o número de pontos de integração, ξ̃l é a coordenada do l-ésimo ponto de
integração e Wl é o peso do l-ésimo ponto de integração.

26



Existem diversas fórmulas para integração numérica disponíveis na literatura, tais como
a Regra do Trapézio, as Regras de Simpson, etc. No entanto, como mencionado em Hughes
(1987, p. 141), o método de integração de Gauss é ideal porque fornece a melhor aproxima-
ção considerando-se o menor número de pontos de integração: alcança-se acurácia de ordem
O(2nint) para nint pontos de integração.

3.1.3.1 Solução numérica da matriz de rigidez dos elementos quadrilaterais

Para a solução do problema de equilíbrio na sua forma variacional, é necessário calcu-
lar a matriz de rigidez sobre cada elemento Ωe do domínio Ω. A integração da matriz de
rigidez, calculada numericamente empregando-se a quadratura de Gauss, sobre o elemento
biunitário, pode ser expressa como

Ke =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

BT DB j(ξ, η) dξ dη ≈
nint∑
b=1

nint∑
a=1

(
BT DB j(ξ, η)

)
(ξ̄a, η̄b)wa wb, (3.54)

em que wa e wb são os pesos associados a cada ponto de Gauss, em cada direção, e nint é a
quantidade de pontos de integração.

3.1.4 Integração plena e reduzida para o elemento quadrilateral com 4
nós

Em problemas de elasticidade linear plana em que se usam elementos quadrilaterais com
4 nós, pode-se aproximar a solução empregando integração numérica com 4 pontos de Gauss
– 2 em cada direção, ξ e η (integração plena), como mostrado na Fig. 3.6 ou com 1 ponto de
Gauss (integração reduzida), como ilustrado na Fig. 3.7.

Figura 3.6: Pontos de Gauss para integração plena em elemento quadrilateral com 4 nós.
Fonte: Mamiya (2021).
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Figura 3.7: Pontos de Gauss para integração reduzida em elemento quadrilateral com 4 nós.
Fonte: Mamiya (2021).

Empregando 2 pontos de Gauss em cada direção (integração plena), de acordo com o
método da Quadratura de Gauss, os pesos associados aos pontos de Gauss na integração
numérica são os elencados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Pesos e coordenadas associados aos pontos de Gauss do elemento quadrilateral
com 4 nós empregando-se integração plena.

a, b ξ̄a η̄b wa, wb

1 − 1√
3

− 1√
3

1

2 1√
3

1√
3

1

Empregando 1 ponto de Gauss em cada direção (integração reduzida), de acordo com
o método da Quadratura de Gauss, o procedimento é o mesmo que o do caso da integração
plena, mas, como só se tem 1 ponto de integração, o peso se altera, como mostrado na Tabela
3.2.

Tabela 3.2: Pesos e coordenadas associados aos pontos de Gauss do elemento quadrilateral
com 4 nós empregando-se integração reduzida.

a, b ξ̄a η̄b wa, wb

1 0 0 2
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3.1.5 Integração plena e reduzida para o elemento quadrilateral com 8
nós

No caso dos elementos quadrilaterais com 8 nós, pode-se aproximar a solução empre-
gando integração numérica com 9 pontos de Gauss – 3 em cada direção, ξ e η (integração
plena), como mostrado na Fig. 3.8 ou com 4 pontos de Gauss – 2 em cada direção, ξ e η

(integração reduzida), como ilustrado na Fig. 3.9.

Figura 3.8: Pontos de Gauss para integração plena em elemento quadrilateral com 8 nós.
Fonte: Mamiya (2021).

Figura 3.9: Pontos de Gauss para integração reduzida em elemento quadrilateral com 8 nós.
Fonte: Mamiya (2021).

Empregando 3 pontos de Gauss em cada direção (integração plena), de acordo com o
método da Quadratura de Gauss, os pesos associados aos pontos de Gauss na integração
numérica são os elencados na Tabela 3.3.

Empregando 4 pontos de Gauss em cada direção (integração reduzida), as coordenadas
e os pesos para o elemento quadrilateral com 8 nós com integração reduzida são os mesmos
do elemento do elemento quadrilateral com 4 nós, elencados na Tabela 3.1.
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Tabela 3.3: Pesos e coordenadas associados aos pontos de Gauss do elemento quadrilateral
com 8 nós empregando-se integração plena.

a, b ξ̄a η̄b wa, wb

1 −
√

3
5

−
√

3
5

5
9

2 0 0 8
9

3
√

3
5

√
3
5

5
9

3.2 Vetor das forças de contato

Na Seção 2.5 foi apresentado o vetor de carregamentos. Esse vetor é composto pelas
integrais das forças de campo, das forças de contato e dos deslocamentos prescritos. O vetor
das forças de contato é representado na Eq. (3.55). Para efeito de simplificação, considera-se
que a densidade de força de contato, h, é constante sobre cada elemento.

Fc, e =

∫
Γe

NT (x, y)h dΓ (3.55)

Para a integração das forças de contato também se emprega uma mudança de variáveis
das coordenadas (x, y) do contorno para a variável local ξ ∈ [−1, 1] Desse modo, a Eq.
(3.55) é reescrita, em função da coordenada local (ξ), como

Fc, e =

∫
Γe

NT (x, y)h dΓ =

∫ 1

−1

NT (x(ξ), y(ξ))h ||x,ξ(ξ)|| dξ, (3.56)

em que

x(ξ) =

[
x(ξ)

y(ξ)

]
, x,ξ(ξ) =

[
x,ξ(ξ)

y,ξ(ξ)

]
. (3.57)

3.2.1 Vetor das forças de contato no elemento quadrilateral com 4 nós

A Fig. 3.10 ilustra a mudança de variáveis para o contorno do elemento quadrilateral
com 4 nós. As coordenadas no contorno podem ser descritas em função de um sistema de
coordenadas local ξ ∈ [−1, 1] como

x(ξ) =
2∑

i−1

xi Ni(ξ), y(ξ) =
2∑

i−1

yi Ni(ξ), (3.58)
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Figura 3.10: Força de contato constante no contorno do elemento quadrilateral com 4 nós
nos sistemas de coordenadas local ξ e globais (x, y) com 1 ponto de Gauss. Fonte: Mamiya
(2021).

em que as funções de base,

N1(ξ) =
1

2
(1− ξ), (3.59)

N2(ξ) =
1

2
(1 + ξ), (3.60)

são ilustradas na Fig. 3.11.

Figura 3.11: Funções de base no contorno com 2 nós. Fonte: Mamiya (2021).

As derivadas parciais das funções de base Ni(ξ), em relação a ξ, são

N1,ξ = −ξ

2
, N2,ξ =

ξ

2
. (3.61)

As derivadas x,ξ e y,ξ, por sua vez, são

x,ξ(ξ) =
2∑

i−1

xi Ni,ξ(ξ), y,ξ(ξ) =
2∑

i−1

yi Ni,ξ(ξ). (3.62)
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Assim, a Eq. (3.56), do vetor de forças de contato aplicada no contorno, integrada em ξ,
é expressa por

Fc, e =

∫ 1

−1

NT (x(ξ), y(ξ))h ||x,ξ(ξ)|| dξ ≈ 2NT (0)h ||xξ̄(0)|| . (3.63)

3.2.2 Vetor das forças de contato no elemento quadrilateral com 8 nós

A Fig. 3.12 ilustra a mudança de variáveis para o contorno do elemento quadrilateral
com 8 nós.

Figura 3.12: Força de contato constante no contorno do elemento quadrilateral com 8 nós
nos sistemas de coordenadas local ξ e global (x, y) com 2 pontos de Gauss. Fonte: Mamiya
(2021).

As coordenadas no contorno podem ser descritas em função de um sistema de coordena-
das local ξ ∈ [−1, 1] como

x(ξ) =
3∑

i−1

xi Ni(ξ), y(ξ) =
3∑

i−1

yi Ni(ξ), (3.64)

em que as funções de base,

N1(ξ) =
1

2
(ξ2 − ξ), (3.65)

N2(ξ) =
1

2
(ξ2 + ξ), (3.66)

N3(ξ) = 1− ξ2, (3.67)

são ilustradas na Fig. 3.13.
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x

1
N (x)1

x

1

N (x)2
N (x)3

x1 23 1 23 1 23

Figura 3.13: Funções de base no contorno com 3 nós. Fonte: Mamiya (2021).

As derivadas parciais das funções de base Ni(ξ), em relação a ξ, são

N1,ξ = ξ − 1

2
, N2,ξ = ξ +

1

2
, N3,ξ = −2ξ. (3.68)

As derivadas x,ξ e y,ξ são

x,ξ(ξ) =
3∑

i−1

xi Ni,ξ(ξ), y,ξ(ξ) =
3∑

i−1

yi Ni,ξ(ξ). (3.69)

Assim, a Eq. (3.56), do vetor de forças de contato aplicada no contorno, integrada em ξ,
é expressa por

Fc, e =

∫ 1

−1

NT (x(ξ), y(ξ))h ||x,ξ(ξ)|| dξ ≈
2∑

a=1

NT (ξ̄a)h ||x,ξ̄a(ξ)||wa, (3.70)

em que os pesos associados aos pontos de Gauss na integração numérica são os elencados
na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Pesos e coordenadas associados aos pontos de Gauss no contorno do elemento
quadrilateral de 8 nós.

a ξ̄a w

1 − 1√
3

1

2 1√
3

1
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Capítulo 4

Locking e Hourglass

O presente capítulo apresenta os dois efeitos computacionais espúrios que ocorrem na
simulação de elementos finitos e levam as análises a resultados não coerentes, associados à
rigidez insuficiente ou excessiva do elemento sob condições de deformação a volume cons-
tante. Esses erros na acurácia das soluções estão associados aos métodos de aproximação de
soluções, como é o caso do método de elementos finitos.

4.1 Locking

O locking, ou travamento, é um efeito computacional espúrio, representado por uma
rigidez excessiva do sólido, quando a formulação não consegue descrever adequadamente as
deformações de materiais incompressíveis em nível do elemento.

Esse efeito pode ser visualizado na Fig. 4.1, que ilustra dois elementos planos trian-
gulares sob deformação isocórica. Para que a deformação seja incompressível, o elemento
em questão, deve manter a área (A = base × altura) inalterada, mesmo sob distorção.
Respeitando-se essa condição, na primeira imagem da figura, observa-se, então, que o nó
superior direito do elemento possui apenas um grau de liberdade (deslocamento vertical). O
mesmo ocorre para o nó superior do elemento ilustrado na imagem do meio, em que o grau
de liberdade é apenas de deslocamento horizontal. Quando se unem os dois elementos, com
o nó superior direito comum a ambos, o nó passa a não ter grau de liberdade, de modo que a
solução resulta em uma rigidez sem significado físico, que caracteriza esse efeito espúrio de
deformação, denominado travamento.
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Figura 4.1: Representação da rigidez excessiva de um sistema com dois elementos triangu-
lares com deformação a volume constante. Fonte: Mamiya (2021).

4.2 Hourglass

Hourglass, ou mecanismo, é outro efeito computacional espúrio associado à deformações
isocóricas sob estado plano de deformações. É percebido quando se considera integração
reduzida de elementos quadrilaterais com 4 nós, em que é usado 1 ponto de Gauss (nas
coordenadas (ξ, η) = (0, 0)) para se integrar as contribuições das forças.

O efeito do hourglass pode ser visualizado na Fig. 4.2.

Figura 4.2: Modo espúrio de deformação cisalhante no elemento Q4: a distorção γ é nula no
ponto de integração reduzida, (ξ, η) = (0, 0). Fonte: Mamiya (2021).

Por simplicidade, as coordenadas dos sistemas local e global são coincidentes, i.e., x = ξ

e y = η.

Observa-se que, sob o campo de deslocamentos ilustrado, todos os pontos do elemento,
exceto os que estão sobre o eixo η, estão submetidos a deformação cisalhante, γxy, não nula.
De fato, tem-se

γxy = ux,y + uy,x, (4.1)

em que f,x = ∂f/∂x, f,y = ∂f/∂y.
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Considerando funções de base Na(x, y), a = 1, . . . , 4 sobre o elemento,

ux,y =
4∑

1=1

uxa Na,y, uy,x =
4∑

1=1

uya Na,x. (4.2)

No exemplo ilustrado na Fig. 4.2, os deslocamentos nodais verticais uya são nulos, e,
portanto, uy,x = 0. Os deslocamentos nodais horizontais, ux, por sua vez, são expressos pelo
vetor

[ux] =
[
−û û −û û

]T
. (4.3)

E as derivadas parciais Na,y são

[N,y](ξ, η) =
[
−1

4
(1− ξ) −1

4
(1 + ξ) 1

4
(1 + ξ) 1

4
(1− ξ)

]T
, (4.4)

de modo que, no ponto de integração (0, 0),

[N,y](0, 0) =
[
−1/4 −1/4 1/4 1/4

]T
. (4.5)

Retomando a Eq. (4.1), fazendo-se as devidas substituições, tem-se

γxy(0, 0) = [ux]
T [N,y](0, 0) =

[
−û û −û û

]
−1/4

−1/4

1/4

1/4

 = 0. (4.6)

Desse modo, deduz-se que, no elemento em questão (sendo uya = 0), o valor da defor-
mação cisalhante, calculado em qualquer ponto em que ξ = 0, é nula, incluindo o ponto de
integração reduzida. Consequentemente, o valor da tensão é também nulo. Assim, observa-
se que o ponto de integração de Gauss não contabiliza a ação da distorção imposta sobre
o elemento. Logo, não há acúmulo de energia de deformação, levando o elementos a se
comportar de maneira espúria, como um mecanismo.

4.3 Relação entre a razão de restrição e o locking

É expresso em Hughes (1987, p. 209) que pode-se utilizar "uma abordagem heurística
para determinar a habilidade de um elemento se comportar bem em aplicações incompressí-
veis ou quase incompressíveis". Apesar de não ser uma formulação com um base matemática
forte e precisa, mostra-se como uma boa ferramenta para prever a tendência para locking do
elemento em estudo.
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A regra heurística é baseada na razão de restrição, r, definida como

r =
neq

nc

, (4.7)

em que neq representa o número de equações do problema e nc representa o número de
restrições de incompressibilidade – representado por

tr(ε) =

(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z

)
= div u = 0. (4.8)

Se essa razão, para o problema discreto, mimetiza a situação que ocorre em um sistema
contínuo, tem-se então uma situação ideal. Para o caso bidimensional, r deve assumir ideal-
mente o valor de 2, uma vez que neq = 2 e nc = 1. Nesse sentido, se o valor de r do sistema
discreto em estudo não se aproxima do valor de r do sistema contínuo correspondente, tem-
se as seguintes consequências – no caso de um sistema bidimensional:

• r = 2 – Relação ótima da razão de restrição;

• r > 2 – Restrição de incompressibilidade insuficiente – aproximação da condição de
incompressibilidade pode ser ruim;

• r < 2 – Restrição de incompressibilidade em excesso – tendência para locking.

Para exemplificar, calcula-se o valor de r para o elemento quadrilateral com 4 nós, com
integração reduzida e plena, ilustrados respectivamente nas Figs. 4.3 (b) e 4.3 (c).

Para encontrar o valor de nc, é necessário observar, no caso do elemento quadrilateral
com 4 nós, que

uh(x, y) =

uh
x(x(ξ), y(η))

uh
y(x(ξ), y(η))

 =

bξ0 + bξ1ξ + bξ2η + bξ3ξη

bη0 + bη1ξ + bη2η + bη3ξη

 , (4.9)

logo,
div uh = bξ1 + bξ3η + bη2 + bη3ξ = 0. (4.10)

Nos casos em que o elemento é integrado com apenas um ponto de Gauss, ξ = η = 0,
logo nc = 1, dado que para a condição "div uh = bξ1 + bξ3η+ bη2 + bη3ξ = 0" ser satisfeita,
apenas a condição

bξ1 + bη2 = 0 (4.11)

precisa ser verdadeira.
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(a) Elemento triangular linear. (b) Elemento quadrilateral com 4 nós e integra-
ção reduzida (1 ponto de Gauss).

(c) Elemento quadrilateral com 4 nós e integra-
ção plena (4 pontos de Gauss).

(d) Elemento quadrilateral com 8 nós e integra-
ção reduzida (4 pontos de Gauss).

Figura 4.3: Elementos clássicos. Fonte: Mamiya (2021).

Nos casos em que o elemento é integrado com 4 pontos de Gauss, (ξ, η) ̸= 0, logo, para
que "div uh = bξ1 + bξ3η + bη2 + bη3ξ = 0" seja satisfeita, tem-se 3 equações de restrição,
portanto nc = 3: 

bξ1 + bη2 = 0

bξ3 = 0

bη3 = 0.

(4.12)

Nesse sentido, o cálculo de r para os casos das Figs. 4.3 (b) e 4.3 (c) é tal que:

• (b) – neq = 2 e nc = 1 =⇒ r = 2;

• (c) – neq = 2 e nc = 3 =⇒ r = 2/3.
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4.4 Simulações para ilustração dos efeitos espúrios de de-
formação

É importante mencionar que o objetivo inicial deste trabalho era realizar a análise desses
efeitos computacionais por meio do software comercial Ansys e estudar formas de controle
no próprio software para evitar a incoerência nos resultados. Entretanto, por padrão, o Ansys
aplica automaticamente ferramentas de controle dos efeitos espúrios de locking e hourglass.
Tendo em vista os objetivos do presente estudo, encontrou-se dificuldade em desabilitar
completamente os mecanismos de controle automático do Ansys. Nesse contexto, optou-
se por uma mudança na metodologia dos estudos, passando-se a adotar o código acadêmico
de elementos finitos EFS (MAMIYA, 2022), desenvolvido no departamento de Engenharia
Mecânica da UnB, para a realização das simulações numéricas.

4.4.1 Efeito do locking

Inicialmente, para ilustrar o efeito espúrio de locking utilizou-se uma viga engastada na
extremidade esquerda e com a aplicação de uma força, F , na extremidade direita com as
seguintes características, como se visualiza na Fig. 4.4.

• Comprimento L = 160mm;

• Seção transversal retangular com altura h = 40mm e base b = 10mm;

• Momento de inércia I = bh3

12
;

• Módulo de elasticidade E = 200 GPa;

• Força F = 4000 N .

Figura 4.4: Representação esquemática de uma viga engastada. Fonte: Mamiya (2021).

A partir desse sistema, efetuou-se a solução analítica a fim de obter a maior deflexão da
viga, ou seja, na extremidade mais distante do engastamento.
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Sabe-se, portanto, que a deflexão da viga, W (ξ), considerando (ξ = x/L), é dada por

W (ξ) =
FL3

EI

(
ξ2

2
− ξ3

6

)
. (4.13)

Portanto, a deflexão na extremidade mais distante do engatamento é

W (1) = 0, 512mm.

Foi realizada, em contrapartida, a solução numérica desse exemplo, utilizando-se o EFS.
Para essa simulação é necessário, portanto, definir alguns critérios que servem como dados
para o código. São eles:

• Integração plena ou reduzida;

• Coeficiente de Poisson ν = 0, 3333 ou ν = 0, 4999.

Nesse caso, efetuaram-se três simulações diferentes combinando-se esses critérios, como
é mostrado nas Figs. 4.5, 4.6 e 4.7.

Na Fig. 4.5, em que ν = 0, 4999 e utilizou-se integração plena, observou-se que a
deflexão na linha central da viga foi de W (1) = 0.027 mm, o que representa um erro de
aproximadamente 95% em relação ao valor encontrado analiticamente. Desse modo, nota-
se que, quando foi empregada integração plena nesse exemplo, o sistema apresentou uma
rigidez muito maior a flexão, o que se deve ao locking na simulação computacional.

Figura 4.5: Simulação da deflexão da viga considerando-se integração plena e ν = 0, 4999.
Fonte: Autoria própria.

Visando resolver esse efeito espúrio, emprega-se integração reduzida em um material
ainda com ν = 0, 4999. Considera-se, portanto, apenas um ponto de Gauss para a integração
numérica. Desse modo, o resultado obtido para a deflexão é expresso na Fig. 4.6, em que
a deflexão na linha central da viga é W (1) = 0.420 mm, o que representa um erro de
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aproximadamente 18% em relação ao valor encontrado analiticamente. Presume-se que uma
concordância maior com o resultado analítico pode ser obtida por meio de uma discretização
mais refinada da malha, entretanto, o objetivo aqui é simplesmente ilustrar o efeito do locking
em situação de deformação quase incompressível.

Figura 4.6: Simulação da deflexão da viga considerando-se integração reduzida e ν =
0, 4999. Fonte: Autoria própria.

Por fim, empregou-se uma simulação considerando-se integração plena em um material
com ν = 0, 3333. Nesse caso, o resultado obtido para a deflexão é expresso na Fig. 4.7, em
que a deflexão na linha central da viga é W (1) = 0.422 mm, o que representa um erro de
aproximadamente 17, 5% em relação ao valor encontrado analiticamente.

Figura 4.7: Simulação da deflexão da viga considerando-se integração plena e ν = 0, 3333.
Fonte: Autoria própria.

Dessa maneira, para melhor visualização e comparação dos resultados, gerou-se um grá-
fico com os resultados das três soluções numéricas obtidas, juntamente com o resultado da
solução analítica, como é mostrado na Fig. 4.8.
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Figura 4.8: Gráfico comparativo das soluções numéricas e analítica para a deflexão da viga.
Fonte: Autoria própria.

Desse modo, é possível reiterar as seguintes observações:

• No caso de deformações quase incompressíveis, ν = 0, 4999, a rigidez é excessiva
quando se utiliza integração plena, caracterizando locking;

• Com integração reduzida o resultado se aproxima mais do analítico;

• Quando ν = 0, 3333, não se tem deformação quase incompressível e portanto não há
problema em se utilizar integração plena;

• As diferenças, ainda presentes, podem ser justificadas pelo baixo refinamento da ma-
lha.

4.4.2 Efeito do hourglass

Para ilustrar o hourglass, efetuou-se uma simulação numérica, empregando-se elementos
quadrilaterais com 4 nós e integração reduzida, em um sólido quadrilateral de dimensão
2 × 2. Esse sólido possui um apoio fixo no ponto nodal a esquerda e é imposto sobre ele
um deslocamento prescrito de 0, 1 no ponto nodal a direita, como pode ser observado na Fig.
4.9.
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Figura 4.9: Representação esquemática do efeito do hourglass em um sólido quadrilateral.
Fonte: Autoria própria.

A malha colorida na Fig. 4.9 é a representação da configuração material, enquanto a
malha em preto é a representação espacial do sólido. Nesse contexto, observa-se na con-
figuração deformada, que o material apresentou um modo espúrio de deformação, que é
o hourglass, também conhecido como checkerboard. Esse tipo de deformação ocorre pelo
fato de o sólido se comportar como um mecanismo, devido a um menor número de restrições
associado ao modo de integração escolhido.

Dessa maneira, esse efeito pode ocorrer em algumas regiões de sistemas maiores, devido
a restrições insuficientes. Nesse contexto, a integração reduzida, por vezes utilizada para
se contornar o efeito do locking, pode levar a um outro erro nas simulações de elementos
finitos, o hourglass.
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Capítulo 5

Elemento com Formulação B-bar

Como observado no Capítulo 4, podem ocorrer efeitos espúrios nas soluções com o mé-
todo de elementos finitos a depender do tipo de elemento e de integração que se usa. Desse
modo foram propostos diversos elementos que corrigem esses efeitos espúrios (PIAN; SU-
MIHARA, 1984; SIMO; RIFAI, 1990). Este capítulo, apresenta a formulação B-bar, tal
como apresentada por Hughes (1980), especificamente para estados planos de deformação.

5.1 Tensor de deformações – dedução das parcelas volumé-
trica e desviadora

O tensor de deformações lineares pode ser decomposto em uma parcela volumétrica e
uma parcela desviadora

εvol =
1

3
(tr ε) I, (5.1)

e = ε− 1

3
(tr ε) I. (5.2)

Suas representações matriciais são dadas por

[εvol] =


1
3
(εx + εy + εz) 0 0

0 1
3
(εx + εy + εz) 0

0 0 1
3
(εx + εy + εz)

 , (5.3)

[e] =


2
3
εx − 1

3
(εy + εz) εxy εxz

εxy
2
3
εy − 1

3
(εx + εz) εyz

εxz εyz
2
3
εz − 1

3
(εx + εy)

 . (5.4)
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No estado plano de deformações, as matrizes das Eqs. (5.3) e (5.4) podem ser escritas
como

[εvol] =


1
3
(εx + εy) 0 0

0 1
3
(εx + εy) 0

0 0 1
3
(εx + εy)

 , (5.5)

[e] =


2
3
εx − 1

3
εy εxy 0

εxy
2
3
εy − 1

3
εx 0

0 0 −1
3
εx − 1

3
εy

 . (5.6)

Pode ser conveniente representar esses tensores na forma vetorial. Assim, o tensor de
deformação volumétrica é representado como

[εvol] =


εvolx

εvoly

εvolz

0

 =



1
3
εx +

1
3
εy

1
3
εx +

1
3
εy

1
3
εx +

1
3
εy

0

 =
[
Bvol

1 . . . Bvol
nen

]
Ue, (5.7)

em que

Bvol
a =



1
3
Na,x

1
3
Na,y

1
3
Na,x

1
3
Na,y

1
3
Na,x

1
3
Na,y

0 0

 , a = 1, . . . , nen. (5.8)

e Ue = [u1x, u1y, . . . , unenx, uneny]
T é o vetor de deslocamentos nodais do elemento. Na,x

e Na,y representam as derivadas parciais das funções de base Na(x, y), a = 1, . . . , nen,
respectivamente em relação a x e a y e nen representa o número de nós por elemento.

Por sua vez, a representação vetorial do tensor de deformação desviadora é dada por

[e] =


ex

ey

ez

2 exy

 =



2
3
εx − 1

3
εy

−1
3
εx +

2
3
εy

−1
3
εx − 1

3
εy

2εxy

 =
[
Bdev

1 . . . Bdev
nen

]
Ue, (5.9)
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em que

Bdev
a =



2
3
Na,x −1

3
Na,y

−1
3
Na,x

2
3
Na,y

−1
3
Na,x −1

3
Na,y

Na,y Na,x

 , a = 1, . . . , nen. (5.10)

5.2 Formulação B-bar

Observou-se no Capítulo 4 que o locking está associado à incapacidade de um ele-
mento representar a deformação a volume constante, devido ao excesso de restrições do
tipo div u = 0. Empregar menos pontos de Gauss (integração reduzida) é uma forma de
reduzir o número de restrições desse tipo no elemento, entretanto, porém, pode culminar no
efeito hourglass. É nesse contexto que surge a proposição da Formulação B-bar.

A Formulação B-bar caracteriza-se pela substituição da matriz Bvol
a da Eq. (5.8) por uma

matriz modificada:

B̄vol
a =



1
3
N̄a,x

1
3
N̄a,y

1
3
N̄a,x

1
3
N̄a,y

1
3
N̄a,x

1
3
N̄a,y

0 0

 . (5.11)

Na matriz volumétrica modificada B̄vol
a , as funções de base N̄a substituem as funções de

base Na. Cada escolha para as funções N̄a define uma possibilidade de implementação do
elemento B̄.

5.3 Elemento Q4B̄

No presente estudo, implementa-se a formulação B-bar para o elemento quadrilateral
com 4 nós, em que os valores das derivadas parciais N̄a,x e N̄a,y dos termos associados à
parcela volumétrica da Eq. (5.11) são dados por Na,x(0, 0) e Na,y(0, 0).

Isso se aplica no cálculo das forças internas de um elemento Ωe,

Fi, e =

∫
Ωe

BT
e DBeUe dΩ (5.12)

=

∫
Ωe

(
B̄vol

e +Bdev
e

)T
D

(
B̄vol

e +Bdev
e

)
Ue dΩ. (5.13)
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Fazendo-se a distribuição, tem-se que

Fi, e =

∫
Ωe

B̄vol T
e DB̄vol

e Ue dΩ (5.14)

+

∫
Ωe

B̄vol T
e DBdev

e Ue dΩ +

∫
Ωe

Bdev T
e DB̄vol

e Ue dΩ (5.15)

+

∫
Ωe

Bdev T
e DBdev

e Ue dΩ. (5.16)

Então, para cálculo das forças internas de um elemento Ωe, nota-se que:

• o termo (5.14) envolve apenas termos volumétricos, portanto é integrado na forma
reduzida, ou seja, em (ξ, η) = (0, 0);

• o termo (5.16) envolve apenas termos desviadores, logo deve ser integrado na forma
plena;

• as integrais em (5.15) envolvem termos volumétricos e desviadores, associados res-
pectivamente a integrações reduzidas e plenas.

Dessa forma, integra-se o termo (5.14) utilizando-se 1 ponto de Gauss, o termo (5.16),
utilizando-se 4 pontos de Gauss e, para viabilizar a integração numérica dos termos (5.15),
sabe-se que a integração reduzida com 1 ponto de Gauss equivale à integração plena de
função constante, cujo valor é o calculado no ponto (ξ, η) = (0, 0). Logo,

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(ξ, η) dξ dη = 4 f(0, 0) =
4∑

i=1

f(0, 0), (5.17)

em que, a primeira igualdade se refere à integração reduzida com fator ponderador w = 4

e a segunda igualdade se refere a integração em 4 pontos de Gauss, com fator ponderador
w = 1 mas com o integrando calculado em (ξ, η) = (0, 0).

Assim, recuperando-se as Eqs. (5.12) e (5.13), a integração numérica do vetor das forças
internas pode ser calculada como∫

Ωe

BT
e DBeUe dΩ =

2∑
i=1

2∑
j=1

(
B̄vol

e (0, 0) +Bdev
e (ξ̃ij, η̃ij)

)T

D
(
B̄vol

e (0, 0) +Bdev
e (ξ̃ij, η̃ij)

)
Ue, (5.18)

em que as derivadas parciais N̄a,x e N̄a,y que compõem a matriz volumétrica modificada B̄vol
a

do elemento quadrilateral com 4 nós são dadas por

N̄a,x = Na,x(ξ = 0, η = 0), N̄a,y = Na,y(ξ = 0, η = 0). (5.19)
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É importante salientar que, no caso do elemento Q4B̄, a matriz do operador deformação-
deslocamento volumétrico tem dimensão 4 × 2nen, em que nen é o número de nós por
elemento. Isso ocorre pois o tensor de deformações, no estado plano de deformação, só tem
a componente εz anulada devido à soma da parcela volumétrica com a parcela desviadora.
Como a construção do elemento Q4B̄ envolve a substituição da matriz de volumétrica Bvol

a

pela matriz volumétrica modificada B̄vol
a , a soma dessas duas parcelas não é mais nula. Dessa

forma, é necessário incluir a linha da deformação na direção z εz na relação constitutiva.

Nesse sentido, para garantir a compatibilidade da operação matemática, é necessário tam-
bém construir o tensor de elasticidade, D, incluindo as dimensões associadas à deformação
εz. Assim, tem-se a matriz 4 × 4,

D =


λ+ 2µ λ λ 0

λ λ+ 2µ λ 0

λ λ λ+ 2µ 0

0 0 0 µ

 , (5.20)

para representar o tensor de elasticidade.
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Capítulo 6

Resultados e Discussões

O presente capítulo apresenta os resultados obtidos a partir das simulações realizadas
para se observar o comportamento de cada elemento estudado neste projeto. Os resultados
fornecidos pelo elemento Q4B̄ são comparados com os fornecidos pelos elementos Q4, Q4r,
Q8 e Q8r, avaliando-se como cada elemento representa as deformações a volume contante.

6.1 Membrana de Cook

Para melhor ilustrar os efeitos do locking e do hourglass, utilizou-se um problema que
é comumente utilizado como benchmarking – análise comparativa – para validação de pro-
gramas de elementos finitos em relação a condições de incompressibilidade. Trata-se da
membrana de Cook. (COOK, 1974)

Foi utilizado o exemplo de membrana de Cook com os dados encontrados na página da
web do CoFEA (Cooperation and Finite Element Analysis), uma iniciativa que visa popula-
rizar a aplicação de software open-source de simulação na resolução de problemas reais de
engenharia, cujos autores são Polanski e Dudek (2020). Foram consideradas as propriedades
do material listadas na Tabela 6.1 e a geometria, as dimensões e a carga apresentadas na Fig.
6.1.

Tabela 6.1: Valores de referência para as propriedade utilizadas no modelo do CoFEA

Módulo de Elasticidade Coeficiente de Poisson
E = 70 MPa ν = 0,4999
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Figura 6.1: Membrana de Cook. Fonte: Autoria própria.

A partir desses parâmetros, simulou-se com o código EFS o comportamento mecânico
da membrana de Cook empregando os elementos:

• Quadrilateral com 4 nós:

– Com integração reduzida (1 ponto de Gauss) – Q4r;

– Com integração plena (2× 2 pontos de Gauss) – Q4;

– Com formulação B-bar – Q4B̄;

• Quadrilateral com 8 nós:

– Com integração reduzida (2× 2 pontos de Gauss) – Q8r;

– Com integração plena (3× 3 pontos de Gauss) – Q8.

Efetuaram-se simulações com esses elementos variando-se o grau de refinamento entre
3, 7, 11, 21 e 51 nós por direção. Os resultados para o grau de refinamento de 11 nós por
direção é ilustrado nas Figs. 6.2, 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6.

Na Fig. 6.2 é apresentado o resultado do elemento Q4r. Verifica-se claramente o surgi-
mento do hourglass, uma deformação que não possui um significado físico. Essa deformação
excessiva, é resultante de uma rigidez reduzida do elemento, devido ao emprego de integra-
ção reduzida.
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Figura 6.2: Simulação da viga de Cook com elemento Q4r e discretização de 11 nós por
lado. Fonte: Autoria própria.

Ilustra-se na Fig. 6.3 o comportamento da membrana de Cook associada ao elemento
Q4. Observa-se nessa figura, comparando o resultado da deformação simulada com esse
elemento em relação à simulada com os demais elementos, que a membrana apresenta uma
rigidez excessiva, o que caracteriza locking.

Figura 6.3: Simulação da viga de Cook com elemento Q4 e discretização de 11 nós por lado.
Fonte: Autoria própria.

Já nas Figs. 6.4, 6.5 e 6.6 apresentam-se os comportamentos dos elementos Q4B̄, Q8r
e Q8 respectivamente. Nota-se que nestas três simulações o resultado da deformação é bem
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semelhante para o mesmo grau de refinamento com o mesmo número de nós por lado, 11.

Figura 6.4: Simulação da viga de Cook com elemento Q4B̄ e discretização de 11 nós por
lado. Fonte: Autoria própria.

Figura 6.5: Simulação da viga de Cook com elemento Q8r e discretização de 11 nós por
lado. Fonte: Autoria própria.

Evidencia-se que, no caso do elemento Q8r (Fig. 6.5), apesar do uso de integração re-
duzida, não se observa o efeito do hourglass, como foi observado na Fig. 6.2. Isso se deve
à maior quantidade de nós no elemento Q8r, e portanto, a um maior número de graus de
liberdade para representar deformação a volume constante, sem, entretanto, diminuir exces-
sivamente a rigidez ao cisalhamento.
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Figura 6.6: Simulação da viga de Cook com elemento Q8 e discretização de 11 nós por lado.
Fonte: Autoria própria.

Foi realizado um estudo de convergência de malha para identificar a influência do refi-
namento no resultado, variando-se a quantidade de nós por direção. Os valores do deslo-
camento máximo em y (uy máx) do nó superior direito, obtidos com os 5 tipos de elemento
implementados, são representados em função do número de nós por lado no gráfico da Fig.
6.7 e na Tabela 6.2. Os resultados relatados por Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005, pp. 375–
376), obtidos com o elemento de Pian e Sumihara (1984), também são representados na
figura, para efeito de comparação.

Tabela 6.2: Valores de uy máx, em milímetros, dos elementos, para cada grau de refinamento.

Elemento
Número de nós / lado Q4 Q4r Q8 Q8r Q4Bbar

3 7,26 33,39 9,06 19,59 16,97
7 7,54 27,56 21,30 24,25 25,32

11 7,77 27,53 24,69 25,92 26,56
21 8,66 27,61 26,42 26,97 27,27
51 12,56 27,69 27,26 27,48 27,59
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Figura 6.7: Gráfico comparativo da simulação da Membrana de Cook com coeficiente de
Poisson = 0,4999 e variando-se o tipo de elemento e o grau de refinamento. Fonte: Autoria
própria.

A partir desses dados é possível destacar as seguintes observações:

• Os resultados do elemento Q4r caracterizam uma flexibilidade excessiva para todos os
níveis de refinamento. Isso está associado a deformações espúrias do tipo mecanismos
ilustradas na Fig. 6.2;

• Os resultados obtidos com os elementos Q8, Q8r e Q4B̄ convergem com taxas com-
paráveis à do elemento de Pian-Sumihara;

• A simulação utilizando o elemento Q4, com ν = 0, 4999 – contexto de quase incom-
pressibilidade, retrata de modo insatisfatório a resposta da Membrana de Cook, uma
vez que mostra uma rigidez excessivamente maior que a real, representada no gráfico
pela curva em cinza, caracterizando travamento;

• O elemento Q4B̄ é o que exibe maior taxa de convergência, sem provocar locking ou
hourglass.
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Capítulo 7

Conclusão

Neste projeto de graduação foi apresentado um estudo da capacidade de elementos finitos
representarem deformações a volume constante. As implicações deste estudo podem ser
empregadas no contexto de deformações elásticas planas ou da plasticidade em metais.

A partir dos resultados das simulações, foi possível observar que o elemento quadrilateral
com 4 nós e integração plena apresentou travamento espúrio, que o desqualifica para repre-
sentar deformações isocóricas. Com base na abordagem heurística, o excesso de restrições
de incompressibilidade (div u = 0), associadas à deformação volumétrica, caracteriza esse
efeito.

O elemento quadrilateral com 4 nós e integração reduzida, considerado para eliminar o
efeito do travamento, apresenta modos espúrios de deformação (mecanismos), caracteriza-
dos pela falta de rigidez ao cisalhamento. Essa flexibilidade excessiva se deve ao fato de
a aproximação numérica utilizando apenas 1 ponto de Gauss, localizado no centro do ele-
mento, não ser sensível à deformação que ocorre no elemento como um todo, pois o ponto
(ξ, η) = (0, 0) não sofre efeito da deformação cisalhante.

Ambos os elementos quadrilaterais com 8 nós, com integração plena ou reduzida, apre-
sentam bom desempenho na representação da deformação a volume constante, mas não
possuem uma formulação desenvolvida especialmente para o caso da incompressibilidade.
Desse modo, seu resultado satisfatório pode ser justificado pelo fato de serem elementos com
alto grau de liberdade, que compensa a quantidade de restrições de incompressibilidade.

Por fim, o elemento quadrilateral com formulação B-bar apresenta maior taxa de conver-
gência para soluções no contexto de deformações isocóricas devido à sua formulação. Esse
elemento evita simultaneamente o locking e o hourglass, uma vez que considera integração
reduzida para a parcela volumétrica da deformação e integração para a parcela desviadora.

Pode-se concluir que os elementos quadrilateral com 8 nós e integração reduzida e qua-
drilateral com 4 nós e formulação B-bar apresentam características favoráveis para permitir
a descrição correta das deformações plásticas, no contexto das pequenas deformações (cine-
mática linear).
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Capítulo 8

Proposta de Estudos Futuros

Uma proposta natural de continuação do estudo é a utilização do elemento quadrilateral
com 4 nós e formulação B-bar em problemas de elastoplasticidade.

Conforme discussão em Hughes (1987, pp. 232), seção 4.5.1, algumas técnicas para
tratar a deformação a volume constante funcionam em abordagens no estado plano de defor-
mação e em problemas tridimensionais, mas são insuficientes para retratar adequadamente
a solução de problemas axissimétricos e anisotrópicos (situações não abordadas no presente
estudo). Nesse sentido, não é claro que a extensão do elemento quadrilateral com 8 nós para
o contexto tridimensional, resultando no elemento hexaédrico com 20 nós, consiga descrever
a deformação isocórica com qualidades similares, conforme foi observado no presente es-
tudo. Isso justifica a recomendação de estudos comparativos entre os elementos hexaédricos
com 20 nós e com 8 nós na formulação B-bar na solução de problemas tridimensionais.

Em problemas acadêmicos bidimensionais da elastostática linear, mesmo os processado-
res de computadores pessoais permitem a solução dos problemas de equilíbrio demandando
pouco tempo de processamento. O cenário se modifica quando se considera a modelagem
tridimensional do componente mecânico/estrutural: o número de equações geradas pelo mé-
todo dos elementos finitos em problemas tridimensionais cresce com o cubo do nível de
discretização. Em termos de tempo de processamento, isso é agravado pelo fato de que os
métodos de solução dos sistemas de equações lineares envolvem números de operações de
ponto flutuante proporcionais ao quadrado (ou ao cubo) do número de equações. Assim, uma
análise do tempo de processamento requerido quando se considera um ou outro elemento fi-
nito se faz pertinente.
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Apêndice

Implementação do Elemento Q4B̄

A implementação dos elementos Q4B̄ e Q8 se deu no código acadêmico de elementos
finitos EFS, escrito em linguagem C++ com o uso da biblioteca Eigen de Álgebra Linear
Computacional (GUENNEBAUD; JACOB et al., 2010). As malhas foram geradas e os re-
sultados foram visualizados com o software GMSH (GEUZAINE; REMACLE., 2009). Esse
código resolve o problema de equilíbrio a partir de cada tipo de elemento implementado. A
contribuição deste projeto de graduação está na implementação dos elementos Q4B̄ e Q8
para complementar o EFS para a solução de problemas de deformações incompressíveis.

Na implementação de um novo elemento, é necessário construir o vetor das forças inter-
nas, que compreende também o cálculo das funções de base e das matrizes de deformação-
deslocamento e de elasticidade, construir a matriz de rigidez e por fim construir o arranjo das
tensões no elemento.

Apresentam-se as listagens dos arquivos de cabeçalho e fonte dos dois elementos imple-
mentados no código EFS, em linguagem C++:

Listagem 8.1: Arquivo de cabeçalho do elemento quadrilateral com 4 nós com formulação
B-bar.

/**

* elastBbar - classe para o elemento finito quadrilateral de 4 nós - Bbar:

* ======= elasticidade linear isotrópica com integração plena (4 ptos de

* Gauss) na parte desviatóra e reduzida (1 pto de Gauss) na parte volumétrica

* (c) EFS 2021-2022 Edgar Nobuo Mamiya - Universidade de Brasília

* versão de 22 de março de 2022 - Implementado por Brenda Kennedy de Oliveira

*/

#ifndef ELASTBBAR_HH

#define ELASTBBAR_HH

#include <iostream>

#include <vector>

#include "Eigen/Dense"

#include "element.hh"

using namespace std;

using namespace Eigen;

class elastBbar : public element

{
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public:

/// construtor

elastBbar(vector<double>& Par,

vector<int>& ENi,

vector<array<double,3>>& X);

/// vetor resíduo no elemento associado à estimativa de solução U

VectorXd internalForce(vector<array<double,3>>& U);

/// construção do gradiente do resíduo

MatrixXd stiffnessMatrix();

/// cálculo das tensões nos ptos de Gauss

MatrixXd stress(vector<array<double,3>>& U);

private:

/// funções de base

void build_shapeFunctions_at(int gaussPoint);

void build_shapeFunctions_bar_at();

/// matriz elasticidade

MatrixXd Dmatrix();

/// operador deformação-deslocamento

MatrixXd Bvolmatrix();

MatrixXd Bdevmatrix();

// Derivadas das funções de base N barra

VectorXd Nbar_x; // derivadas das func de base barra em relação a x

VectorXd Nbar_y; // derivadas das func de base barra em relação a y

};

#endif

Listagem 8.2: Arquivo fonte do elemento quadrilateral com 4 nós com formulação B-bar.

/**

* elastBbar - classe para o elemento finito quadrilateral com 4 nós:

* ======= elasticidade linear isotrópica com integração plena (4 ptos de

* Gauss) na parte desviadora e reduzida (1 pto de Gauss) na parte volumétrica

* (c) EFS 2021-2022 Edgar Nobuo Mamiya - Universidade de Brasília

* versão de 22 de março de 2022 - Implementado por Brenda Kennedy de Oliveira

*/

#include <iostream>

#include <iomanip>

#include "Eigen/Dense"

#include "elastBbar.hh"

using namespace std;

using namespace Eigen;

/*

* ===========================================================================

* Índice |

* ===========================================================================

* 0. elastBbar(Par, ENi, X) | construtor |

* 1. Vetor Força (Fe) | força interna |

* 1.1. build_shapeFunctions_at(point)| calcula funções de base (private) |

* 1.2. Bvolmatrix() e Bdevmatrix() | matrizes deform-desloc (private) |

* 1.3. Dmatrix() | matriz de elasticidade (private) |
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* 2. stiffnessMatrix() | matriz de rigidez |

* 3. stress(U) | tensões |

* ===========================================================================

*/

/// --------------

/// 0. Construtor

/// --------------

elastBbar::elastBbar(vector<double>& Par,

vector<int>& ENi,

vector<array<double, 3>>& X)

{

efsType = 303; nsd = 2; nen = 4; nee = nsd * nen; ngauss = 5;

par = Par;

EN = ENi;

xe.resize(nen); ye.resize(nen); ze.resize(nen);

for (int node = 0; node < nen; node++)

{

xe[node] = X[EN[node]][0]; // EN são as coordenadas de cada nó

ye[node] = X[EN[node]][1];

ze[node] = X[EN[node]][2];

}

Ue.resize(nee);

Nx.resize(nen);

Ny.resize(nen);

Nbar_x.resize(nen);

Nbar_y.resize(nen);

D.resize(4, 4);

Bvol.resize(4, nee);

Bdev.resize(4, nee);

}

/// --------------------------------------------

/// 1. construção do vetor força interna no elemento

/// --------------------------------------------

VectorXd elastBbar::internalForce(vector<array<double, 3>>&U)

{

VectorXd Fe;

D = Dmatrix();

Ue = get_elemDisplacements(U);

Fe = VectorXd::Zero(nee);

build_shapeFunctions_at(4); // 5° pto = ngauss(4) -> (xi, eta) = (0,0)

Bvol = Bvolmatrix();

for (int point = 0; point < ngauss; point++) // 1° pto = ngauss(0)

// ao 4° pto = ngauss(3)

{

build_shapeFunctions_at(point);

Bdev = Bdevmatrix();

B = Bvol + Bdev;

Fe += B.transpose() * ((D * w) * (B * Ue));

}

return Fe;
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}

/// ----------------------------------------------------------------------

/// 1.1 função private: construção funções de base - int plena e reduzida

///-----------------------------------------------------------------------

void elastBbar::build_shapeFunctions_at(int gauss)

{

// coords locais dos 4 ptos de Gauss

/*

* 3 2

* o------------------o Ordenar os 4 pontos de Gauss

* | | obedecendo à mesma convenção que a

* | g3 g2 | numeração dos pontos nodais.

* | |

* | g4 | Isso é necessário para a aproximação

* | | das tensões: cada ponto nodal é associado,

* | g0 g1 | em elastQ4:stress, às tensões calculadas

* | | no ponto de Gauss mais próximo.

* o------------------o

* 0 1

*/

const double S3 = sqrt(3.) / 3.;

VectorXd xi{ {-S3, S3, S3, -S3, 0} }; // 5° pto p/ integ. reduzida

VectorXd et{ {-S3, -S3, S3, S3, 0} }; // 5° pto p/ integ. reduzida

// derivadas das funções de base em relação a cs e et

VectorXd Nxi(4);

VectorXd Net(4);

Nxi[0] = -(1 - et[gauss]) / 4;

Nxi[1] = (1 - et[gauss]) / 4;

Nxi[2] = (1 + et[gauss]) / 4;

Nxi[3] = -(1 + et[gauss]) / 4;

Net[0] = -(1 - xi[gauss]) / 4;

Net[1] = -(1 + xi[gauss]) / 4;

Net[2] = (1 + xi[gauss]) / 4;

Net[3] = (1 - xi[gauss]) / 4;

// derivadas das coords globais em rel às coords locais

double xxi, xet, yxi, yet;

xxi = xe.dot(Nxi); xet = xe.dot(Net);

yxi = ye.dot(Nxi); yet = ye.dot(Net);

// matriz dos cofatores

MatrixXd cof{ { yet, -xet},

{-yxi, xxi} };

// determinante do jacobiano

double detJ = xxi * yet - yxi * xet;

// derivadas das funções de base em relação a x e y

for (int i = 0; i < 4; i++)

{

Nx[i] = (cof(0, 0) * Nxi[i] + cof(1, 0) * Net[i]) / detJ;

Ny[i] = (cof(0, 1) * Nxi[i] + cof(1, 1) * Net[i]) / detJ;

}

// pesos nos ptos de Gauss -> 5° pto p/ integ. reduzida, weig(4) não é usado

VectorXd weig{ {1, 1, 1, 1, 0} };
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// peso da integração numérica

w = weig(gauss) * abs(detJ);

}

/// ----------------------------------------------------------------------------

/// 1.2. função private: construção operador deformação-deslocamento volumétrico

/// ----------------------------------------------------------------------------

MatrixXd elastBbar::Bvolmatrix()

{

MatrixXd Bvol(4, nee);

for (int i = 0; i < nen; i++)

{

Bvol(0, 2 * i) = 1. / 3. * Nx[i]; Bvol(0, 2 * i + 1) = 1. / 3. * Ny[i];

Bvol(1, 2 * i) = 1. / 3. * Nx[i]; Bvol(1, 2 * i + 1) = 1. / 3. * Ny[i];

Bvol(2, 2 * i) = 1. / 3. * Nx[i]; Bvol(2, 2 * i + 1) = 1. / 3. * Ny[i];

Bvol(3, 2 * i) = 0.; Bvol(3, 2 * i + 1) = 0.;

}

return Bvol;

}

MatrixXd elastBbar::Bdevmatrix()

{

MatrixXd Bdev(4, nee);

for (int i = 0; i < nen; i++)

{

Bdev(0, 2 * i) = 2. / 3. * Nx[i]; Bdev(0, 2 * i + 1) = -1. / 3. * Ny[i];

Bdev(1, 2 * i) = -1. / 3. * Nx[i]; Bdev(1, 2 * i + 1) = 2. / 3. * Ny[i];

Bdev(2, 2 * i) = -1. / 3. * Nx[i]; Bdev(2, 2 * i + 1) = -1. / 3. * Ny[i];

Bdev(3, 2 * i) = Ny[i]; Bdev(3, 2 * i + 1) = Nx[i];

}

return Bdev;

}

/// --------------------------------------------------------------

/// 1.3. função private: construção da matriz elasticidade 4 x 4

/// --------------------------------------------------------------

MatrixXd elastBbar::Dmatrix()

{

double E = par[0]; // módulo de elasticidade (MPa)

double nu = par[1]; // coeficiente de Poisson

int state = static_cast<int>(par[2]); // 1 tensão plana, 2 deform plana

double lbd = (E * nu) / ((1 + nu) * (1 - 2 * nu));

double mu = E / (2 * (1 + nu));

if (state == 1) lbd = (2 * lbd * mu) / (lbd + 2 * mu); // tensão plana

double l2m = lbd + 2 * mu;

MatrixXd D{ {l2m, lbd, lbd, 0.0},

{lbd, l2m, lbd, 0.0},

{lbd, lbd, l2m, 0.0},

{0.0, 0.0, 0.0, mu} };

return D;

}

/// ------------------------------------

/// 2. construção da matriz de rigidez

/// ------------------------------------

MatrixXd elastBbar::stiffnessMatrix()

{

MatrixXd DFe = MatrixXd::Zero(nee, nee);
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D = Dmatrix();

build_shapeFunctions_at(4); // no ponto de Gauss (xi, eta) = (0,0)

Bvol = Bvolmatrix();

for (int point = 0; point < ngauss; point++)

{

build_shapeFunctions_at(point);

Bdev = Bdevmatrix();

B = Bvol + Bdev; //Bvol do pto 5 é somado ao Bdev

// dos ptos de 1 a 4 de cada loop

DFe += B.transpose() * ((D * w) * B); // w de 1 a 4; é desprezado no pto 5

}

return DFe;

}

/// ------------------------------------------------

/// 3. construção do arranjo de tensões no elemento

/// ------------------------------------------------

MatrixXd elastBbar::stress(vector<array<double, 3>>&U)

{

// as tensões são aproximadas para cada ponto nodal

MatrixXd Se = MatrixXd::Zero(nen, 6);

// matriz elasticidade, constante por elemento

D = Dmatrix();

// deslocamentos nodais: calculados e prescritos

Ue = get_elemDisplacements(U);

build_shapeFunctions_at(4);

Bvol = Bvolmatrix();

for (int node = 0; node < nen; node++)

{

// tensor tensão calculado no ponto de Gauss mais próx ao nó node

// (vide comentário em elastBbar::build_shapeFunctions_at)

build_shapeFunctions_at(node);

Bdev = Bdevmatrix();

B = Bvol + Bdev;

Vector4d eps = B * Ue;

Vector4d sig = D * eps;

Se(node, 0) = sig[0];

Se(node, 1) = sig[1];

Se(node, 2) = sig[2];

Se(node, 5) = sig[3];

}

return Se;

}

Listagem 8.3: Arquivo de cabeçalho do elemento quadrilateral com 8 nós.

/**

* elastQ8 - classe para o elemento finito quadrilateral de 8 nós:

* ======= elasticidade linear isotrópica com integração plena (9 ptos de Gauss)

* (c) EFS 2021-2022 Edgar Nobuo Mamiya - Universidade de Brasília
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* versão de 10 de março de 2022 - Implementado por Brenda Kennedy de Oliveira

*/

#ifndef ELASTQ8_HH

#define ELASTQ8_HH

#include <iostream>

#include <vector>

#include "Eigen/Dense"

#include "element.hh"

using namespace std;

using namespace Eigen;

class elastQ8 : public element

{

public:

/// construtor

elastQ8(vector<double>& Par,

vector<int>& ENi,

vector<array<double,3>>& X);

/// vetor resíduo no elemento associado à estimativa de solução U

VectorXd internalForce(vector<array<double,3>>& U);

/// construção do gradiente do resíduo

MatrixXd stiffnessMatrix();

/// cálculo das tensões nos ptos de Gauss

MatrixXd stress(vector<array<double,3>>& U);

private:

/// funções de base

void build_shapeFunctions_at(int gaussPoint);

/// matriz elasticidade

MatrixXd Dmatrix();

/// operador deformação-deslocamento

MatrixXd Bmatrix();

};

#endif

Listagem 8.4: Arquivo fonte do elemento quadrilateral com 8 nós.

/**

* elastQ8 - classe para o elemento finito quadrilateral de 8 nós:

* ======= elasticidade linear isotrópica com integração plena (9 ptos de Gauss)

* (c) EFS 2021-2022 Edgar Nobuo Mamiya - Universidade de Brasília

* versão de 10 de março de 2022 - Implementado por Brenda Kennedy de Oliveira

*/

#include <iostream>

#include <iomanip>

#include "Eigen/Dense"

#include "elastQ8.hh"

using namespace std;

using namespace Eigen;

/*
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* =============================================================================

* Índice |

* =============================================================================

* 0. elastQ8(Par, ENi, X) | construtor |

* 1. Vetor Força (Fe) | força interna |

* 1.1. build_shapeFunctions_at(gauss) | calcula funções de base (private) |

* 1.2. Dmatrix() | matriz elasticidade (private) |

* 1.3. Bmatrix() | matriz deform-desloc (private) |

* 2. stiffnessMatrix() | matriz de rigidez |

* 3. stress(U) | tensões |

* =============================================================================

*/

/// --------------

/// 0. Construtor

/// --------------

elastQ8::elastQ8(vector<double>& Par,

vector<int>& ENi,

vector<array<double,3>>& X)

{

efsType = 1601; nsd = 2; nen = 8; nee = nsd*nen; ngauss = 9;

par = Par;

EN = ENi;

xe.resize(nen); ye.resize(nen); ze.resize(nen);

for (int node = 0; node < nen; node++)

{

xe[node] = X[ EN[node] ][0];

ye[node] = X[ EN[node] ][1];

ze[node] = X[ EN[node] ][2];

}

Ue.resize(nee);

Nx.resize(nen);

Ny.resize(nen);

D.resize(3,3);

B.resize(3,nee);

}

/// ----------------------------------------------------

/// 1. 1. construção do vetor força interna no elemento

/// ----------------------------------------------------

VectorXd elastQ8::internalForce(vector<array<double,3>>& U)

{

VectorXd Fe;

D = Dmatrix();

Ue = get_elemDisplacements(U);

Fe = VectorXd::Zero(nee);

for (int point = 0; point < ngauss; point++)

{

build_shapeFunctions_at(point);

B = Bmatrix();

Fe += B.transpose() * ((D * w) * (B * Ue));

}

return Fe;

}

66



/// -----------------------------------------------------------

/// 1.1 função private: construção funções de base - int plena

///------------------------------------------------------------

void elastQ8::build_shapeFunctions_at(int gauss)

{

const double s35 = 0.7745966692414834;

const double c59 = 0.5555555555555556;

const double c89 = 0.8888888888888889;

// pesos nos 9 ptos de Gauss

VectorXd weig(ngauss);

weig << c59*c59, c59*c59, c59*c59, c59*c59,

c59*c89, c59*c89, c59*c89, c59*c89,

c89*c89;

// coords locais dos 9 ptos de Gauss

/*

* 3 6 2

* o--------o---------o Ordenar os 8 primeiros pontos de Gauss

* | | obedecendo à mesma convenção que a

* | g3 g6 g2 | numeração dos pontos nodais.

* | |

* 7 o g7 g8 g5 o 5 Isso é necessário para a aproximação

* | | das tensões: cada ponto nodal é associado,

* | g0 g4 g1 | em elastQ8:stress, às tensões calculadas

* | | no ponto de Gauss mais próximo.

* o--------o---------o

* 0 4 1

*/

VectorXd xi(ngauss);

VectorXd et(ngauss);

xi << -s35, s35, s35, -s35, 0, s35, 0, -s35, 0;

et << -s35, -s35, s35, s35, -s35, 0, s35, 0, 0;

// derivadas das funções de base em relação a cs e et

VectorXd Nxi(nen);

Nxi[0] = (2 * xi[gauss] + et[gauss]) * (1 - et[gauss]) / 4;

Nxi[1] = (2 * xi[gauss] - et[gauss]) * (1 - et[gauss]) / 4;

Nxi[2] = (2 * xi[gauss] + et[gauss]) * (1 + et[gauss]) / 4;

Nxi[3] = (2 * xi[gauss] - et[gauss]) * (1 + et[gauss]) / 4;

Nxi[4] = - xi[gauss] * (1 - et[gauss]);

Nxi[6] = - xi[gauss] * (1 + et[gauss]);

Nxi[5] = (1 - et[gauss] * et[gauss]) / 2;

Nxi[7] = - (1 - et[gauss] * et[gauss]) / 2;

VectorXd Net(nen);

Net[0] = (1 - xi[gauss]) * ( xi[gauss] + 2 * et[gauss]) / 4;

Net[1] = (1 + xi[gauss]) * (-xi[gauss] + 2 * et[gauss]) / 4;

Net[2] = (1 + xi[gauss]) * ( xi[gauss] + 2 * et[gauss]) / 4;

Net[3] = (1 - xi[gauss]) * (-xi[gauss] + 2 * et[gauss]) / 4;

Net[4] = -(1 - xi[gauss] * xi[gauss]) / 2;

Net[6] = (1 - xi[gauss] * xi[gauss]) / 2;

Net[5] = -(1 + xi[gauss]) * et[gauss];

Net[7] = -(1 - xi[gauss]) * et[gauss];
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// derivadas das coords globais em rel às coords locais

double xxi, xet, yxi, yet;

xxi = xe.dot(Nxi); xet = xe.dot(Net);

yxi = ye.dot(Nxi); yet = ye.dot(Net);

// matriz dos cofatores

MatrixXd cof {{ yet, -xet},

{-yxi, xxi}};

// determinante do jacobiano

double detJ = xxi*yet - yxi*xet;

// derivadas das funções de base em relação a x e y

for (int i = 0; i < nen; i++)

{

Nx[i] = (cof(0,0)*Nxi[i] + cof(1,0)*Net[i]) / detJ;

Ny[i] = (cof(0,1)*Nxi[i] + cof(1,1)*Net[i]) / detJ;

}

// peso da integração numérica

w = weig(gauss) * abs(detJ);

}

/// -------------------------------------------------------

/// 1.2. função private: construção matriz elasticidade

/// -------------------------------------------------------

MatrixXd elastQ8::Dmatrix()

{

double E = par[0]; // módulo de elasticidade (MPa)

double nu = par[1]; // coeficiente de Poisson

int state = static_cast<int>(par[2]); // 1 tensão plana, 2 deform plana

double lbd = (E*nu)/((1 + nu)*(1 - 2*nu));

double mu = E/(2*(1+nu));

if (state == 1) lbd = (2*lbd*mu)/(lbd+2*mu); // tensão plana

double l2m = lbd + 2*mu;

MatrixXd D {{l2m, lbd, 0.0},

{lbd, l2m, 0.0},

{0.0, 0.0, mu}};

return D;

}

/// --------------------------------------------------------------------

/// 1.3. função private: construção operador deformação-deslocamento

/// --------------------------------------------------------------------

MatrixXd elastQ8::Bmatrix()

{

MatrixXd B(3, nee);

for (int i = 0; i < nen; i++)

{

B(0, 2*i) = Nx[i]; B(0, 2*i+1) = 0 ;

B(1, 2*i) = 0 ; B(1, 2*i+1) = Ny[i];

B(2, 2*i) = Ny[i]; B(2, 2*i+1) = Nx[i];

}

return B;

}

/// --------------------------------------

/// 2. construção matriz de rigidez
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/// --------------------------------------

MatrixXd elastQ8::stiffnessMatrix()

{

MatrixXd DFe = MatrixXd::Zero(nee,nee);

D = Dmatrix();

for (int gauss = 0; gauss < ngauss; gauss++)

{

build_shapeFunctions_at(gauss);

B = Bmatrix();

DFe += B.transpose() * ((D * w) * B);

}

return DFe;

}

/// -------------------------------------------------

/// 3. construção arranjo de tensões no elemento

/// -------------------------------------------------

MatrixXd elastQ8::stress(vector<array<double,3>>& U)

{

// as tensões são aproximadas para cada ponto nodal

MatrixXd Se = MatrixXd::Zero(nen,6);

// matriz elasticidade, constante por elemento

D = Dmatrix();

// deslocamentos nodais: calculados e prescritos

Ue = get_elemDisplacements(U);

for (int node = 0; node < nen; node++)

{

// tensor tensão calculado no ponto de Gauss mais próximo ao nó node

// (vide comentário em elastQ8::build_shapeFunctions_at)

build_shapeFunctions_at(node);

B = Bmatrix();

Vector3d eps = B * Ue;

Vector3d sig = D * eps;

Se(node,0) = sig[0];

Se(node,1) = sig[1];

Se(node,5) = sig[2];

// tensão szz para estado plano de deformação

int state = static_cast<int>(par[2]); // 1 tensão plana, 2 deform plana

if (state == 2)

{

double E = par[0]; // módulo de elasticidade (MPa)

double nu = par[1]; // coeficiente de Poisson

double lbd = (E*nu)/((1 + nu)*(1 - 2*nu)); // constante de Lamé

Se(node,2) = lbd * (eps[0] + eps[1]);

}

}

return Se;

}
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