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Resumo

Uma das muitas preocupagoes no desenvolvimento de antenas estd em reduzir ao maximo
0 consumo a energia gasta e uma das varias técnicas é criar um sinal direcionado, um
sinal que ilumine apenas as areas desejadas. Assim, a eficiéncia da radiacao é aumentada.
Este problema poder ser resolvido usando as lentes de Liineburg com varios irradiadores.
Foi desenvolvido uma expressao geral usando a func¢ao diadica de Green em coordenadas
esféricas. Isso criou um conjunto acoplado de equagoes de séries duplas, que descreve a
relagoes entre o campo criado por qualquer fonte priméria e a estrutura esférica de espa-
lhamento composta de N-camadas, cada camada tem sua prépria constate dielétrica, raio
e um disco de metal esférico de meio angulo 6. As equacoes de séries duplas sdo equagoes
de primeiro tipo, onde infelizmente, uma inversao direta geralmente nao é possivel, pois
ela estd mal condicionada. Mesmo que uma inversao numérica fosse possivel, nada poderia
garantir sua convergéncia, entao foi utilizado o método de regularizagao analitica (MAR)
que tem como proposito transformar o problema do primeiro tipo em um problema do tipo
Fredholm do segundo tipo, tornando o problema estavel para a inversao e que converge.
A implementacao dessas equagdes requer um truncamento para uma ordem n, e quanto
maior a ordem de truncamento, mais proxima a precisao estd da precisao da maquina.
Foram efetuados duas analises, a primeira para uma antena alimentada por cabo coaxial
centrado, em que obtivemos sucesso com resultado, ja para a segunda antena alimentada

por fenda centrada, nao obtivemos um resultado satisfatério.

Palavras-chave: Método de Regularizacao Analitica. Fungoes Diddicas de Green. Lente

de Lineburg. Antena Esférica Circular.



Abstract

One of the many concerns in the development of antennas is to reduce as much energy
consumption as possible and one of the several techniques is to create a directed signal, a
signal that illuminates only the desired areas. Thus, the efficiency of radiation is increased.
This problem can be solved by using Liineburg lenses with multiple irradiators. A general
expression was developed using Green’s dyadic function in spherical coordinates. This
created a coupled set of double series equations, which describes the relationship between
the field created by any primary source and the spherical scattering structure that is
composed of N-layers, each layer having its own dielectric constant, radius, and a disk
of half-angle spherical metal 6. Double series equations are equations of the first type,
where unfortunately, a direct inversion is usually not possible, as it is ill-conditioned.
Even if a numerical inversion were possible, nothing could guarantee its convergence,
so the analytical regularization method (MAR) was used, which aims to transform the
problem of the first type into a Fredholm-type problem of the second type, making the
problem stable for the inversion and that converges. Implementing these equations requires
a truncation to an order n, and the higher the truncation order, the closer the precision
is to machine precision. Two analyzes were carried out, the first for an antenna fed by a
centered coaxial cable, in which we were successful with the results, and for the second

antenna fed by a centered slit, we did not obtain a satisfactory result.

Key-words: Method of Analytical Regularization. Dyadic Green’s Functions. Luneburg

lens. Spherical Circular Antenna.
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1 Introducao

1.1 Contextualizacao

Para o mundo moderno, a comunicacao se tornou um bem de consumo essencial.
Com o advento da Internet das Coisas (IoT - Internet of Things), o streaming, a realidade
virtual e outras tecnologias que requerem uma transmissao de dados muito alta, onde isso
s6 tende a aumentar, é necessaria uma infraestrutura 6tima para atender a essa demanda.
A geracao de redes sem fio ja estd se preparando para esse crescimento, o 5G, por exemplo,
¢ um novo conjunto de tecnologias sem fio que promete conexoes de dados incrivelmente
rapidas, podendo obter velocidades de download de mais de 1 GB/s, o que é 20 a 30 vezes

mais rapido do que o 4G, ja o 6G pode oferecer velocidades de incriveis 1 TB/s.

Um pilar muito importante nessa infraestrutura é o gasto com energia, entao para
reduzir ao maximo o consumo, varias técnicas estao sendo desenvolvidas e aplicadas, e
uma dessas técnicas é a criagao de um sinal direcionado, um sinal que ilumine apenas as
areas desejadas. Assim, a eficiéncia da radiacao é aumentada. Varias categorias de antenas
atendem a esses requisitos. Um deles sao os arranjos de antenas, mas seu ganho diminui
durante o direcionamento do feixe, que também requer um sistema de controle complexo
que é a maioria do custo de tal antena. Outro tipo sdo as antenas parabdlicas ou de lente.
No caso de uma antena refletora, a varredura é realizada girando todo o sistema de antena
mecanicamente, o que aumenta a complexidade, custo, peso e tamanho do sistema, ou
por deslocamento elétrico, ou mecanico do irradiador, mas em uma faixa relativamente

estreita de angulos (KOROTKOV; SHABUNIN; CHECHETKIN, 2017).

As lentes Liineburg com varios radiadores sao ideais para criar sinais direcionados.
As lentes de Liineburg sao usadas para construir sistemas de antenas de varredura e
multifeixe. Devido ao seu design, esta lente permite escanear em uma ampla gama de
angulos sem distorcer o padrao de radiacao. Além de focar, as lentes de Liineburg sao

usadas para colimar a luz dos diodos de laser.

1.2 Justificativa

Na construcgao da antena, podemos definir varios parametros. Para obter a maxima
poténcia irradiada, é necessario realizar uma analise combinada de varios parametros para
obter uma antena bastante eficiente, para ‘software’ comercial, essas otimizagoes levam

um tempo consideravel, e este trabalho pode tornar essas otimizacoes mais rapidas.

O presente trabalho visa desenvolver uma analise matematica e numérica precisa
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de uma antena esférica-circular impressa acoplada a uma lente de Liineburg alimentada

por uma sonda coaxial ou fenda simulada.

1.2.1 Objetivo Especifico

Para o desenvolvimento geral da proposta, foram listados alguns objetivos especi-

ficos:

1. Estudar a lente de Liineburg.
2. Desenvolver:

Equacoes Maxwell em forma diadica;
Equagoes de onda em forma diadica;

Teorema vetorial-diddica de Green do segundo tipo;

Funcao diddica de Green no espaco livre;
Funcao diddica de Green da estrutura de espalhamento;

)
)
)
d) Equagao escalar e vetorial de Helmholtz;
)
)
) Equagoes de séries duplas.

3. Aplicar o MAR:

a) Trocar de variaveis;

)

b) Definir o controle do comportamento da singularidade;

¢) Analisar o comportamento assint6tico;
)

d) Realizar a regularizacao.

4. Simular:

a) Escrever o algoritmo no software MATLAB;
b

Verificar a convergéncia numérica da solugao;

d

)
)
c) Plotar a radiacdo de campo distante;
) Comparar os resultados com o software Ansys HFSS.
)

e) Fazer uma andlise para termos o maximo de poténcia irradiada.

5. Realizar os procedimentos 2 — 4 para fonte magnética.
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1.3 Estrutura da monografia

A lente de Lineburg tem o foco como uma de suas caracteristicas, conforme dis-
cutido no Capitulo 2. Assim, torna-se necessario adquirir uma ferramenta para a anélise

de lentes esféricas bem como as fontes associadas.

Para tanto, nos capitulos 3 e 4, a técnica escolhida sera baseada na proposta de
Chen-To Tai (TAI, 1994) para uma esfera metalica ou dielétrico e um meios estratificados.
Também com base no trabalho do Le-Wei Li, Pang-Shyan Kooi, Mook-Seng Leong e Tat-
Soon Yee, (Le-Wei Li et al., 1994), onde a difusdo por uma estrutura dielétrica esférica

multicamada é mais tratada.

Com base nesses estudos, desenvolveu-se uma expressao geral usando a funcao

diadica de Green em esféricas para fontes elétricas e magnéticas.

Isso cria um conjunto acoplado de equagcoes de séries duplas, que descreve a relagoes
entre o campo criado por qualquer fonte primaria e a estrutura esférica de espalhamento
composta de N-camadas, cada camada tem sua propria constate dielétrica, raio e um disco

de metal esférico de meio angulo 6.

A andlise das caracteristicas da antena, capitulos 5 e 6, com base nos coeficientes,
que contém todas as informacgoes que descrevem a fonte, esses coeficientes sao inseridos

no conjunto de equagodes em série dupla.

As equagoes de séries duplas sdo equagoes de primeiro tipo, onde hd um vetor
de incognitas e um vetor de elementos conhecidos. Infelizmente, uma inversao direta
geralmente nao é possivel porque estd mal condicionada. Mesmo que fosse possivel uma
inversdo numérica, nada garante sua convergéncia. Assim, para extrair os coeficientes, é

necessario seguir a regularizagao analitica (MAR - Method of Analytical Regularization).

O proposito dessa regularizacao ¢ transformar o problema do primeiro tipo em um
problema do tipo Fredholm do segundo tipo. Isso nos garantird que existe uma e apenas
uma solugdo. A implementacao dessas equagoes requer um truncamento e quanto maior

a ordem de truncamento, mais preciso estara o resultado.

O Capitulo 5 sera responsavel pelo desenvolvimento da antena de cabo coaxial
central e o Capitulo 6 serd responsavel pelo desenvolvimento da antena alimentada por

fenda centrada.
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2 Lente Lineburg

A lente Liineburg, inventada por R.K. Liineburg em 1944, é uma lente com indice
de gradiente esfericamente simétrico. A lente de Liineburg é comumente descrita por uma
imagem de raio Optico geométrico, que indica que as ondas esféricas emitidas por uma
fonte pontual colocada na borda da lente sdo convertidas em ondas planas locais, tornando
a radiagdo do sistema altamente diretiva. O feixe de transmissao pode ser direcionado

movendo a alimentagao da antena, Figura 1.

Figura 1 — Lente de Liineburg ideal.

Idealmente, a constante dielétrica, €, do material que compde a lente, decai de 2 em
seu centro para 1 em sua superficie constantemente (LUNEBURG; WOLF; HERZBER-

GER, 1964, Eq. 29.53), mas nesse trabalho utilizaremos a equagdo para um decaimento

€6 =2 — (Ti>2, (2.1)

1

discreto:

onde r; é o maior raio da lente. Como o indice de refracao na superficie ¢ o mesmo do
meio circundante, nenhuma reflexdo ocorre na superficie, em outras palavras, a superficie

da lente tem sua impedancia casada com o meio que a envolve.

Na lente de Liineburg, o diagrama de radiagao é diretiva e se torna mais diretiva
conforme o tamanho da lente aumenta (GREENWOOD; JIN, 1999), na Figura 2 ha o
diagrama de radiacao referente a duas lentes de Liineburg, uma com 4\ de diametro e
outra com 10\ de didametros, elas sao excitadas por um dipolo Hertziano. Observe que a

radiacao dos campos sao simétricos, entao metade de cada campo é mostrada no mesmo



20 Capitulo 2. Lente Liineburg

grafico polar. O nivel do l6bulo lateral esta abaixo do -15 dB. Os parametros de antenas

estao descritos no Apéndice A.
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Figura 2 — Diagrama de radiacdo de uma lente esférica de Liineburg excitada por um
dipolo Hertziano. (a) 4\ de didmetros. (b) 10\ de didmetro (GREENWOOD;

JIN, 1999).

Uma técnica de construcdo de uma lente de Liineburg é fazer a estrutura em
camadas concéntricas discretas, Figura 3, onde i é a camada e N é a quantidade de
camadas, cada uma com um indice de refracao diferente, como descrito na Eq. 2.1. Essas

camadas formam um perfil de indice de refragdo escalonado que difere ligeiramente da

solugao de Liineburg.
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Figura 3 — LLD - Lente de Liineburg Discreta.
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3 Expressao do Campo Eletromagnético em

Funcoes Diadicas de Green

As estruturas examinadas possuem geometria esférica. Portanto, a andlise serd
expressa em um sistema de coordenadas esféricas. Como resultado, esta categoria de
expressao permite demonstrar a existéncia de modos naturais completamente separados
uns dos outros. A técnica aqui selecionada é baseada na proposta do Chen-To Tai (TAI,
1994) no ambito do estudo da influéncia da presenca de uma esfera metalica ou dielétrica
e meios estratificados. Posteriormente, Le-Wei Li, Pang-Shyan Kooi, Mook-Seng Leong e
Tat-Soon Yee publicou um trabalho (Le-Wei Li et al., 1994) tratando em particular da

difusdo por uma estrutura dielétrica esférica multicamadas.

3.1 Determinacao das equacoes de Maxwell

As equagoes de Maxwell fasorial (TAI, 1994) descrevem como as fontes, vetor
densidade da corrente elétrica, J(r) e densidade da carga elétrica, p®(r), agem sobre o
vetor intensidade do campo elétrico, E(r) e o vetor intensidade do campo magnético,
H(r):

V xE(r) = iwuH(r), (3.1a)
VxH(r) = J°r)— iweE(r), (3.1b)
eV-E(r) = p°r), (3.1¢)
uV-Hr) = 0, (3.1d)

onde 7 é a unidade imaginaria e w é a frequéncia angular. A permissividade, €, e a perme-

abilidade, u, grandezas escalares, pois o meio é homogéneo e isotrépico.

Para elevar as equagoes de Maxwell em forma diddica em um sistema de 3-
dimensoes, consideraremos trés conjuntos de campos de oscilagao harmoénica gerados por

trés distribuig¢oes de corrente infinitesimais com isso temos:

V x Ei(r) = iwuH;(r), (3.2a)
V x Hj(r) = J7(r) —iweE(r), (3.2b)
eV -Ej(r) = pi(r), (3.2¢)
uV-Hj(r) = 0, (3.2d)

e adicionando um vetor unitario e; e somando os 3 conjuntos de equagoes em relacao a j,
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temos a seguinte relacao:

V xE(r) = dwpH(r), (3.3a)
VxH(r) = J(r) —iweE(r), (3.3b)
eV -E(r) = p°(r), (3.3¢)
uV-H(r) = 0, (3.3d)

onde:

3.2 Determinacao das equacoes de onda

As Eqgs. 3.1a e 3.1b s@o equagodes diferenciais acopladas de primeira ordem, onde
o vetor intensidade do campo elétrico, E(r), e o vetor intensidade do campo magnético,
H(r), sdo desconhecidos. O desacoplamento dos vetores de intensidade dos campos, nos
custa um aumento da ordem das equagoes diferenciais para a segunda ordem, também

conhecida como equagoes de onda.

Para desacoplar os vetores de intensidade dos campos, temos que rotacionar as
Egs. 3.1a e 3.1b:

VxVxE(®r) = iwuV x H(r), (3.4a)
VxVxH(r) = VxJr)—iweV x E(r), (3.4b)

inserindo as Eqs. 3.1b e 3.1a nas Eqs. 3.4a e 3.4b, respectivamente, assim temos as equa-

¢oes de onda:

(V x V x —/{2> E(r) = dwuJ®(r), (3.5a)
(VxVx=s?)HE) = VxJIr), (3.5b)

e na forma diddica, as equacoes de onda sao:

(VxVx—k?)E(r) = iwpd(r), (3.6a)
(VxVx=s?)Hr) = VxIW), (3.6b)

onde o nimero de onda ¢ denotado por kK = w, /€.

3.3 Determinacao das funcoes diadicas de Green

A funcao diddica de Green é uma técnica introduzida principalmente para formular

varios problemas eletromagnéticos pontuais de uma maneira sistematica, sendo tratado
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como um problema geral. Para isso, serd introduzido as fungoes diadicas de Green elétrica,

G®(r,r'), e magnética, G (r,r'):

(V x V x —52) G'(r,r') = Is(r—71), (3.7a)
(VxVx—r)G (1) = VxIir-1) (3.7b)
onde:
G°(r,v') = E(r), (3.8a)
G™(r,r') = iwpH(r), (3.8b)
I5(r — v') = iwpd(r). (3.8¢)

3.4 Determinacao das equacoes estratificadas

Até agora, desenvolvemos as equacoes considerando que o vetor posicao em um
ponto do campo sendo o mesmo que o vetor posicao da fonte, no entanto, também devemos
desenvolver as equacoes para um vetor posicao em um ponto do campo diferente da fonte
e para regides com constantes dielétricas diferentes. Para isso, introduziremos algumas

notagoes, entao as equagoes de Maxwell e as equagoes de onda serao reescritas como:

V x E¢(r) = iwpusHg(r), (3.9a)

V x He(r) = JF(r)of — iweEg(r), (3.9b)

eV -E¢(r) = pf(r)d;, (3.9¢)

uV - He(r) = 0, (3.9d)

(VX Vx —kf) Eelr) = iwpd(r)3;, (3.9¢)
(VX Vx—r)Hy(r) = VxJIpr)d, (3.9f)

as equacoes de Maxwell e as de onda em forma de func¢oes didadicas de Green, serao

reescritas como:

€

ésf(r, r) = Gi(r,1), (3.10a)

Gy(r,r) = To(r — )6 + kIGg(r, 1), (3.10b)

(V x V x —/ff) Go(r,r') = Is(r —r')d, (3.10¢)
(VxVx—r})Gir) = VxIir—r), (3.10d)

onde 0 é denominado delta de Kronecker, as camadas sao definidas pelo indice f =
(0,1,...,N), a camada onde se encontra a fonte é definida pelo indice s € f, as inter-
faces sdo definidas por r = r; com i = (1,..., N) e a interface onde se encontra a fonte é
definida pelo indice ® € i.
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3.5 Resolvendo o teorema vetorial-diadico de Green do segundo
tipo

O Teorema de Green foi descrito por George Green (GREEN, 2008), usando uma
variacao do teorema da divergéncia' e originalmente publicado como livro em Nottingham,
1828. O teorema vetorial-diadico de Green do segundo tipo é a soma entre dois teoremas
vetorial-diadico de Green do primeiro tipo. Para o primeiro teorema vetorial-diadico de

Green do primeiro tipo, temos que:

F, = FXVXQ,
V-F, = (VxP)-(VxQ)-P-(VxVxQ),

entao:
/ {(V xP)- (VxQ)—P-(VxV x Q)}dV = §I§(P>< V xQ)-dS, (3.11)
1% S
e para o segundo teorema vetorial-diadico de Green do primeiro tipo, temos que:

F, = VxPxQ,
V-F, = (VxVxP)-Q—(VxP)-(VxQ),

entao:

/V{(VxVxP)«Q—(VxP)-(VxQ)}dV = ﬁ(VxPxQ)-dS. (3.12)

Portanto, o teorema vetorial-diddico de Green do segundo tipo é a soma dos dois

teorema vetorial-diadico de Green do primeiro tipo:

/[(VXVxP)-Q—P-(VxVxQ)}dV:yg(PxVxQJerPxQ)-dS. (3.13)
v s

Usaremos o teorema vetorial-diadico de Green do segundo tipo para resolver o vetor

intensidade do campo elétrico E¢(r) em fun¢do de uma fonte elétrica,JS(r’). A figura 4

descreve um meio estratificado.

Para determinar E¢(r), aplicaremos P = Gg(r,1’) e Q = E¢(r') na Eq. 3.13, onde
sera necessario efetuar algumas manipulacoes, incluindo algumas identidades diddicas® e

uma convolugao do vetor intensidade do campo elétrico posicionado na fonte, E¢(r’), com

I Teorema da divergéncia: fV V- -FdV = gSS F.dS

A-Ez(E)T~A
AxB (B
A-(B+C)=A"
A-(BxC)=(A

9 . o AT
Identidades diadicas: B LA.C
xB)-C=-(BxA)-C=-B-(AxC)
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Figura 4 — Duas regioes dielétricas distintas, separadas por uma superficie S’ com parte
composta por um PEC (Perfect Electric Conductor - Condutor Elétrico Per-
feito).

a fungao delta de Dirac, d(r — r’), resultando no vetor intensidade do campo elétrico,
Ef(I‘)Z
E¢(r) = / I6(r — 1') - E¢(r')dV’, (3.14)

assim encontramos a seguinte funcao:
E(r) = / P+ [GR(r,1') x V x Ey(r)) + V x Gig(r, 1) x E(r')| d’, (3.15)
e para uma nova manipulacio, aplicaremos P = Gy, (r,1’) e Q = E,(r’), assim temos:

iwps | Gp(r,r) - Je(r)dV' = ...
i o (3.16)
P {G?S(r,r’) X V x Ey(r') +V x G(r, 1) x Es(r’)} ds’.
S/
Para achar a funcdao que satisfaca uma equacao diferencial no interior de uma
regiao conhecida é necessario saber as condigoes de contorno, para uma interface entre

dois meios dielétricos os campos elétricos e magnéticos tangenciais sao continuos:

0 =7 x [Ef(r) — Es(r)], 0 =7 x [Hg(r) — Hy(r)],

0 =7 x [Gy(r,r') - Gi(r,)], 0=7#x Gy (r,r') - G (r,1)],

0= f x Vfo(r)_VxEs(r)L 0= 7 Vfo(r)_Vst(r)L
s oo L a o

0=+ x VXfo(I'7I'/) _v><(}fs(r7r/)‘|7 0 =7 % VXGH(I',I'/> _VX fs(r,r/)].
L Mt Hs L €t €s

Podemos aplicar essas condigoes de contorno na Eq. 3.15, com as identidades

diddicas e assim obtemos:

Ei(r) = Zf/ 7 - [é?s(r,r’) x V x Ey(r') + V x G (r, 1) x Es(r’)} ds’, (3.17)
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agora inserimos a Eq. 3.17 na Eq. 3.16:
Ei(r) = iwpe | Gp(r,r') - Je(r')dV’, (3.18)
V/

o vetor intensidade do campo elétrico posicionado na camada f, E¢(r), é a convolucao da

funcio diddica de Green elétrica, Gy, (r,1'), com uma fonte elétrica, J&(r').

Para determinar o vetor intensidade do campo elétrico, E¢(r), em fungdo de uma
fonte magnética, J™(r'), aplicaremos P = Gy (r,r') ¢ Q = Hy(r') na Eq. 3.13, e uma
convolugao do vetor intensidade do campo magnético posicionado na fonte, He¢(r'), com a

funcao delta de Dirac, 6(r —r’), resultando no vetor intensidade do campo elétrico, E¢(r):

V xH(r)= [ V xI§(r—r') He(x')dV', (3.19)

V/

utilizando a equagoes de Maxwell Eq. 3.9b, podemos reescrever como:

Ei(r) = w’q |V I5(r — v') - H(x')dV", (3.20)

assim encontramos a seguinte funcao:

Ei(r) = — [ 7 [GR(r.r) x V x Hy(r') + V x G (r,0') x Hy(r')] dS',  (3.21)

wer J g

. ~ . E=Y —~m .
e para uma nova manipulacao, aplicaremos P = G, (r,1') e Q = H(r'), assim temos:

Gp(r,r) -V xJe()dV' = ...
v’ - o (3.22)
/ P [Gg(r,r') x V x Hy(r') + V x G, (r,1') x Hs(r’)} ds’.
S/

Podemos aplicar essas condigoes de contorno na Eq. 3.21, com as identidades
diadicas e assim obtemos:
Ei(r) = — / 7 [é;;’(r,r’) x V x Hy(r) +V x Gp. (r,1') x Hs(r’)] ds’,  (3.23)

WEg

agora inserimos a Eq. 3.23 na Eq. 3.22:

Er) = [ GPr,r) V x Jo(@)dV", (3.24)

WEg \"

definimos V x JS(r') = iwe J* (1)
E(r) = — [ Gg(r,r) - JP()dV’, (3.25)
V/

o vetor intensidade do campo elétrico posicionado na camada f, E¢(r), é a convolugao da

~ <7 7 Jon) —~m o)
fungao diddica de Green magnética, G (r,r’), com uma fonte magnética, J*(r').
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3.6 Resolvendo a equacao escalar de Helmholtz

A equacao de onda escalar de Helmholtz é escrita como:
V3 + kK = 0, (3.26)

onde 9 é a funcao de onda escalar e k é o nimero de onda modal.

Toda a analise sera expressa em um sistema de coordenadas esféricas, entao a reso-
lucao dessa equagao também sera expressar no sistema de coordenadas esféricas. Portanto,

a equacao de onda escalar de Helmholtz com o Laplaciano em coordenadas esféricas, fica:

10 (00 1 0. 00\ 1 9 ., _
r2Or (T 8r> + r2sin 0 00 (Sm980> * r2sin? 0 O¢? +ky=0. (3.27)

A resolucao dessa equacao é feita separando as variaveis. Para fazer isso, a funcao

de onda é decomposta em um produto de fun¢ées com uma tnica variavel:

bk, r) = ¢(kr, 0,¢) = R(kr)O(0) (), (3.28)

onde r > 0, 0 € [0,7] e ¢ € [0,2x]. Substituindo a funcao de onda decomposta na Eq.
3.27, temos que:

0P d [ ,dR R d (. dO© RO &
il - S 00— —————— +k*ROP = 3.2
r2 dr <r dr) N r2sin € df (sm > * r2sin? 0 dg? * 0. (3.29)

multiplicando por r? e dividindo por RO® a Eq. 3.29:

1d (,dR 1 1d (. d0\ 1 1d0 ,,
1d(,dR R (YK I S N G
Rdr (r dr>+sin9@d6 (Sm d6>+sin29®dq§2+ ' (3:30)

Agora que cada fungao é independente, trés equacoes diferenciais surgem. A pri-
meira funcao independente que serd analisada é a funcao ®(¢) onde m é uma constante

complexa: ,
1d°® 9
- S 31

a solucao dessa equacgao diferencial é uma combinacao linear de exponenciais complexas
e:l:im¢:
B(¢) = ay,(¢) cos(me) + ap, (9) sin(me) = Y an(4) [ (9), (3.32)
B=e,o

como P(¢) deve ser uma fungao periédica cujo periodo se divide igualmente em 27 (COU-
RANT, 1989, Ch. V.,§8), m é necessariamente um ntimero inteiro e f2(¢) é:

15 () = {cos(m¢), se f=e (impar) meN (3.33)

sin(me), se =0 (par) meN*
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A segunda funcao independente que sera analisada é a fungao (), onde [ é uma

2
L 1d (sin€d@> SULE— (3.34)

constante complexa:

sin 6 © do o )~ sin?6
para essa analise, serd adotado o seguinte passo:

i_dcos&i_dcos@ d B
d0  dcosfdh  df dcosh > dcosf’

(3.35)

onde essa equacao pode ser reescrita como:

d .., dO m?
dcosf (sm edcos 0) + <l B sin29> ©=0, (3.36)

e a solugcao dessa equacao diferencial é baseada na solugdo da equacao diferencial de

Legendre, com | = n(n + 1) e n sendo necessariamente um ntmero natural, n € N
(COURANT, 1989, Ch. VII,§5) (ABRAMOWITZ, 1965, Eq. 8.1.1), onde possui duas
solugoes linearmente independentes, o polindmio de Legendre associado de primeiro e

segundo tipo;
PM(z), se|l—z <2

0(0) =
©) {QT(Z), se |z| > 1

a unica solugdo que satisfaz a equacgao diferencial onde z = cos @ é a solugao do polinémio

(3.37)

de Legendre associado de primeiro tipo:

O0) = zn: i Ay (0) P (cos ). (3.38)

m=0n=0

E a terceira e ultima fungao independente que serd analisada é a funcao R(r):

1d [ ,dR 29
R (r dr) n(n+1)+k*r* =0, (3.39)

onde essa equagao pode ser reescrita como:

d , dR ) B
d(kr) <<kr) d(kr)> + ((kr)* =n(n+ 1)) R=0, (3.40)

e a solucao dessa equacao diferencial (ABRAMOWITZ, 1965, Eq. 10.1.1) é:
4
R(kr) =Y al(kr)z5 (kr), (3.41)

a=1

onde:

o 2! ¢ a fungoes esféricas de Bessel do primeiro tipo e de ordem n,

o 22 ¢ a fungoes esféricas de Bessel do segundo tipo e de ordem n,

o 23 ¢ a fungoes esféricas de Hankel do primeiro tipo e de ordem n,
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o 2} ¢ a fungoes esféricas de Hankel do segundo tipo e de ordem n,

essas solugoes podem ser reescrita como uma combinacao linear das fungoes esféricas de

Bessel e Hankel do primeiro tipo.

Com isso a fungao escalar de onda de Helmholtz é uma série e assume a seguinte

forma:

b= Y Y Y S (e vy (), (3.42)

a=1,3 f=e,o m=0n=0
onde:

Vi (k1) = 25 (kr) Py (cos0) f,.(9), (3.43)

e as constantes podem ser reescritas como:

a®? (k,1) = a®(kr)amn, (0)a’ (). (3.44)

mn

3.7 Resolvendo a equacao vetorial de Helmholtz

Resolvida a equacao de onda escalar, resta estender a solucdo para o problema

vetorial. A equacgao de onda vetorial de Helmholtz é escrita como:
VxVxF-Kk7F=0, (3.45)

onde as solucoes dessa equacao diferencial sio L, M e N que sdo vetores esféricos harmo-
nicos, sao ortogonais entre si e estdo relacionadas a funcao de onda escalar de Helmholtz.

A relagao entre elas sao:

L = Vi, (3.46a)
_ 1 _

M = EV x N =V x (¢r), (3.46b)
— 1 — 1

N = EV x M = EV x V x (¢r), (3.46¢)

por tanto, as fungoes sdo descritas como:

Lo () = 200 (oot )2 000 - 2,00 20|+ i 0720 (a7)

A

M (k1) = 20 (kr) [07th,,,(0) f2(6)0 + £2,,(0) £1(6)0)] (3.47b)

N (k,r) = ke (k) [ o 8L, (6) 7 ()0 — £2,.(6)f1 ()6 + =

onde:
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£0..(6) = P™(cost), thn(6) = = P (cost),
1n

o o dper)] 1, sef=e

ki (kr) = [ 41, sef=o

3.8 Resolvendo a equacao de onda associada ao campo eletromag-
nético

Devido a geometria, é natural expandir a forma geral do campo eletromagnético

em vetores esféricos harmonicos:

Eir) = Ey Y Mo (ke r)af (ke r) + N (ke 1)020 r, 1), (3.482)
,an
Hir) = —@7 S N (kg v)as (ke ) + ML (kf, r)b?? (kp,r).  (3.48b)
a,B,m,n

Em alguns momentos deste trabalho precisaremos simplificar a notacao, entao a

relacdo de equivaléncia entre as notagoes sao:

SEED DD DD DD 3D ID V=D 3 3

a,B,mmn  a=1,3 f=e,o m=0n=0 an  fB=e,0 m=0n=0 Bmmn  a=1,3n=0

M, =M. (k7). M =M (ke v'), Moo =Moo (ki 1),

No =N (ke rs), Mﬁ_N”&ﬁ» No, =N (e, ),
zf{ﬁ = z0(kery), zn = 22 (ker'), szf =z (ker),
kot = ko (kery), kY = ko (ker'), kot = k2 (ker).

3.9 Determinacao das Caracteristicas da Antena

Todo o estudo desenvolvido aqui é baseado em coeficientes de ondas esféricas.
Esses coeficientes contém todas as informagcoes que descrevem a fonte. Assim, as grandezas
fisicas que caracterizam essa fonte devem ser extraidas desses coeficientes. Para o campo
de antenas, é costume focar mais particularmente nos diagrama de radiagdo de campo

distante, poténcia irradiada e diretividade.

3.9.1 Diagrama de radiacao de campo distante
O vetor intensidade do campo elétrico fora da lente pode ser escrito da seguinte

forma:

mn mn mn-mn’

Eo(r) = E Z ME20380 | N2P0ps0 (3.49)
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onde:

M, = 22 (0%, (0) 0 (6)0 + 2, (0) 1 (£)D)] (3.50a)
30 _

N ki‘)[aﬁt;nw)fﬁ(qs)q@—t;nw)fm)é]+;tin<0)fﬁ<¢>f. (3.500)

Por tanto, podemos escrever o vetor intensidade do campo elétrico fora da lente

em termo de componentes:

30

Eo(r) = By Y 13, (0050 15(0), (3.51a)
Bm,n 0

Eop(r) = Eo > [0720,,(0)ali — k62, (0)b350] £2.(6), (3.51b)
Bmmn

Eos(r) = Eo Y. [2206,,(0)as + o ke, (0)b50] £ (6). (3.51c)
Bmmn

As expansoes assintéticas da funcao de Hankel do primeiro tipo e a derivada da
funcdo de Hankel do primeiro tipo para grandes argumentos, 1 — oo, (ABRAMOWITZ,
1965, Egs. 9.2.3) sao:

1KQT
Sror) ~ (=) + O (r — o0),
0

tRQT
etro

K2 (kor) ~ (—i)" + O 3 (r — o0),

RoT

e com isso podemos escrever o vetor intensidade do campo elétrico para o campo distante

CcOomao:

Ey.(r) = O(sz)(r — 00), (3.52a)
Bulr) = Bo" T do(0, &) + O2)(r = o0), (3.52b)
Eo(r) = FEp i:; dy(0,6) + O(r=3)(r — o), (3.52¢)

onde o diagrama de radiacao de campo distante é:

do(0,0) = 3 (=i)"" 070, (0)ady — it} (0)b3°] £1(9), (3.53)
Bym,n

do(0,0) = 3 (i) [2,,(0)aly + o7t (0)b0] £1(6). (3.53b)
Bm,n

Normalmente, o diagrama de radiagao de campo distante, é visualizado a partir da
componente principal (C'P,(6)) e da componente cruzada (CCy(f)), dados pelos planos

¢ =0, ¢ = m/2, respectivamente.
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3.9.2 Densidade e intensidade de radiacao

A densidade média de poténcia ou densidade de radiacao (BALANIS, 2016, Egs. 2-

8) pode ser escrita como:

W, = ;Re [Eo(r) x Hi(r)]. (3.54)

Sabemos que os campos elétrico e magnético fora da lente é descrito como:

Eo(r) = Ey Y. Mowa¥ + Nowbs, (3.552)
an

Hi(r) = ) 3N 380 | 0380, (3.55b)
Mo Bym,n

As relagoes ortogonais e ortonormais entre as duas fungoes de onda vetorial esférica

com expansao assintotica r — 0o, sao:

MO XN = S (1t OO + OS]+ O )r = o0)

Mo x Mo = “’3 OV E2 O 2 (D)2 + £ ()50, (0)] £ (0)7] 7+ O(r %) (r — 00)
= B

NI = S B OO + OGP+ 06 -

Non <N = 2 I8RO + GO RO+ 06 - o)

Aplicando essas relagoes na densidade de radiacao, Eq. 3.54, temos que:
—|E0 2 B 3802 34 N
t t2 b3502 .
nir? 2 OO + 10O Fa(@F] [l + 2] 7+ 556)
O (r = 0),

Wrad

onde aplicamos as identidades do complexo conjugado .

A intensidade de radiacao (BALANIS, 2016, Egs. 2-12) pode ser escrito como:
U = T2W'rad7 (357)

entao inserimos a Eq. 3.56 na Eq. 3.57, para obtermos a intensidade de radiacao:

—|Eol? ] = o1
U= 3 [0 0 0) + 6O SO [l + o] F +
05G g.m.n (3.58)
O3 (r = 00).
z=a+1b
¥ =a—1b
(z+w)* =z*+w*
3 Identidades complexo conjugado: (z —w)* = z* — w*
(zw)* = z*w*
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3.9.3 Poténcia de radiacao

A poténcia radiada (BALANIS, 2016, Egs. 2-9) para fora da lente pode ser escrito

da seguinte forma:
2m s
Proa = # U - 7dS) = / / U - 7sin 0dfdo, (3.59)
Q o Jo

aplicando a Eq. 3.58 na Eq. 3.59, temos que a poténcia radiada é:

E 27
) > | / 1 (O) L (O) + £, (0)L1(0) ] sinfdodo [Ja 2 + 103707]
TIOFLO 8,mn
(3.60)

A integral do polinémio associado de Legendre, (ABRAMOWITZ, 1965, Eqgs. 8.14.14)

¢é definido como: i |
/ £ (0)2sin 6d9 = m " E™
0 (n—m)!

/7r|7¢2 (0)]? sin 0d0 = Jn+1) N (ntm)!
0 mn S

27
/0 £2(6)do =,

entao podemos reescrever a poténcia radiada como:

+1) (n+m)!
Py = —|Eo|? m n(n 3802 4 (33802 3.61
L= D s i L l” + 8] (3.61)

3.9.4 Diagrama de diretividade

A diretividade (BALANIS, 2016, Eqgs. 2-16) para fora da lente pode ser escrito da

seguinte forma:

47U
Prad ,

aplicando a intensidade de radiacao e a poténcia de radiacao, Eqs. 3.58 e 3.61, respecti-

D—

(3.62)

vamente, na Eq. 3.62 temos que:

S (O F2 )P + [, (0) £ (D) 2] |30 + [6350)7]
D = o™ — — 7 (3.63)
T o e

ﬁ7m7n



4 Difracao por uma Estrutura Esférica Estra-

tificada em Funcoes Diadicas de Green

4.1 Funcao diadica de Green no espaco livre

A partir das fungdes de onda vetorial esférica, podemos construir a fungao diadica
de Green no espaco livre, essa funcao descreve a contribuicao da fonte em um meio sem
dispersao. Um dos métodos para a construgio da fungio diddica é o método Gy (r,r’)
que, usa 0 método de Ohm-Rayleigh (TAI, 1994). Onde a funcao é;‘;‘)(r, r’) satisfaca a
Eq. 3.10d.

Conforme o método de Ohm-Rayleigh, primeiro buscamos uma expansao da au-

tofuncao para a fungéo de origem usando as fun¢oes de onda vetorial esférica:

VxIsr—r)= Z N3 (ke 1) ALY (e, ) + M2, (ke 1) B (e, )| ks, (4.1)

0 Bmn

neste processo surge duas fungbes desconhecidas a A (k. r') e a BY (k,,1') e para
solucionar elas, definiremos as relagoes ortogonais e ortonormais entre as duas fungoes de

onda vetorial esférica em um dominio de integracao que envolve todo o espago

/M;fn(ks,r)-Nif,’n/(kf,r)dv = 0,
\%

/‘Nir/?n(ks’ ) an’(kf7 )dv = 07
|4

/VMifn(ks,r).M;,{%’n,(kf,r)dv = (1+0m) (2<n+1)> EZ*Z; T8k — k)68,
1 18’ o n(n+1)(n+m)r m sn
Van(ks,r)-an,n/(kf,r)dV = (1+" )(2n—|— D (= m) k25(k — k)dj,0m, 67,

Para solucionar a funcoes desconhecidas A (k,, '), multiplicaremos por N? (kg, r)
a Eq. 4.1 modificada e integramos em todo volume:

N (ko) - [V x T(S(r —1)|dv = ..
\%

) / N Ger) [ S [N (e m) AL (1) + MY, (bp, 0)BY, (ke )] die V.
Vv 0 Bmn

(4.2)

A integral do lado esquerdo da Eq. 4.2 pode ser resolvido aplicando a identidade

diadica', depois aplicando teorema diddico de Gauss® para converter uma integral de

1 Identidade diddica: V - (A x E) - (v x A) B-A. (v x E)
2 Teorema diddico de Gauss: / V- -AdV = %X -dS
\% s
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volume em uma integral de superficie e a mesma desaparece, pois r’ estd localizada no

volume:
{7 %Nt Bt 1) = 9 [N ) < Bt =00 b <
14
LV X NY (kv — 9& : [N}nﬁn(ks,r) x I6(r — r’)]dS — ... (4.3)

LV x NI (K, 1),

Ja a integral do lado direito da Eq. 4.2 pode ser resolvido aplicando as relagoes
ortogonais, ortonormais e a funcao Delta de Dirac® e com isso, toda a Eq. 4.2 pode ser
reescrita como:
n(n+1) (n+m)! 72

VXNl 1) = (1 +67) (2n+1) (n —m)! k.

A (kg 1)), (4.4)

isolando a funcio desconhecida A (k,), temos:

k2
A (k1) = Cpi ==V’ x N2 (kg 1), (4.5)
272
aplicando a Eq. 3.46¢ na Eq. 4.5:
18 k? 18
/ S /
Al (ks r') = CanWQan(ks, r'), (4.6)

onde:
(2n+1) (n —m)!

n(n+1) (n+m)!

Conn = (2 — 657) (4.7)

Similarmente, para solucionar a funces desconhecidas B (k. '), multiplicare-

mos por M,lfn(ks, r) a Eq. 4.1 modificada e repetimos os passos anteriores

k3 =
18 _ s 18
B (5. 1') = O 5 N0 (ke ). (4.8)

Entao a fungdo de origem fica:

- 1 o0 = =

VxI(r—r) = o 37 Gy / K2 (N0, (e, )M, (e, 1) 4+ M, (ke 0N (g, 1) | ks,

T
B,m,n 0

(4.9)

Agora assumimos que a expansao da autofuncao é:slo(r, r’) pode ser representado

por uma integral semelhante em termos da funcao de origem,

—m0 1 o B B
G. (r,r)) = Wﬁz Com /0 k2 [a NJ2 (ko 1)MS, (ke 1) + b M, (o, TN (e, )| de.

(4.10)

3 Fungdo Delta de Dirac: f(z) = / 5z — ) f(a)da
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Para solucionar as fung¢oes desconhecidas a e b, substituimos as Eqgs. 4.9 e 4.10
na Eq. 3.10d e usando as relagoes das fungoes de onda vetorial, sabemos que V x V X
N (ke 1) = KINLD (k1) @ V x V x M (k1) = kZM5 (ks ), entdo temos que:

1 o0
53 O Cmn/ ki’“(kg—mg)a— 1 NO (e, 1)ML (ks 1)
m 0

Bann (4.11)
02 = k20p - 1) MEZ, (e, )N (k. r’)]dk —0.
A solugao da fungao desconhecida a é:
1 o
52 2 Cmn/ K2 [[(2 = £2)a — 1] NOZ, (ke 1) M, (e, )| dk = 0, (4.12)
T
B,m,n 0
(kg - K?)a’ -1 = 07
1
a = —5—
(ki — K2)’
similarmente a solucao da funcao desconhecida b é:
1
b= —5——.
(k3 — K2)
Portanto, a expansio da autofuncio G O(r, r') é:
égo(r, ) =...
L ye /Oo K [N (e, 1)MIZ, (k1) + MY (ke 1IN (k1) ik
“ e 27T2 va,n mn 0 (kz o /{:g) mn S mn S mn S mn S S
(4.13)
Aplicando a integral de Bessel sobre o intervalo (0, 00) (OLVER, 2010, Eq. 10.22.69),
temos:
ég:o(r,r’) _ iK2 Y Con N?fn(lfs,r)Mifn(I{s,rl) + M?fn(/fs,r)Nifn(ns,r’), ser >r1' '
Am g N (g, 1YM (kg 1) + MY (kg r)N?2 (Ko, 1), ser <1’
(4.14)

A funcao é descontinua em r = 1’ e utilizando a Eq. de Maxwell na forma diadica,
Eq. 3.10b, a funcao éjf (r,r’) pode ser definida como:

—e0

1-
G, (r,1) = —EIé(r —r)+...

S

1Kg Z C Mffn(ﬁw r>Minﬁn(/fs; I‘,) + angn("isu r)N}nEn(/{s,r/), ser > (415)
T Ar B,m,n mn M}fn(ﬁs, I'>Mifn(f€s, r’) + N}fn(’fs; 1')1\]%3;1(1%87I,/)7 R .

4.2 Funcao diadica de Green de espalhamento

Partindo da funcao diddica de Green no espaco livre, Eq. 4.15, podemos construir,
por meio do método de sobreposicao, as varias categorias de funcoes diddicas de Green

associadas a uma esfera.
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As estruturas esféricas de espalhamento, Figura 5, é composta de N-camadas, cada

camada tem permissividade, permeabilidade, raio e um disco de metal esférico de meio

angulo 6.

Fonte

Figura 5 — Definicao dos parametros geométricos da estrutura.

A funcdo diddica de Green de espalhamento Gy, (r,r’), descreve a reflexio e a

transmissao multiplas das ondas nas interfaces. Ja a funcao de Green, @?S(r, r’), dada por
(ALL; HABASHY; KONG, 1992), descreve uma sobreposi¢ao da fungao diddica de Green

no espaco livre com a de espalhamento:

G, (r, 1) =

G2 (r,r')8f + Gp (r, 1),

(4.16)

A fungao diddica de Green de espalhamento é semelhante funcao diadica de Green

no espaco livre com adi¢ao dos coeficientes de espalhamento:

ilif

Go(r,r) = — 3 Cmn{Mifi _

47

N

mn

onde § = (1 —

38f |

JEA0\Y. el

Amnl

DN 535 + DN

35t M3ﬂf 5 61{1 il

3/3f Mlﬂf 53 5f

Amnl

b35f1N15f 555"

J), sendo § o delta de Kronecker.

1,3f 3/8f 55 5f_

mn3

Amn3

EIELN 38

3/3f (55 5f‘

-+ + +

(4.17)



38 Capitulo 4. Difracdo por uma Estrutura Esférica Estratificada em Fungdes Diddicas de Green

4.3 Determinacdo dos coeficientes de ondas esféricas

4.3.1 Fontes elétricas

A funcao diddica de Green elétrica é:

G (r,r) mf *y (Jmn{ Ll 0 . Y SBATAN  ioAD Y. l +..
"o NPT et [T Gest gt O St N oo, 1+..
NP3 N Gt 4 B N L M ot M' +..
NI [ N Gt bR N R+ N ot }
©(4.18)

No capitulo anterior, demonstramos o vetor intensidade do campo elétrico, Eq.
3.18, descrito como a convolugao da funcao diddica de Green elétrica com uma fonte

elétrica, J¢(r'),

Ei(r) = dwpe | Gp(r,r')-J¢(x)dV’, (4.19)
V/
com isso, podemos reescrever o vetor intensidade do campo elétrico como:
Ex(r) :ﬂnijam/{ M ana ML G585 + allis N R+ Mo ol +
Bm,n v’ o o b
N [t RGeSt ol NS Gt 4 N ot n | + -
LN MO 60k + %%waﬁ+Mﬁxvﬂ+~
N BN G BN B N et
. Jg(r')dV’,
(4.20)

onde a impedancia caracteristica do meio é n = /.

Também no capitulo anterior, demonstramos a forma geral do campo eletromag-

nético, Eq.3.48a, descrita como:

0 S MY gest 4 N post (4.21)

mn @mn mn “mn >
aﬂ,mn

e os coeficientes a®’! e b%%f podem ser encontrados partindo da Eq. 4.20:

f/-i —18f < ~
glet — _ TlihE C / [amf M 555 +al8 N g 5t 4 5f5r :] J(H)dV',  (4.22a)
!’

mn 47TEO mnl mn ~“0°0 n3 mn

18f f’ff 18t 1B 18t 3/3f . 3Bt o el /

b = — 47TE0 /[mnlean bl Non %35 + N0 ofonor | - JS(x)dV', (4.22b)
fl{

=~ 0 [ [t s - WAV (1220
4 Ey m fmn '

Ntk
bﬂ—450m/wﬁﬁmw$3%wWﬁwm}ﬁwWﬂMﬂ@
L \dl
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4.3.2 Fontes magnética

A funcao diddica de Green magnética é:

K IBf [ 18f =18 18f 3Bf v i -

GE(I.’ /) = 47; Z Cmn{ mn mﬁnlM 655f mﬁni’) 65 5f + an 6267’ T
Bm,n . . o =
M}fi ble lﬁf 555f ble 36f 55 5f + N36f 5f 7" —r

~36f | 38f 1B 7s 36f ~r3Bl 55 5 worlBl of
N | @i M, 530K + aions M, 030K + M., 856, T,‘

—=38f =181 x4 % =331 ~—13f

N [ N Gt 4 BN G+ N ot =]

/E%/—’+++

23)

No capitulo anterior, demonstramos o vetor intensidade do campo elétrico, Eq.

3.25, descrito como a convolucao da funcao diddica de Green magnética com uma fonte

magnética, J™(r'),

Ef(I‘) = —
e

G, (v, ) - I™(x)dV".

Com isso, podemos reescrever o vetor intensidade do campo elétrico como:

(4.24)

o ~M3§f b”“le . 655f +b”3f3N3ﬁf 5 5f 0 H’ +..

N [ N R SN BB+ M o r’| L

W [ N N it N ) )
LIm()dV

(4.25)

Também no capitulo anterior, demonstramos a forma geral do campo eletromag-

nético, Eq.3.48a, descrita como:

Z Maﬂf a5f+Naﬂfba/3f

mn mn

a,B,m,n

mn-mn?

e os coeficientes a®’! e 65! podem ser encontrados partindo da Eq. 4.25:

2

bt — _i4:jEOCm" / / o130 817 g3t yalP
a}nﬁi = _i47/:%E,0 Cmn/ brlfLNifi 5ot brlff 3/3f
b = 47TE0 Cmn/, [ ST v M S L v i
G = 47rEo Crn /, {bffil L G5t 1 N

35f 55 6f+an 556‘7‘,_7‘

dﬁf

Bﬂf

3Bt

|

TS i afa‘r,*r

rl]

5 5t ISy i 8,7~ v

IBf

B3 0% AN, 65577,

I (e)dV’,

I (e)dV,

|- 3m@av,

] ™)V,

(4.26)

(4.27a)
(4.27b)
(4.27¢)

(4.27d)



5 Antena Alimentada por Cabo Coaxial Cen-
trada

A alimentacao escolhida é uma sonda coaxial centrada, isto é, 6, = 0, cuja corrente

é orientada ao longo do raio e com amplitude fixa, Iy:
Je(r') = Ind(re — 1')7, (5.1)

injetando a Eq. 5.1 nas Eqs. 4.22a-4.22d, aparecera algumas relacoes da seguinte forma:

Mfénif/f = 0, (5.2a)
, af

N = 24 1) P (cosO) f(), (5.2b)
RtT

entdo aplicamos a funcdo Delta de Dirac! junto da injecdo da Eq. 5.1 nas Eqs. 4.22a-4.22d,

temos que:
al’t = 0, (5.3a)
bif,f = n(n+1)Cmn [b}fy{lz}l@ 8555 +b1PT B0 s 5F 42310 5;5‘:8::&135"((:% 00) 15 (66), (5.3b)
a3t = 0, (5.3¢)
38f 33§ = 33§ 2 7 r—r 3
bnfn = nn+1)Cmn [bff,ﬁlz;@ 5568 4308 2310 §s 5T 42110 555‘T_T8JP;n(cose@)f,%(¢@), (5.3d)
onde:
Toneks
Ey=— .
Are

Por ser uma alimentagao centrada os coeficientes s6 nao sao nulos para m = 0 e
B = o, (HANSEN, 1988, Eq. A1.36):

1 =0
PM(cosf)| =1~ sem : (5.4a)

6=0 0, sem#0

1, sef=e
A ={ , 5.4b
fm(gb)‘mo {0, se B=o0 (5.4b)
e por fim podemos escrever os coeficientes como sendo:

a®’t = 0, (5.5a)
bt = bolT (0700 + 650K 0585 + (2n + 1)25706% (630,107 + 050,1°)) . (5.5b)

1 Fungdo Delta de Dirac: f(x) = / §(x — a)f(a)da
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onde:

ba,@f (272 4 1) (b%ﬁnflzlf@ﬁ bgglf?)sz@és )

Portanto, a forma geral do campo eletromagnético de uma antena alimentada por

cabo coaxial centrada é:

EDZN‘“f[ bget (0065 + 050K ) + (2n + 1)25748 (676,77 + 056, 77%)] . (5.6a)

lro—r| [r—rol

H;(r) = _ifo O3 Moy [boef (0905 + 350%) + (2n+ )25t (698,077 + 050,71°)| . (5.6b)

[r—ro]
Mt an

5.1 Determinacao das equacoes de séries duplas

Como os discos de metal ou condutor elétrico perfeito (PEC - Perfect Electrical
Conductor) cobrem apenas parte das interfaces da esfera dielétrica, o campo eletromag-
nético deve verificar as condigdes duais nessas superficies. A condi¢ao de contorno para

uma interface onde a sua superficie ¢ um PEC o campo elétrico tangencial é nulo:

7 X E(i,l)(ri) =0, 0< 0 < 6

ZfXNg:L i—1)i [bgz i—1) (504501 1) + 5@) + (2n + 1>Z§(i—1)®5§i—1)5?} =0,0<0 <0 (573)
A condicao de contorno para uma interface entre dois meios dielétricos, o campo

magnético tangencial é continuo:

x {H(i—l)(ri) - Hi(ri)} =0,0<0<m

£ x Mae(l 1)i

Ni-1) [b%(l 1) (5?561—1) +§§é) (20 + 1)25060—D 5a]
i—1

>

a,n

(5.7b)
booh (6 + 0265 ) + (2n + 1)219616| = 0,6, < <7
[ 0 ( 3 ) }

~raeii

7 X M,
B Ui

A condicao de contorno para uma interface entre dois meios dielétricos, o campo

elétrico tangencial é continuo:

Fx {E(i_l)(ri) — Ei(ri)} = 0, 01 <6 <

ZT x Noa ™ [l (62867 +85) + (20 + 1)22960- Vo7 | —
5.7
7 Noo [bget (67 + 050K ) + (2n+ 1)2506105] = 0,6, <0 <7 o
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Sabemos que:
P x Nom = Plicos§)k2ig, 5.8a)
Px Mot = PY(cos )29, (5.8b)
onde:
Po(cos) = P°(cosh),
dP,(cosb)
P! ) = ——=
> (cos ) 70
injetamos as relagoes das Egs. 5.8a-5.8b nas Eqs. 5.7a-5.7c.
Para o campo elétrico tangencial nulo (0 < 6 < 6;), temos que:
= (5.9a)

>~ Ph(cos 0)kgH b6 (595670 + 85) + (2n + 1)23960- V7] = 0,

para o campo magnético tangencial continuo (6; < 6 < ), temos que:
(6%

a(i—1)i , » .
> Pl(cos 6){ n {bgz(l_l) (5?501_1) + 5?) +(2n + 1)sz®5£‘_1)51} -
on =) ) (5.9b)
Zgu aol [ sa a i 1s® §i s
Cmm (g (07 + 650% ) + (20 + DEYdl05] } — 0,
e para o campo elétrico tangencial continuo (0 < 6 < II), temos que:
o (5.9¢)

BpGDH G (0705 + 65) + (20 + 1)z 000y
LK [bget (87 + 030%) + (2n + 1)2206i03]

onde pode ser descrito como continuo, independente do tipo de interface, por isso que a

Eq. 5.9¢ é valida para 0 < 0 < 7.
Por ser multicamadas, podemos transformar as Eqs. 5.9a-5.9c em matrizes, facili-

tando a manipulacao das mesmas. Os vetores e as matrizes estdo descritos no Apéndice

B, onde a funcdo f, = (2n + 1):
i P.(cost) - K, -B¥ + K, Bl + K, - ]éff} =0,0<0<® (5.10a)
n=1
i P, (cost) - |Zi -B¥ —7Z, .Ble +7Z, -B*_7Z . B};] =0,0 </ <I (5.10b)
K,, -Bj, +K,, -BI =K,, -B}, +K,, - B} (5.10c)

Isolando B! da Eq. 5.10c:
K, - |K -Bil+K, Br - K, B},

lo __
BOn - Klm
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e substituindo nas Eqgs. 5.10a - 5.10b, temos que:
cos& {Cl,fn "By — él,fn} = 0,0<0<® (5.11a)

w(cos0) - [Cy, Bl —C;] = 0,@<0<TI (5.11b)

I MS I MS

onde as matrizes C e os vetores C sao as responséveis pela descricao da estrutura geomé-

trica:
—k =—=1T"1 =3T
Cbn = Kbn + Kbn Kbn Kbn )
—Z =—=1T"! =3T
Cbn - an an Kbn Kbn )

-1

Sk _ 3FIE 3xIT7! ==3F g =  ==IE =IT —1F 23

Cbn - Kbn ’ Kbn ’ Kbn ’ Bn — I+ Kbn ' Kbn ’ Kbn ’ Bn )

= +3F 1T =1T"! =3F 1 +H1F 1T =1T"! =—1F 33
z _ s s

Cbn - Zlm - Zlm Klm Kbn:| ’ Bn - [an - an Kbn Kbn ' Bn :

5.2 Meétodo de Regularizacao Analitica

O método de regularizagao analitica (MAR - Method of Analytical Regularization)
(Nosich, 1999), parte das equagoes de séries duplas, Egs. 5.11b - 5.11b que sdo, em opera-
dores, equacoes do primeiro tipo, L - X = U, onde X representa o vetor de incégnitas e U
o vetor de elementos conhecidos. Infelizmente, uma inversao direta de L geralmente nio
é possivel, pois esta mal condicionada. Mesmo que uma inversdo numérica fosse possivel,
nada poderia garantir sua convergéncia. Assim, L é dividido em duas partes, L = L, — L,
sendo f;l um operador conhecido. Desta forma, o problema do primeiro tipo é convertido
em um problema do segundo tipo X —G-X =Y, onde G = f;l LyeY = f;l -U. Além
disso, forcando L, a ter a singularidade do operador L, a equacdo é do tipo Fredholm
do segundo tipo, onde G é compacto, ou seja, ||G|| < oco. Além disso, esses teoremas ga-
rantem uma convergéncia numérica da solucdo. A implementacao dessas equagoes requer
um truncamento para uma ordem n, X,, — G, - X,, = Y,,, onde o operador de matriz G,
é tal que seu kernel (nicleo) contém todos os modos de ordem maiores do que n. Nessas

condigdes, o erro relativo, e,.(n), associado ao truncamento se comporta da seguinte forma:

X = X,
o) ="K

(5.12)

quando n — oo, o operador G,, — G, consequentemente e,(n — oo) — 0. A convergéncia
nto é rtanto, veri . Quanto maior a ordem runcamento, mais preciso é
do ponto é, portanto, verificada anto maior a ordem de truncamento, mais preciso é

o resultado.
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5.2.1 Consideracdes iniciais

Para seguir com a técnica de regularizacao é necessario fazer algumas trocas de
varidveis (Rondineau et al., 2004), diferente do capitulo anterior, as mudangas nas variaveis
nao sao triviais. Assim, parece necessario realizar alguns trabalhos sobre as matrizes C e
os vetores C que descreve da estrutura geométrica. S6 entao o esquema de regularizacao

pode ser aplicado:

— = = —k
M- T=Gp)-Xpn = Cp,-Bj
f’“ﬁ-Yk _ o 0<0<0O,
n"tb bn T bn
X = G, B
fz I; vzn on ® < 0<TII,
fn bn bn

onde I representa operador identidade.

Para controlar a singularidades, as grandezas introduzidas nas trocas de varidveis

devem ser verificadas:

FPo o e
#1-3,)" -0, = ©,.C
n
. — f2771 k -1
gbn = I- ﬁQb Cbn ’ CZn )
n
onde €, é uma matriz constante:
k
=1 . % —k1
Q, = nh_{go%'cbn‘cbn )

n

o comportamento assintético de Gy, tem que ser:

(i, j) € (1, N)?, (Gon)ij = O (%) (n — 00).

5.2.2 Comportamento assintéticos

A primeira observacao vem do fato de que as matrizes envolvidas sao triangulares

inferiores. Seja O uma matriz inferior de dimensdo N x N definida da seguinte forma:

011 0 0
021 022 0

O = | 031 039 033 e O R
ON1 ON2 ON3 ... ONN|

onde o determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da diagonal
principal:

N
0] = H Oii,s (5.13)
i1
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entdo O ¢ invertivel e seu inverso é a matriz P que também é uma matriz triangular

inferior invertivel:

_p11 0 0 ... 0]

P21 D22 0 cen 0
P=|ps D32 D3z - 0

|[PN1 PN2 DPN3 ... PNN|

A determinacao da P ¢é analiticamente feita recursivamente e crescente para cada

elemento da matriz:
1

Dij =
Oy

i—1
((5; — Z Ok -pkj) s (514)
k=j

com essa técnica de inversao, mais as operagoes de multiplicacao, adicao e subtracao

de matrizes, nos podemos obter a expressao do comportamento assintético da matriz

J— —1.—1
C,, - Cfn , 0 comportamento assintético dessa é detalhada no Apéndice C, com isso
temos que:
_ — 1 T | K- Kj
(Czn : C];n ) ~—— [(1) + 1] 054, (5.15)
ij G-y Th

k
onde % tem que ser:

z
n

=0 (n) (n — o).

5.2.3 Regularizacdo analitica

Apés estudar o comportamento assintético dessa matriz, o método de regularizagao
pode ser aplicada e considerando as propriedades do polindmio de Legendre associado?,

temos que:

> fiPa(cosd) - Q- {(T — Gin) - X — Yllfn} = Py(cosh) - Cy, 0<0 <O (5.16a)
n=1

S 7P (cosO) - Xy — Y] = 0, © <O <TI (5.16b)

n=1
onde Cy é a constante gerada pela integracdo de £P,(cos0).

A representacao integral do polindmio de Legendre associado é dada pela férmula
de Mehler-Dirichlet (OLVER, 2010, Eq. 14.12.1):

P (cosf) =

V2 (sin )™ / cos [(n +3) 9] 1
) Jo ( 2

dp,0 < <m, Rm< =
VT L3 —m cosgb—cos@)%m ¢

—1 _dp
Propriedades do polinémio de Legendre associado: P, (cos ) T do P (cos0)
Po(cosb) =1

2
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e utilizando a férmula de conexao (OLVER, 2010, Eq. 14.9.3):

P ™(cos®) = cpn Pl (cos ),

chegamos na seguinte relacao:
(5.17)

P (cos ) = A /9(cos[<n+1)q§} dp,0 <0 <, §Rm>—;,
0

Crmn cos ¢ — cos 0)2

onde:
L(n—m+1) J V2 1

Conn = (—1)mm’ "7 (sind)m T(L +m)

A segunda igualdade é obtida através das mudancas de variaveis, pem 7 —¢ e  em m— 0

T sin|(n+ 1 1
P (cosf) = i / {( )?} —dp,0 <f<m Rm>—, (5.18)
Cmn Jo (cos® —cosp)z™™ 2

Utilizando o método de integracao por partes, nos obtemos:

0 sin |(n + 1 sin 1
P (cosf) = Crnn / {( ) gb} gbdaﬁ,O <f<m Rm>——, (5.19a)
Crn Jo  (cos ¢ — cos )2~ 2
T oS sin
PTT(COSQ) = emn/ {( ) }3 dp,0 <0 <7m, Rm> —1, (519b)
Cmn Jg  (cos® — cosp)2™™ 2
onde:
Emn = dm (2m — 1)
(2n+1)

A féormula de Mehler-Dirichlet para o intervalo 0 < 0 < ® com m =0 é

V2 / ? cos| ¢]1 do, (5.20a)

(cos gb —cosf)z
£ 1 /9 sin {(n + %) ¢} sin ¢d¢, (5.200)

T (@2t (cos ¢ — cos )2

P,(cosb)

e para o intervalo ©® < § <II com m =1 é:

2V/2

1
 rsinf nn +

_2V2 n(n+1)/

wsinf (2n + 1)

™ sin [(n + %) qzﬁ}

) /e (cos 6 — cos )2 49, (5.20c)

T COS [(n + %) qﬁ} sin ¢d
(cosf — cos @)2

Pl(cos) =
(5.20d)
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Escolheremos a férmula de Mehler-Dirichlet que satisfaga a condi¢cdo do comportamento

assintotico de ” = O (n) (n — 00) e associaremos com as Eqgs. 5.16a-5.16b, obtendo:

d
/ {ancos [(n42) ] Q- [(T-Com) X — Y ]+cos(§)co} ¢ = 0, (5.21a)

(cos ¢ — cos )2

Zn(n+1)cos ) - Sln¢d¢ _
/ {Z £z M D eos] (1) 6] [Xon Y,m]} (oe8 — oo ) 0, (5.21b)

N|=

onde:
=1
o (2n+1)
" n(n+1)

Essas integrais sdo homogéneas do tipo Abel com um niicleo de quadrados somados.

Entao, suas fungoes integrantes desaparecem em todo o intervalo:

im[(m%)e} [@=Gi) Xpw = Y| = ©08(9)-Q, Co, 0<0 <O, (5.22)

(S5

> @08 |(nt4)e] - [Xim = Y3,] = 0, © <0 <TL (5.22b)
n=1

portanto, podemos reescrever como:

oo

- Z cos| [Gon XY}, ] +T08(4) T, - Co, 0<0<8,
> €08 [(nid)o] - Xy = { "5 (5.23)
n=1 Z cos n o O<O<IL

Essa equacao nada mais é do que a expressao de Fourier do campo eletromag-
nético. Para obter os coeficientes de Fourier, essa equacao deve ser projetada na funcao

cos {(u-{—%)@i}, com u > 0 e as integramos de 0 a 7:

Z cos u cos[(n dO Xpn= Z cos u cos[(nJr%)@]dH -[?bn-xbn+Y§n]+ R
, (5.24)
Z / cos ] cos[( )O]dG Y - / W[(u-‘r%)H] cos(%)d@ 9, "o
n=1 0
onde a integral é:
0 . .
B 1 [sin(u—n)f sin(u+n+1)0
Qun(0) = /0 cos {(u%)e} cos [(n—i—é)O} df = ) [ =) wintl) | (5.25)
reescrevendo as equacoes com os novos termos, temos que:
n=1 n=1 (526)

1

~-Qu0( )-Q, - C,.
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A constante Cgy é obtida graca a projecao em u = 0:

Q," - Co=—3 0y () Qon(0) - [Gon - Xim + Y, = Yz, |, (5.27)
n=1

e para proje¢ao em u > 1, temos o problema do primeiro tipo convertido em um problema

do segundo tipo:

Xy = Y5+ > Sun(0) - [Gon - X + Y5, = Y5,/ (5.28)
n=1
onde X,, e Y7 sao:
2 =
Xu = - Z Qun(ﬂ-) an7
m n=1
z 28 A z
Yu = - Z Qun(ﬂ-> bn>s
m n=1

e a matriz infinita da parte metalica é:

S = ° , 0=0
T 2[Qunl®) — Cuol6) - Qo (0) - Qon(0)] L 0 <o<TT

5.3 Resultados e Discussoes

5.3.1 Dipolo elétrico elementar

O dipolo elétrico elementar através de um fio elétrico de comprimento 1 desprezivel
¢ descrito pelo Balanis no livro Antenna Theory (BALANIS, 2016). Os diagramas de
radiagdo de campo distante associado a este dipolo sdao obtidos pelas Egs. 3.53a e 3.53b
para ror; = 10, Figura 6, e correspondem exatamente ao que é apresentado em qualquer

literatura cléssica.

p=0 @

-30 30 =30 30

-10 -10

-90 20 -20 90

=120 120 -120 120

-150 150 -150 150
180 180

Figura 6 — Diagrama de radiacao de campo distante associado dipolo elétrico elementar.

Aqui verificaremos que as expressao do campo eletromagnético em funcgoes diadicas

de Green para uma fonte elétrica no espaco livre esta funcionando perfeitamente.
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5.3.2 Lente de Liineburg discreta associada a um dipolo elétrico

A lente de Liineburg discreta atua como uma bomba ao focalizar a energia, o
poder de focalizacao da lente de Liineburg discreta associada a um dipolo elétrico, Figura
7, depende do nimero de camadas como descrito pelo Sébastien Rondineau em sua tese
de doutorado (RONDINEAU, 2002).

€,
,,_—-“Rl“-_
Fra (35 -
- — =Ry~ ~
- - [N S
s - : ~ ~
7 - /—.Rx‘-\. N N
/ 7 PRI ~ \\ A
/ / /7 /(RX—I‘“ > A
sy 7 €y b AN
ry, s & N \ \
I Ly N \ v
ro 'f ! “1 1 'IJf
i | i ’ T I *_':
\ Loy Feyo, ! I
A SN AV
Vol N Ty /
\ % ~ - /
\ -~ 4= /s /
AN ~ - / ;
\ ~ \‘_ _ - rd
N N - | = - /
N ~ - %
~ ™ - s
~ - = - -
~ rd
~ -

Figura 7 — Lente de Liineburg discreta de N camadas associadas a um dipolo elétrico.

Observando as Figuras 8-11, podemos notar que quanto mais camadas houver,
menos radiacdo da metade traseira do espaco ¢ afetada pela presenca da lente e que

acima de trés camadas, o diagrama de radiagdo nao muda muito.

-30 30 -30 30

-60 20 60 -60 20 60
=30

— EH -40
-90 90 -80 20
E,

=120 120 -120 120

-150 150 -150 150
180 180

Figura 8 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma lente de Liineburg discreta
de 1 camada associada a um dipolo elétrico.
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Figura 9 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma lente de Lineburg discreta
de 2 camadas associadas a um dipolo elétrico.

o=0 ¢=m/2
0 0
-30 0 a0 30 @ 30
10 10
60

-60
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-90
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180

Figura 10 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma lente de Liineburg discreta
de 3 camadas associadas a um dipolo elétrico.

=0 o=m/2
0 0
-30 0 30 30 @ 30
10 10
60

-60

60

90

-90

-120 120
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Figura 11 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma lente de Liineburg discreta
de 20 camadas associadasa a um dipolo elétrico.
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Aqui verificaremos que os célculos feitos para difracdo por uma estrutura esférica

estratificada em funcgoes diddicas de Green estd funcionando perfeitamente.

5.3.3 Antena acoplada a Lente de Liineburg associada a um dipolo elétrico

Acoplamos uma antena esférica-circular impressa alimentada por um dipolo elé-

trico em uma Lente de Liineburg, Figura 12.

Figura 12 — Antena acoplada a lente de Lineburg discreta de N camadas associadas a um
dipolo elétrico.

Na construcdo de uma antena, hé varios parametros que podemos setar. Para
termos o maximo de poténcia irradiada é necessario fazer otimizagoes, as otimizacgoes sao

andlises que combinam varios pardmetros, gerando assim uma antena muito eficiente.

Geramos uma andlise baseada na frequéncia normalizada, kor; € no nimero de

camadas, N, como mostrado na Figura 13, para uma com as seguintes configuragoes:

‘91 = 36.00, 92 = 18.00, 7% = 97%, €0,1 = Mo = 1.0.

Com essa analise, foi gerada 5 antenas, Figuras 14-18, cada uma com uma quanti-
dade de camadas distintas e uma frequéncia normalizacao, essa frequéncia normalizacao

foi definida baseada na andlise de maior poténcia irradiada.
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figuras/LLD_E_PEC_AnAalise.png

Figura 13 — Anélise baseada na frequéncia normalizada, k¢r; e no nimero de camadas,

p=0 p=m/2
0 0
30 0 30 30 o 30
-10
:

40 80 50 20 60

-30

— E4 40

90 9% 90 90
E,

-120 120 -120 120

180 180

Figura 14 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma antena acoplada a Lente de
Lineburg com N =0 e kor; = 11.05.
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Figura 15 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma antena acoplada a Lente de

60
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-120

Liineburg com N =1 e kgr; = 10.65.
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Figura 16 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma antena acoplada a Lente de
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Liineburg com N = 2 e kor; = 10.70.
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Figura 17 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma antena acoplada a Lente de
Lineburg com N = 3 e kgr; = 10.85.
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¢p=0 h=m/2
0 0
30 0 30 30 o 30
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Figura 18 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma antena acoplada a Lente de
Liineburg com N = 20 e kor; = 11.00.

5.3.3.1 Resultado numérico

A implementagao dessas equagdes requer um truncamento para uma ordem n.
Nessas condigoes, o erro relativo, e,.(n), associado ao truncamento se comporta da seguinte

forma:
. ||Xn - Xn—l”l

er(”) - ||Xn||1 )

quando n — oo, o operador U,, — U, consequentemente e,(n — oo) — 0. A convergéncia

do ponto é, portanto, verificada. Quanto maior a ordem de truncamento, mais proxima a

precisao esta da precisao da maquina.

Para as 5 antenas geradas anteriormente, o erro relativo associado ao truncamento

decai lentamente para zero, como podemos observar na Figura 19:

107 : : . . . . . :

N=0 N=1 N=2 N=3 N=20
10° 1
=
v~ 1p”
[=]
=
©
T
o
o 1072
L
103
104 L L 1 1 1 1 1 L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tuncamento n

Figura 19 — Velocidade de convergéncia em funcao da ordem de truncamento.
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Também podemos verificar que o comportamento assintotico da singularidade, Gy,,,

estd como esperado, (Gp,)ij = O (%) (n — o0), como podemos ver na Figura 20.

10! . . . . . . . .
MN=0 N=1 M=2 MN=3 MN=20

10°

Erro Relativo er(n)

=
S
.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Tuncamento n

102

Figura 20 — Comportamento assintético da singularidade.



6 Antena Alimentada por Fenda Centrada

A alimentagdo escolhida é uma fenda centrada, isto é, 65 = 0, cuja tensao é

orientada ao longo do raio e com amplitude fixa, V{:
I (') = Vod(re —1')0, (6.1)

injetando a Eq. 6.1 nas Eqs. 4.27a-4.27d, aparecera algumas relacoes da seguinte forma:

— N m ’ =
MG = o —— 2V P (cost) f2 (¢), 6.2a
mn sin g " n m
Bt 4 o AP (cost')
Nmn -0 kff ndefz((bI)? (62b)
entdo aplicamos a funcao Delta de Dirac! junto da injecao da Eq. 6.1 nas Eqs. 4.27a-4.27d,
¢ J Je¢
temos que:
i B,
_ _ o’m
blﬂf = Cmn alBf L LOFs5E 4 q10t L 3fO5s Sf+z§f@5§5 TQ:T - P (cosb fﬁ ¢ s 6.3a
mn L mnl 0-0 mn3 N~0 \7‘@ 7| sin 9@ n © m ©
r - dP"(cosbs)
18f J— af =~ af rey—r ©
al = Con Dk O35 0,7k O 53, +k£f®6£5h§7r& "defl(qﬁ@), (6.3b)
] B.
_ _ 1 0’m
B = Con [Tt S58 ralSds800800 0 | TP (cos0) fi (), (6:30)
- ®
_ _ dP™(cost
= O bf’félk}feSSSfN+bff£3k§f®SSNSfN-i-k}f@&g(Sl:::gl} Wf,ﬁ(gzﬁ@), (6.3d)
®
onde: Vo2
. VoRt
Ey=—1 .
0 47

Por ser uma alimentacao centrada os coeficientes s6 nao sao nulos para m = 1 e
B =e, (HANSEN, 1988, Eq. A1.36):

4 nntl) — 41
_m P (cos0) = 2 v ST , (6.4a)

sin 0=0 0, se m # +1
dP"(cos ) _ "(”TH), se m = 17 (6.4D)

do 6=0 0, sem # 1
1, seff=e
4 =7 , 6.4c
o) {0’ . (6.40)
e por fim podemos escrever os coeficientes como sendo:

bt = bt (960 + 0508 ) 0207 + 25190t (696,977 + 050,712 ) (6.5a)
agit = agll (000) + 650%) 6707 + k0L (070,07 + 656,71 (6.5b)

1 Fungdo Delta de Dirac: f(x) = / §(x — a)f(a)da
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6.1. Determinacio das equagoes de séries duplas

onde:
b%g = {aféf:ﬂl@(gs‘i‘a%gzzgf@és]
e A R A

Portanto, a forma geral do campo eletromagnético de uma antena alimentada por

fenda centrada é:
ae ae as o 2n+1 as asTreO—T QT
E¢(r) = Ey ZM f [ ' (51 0 + 05 51f\1) + 7(1(71_'_1))]% 0 (51 Oyre—r) + 03 5|r—r§)] ..
(6.6a)
ageof ae a s as <2n + 1) Es acTe—T a ¢ T
: 'Nln |‘blnf (51 5(f) + (53 6lf\f) ( ) Zn ®5£ (51 6|r§fr\ + 53 6|7“r§|)] )
_ aef | qef (ca it asf (2n + ) as® <f (casre—r a ¢ T—T
Hi(r) = —i2 O3S NG l (9565 + 3508 ) + CES oL (850,277 + 050,79 +(6 o

Tt an
Nreof ae as a s (2n+1> Es acTe—T acT—T
My, [blnf (51 5(f)+5351f\1) T n(n—l—l) o, (5 5 o— |+5 5|r rgl)]

6.1 Determinacao das equacoes de séries duplas

Como os discos de metal ou condutor elétrico perfeito (PEC - Perfect Electrical
Conductor) cobrem apenas parte das interfaces da esfera dielétrica, o campo eletromag-
nético deve verificar as condi¢bes duais nessas superficies. A condi¢ao de contorno para

uma interface onde a sua superficie ¢ um PEC o campo elétrico tangencial é nulo

7 X E(i_l)(ri) =0, 0<0< 61

ageei—1i | _ae(i—1) [ ca F(i—1) o (277’ + 1) 3sG ¢(i—1) s
M,, R 05 ) + ——=k°70 o
ZT x l (55 +08) + L |+
NTao(1— ae(i— <(i— 2 1 i—
L x Noel- b [b O (525570 + 63) +wsz®5§ 1>5g] ~0,0<0 <0

(6.7a)

A condicao de contorno para uma interface entre dois meios dielétricos, o campo

magnético tangencial é continuo:
7 X {H(i,l)(ri) — Hi(ri)} = 0, 91 <6 S ™

~  noe(i—1)i
7 x Ny ae(i—1) (i-1) 2n+1) 5001
n ale 0005 1 4 69) + T k30si-Nge | 4
; 77(1—1) [ 1 ( 10 3) (n_|_ 1) n s 1_
~ _ noxao(i—1)i -
M B _ om + 1 .
DM [t (sga )+ o) + S oty -
M(i-1) - (n+1) 1 (6.7b)
P x N 2 1 ]
“T 1n ael (5a+5a51) ( n+ )k}f@(s;a? —
e

. . o+ 1 .
LA L [bf‘f (07 + 050%) + wzf%;&g —0,0,<0<m
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A condi¢ao de contorno para uma interface entre dois meios dielétricos, o campo

elétrico tangencial é continuo:
7 X [E(i_l)(ri) — Ei(ri)] = 07 Qi <0 <7

ae(l i—1) 5 (271 + 1) k3s®5(i—1)5a
[ + 3) + (n + 1) n S 1 +
RS P (03057 + 05) + L @t D) sesivgal —
n(n+1) 6.7
i (2n 1) . @5 (5 T ( . C)
A M ael «a « S1 - S oY — N
P X o (05 + 050k ) + L

ool aei a o 5i (2n+ 1) 1sOgigsa|
N bln (51 +536N)+n(n_{_1)zn 0L0. —0,91<0§7T

Sabemos que:

. _ Pl 0) 5, .~ dP! 0 A
Px MH = pof [Uﬂmff(cﬁ)@wr S;OS)f (gb)@} (6.82)
N [aﬂwjfmé 4 B8y (¢>¢] (6.8b)

injetando as relacoes das Eqs. 6.8a-6.8b nas Egs. 6.7a-6.7b podemos escrever um sistema

de EDOs generalizado:

[dF ) + — Fb(e)lé _ o,

g sin 6
1 d .
g0+ O] 8 = o

onde a solucao particular é uma combinacao linear da tangente e da cotangente

F.(0) = citan (¢), para0<6 <6,
S | epeot (2), para i< <7

tan (2
Fb((g): { &1 an(z
—cy cot (

Para o campo elétrico tangencial nulo (0 < 6 < 6;), temos que
a(i-1)i | ,ce(i— N e (2n + 1) S i—1) s
azm Pé (COS Q)Zn( 1) laln( 1) (51 5((] 1) + 53) mki @55 1)51 — ¢, tan (g) 7 (6.9&)
a(i—1)i ae(i— as(i- @ (2n + 1) S i—1) s
Z Pﬁ (COS Q)kn( 1) [bln( b ((51 6(() 2 + 63) + mzi 6(5( 1)51 =C tan (g) s (69b)

), para0 <0<
9), para by <O <7

para o campo magnético tangencial continuo (6; < 6 < 7), temos que

ka - ae(i— 2 1 i—
la (5&50 1) + 5(1) ((Zj: 1)) kis®5s(l 1)5?] o

Z Pl(cos 9){ n
T(i-1)
. it l Qel (50‘ + 036! ) fiZi 13 kh@élé“] } = cycot (%),

i

(6.9¢)
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a(i-1)i
> Pl(cosf) ™
a,n Ni-1)

adi

“n

ae(i—1) [ ca F(i—1) a (2n+1) 350 £(i-1) sa
[bm (0305~ + 85) e si-Nger| —

ael [ ca o 5i (Qn + 1)
[bm (51 + 03 5N) + n(n+1)

e para o campo elétrico tangencial continuo (0 < 6 < 7), injetando as relagbes das Eqs.

(6.9)

i

kls@éléa‘| } = —Co cot (%) )

6.8a-6.8b nas Eq. 6.7c podemos escrever da seguinte forma:

: 2 1 :
Zgi [ e (0rey TV 4 05) + Zntl) >k5’f®5§—1>5?] =...
n(n+1) (6.9¢)

) 2 1
szu ael(5a+6a51) ( TL—l— )k1s®515a
n(n+1) "
a(i=1)i |paeli-1) { ca7(i-1) o (2n+1) 350 c(i-1) sa| _
o [bln (950 +53)+n(n+1)zn §EDge| = »
aii aei [ ca a i (2n+ 1) 1s® §i sa ( ' )
.. k’n bln (51 + 53 5N) + mzn (55(53 s

o campo elétrico tangencial pode ser descrito como continuo independente da interface,

por isso que as Eqs. 6.9e-6.9f sdo validas para 0 < 0 < 7.

Por ser multicamadas, podemos transformar as Eqgs. 6.7a-6.9f em matrizes, facili-

tando a manipulacao das mesmas. Os vetores e as matrizes estdo descritos no Apéndice

B, onde a funcdo f, = 1(12(21?)
> P, (cost) - [Z,,  A¥ +Z,, - AlL+7Z,, - A¥] =tan(3)-C;,0<0<© (6.10a)
n=1
> P,(cosh) - [K,, B +K,, Bt +K,, B¥| =tan(4)-C;,0<0<© (6.10b)
n=1

> P (cost) - [K,, - Al — K, - Als + K, - A¥ ~K,, - A = cot(4)-Cs,
n=1 (6.10c)
®<i<II
> Po(cost) - [Zy, - BY, ~ L - Bi + By - By — T - B = o0t ()G
n=1 (6.10d)
O<i<II
Zor Al 4 Z Al = 7T AR L7 A (6.10¢)

K, -B‘+K, B = KZ’Z B¥* + K, - B (6.10f)

mn

Isolando A{¢ da Eq. 6.10e:

le _ w1T7! 53T 3¢ , 7IF %35 #3F % 1s
Alnizan ' Zan.Aln_'_Zan'An _Zan'An ’
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e injetando nas Fqgs. 6.10a e 6.10c

hE

P,(cost) - [C,, A, — Ci,| = fan(4)-C,0<0<© (6.11a)
1

P, (cost) - [C,, - Al — Ck| = cot(4) - Cp,© <0 <TI (6.11D)

n

M8

S
Il
—

Isolando B¢ da Eq. 6.10f:

le _ 71T [323T 3e | TP 13 379F s
Bln_Kbn 'Kbn'Bl +Kann_Kan

n n

e injetando nas Eqgs. 6.10b e 6.10d

> Py(cost) - [Cy, Bl ~ €] = Tan(3)-C,0<0<© (6.11c)
n=1
Y Py(cos) - [Cp, - BY ~ €] = —cot(5) C,@<h<T  (611d)
n=1

onde as matrizes C e os vetores C sao as responsaveis pela descricao da estrutura geomé-

trica sao:
—z 3D | HIE #HI1T"! 3T
Can = Zan + Zan ’ Zan ’ Zan?
—k =3D  =—=1E ==I1T"! =—=3T
Clm - Kbn + Klm ’ Kbn ’ Kbn?
—k =3T 1T 1T"! 3T
Can - Kan - Kan ’ Zan ' Zan?
=z 53T 1T ==1T"! =—3T
Cbn = an - Zlm ' Klm ) Kbn’
2 FlE #HI1T™! Z3F %1 = HIE HIT 1| HIF 3
z s S
Can - Zan'zan 'Zan'An - [I+Zan'zan 'Zan'An7

Ch = Ky K, K BP - |T+K K| KB

K,-K, Z /

an an an an

> =—3F  ==1T H1T"! H3F < 1s —1F  =—=I1T HI1T"! HIF < 35
|: :|A _Kan_Kan.Z .Zan 'An7

an

BY -7, - 2, K, K| BE

1T =1T"! ==3F
n

Sy =3F
bn |:an - an ’ Kbn ’ Kbn

6.2 Método de Regularizacao Analitica

Como ja demonstrado no Capitulo anterior, o Método de Regularizagdo Analitica
transformara as equagoes de séries duplas, Eqgs. 6.11a - 6.11d, equacoes do primeiro tipo
para equacao do tipo Fredholm do segundo tipo, associado ao truncamento. Quanto maior

a ordem de truncamento, mais preciso é o resultado.

6.2.1 Consideracdes iniciais

Para seguir com a técnica de regularizacao é necessario fazer algumas trocas de

variaveis (Rondineau et al., 2004), diferente do capitulo anterior, as mudangas nas variaveis
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nao sao triviais. Assim, parece necessario realizar alguns trabalhos sobre as matrizes C e

os vetores C que descreve da estrutura geométrica. S6 entdao o esquema de regularizacao

pode ser aplicado:

figa ) (T - gan) Xan = éczm ) A?Z

Zﬁa .Y _ éz
e Ya = G gy e,
anb ’ (I - gbn) ' an = Cbn ’ Bln
fSXan = él;n ) Aiffz
mys, = Ci,
% _ T .B¥ ® <0 <II,
fn bn  — bn in
nYe = G

onde I representa operador identidade.

Para controlar a singularidades, as grandezas introduzidas nas trocas de variaveis
devem ser verificadas:
R
TZ(I - g‘m) ’ Qa = Can ' Cczm )
n
f é T 7 -1 5 ~Z
F(I B glm) ) Qb = Cbn ’ Cbn )
n

kE_ 4
Gan = T_7nﬁa 'Can'Can’

z

i — 5771 —k 7271
Gon = I_TQZJ .Cbn'Cbn )
n
onde ﬁmb sao matrizes constantes:
__—1 Z -1
—k =z
_ n
U = 00 5 Con Con s
n
k
—1 —1
= s nz =k
Q, = ,}gglojcbn Con

S‘D'\

o comportamento assintotico de ?a,bn

V(i 5) € (1,N)?, (Gapm)is = O () (n — o).

6.2.2 Comportamento assintéticos

usando as técnicas de inversao mostradas também no capitulo anterior, mais as

operacoes de multiplicacao, adi¢ao e subtracao de matrizes, nos podemos obter as expres-

——1

~ N .=z =k =k
soes do comportamento assintotico das matrizes C,,-C,,, e C,, -C,, , o comportamento
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assintotico dessas matrizes sao detalhadas no Apéndice C, com isso temos que:

S 1 1
<Cl;n ’ Can1> ~ _ﬁ [ + ‘| . 61'7]‘, (612&)
i Ri [na-vki-1) Mk
=z =kt Ry i— i
<Cbn . Cl;n L | [fi( D 4 Ii} - 8ijs (6.12b)
0] noinG-1

o comportamento assintético de & tem que ser:

k
;—%:O(n)(n%oo).

6.2.3 Regularizacdo analitica

Apos estudar o comportamento assintotico dessa matriz, o método de regularizacao

pode ser aplicada:

[e.9]

S P (cos0) - Q- [(T—Gan)  Xan — YZ,] = Tan(4)-C1,0<0<O, (6.13a)
n=1
> fEP(cos0) - Q- [(T=Gpn) - Xy — Y5,| = Tan(4)-C,0<0<©, (6.13b)
n=1

> fiP,(cos) [Xon — YE,| = cot(5)-Cp,® <O <TI, (6.13c)
n=1

S AP (cos) - [Xpn — Yi,] = —cot (2) - Cy,® < 0 <TL (6.13d)

n=1

A representacgao integral do polindomio de Legendre associado é dada pela férmula
de Mehler-Dirichlet (OLVER, 2010, Eq. 14.12.1):

eosgy = V2 (im0 cos[(n+3)o] 1
P’ (COSQ)—ﬁF(;_m)/O (cosgb—cos@)%+md¢’o<9<m §Rm<2,

e utilizando a férmula de conexdao (OLVER, 2010, Eq. 14.9.3):

P ™ (cos®) = ¢ Pl (cos b)),

chegamos na seguinte relacao:

0 cos|(n+ 3
Py (cost) = dm/ ( 2M 46,0 <0< Rm>—>, (6.14)
Cmn Jo (cos¢ — cosfh)z™™ 2
onde:
_(_1)mw g V2 1
fmn = Tntmt1) ™ VaEmo)m T +m)
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A segunda igualdade é obtida através das mudancas de variaveis, ¢ em ™ — ¢ e 6

em 7w — 0:

P™(cos ) = A /” ( sin [(“ + %) Zb]mdgb,() <O0<m, Rm> —;. (6.15)
0

Crmn cosf — cos )2~

Utilizando o método de integracao por partes, nos obtemos:

0 sin |(n 4 2 i
P (cosf) = Crn / K ) qb} ¢dq§,0 <f<m Rm> —1, (6.16a)
0o (cos¢—cosb 2

Cmn

)2
™ COS sin
P (cosf) = em”/ [( ) }3 de,0 <0 <m, Rm > —1, (6.16Db)
o (cosf —cosgp)z™ 2

onde:

Para m € {0, 1}, temos que:

4 cos (2
tan™ <0> = dm/ (2) —do,
2 0 (cos¢ —cosf)z™™

B 0  sin (%) sin ¢
= €m0/0v ( 3 d¢7

cos ¢ — cosf)2"

o (0 B n sin (%)
cot <2> = dm/0 (cos@—cosqﬁ)l_mdQS’

B ™ cos( )sm¢
= em0/9 ( d(;ﬁ.

cosf — cos )z~

A féormula de Mehler-Dirichlet para o intervalo 0 < 0 < ©® com m =1 é:

1 232 o cos [(n+3) 9]
Pleos) = ——Zn(u-+1) [ e g T (6.17a)

2V2 n(n+1) [fsin|(n+})o]sing
wsind (2n+ 1) / (cos ¢ — cos 0) do, (6.17b)

cos (2
tan(i) = 22 [° (2) do, (6.17¢)

msin® Jo (cos¢ — cos) 2

_ 22 [° sm( )smqb 06, (6.17d)

msin® Jo (cos¢ — cosf)z
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e para o intervalo ® < § <II com m =1 é:

Pl(cosf) — _2\/§,1(n+1)/7r sin|(n+3) ¢]1dq§, (6.17¢)

T sin 6 (cos @ — cos @)~

B 2v2 n(n+1) /W oS [(n + l) qb} sin ¢

msinf (2n + 1) (cos B — cos B2

do, (6.17f)

cot (g) _ 22 oin (3) rdo, (6.17g)

msind Jy (cos — cos )2

B 22 [T COS( )Slngb
~ 7sind Jy (Cosﬁ—cosgb)zd(b‘ (6.17h)

Escolheremos a f(')rmula de Mehler-Dirichlet que satisfaca a condigdo do compor-

tamento assintdtico de " = O(n)(n — o0) e associaremos com as Eqgs. 6.13a-6.13d,
obtendo:

0 ( o0 o d(b
/ Zfgn(n+1)ﬁ[<n+%)¢]-Qa~[(I—Qan)-X(m—an]—&—ﬁ(%)~Cl - = 0,(6.18a)

o Lz (cos ¢ — cos )2

sin ¢d
/ {Zf’“g:i'i))sm )d’]‘ﬁb‘[(i_abn)'xbn ]-&-sm(%) Cl} ¢dg T = 0,(6.18b)
(cos ¢ — cos )2

/ {Z fk ?2(::1))005 )(b].[xm—Y’,in]-i-cos(ﬁ)-Cz} ( sin ¢d¢ = 0, (6180)

cosf — cos @2

/9 {;f;n(n+1)sin[(n+;)¢]~[xbn—y L]-sin($)-c, } (Cose_dfow)_é = 0,(6.18d)

onde:
I (2n+1)
" n(n+1)’
. 1
I n(n+1)

Essas integrais sao homogéneas do tipo Abel com um niicleo de quadrados somados.

Entao, suas fungoes integrantes desaparecem em todo o intervalo:

i Cos [("%)9} : [(I_Gan) - Xan — Yfm} = —cos(%) -ﬁ;l -C1, 0<60<0O,(6.19)
n=1
" sin [(m;)e} : [(T—Ebn) X — Yifn] = —sin(2)-Q, -Ci, 0<0<O,(6.19h)
n=1
i cos {(M%)ﬂ : [Xan - Yfin] = —cos(§)-Cy, © <0<l (6.19¢)
n=1
iﬁ [(n+%)0} Xy, — Y] = sin(g)-C,, © <6 <II (6.19d)
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portanto, podemos reescrever como:

. > o8| (n+4)6][Gan-Xan+¥3,]—c08(4) 0, "-C1, 0<6<0,
> €08 |(nt)o] - Kop = { ! (6.20a)
n=1 Zﬁ[(n—&—z)G] Yk —cos(%) -Ca, O<OHII,

n=1

3 sin ((48)0] - Xon = § & B : (6.20D)

Essas equagoes nada mais sdo do que a expressao de Fourier do campo eletromag-
nético. Para obter os coeficientes de Fourier, essas equagoes devem ser projetadas nas

funcoes cos [(u—f—%)@] e sin [(u+l)9:| com u > 0 e as integramos de 0 a :
Z cos ] cos[( d@ Xan= Z cos ] cos[( 7)0]d0 -[?an-Xan+Y§n]+ ..
n=1v0 n=1J0
0
Z cos ] cos[( )G]de Yk — / ﬁ[(u—i—%)@] cos(g)dﬁ ~§;1.Cl— - (6213,)
0
.. / ﬁ[(u—l—%)@] cos(%)d& -Co
0
Z sm sm[( d0 Xpn= Z sm sm[(n—&—%)@]d@ -[?wabn-i-Yl’fn]—&- C.

z::/ sin[(u+1)6]-sin[(n+3)6]do -an/o sin[(ut1)6]sin(4)do @, -Cot . .. (6.21b)
.. / R[(w;)e] sm(%)d@ -Cao,
0

onde as integrais sao:

sin(u —n)f  sin(u+n-+1)0 .
[ (u—n) (u+n+1) ]’(6'22)

Qun(6) = /0 sin [ (uw+2)0] sin [ (n+4)0] d6 = [SHEELU_—SW - siréiu:nn:ll))ﬂ ,(6.22D)

reescrevendo as equagoes com os novos termos e em forma matricial, temos que:

1) Xen| & [Pun(®) 0 Gan * Xan + Y2, —YE
] e l—zH ool

__ 1 _ (6.23a)
i Yk Puo(0) - Q Puo(m) — Puo(6) C,
n=1 ( ) an QUO(Q) ﬁb @uO(e) - @uO(ﬂ-) 02
As constantes C; e C, sdo obtida graca a projecao em u = 0:
Puw(®) 2, Pool(r) = Pao(0)| [C:
— 7—1 — — —_—
Q00(0) - Q" Qool8) — Quo(m)| | Cs
POn 9 0 gan : Xan + Yczm - Yl(jn

(6.24)
; 0 ] ’



66 Capitulo 6. Antena Alimentada por

Fenda Centrada

e para projecao em u > 1, temos que:

Xau o Ylgu + g i ﬁun (9) 6 Gan ’ Xan + an - st
Xbu Ygu T = 0 Qun(e) gbn : le + Y]bcn - an
2 [Puo(0) -0, —Pouo(6)
e

[Quo(Q) 9, Quwl(0)

onde X, Xpu, Y €Y7, sdo:

2. __
X = — Z ,Pun<7r) : Xana
n n=1
k 2 o 5 k
Yau = - Z Pun(ﬂ-) Yan?
n n=1
2.
Xbu = - Z Qun(ﬂ-) ana
n n=1
Zz 2 — z
bu ; Z:l Qun(,ﬂ) Ybn

Por tanto, temos o problema do primeiro tipo convertido em um

segundo tipo:

Xau Yk > = Gan : Xan + Y:, — Yk
— au _|_ Z Sun(0> . ~ ¢ Zn an ’
Xbu Yzfu gbn : an + Ylm - an

n=1

onde a matriz infinita da parte metalica é:

Sun(0) =0,
0, u#n

e N
1
3l
3
ol 3
Py
)
~
ol

Qmw)]

o (6.25)

C,

Y

problema do

(6.26)

—1
Puo(0), " —Puo(d Poo(0)Q, " Poo(m)—Poo(0 Pon (0 0
Puo(6) Puo(0) _7’00()_ Poo(m)—Poo(0) .7’07()70 0<6<TL
QOn(e)

o éuo(@)'ﬁb_l Quo(9) Q00(0)-Q, ! Q00 (0)—Qoo(m) 0
6.3 Resultados e Discussoes

6.3.1 Dipolo magnético elementar

O dipolo magnético elementar equivale a um lago, de raio desprezivel, comparado

ao comprimento de onda, em um fio elétrico extremamente fino atravessado por uma

corrente elétrica. Os diagramas de radiagao de campo distante associado a este dipolo sao
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obtidos pelas Eqs. 3.53a e 3.53b para kor; = 10, Figura 21, e correspondem exatamente

ao que ¢ apresentado em qualquer literatura classica.
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Figura 21 — Diagrama de radiagao de campo distante associado dipolo magnético elemen-

tar.

6.3.2 Lente de Liineburg discreta associada a um dipolo magnético

Como ja descrito no capitulo anterior, a lente de Liineburg discreta atua como

uma bomba ao focalizar a energia, o poder de focalizagdao da lente de Liineburg discreta

associada a um dipolo magnético, Figura 22.

EO
,—"R1“~‘
// 61
- - =Ry~
Ve - :
’ - A
Vs < — T |fwa~
/ d // Ex e
7/ 4 e /’Rx-l‘-
'f a'/ / // €x N
| / /
L
. [
T T
|
Lo
\ AR
\ A A\ “ /
\ \ ~ e
\ \ N - 4=
\\ AN \.\ //
N - 4 -
N ~
~ I
\\
~ - _ o~

Figura 22 — Lente de Liineburg discreta de N camadas associadas a um dipolo magnético.

Observando as Figuras 23-26, podemos notar que quanto mais camadas houver,

menos radiacao da metade traseira do espago ¢ afetada pela presenca da lente e que acima

de trés camadas, o diagrama de radiagdo nao muda muito.



68

Capitulo 6. Antena Alimentada por Fenda Centrada
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Figura 23 — Diagrama de radiacdo de campo distante de uma lente de Liineburg discreta
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Figura 24 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma lente de Liineburg discreta
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de 2 camadas associadas a um dipolo magnético.
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Figura 25 — Diagrama de radiacao de campo distante de uma lente de Liineburg discreta
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Figura 26 — Diagrama de radiacdo de campo distante de uma lente de Liineburg discreta
de 20 camadas associadas a um dipolo magnético.

Portanto, a lente de Liineburg discreta pode focar qualquer onda eletromagné-
tica. Melhorando o diagrama de radiacao nos casos do dipolo elétrico radial e do dipolo

magnético tangencial.

6.3.3 Antena acoplada a Lente de Liineburg associada a um dipolo magnético

Acoplamos uma antena esférica-circular impressa alimentada por um dipolo mag-
nético em uma Lente de Liineburg, Figura 27. Mas os resultados nao foram satisfatorios,

existe algum problema na matriz infinita da parte metdlica, §un<0)

Figura 27 — Antena acoplada a lente de Liineburg discreta de N camadas associadas a um
dipolo magnético.



7 Conclusao

O proposito deste trabalho era desenvolver uma analise matematica e numérica
de uma antena esférica-circular impressa acoplada a uma lente de Liineburg discreta
alimentada por um cabo coaxial centrado ou fenda centrada. Utilizamos o MatLab para
validar e simular toda a andlise matematica e numérica desenvolvida aqui, o cé6digo pode
ser clonado do repositério no GitHub (OLIVEIRA, 2022).

O desenvolvimento da andlise matematica e numérica para a antena alimentada
por um cabo coaxial centrado, foi validada utilizando o erro relativo, que demostrou que
o calculo converge para um tnico resultado, validado pelo software comercial HFSS. Para
essa antena foi realizada uma otimizagao baseada na frequéncia normalizada, x¢r; e no
nimero de camadas, N, e isso nos possibilitou criar 5 antenas com ntmero de camadas

distintas e com a melhor poténcia irradiada para o intervalo da frequéncia normalizada.

Ja para a antena alimentada por uma fenda centrada, nao obtivemos sucesso, foi
demostrado que para a fonte no espago livre ou acoplada a uma lente de Liineburg discreta

o calculo funciona, mas quando acoplamos a parte metalica o resultado é insatisfatério.

Embora ainda haja um certo nimero de coisas a fazer, uma vez desenvolvida essa
técnica, rapida e com precisao controlado dos resultados, poderemos desenvolver e analisar

varias configuracoes de antenas conforme a nossa necessidade.
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APENDICE A - PARAMETROS DE
ANTENAS

A.1 Antena

Antena um dispositivo geralmente metalico que transforma um sinal de tensao em
ondas eletromagnéticas (antena transmissora) ou ondas eletromagnéticas em um sinal de
tensdo (antena receptora), elas sdo elementos muito importantes em sistemas de comu-
nicacao. Ha diversos tipos, categoria de antenas que varia desde da sua geometria, até o
seu tipo de alimentagdo, o dimensionamento de uma antena depende das especificacoes
de projeto (BALANIS, 2016).

A.1.1 Diagrama de Radiacao

Um diagrama de radiacao de uma antena ¢é definido uma fun¢do matematica ou
uma representacao grafica das propriedades de radiagao da antena como uma funcao de
coordenadas espaciais. Geralmente, o diagrama de radiagdo é determinado na regiao de
campo distante sendo representado como uma funcdo das coordenadas direcionais. As
propriedades de radiacao incluem densidade de fluxo de energia, intensidade de radiacao,
intensidade de campo, diretividade, fase ou polarizacao. A Figura 28 mostra a represen-

tacao do diagrama de radiacao.

Normalmente o diagrama de poténcia sdo normalizados em relacao ao seu valor
méximo e sao geralmente plotado em uma escala logaritmica ou decibéis (dB), Figura 29,
porque acentua com mais detalhes aquelas partes do diagrama com valores muito baixos.
O diagrama pode ser representado por 2 planos ortogonais, o E-plano que contém o vetor

do campo elétrico e o H-plano que contém o vetor do campo magnético.

A.1.2 Diagrama de Diretividade

Diretividade pode ser definida como a capacidade de uma antena de transmitir
ou receber sinais focando apenas em uma faixa estreita direcional. Antenas direcionais
podem diminuir o efeito da interferéncia de outros sinais devido a faixa estreita de sinal.
Além disso, elas tém uma maior eficiéncia em transmitir poténcia. A diretividade é definida
matematicamente como a razao entre a intensidade de radiacao e a intensidade de radiacao

média em todas as direcoes.
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Elevation plane

> )

Figura 28 — Diagrama de radiacao para andlise das propriedades de radiagdo de antena
(BALANIS, 2016).

Figura 29 — Diagrama de poténcia normalizado (dB) (BALANIS, 2016).
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VETORES E MATRIZES
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APENDICE C - MATRIZES DE
REGULARIZACAO

C.1 Matriz C! -Cé:
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C.3 Relacoes de recorréncia

Para poder aplicar a técnica de regularizacao, é necessario estudar o comporta-
mento assintotico dessa matriz. Na fungao de onda vetorial elétrica aparece uma derivada

da funcao esférica de Bessel e Hankel

_1d[gz(Q)] _ dzg(0) | 1

ko) = s i)y 2o, (1)
e a solucdo (ABRAMOWITZ, 1965, Eq. 10.1.21-22) ¢é
dz® 1
Z$Q=%4@—ngzﬂo=—%do+2%@- (C2)

Portanto, a derivada da funcao esférica de Bessel de primeiro tipo e a derivada da

funcao esférica de Hankel de primeiro tipo pode ser escritas como:

Q) = 44«9—24@m (C.3)
B0 = 230 - 22,00 (C.4)
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C.4 Expansoes assintéticas para grandes ordens

Para grandes ordens, n — 0o, e com ¢ # 0 (OLVER, 2010, Egs. 10.19(i) e 10.47(ii))

temos que:

1 1 eC nts

~ C.5
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3 N —i eC >_n_§ C6
20~ (55) ()

e a fungdo exponencial natural (OLVER, 2010, Eq. 4.4.17) tem expansoes assintdticas

para grandes ordens como:

¢ ~ (1 + ;’;)n (C.7)

Relagoes entre as funcoes sao:
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C.5 Comportamento assintético da matriz C,, - C.

V(i,j) € (1, N)2, para n — oo
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sei> j+1
(G Gy ") =0

i,J

C.7 Comportamento assintético em relacao aos raios

O raios das conchas concéntrica que constitui a lente discreta pode ser descrita

como R_1) > R > R(i;1), entao partindo dessa relacao, temos que para grandes ordens,

n — 00: Cp
Ll ~0, C.16
| Ry | (C.16)
[Riyn "
~ 0. C.17
R (C.17)

~ e s . —k =z -1 =z o~k -1
Entao o comportamento assintético das matrizes C,,, - C,,, e C,,-C;, podem

ser resumida como:
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