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Pedi tdo pouco a vida e esse mesmo pouco a vida me negou.
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RESUMO

Procuramos investigar, neste breve trabalho, a no¢do de forcamento como uma nog¢do geral. Para
isto, tentamos extrair o que hd de fundamental nesta ideia do ponto de vista conceitual e técnico.
Nossa intui¢do inicial foi pensar o forcing como uma ferramenta para lidar com questdes limites
ndo somente na teoria de conjuntos, mas em outros possiveis contextos. Com despeito a nossa
intuicdo generalizante, procuramos investigar o cardter fundamental da ideia ainda no escopo
da Teoria de Conjuntos que foi onde esta ideia se desenvolveu inicialmente. Alguns resultados
fundamentais e questdes técnicas presentes na literatura usual foram enunciados e esclarecidos,
bem como algum desenvolvimento inicial no que se refere ao trabalho conceitual foi oferecido

como abordagem filoséfica da ideia.

Palavras-chave: Forcing. Conjuntos. Conceitual. Fundamento.



ABSTRACT

We seek to investigate, in this brief work, the notion of forcing as a general notion. For this, we
try to extract what is fundamental in this idea from a conceptual and technical point of view.
Our initial intuition was to think of forcing as a tool to deal with boundary issues not only in set
theory, but in other possible contexts. Despite our generalizing intuition, we sought to investigate
the fundamental character of the idea even within the scope of Set Theory, which was where this
idea first developed. Some fundamental results and technical issues present in the usual literature
were enunciated and clarified, as well as some initial development regarding conceptual work

was offered as a philosophical approach to the idea.

Key-words: Forcing. Sets. Conceptual. Foundation.
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1 PREFACIO

Os estudos de fundamentos sdo, em geral, exercicios que estdo fados a nunca lograr éxito
em esgotar seus objetos de investigacdo. Talvez isto esteja ligado diretamente a incompletude
epistemoldgica inerente a condicdo existencial de todos nds, seres humanos, que nos colocamos
a investigar os fundamentos mais profundos. Por algum motivo, por vezes — na grande maioria
delas — estou lidando com questdes que ultrapassam infinitamente minha competéncia para
sand-las. Assim eu e muitos outros temos tentado caminhar a curtos passos, em paulatinas e
insignificantes progressdes em alguma dire¢cdo que ndo sabemos ao certo qual é. A grande
verdade é que estamos todos perdidos.

E bem verdade que o fato de ndo lograr éxito em esgotar questdes é mais um 4libi que um
obstdculo para as boas questdes filosoficas. E nisto, em alguma medida, nossa condi¢io precéria
de competéncia € levianamente justificada. Além disso, prosseguindo nesta reflexdo, muitas das
grandes investigacdes filosoficas ja produzidas durante o tempo e existéncia da humanidade
estiveram envolvidas, de alguma maneira, com questdes de fundamento. E nisto que fundamos
e emprestamos indignamente o teor filosofico deste trabalho como uma discussio de funda-
mento. Por outro lado, como nas ciéncias, pretendiamos investigar, também, algumas questdes
técnicas sobre o nosso objeto inicial. Tendo isto em mente, nossa intencao era desenvolver esta
investigacdo sob duas abordagens fundamentais que foram descritas agora.

O teor filosofico deste trabalho estava a cargo do carater investigativo que se preocupa com
a questdo do fundamento que estd diretamente envolvida com o universo da Teoria de Conjuntos
que € a teoria de base onde levantaremos as questdes técnicas — e mesmo algumas das questdes
filos6ficas. Assim como dissemos anteriormente, este exercicio é complexo o suficiente para que
este trabalho ndo seja minimamente expressivo e até mesmo trivial diante das questdes que sao
levantadas por ele mesmo. Além dos motivos epistemoldgicos que mencionamos brevemente,
nos deparamos com uma teoria formal muito robusta e largamente desenvolvida que, como
consequéncia, torna ainda mais distante a realidade técnica dos problemas de fundamentos e
limites que se apresentam em seu interior.

Desta maneira, entramos no quesito técnico que seria o segundo pilar investigativo deste
trabalho. Se por um lado nos preocupamos com questdes especulativas de fundamento, em
filosofia da matemadtica, ndo podemos nos abster, sem grandes prejuizos, de um fundamento
técnico robusto que nos possibilite lidar minimamente com as questdes que nos propomos. E,

neste segundo quesito, também chegamos atrasados. A parte técnica da teoria de conjuntos é



realmente muito robusta e intrincada justamente pelo esfor¢o de fundamento que ela expressa
e, além disso, pelo grande desenvolvimento que ela experimentou. Se por um lado temos a
capacidade técnica a disposicao para expressar, na linguagem da teoria, os grandes problemas e
conceitos que ndo podem ser expressos em outras linguagens matemdticas menos conceituais,
por outro lado, o exercicio de lidar com estes grandes problemas formalmente exige um dominio
da teoria que ndo € tao acessivel. Mesmo assim nos aventuramos neste terreno dificil, tanto do
ponto de vista filosé6fico, quanto do ponto de vista técnico.

A bem da verdade, se propus as duas abordagens, este trabalho falha em ambas. Nem ha
um corpo conceitual robusto para lidar com a faceta filoséfica da questao e, muito menos, um
desenvolvimento técnico a altura do que exige a investigacao. O trabalho filos6fico € certamente
apressado e o trabalho técnico € trivial. Nao ha originalidade alguma na medida em que todos
os resultados foram emprestados e o rigor filoséfico foi deixado de lado pela falta de prazo e
competéncia. Mas isto nao pode ser um empecilho real visto que raramente havera prazo, ou
competéncia, para bons problemas. Se ha falha em resolver os problemas, hd a0 menos algum
critério de escolha das questdes. E a técnica do forcing parece uma boa desculpa para exercitar
ambas as propostas de investigagao.

A técnica de forcing, de acordo com aquilo que procuramos apresentar neste trabalho,
serve de boa investigacdo na medida em que se desenvolve em um recorte bastante proficuo no
que se refere a expressar questdes que julgamos ser de fundamental importancia para entender ndo
apenas o carater expressivo da teoria em questdo, mas também muitos fundamentos conceituais,
boa parte do conhecimento técnico inicial, os limites e o ideal de objeto dentro da teoria. O
trabalho com o forcing leva ao extremo a capacidade expressiva da linguagem de ZF — mesmo
que nao esgote — na medida em que trabalha com ideias que estao nos limites da teoria exigindo
todo o tempo um esforc¢o técnico e conceitual sem o qual ndo se é capaz de entender o esforco
envolvido na técnica de Cohen. Assim, o tipo de objeto com o qual estamos lidando ao estudar a
técnica € bastante desafiador pois tanto a natureza destes objetos quanto as suas relacdes nao
se apresentam de forma intuitiva em muitas circunstancias no decorrer do desenvolvimento da
ideia. Como exemplo do cardter criativo da no¢ao de forcing, mesmo a relacio de pertencimento
ndo permanece inalterada pelas ideias inovadoras que surgem neste contexto.

Do ponto de vista filoséfico a ideia € ainda mais instigante, sobretudo em relagdo a um
certo tipo de olhar ontoldgico sobre a Teoria de Conjuntos que vé surgir tipos variados de objetos
sob novas formas de determinacdo e definicdo que causam a impressdao de uma proliferacio dos

objetos existentes na teoria. Em geral, a Teoria de Conjuntos apresenta diferentes tipos de objetos



com os quais estd lidando e o transito entre estas diferentes "ontologias"se da pelos diferentes
tipos de realizacdes da teoria que sao feitas por pensadores diversos. Na ideia do forcing, como
uma espécie de gerador de universos para essa teoria, nao € diferente.

O préprio fato de sermos capazes de gerar modelos para ZFC através dessa ferramenta
ja a torna, em nossa perspectiva, uma ferramenta técnica com um carater ontoldgico bastante
direto. Embora a teoria seja bastante geral e, portanto, tenha um caréter fortemente abstrato,
gerar modelos, realizacdes, nao € algo trivial. Nao € como se pudéssemos gerar modelos para
ZFC a todo tempo. Todas as vezes que um modelo novo é gerado, o ato ndo se concretiza sem
um grande esfor¢o intelectual que envolve, mesmo que nao explicitamente, os dois aspectos que
citamos como fundamentais, a saber, o aspecto técnico e o aspecto filos6fico.!

Por questoes filoséficas procuramos fazer uma abordagem conceitual da ideia de forcing
atentando para um desenvolvimento técnico embasado explicitamente pelas ideias fundamentais
e, além disso, procurando desenvolver um trato conceitual construtivo culminando numa espécie
de introducao ao estudo da técnica geral de forcamento. Para pensar na ideia geral, trouxemos
resultados que julgamos fundamentais e deixamos de lado tecnicalidades e aplicagdes que ndo
diziam respeito, em nossa visdo, ao que era essencial para extrais o conceito geral de forcing.
De acordo com o que temos, ndo conseguimos lograr €xito suficiente para oferecer uma ideia
geral, mas ja tracamos um escopo inicial que pode servir a esfor¢cos posteriores para conseguir o
esperado.

No méximo, conseguimos uma modesta abordagem sobre o que € indispensavel para se
entender qual é a motivacao para pensar uma ideia geral de forcamento. Embora ainda se esteja
muito longe de conseguir uma abordagem satisfatéria da questdo, o trabalho desenvolvido aqui
serviu pedagogicamente ao intuito de ganhar intuicdo sobre os ingredientes que estdo envolvidos
no cerne de nossa proposta inicial. Fazemos, inicialmente, uma contextualiza¢do sobre como
chegamos até o trabalho de Cohen passando por questdes de fundamento desde Cantor até Godel
com algum trato conceitual e técnico inicial onde o essencial era esclarecer as motivagdes que
levaram a criacao do forcing e o tramite conceitual envolvido no desenvolvimento da questao.

Dai passamos a explanar com alguma énfase questdes técnicas que sdo padrdo para tratar
questdes de forcing, ou seja, resultados que estdo em todos os manuais com abordagens que
lidam diretamente com a no¢ao. Nao fazemos qualquer consideragao sobre as construcdes do

forcing que usam algebras booleanas pois, embora sejam abordagens mais intuitivas, demandam

' Evidentemente que o aspecto técnico é sempre explicito nestes contextos. Aqui nos referimos a nio explicitacio

do aspecto filoséfico.
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um volume muito grande de informagdes e resultados intermedidrios que sdo, justamente, aquilo
que queremos evitar neste trabalho. Prova disto € que mesmo nesta abordagem mais direta
evitamos enfocar em resultados que ndo fossem considerados fundamentais ou se encaixassem
de alguma forma, mesmo que periférica, na ideia central de forcamento.

Por fim, voltamos a abordagem conceitual do forcing procurando reinterpretar os resulta-
dos técnicos em uma linguagem conceitual basica. Além disso abordamos de maneira en passant
a abordagem axiomatica do forcing trazendo apenas os elementos que estavam em maior didlogo
com as questdes deste trabalho. Resumidamente, o que enfocamos da abordagem axiomaética
foi a Dualidade Fundamental que era um conceito interessante para dialogar com a concepcao
que estdvamos construindo. Como j4 destacado, ainda fica muito a desejar o trato conceitual que
foi oferecido neste trabalho — assim como o técnico. Algumas questdes que foram pensadas
para estar no escopo deste trabalho nao puderam entrar. Pretendiamos falar sobre questdes de
completude, 16gica universal, aritmética e algumas caracteristicas interessantes da relacao de
forcing que acabaram por ndo constarem neste trabalho.

Embora pareca injusto citar questdes que ndo estdo presentes explicitamente neste tra-
balho, ainda assim, podem ser uteis para dar uma ideia de como entendemos alguns poucos
aspectos da nocao geral de forcamento e algumas de suas aplicacdes. Estes elementos poucos
que conseguimos trazer para o didlogo, de alguma maneira, compdem um esqueleto inicial
de um trabalho que pode tomar corpo em outras ocasides mais apropriadas. Poucos trabalhos
sobre a questdo do forcing trazem uma abordagem realmente conceitual e filoséfica como numa
espécie de "filosofia do forcing". Infelizmente o presente trabalho também falha neste quesito,
mas abre caminho para discussdes posteriores que podem, por que nao, se estender a questdes
epistemoldgicas e metafisicas para além das questdes puramente formais e técnicas.

Gostariamos de defender, em segunda ordem, que o forcing diga respeito a expansao
controlada em geral, a lida com questdes que exigem um tipo apropriado de restricao das
possibilidades de expansdo para tratar problemas que embora se ponham num dado escopo, o
extrapolam de alguma forma e, epistemologicamente, esta ocasido € o caso muitas vezes. Nao
sO na epistemologia, mas na filosofia e nas ciéncias em geral. De alguma maneira, a ideia de
forcamento pode modelar certos tipos interessantes de ldgicas para lidar com esses casos e

mesmo para aplica¢cdes menos ousadas.
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2 O FUNDAMENTO

Por vérios séculos a matemadtica foi feita de forma fragmentaria por diferentes civilizacdes
e de maneiras bastante variadas. Essa forma de fazer matematica, de certa maneira, carecia de
fundamentos na medida em que ndo se tinha uma sistematizacdo que pudesse arregimentar sob
seu dominio os varios tipos de matemaéticas que eram feitos pelo mundo afora e em periodos
histéricos diferentes. Assim, a matematica foi se desenvolvendo de maneira independente em
diferentes subdreas — a questao acerca da independéncia se dirige as questdes de fundamento
com as quais estamos lidando e ndo quero dizer, com isso, que a realidade da prética das
matemadticas fosse totalmente desligada. Isto significa dizer que, embora pudesse haver algum
didlogo entre as matematicas que eram feitas nos varios lugares do mundo por vérias civilizacdes
diferentes, nao se tinha uma coesdo do ponto de vista fundacional.

Fato € que, do ponto de vista da pratica corriqueira, a matemdtica ndo carecia de um
fundamento formal. Haja vista o desenvolvimento que esta ciéncia obteve ao longo do tempo
sem um exercicio mais detido de fundamentacao, ao menos até Euclides. Para uma parcela
dos matematicos, inclusive, a questdo sobre um fundamento € simplesmente desconhecida ou
ignorada ainda hoje. A bem da verdade, para a matematica corriqueira, as questdes de fundamento
ndo siao questdes que realmente interessam e, mais que isso, sua existéncia ou auséncia nao
influenciam diretamente. Alguns campos menos abstratos da matemdtica ndo seriam radicalmente
afetados caso faltasse um fundamento teérico como a prépria teoria de conjuntos.

Mas mesmo na antiguidade ja se podia falar em uma certa preocupagao acerca do carater
ontolégico dos nimeros o que, em certa medida, se configura como uma preocupacao de funda-
mento. Algumas escolas gregas de notdria importancia para a histéria do pensamento ocidental
discutiam sobre as questdes metafisicas que envolviam os objetos matematicos. Duas figuras
bastante conhecidas desse contexto sdo Pitdgoras e Platdo. Estes dois filésofos investigaram
com afinco e elaboraram algumas teorias com respeito a realidade metafisica da matematica.
Para Pitdgoras, a questao tinha um papel ontogénico notério onde — embora ndo se saiba muito
sobre sua teoria — os nimeros exerciam papel fundamental. Ao que parece, o entendimento era
bastante relacionado a geometria e a sua capacidade de expressao das formas e planos. O que
trouxe a reboque um entendimento dimensional matematico da estrutura fundamental do cosmos,
uma espécie de ontologia matematizada sem, € claro, haver esta concepg¢ao clara de separacao
onde as duas se confundiam mutuamente.

Para Platdo — e com alguma influéncia do fildsofo anterior — os objetos matematicos



12

possuiam uma existéncia direta como ideias. Como € sabido, a ideia platdnica gozava do
privilégio de ser a expressdo maxima das verdades o que, de certa forma, prescindiria de um
fundamento exterior a sua propria natureza ontoldgica. De certa maneira, a aproximagao entre
matemadtica e ontologia nega o fundamento na forma como o entendemos. Tanto na concepgao
platonica quanto na pitagérica a questdo de fundamento perde parte de seu sentido uma vez que
a pratica matematica € melhor descrita como uma espécie de vislumbre da prépria coisa em si,
uma verdade objetiva, ao invés de aproximar-se de uma cria¢do, ou uma espécie de linguagem.
Estes dois tipos de abordagem dao um carater empirico a Matemética que prescinde fortemente
de um fundamento no sentido que queremos defender.

Com despeito a todo o desenrolar histérico desta digressdo inicial, a preocupagd@o com o
fundamento foi se acentuando com o passar dos séculos e com o desenvolvimento da matematica
onde cada vez mais se entendia a matemadtica enquanto uma ciéncia pura e nao uma ciéncia em-
pirica como nas visdes que abordamos anteriormente.! Muitas escolas de filosofia da matemaética
se propuseram a investigar o cardter fundamental desta drea de conhecimento lhe oferecendo, ou
negando, um fundamento especifico. A investigacao acerca do fundamento se impos de forma
bastante oportuna na medida em que os problemas limites da matemaética indicavam cada vez
mais para a necessidade de uma sistematizacdo — um fundamento — que possibilitasse a lida
com problemas que estavam para além das questdes ordindrias.

Com alguma justica, talvez, tenhamos de falar brevemente a respeito da concepgao
matemaética que herda de Kant um teor transcendental forte. Se por um lado a filosofia grega
poderia pretender um fundamento ontoldgico externo ao intelecto para os objetos da matematica,
com Kant — que tomaremos como representante da modernidade — o conceito de conhecimento
matematico se consagra de maneira mais radical como um exercicio intelectual puro e, em
muitos sentidos, desligado da vertente que estamos chamando de platonismo matemdtico. Na
filosofia de Kant a matemadtica pura ganha forca e se estabelece como uma discussao filoséfica na
medida em que o autor — assim como outros filésofos antes dele — comeca a discutir aspectos
epistemoldgicos e ontoldgicos desta drea do conhecimento de forma mais explicita. Sobre isto,

Kant diz: "Tem de ser notado primeiramente: que proposi¢des verdadeiramente matematicas sao

' Aqui chamamos de empirica a visio que aproxima a matemdtica de uma ciéncia de objetos mais ou menos

concretos, isto €, que pudessem estar disponiveis como um fendmeno subjacente ou intrinseco a natureza,
como causa formal, ou qualquer coisa que se assemelhe. Além disso, talvez seja verdadeiramente questiondvel
entender a filosofia de Platdo como defensora de que as ideias possam ser experienciadas de maneira mais
préxima com uma experiéncia empirica visto que o conceito de ideia para Platdo € alcangado por um processo
intelectual de abstracao, todavia, dizemos mais a respeito de uma impressdo sobre o platonismo matematico que
pretender investigar com rigor exegético o teor dos objetos matemadticos na filosofia de Platdo.
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sempre juizos a priori, € ndo empiricos, porque trazem consigo uma necessidade que nao pode
ser derivada da experiéncia."(Kant, 2015, p.54)

O fato sobre filosofias modernas como a de Kant € que houve um direcionamento da
compreensdo do universo dos objetos da matemdtica para um tipo de existéncia abstrata e
majoritariamente fundamentado no exercicio intelectual tanto para a pesquisa, quanto para o
fundamento. O transcendentalismo da filosofia kantiana legou para a concep¢do matemadtica
contemporanea um conceito tedrico — ligeiramente determinado — sobre o cardter dos co-
nhecimentos matemadticos, sobretudo no que se refere a aprioricidade das asser¢des € como
isto influenciou na concepcao contemporanea de ldgica e matematica de maneira geral. O dis-
cernimento entre questoes puras e aplicadas trouxe um uma bifurcacao entre tipos especificos
de abordagens dos conhecimentos mateméticos que possibilitou o entendimento de questdes
de fundamento como demanda basilar sem a qual o conhecimento matematico permaneceria
a deriva como um conglomerado de conhecimentos fragmentérios cuja coesdo era dada por
critérios pouco definidos.

E neste contexto que a matemdtica pura ganha terreno e mais tarde culminard em teorias
de cunho fundacional como a l6gica matematica e a teoria de conjuntos. Ela foi um importante
avancgo na construgdo tedrica de um aparato técnico que possibilitasse tratar de forma mais
ou menos homogénea as diferentes dreas do conhecimento matemdtico. Através desta teoria,
toda a matemadtica pode, enfim, ser traduzida sob um unico sistema formal. Por outro lado,
embora parecesse um paraiso formal onde as concepgdes basilares da matematica pudessem ter
um tipo de realizacdo comum, alguns ajustes técnicos precisaram ser feitos com o decorrer do
desenvolvimento desta teoria. Um dos grandes problemas iniciais, e talvez o mais importante,
foi o impasse que ficou conhecido como o "Paradoxo de Russel"que, basicamente, tornava claro
o fato de que a no¢@o intuitiva de conjunto adotada ndo era adequada.”

Felizmente para os adeptos da Teoria de Conjuntos, dentre os quais estd Hilbert, autor da
célebre frase sobre o "paraiso"de Cantor, os principais problemas conceituais da teoria puderam
ser contornados mais tarde com o avanco técnico do corpo tedrico. Entre estes avangos estd
a axiomatizacdo da teoria que foi inicialmente proposta por Zermelo e depois estendida por
alguns outros axiomas. O fato € que embora ainda existam inimeros problemas envolvidos na

concretizacdo da Teoria de Conjuntos, ela se mostra como uma teoria de um tipo particular de

2 Qutras formalizacdes que podem aceitar conjuntos cuja defini¢io seja paradoxal no sentido de Russell. Contem-

poraneamente existem varias 16gicas "dispostas"a lidar com tipos de conjuntos e entidades ndo consistentes
com teorias standard.
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plasticidade na medida em que consegue contornar, mesmo que muito especificamente, varios
dos problemas que se impdem ao seu exercicio.

De uma maneira ou outra, esta teoria revolucionou a concep¢ao de matematica que se
tinha antes de sua realizagdo. Além disso, o empreendimento conjuntista tem um fator importante
a seu favor que € o fato de ter como fundamento uma ideia bastante intuitiva, mesmo que com
alguns ajustes, que se presta a fungdes técnicas muito profundas. Muito embora seja verdade que
seu desenvolvimento colossal tenha tornado esta drea de pesquisa muito dificil e com problemas
que demandam uma habilidade técnica muito apurada, ainda assim, € uma teoria cuja base
intuitiva ainda tem presenga muito forte, mesmo em estdgios muito avangados.

Como veremos posteriormente, muito ainda ha de ser feito no corpo da teoria. Muitos
buracos tedricos permanecem em aberto e, além disso, boa parte das grandes ideias da l6gica
surgiram de problemas de contexto conjuntista. Problemas que envolvem o infinito tiveram
um trato bastante aprofundado dentro da Teoria de Conjuntos e isto proporcionou um ganho
de intuicdo considerdvel no que se refere a questdes infinitdrias. A propria ideia central deste
trabalho — que serd tratada nas proximas secdes e capitulos — surge de um contexto semelhante

a estes que acabamos de mencionar.
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3 CONSIDERACOES PRELIMINARES

3.1 FUNDAMENTO DO APARATO FORMAL

A base formal da axiomatizacido de ZF é uma linguagem de primeira ordem. Assim, é
suficiente que tenhamos apenas os conectivos da légica classica, os quantificadores e as regras
de inferéncia usuais. Caso seja desejdvel que haja a igualdade, podemos adiciona-la como uma
relagdo primitiva ou defini-la a partir dos outros conectivos. H4 ainda um simbolo de relagao
especifico do contexto conjuntista que € o simbolo de pertencimento (¢). Ainda em acordo com
as linguagens de primeira ordem, exigimos os "nomes"indeterminados e proprios que sao as
varidveis que instanciaremos com as entidades do nosso universo. Para isso, exigimos uma
quantidade infinita delas. Por dltimo, usamos os parénteses como ferramentas de desambiguacao.

Dai em diante as exigé€ncias se desenvolvem de acordo com os interesses de uma lingua-
gem de primeira ordem no que se refere aos termos, formulas e assim por diante. Além disso, o
comportamento de interdefinibilidade dos conectivos € preservado no uso da linguagem para ZF.

Desta maneira, ao adicionarmos uma relacdo especifica — a relagao de pertencimento —
a linguagem de primeira ordem, obtemos uma linguagem adequada para lidar com toda a teoria
de conjuntos. Se somarmos a isso nossos postulados especifico, isto €, os axiomas ndo-l6gicos,

temos os rudimentos da Teoria de ZF. Os axiomas nao-l6gicos de ZF sdo!:

1. Axioma da Extensionalidade. Vz(z ez < zey) >z =y.
2. Axioma do Par. Vy3:Vi(tez o t=xVvi=y).

3. Esquema da Separacdo. Seja F'(x) uma férmula de ZF e x + y.

VzayVae(r ey < F(x) Az € z).
4. Axioma da Unido. Vz3yVi(t ey < z(teznz e x))
5. Axioma das Partes. Set, (z €y - z € z).

6. Axioma do Infinito. 3x(Jy(y e 2 A Vz(2z ¢ y))A
Vy(yex - Fz(zexAnVuw(wez > (wey)v(w=y)))))

7. Esquema da Substituicdo. Vz32Vy(A < y e z) - Set,Jz(r e wn A)

8. Axioma da Regularidade. Jy(y € z) > Jy(y e x A=Fz(z €z A 2 €y))

' Usaremos Set, A como abrevia¢io para JyVx(A — x € y). Onde a varidvel y # e ndo ocorre em A.
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H4 outras formas de axiomatizagdo da Teoria de Conjuntos, além disso, diferentes
abordagens podem mudar quanto a quantidade de axiomas. Estes postulados sdo responsdveis
pela estrutura basilar de toda a teoria e nos dao pistas de como devemos pensar estes tipos
de objetos, seja 14 o que forem. Eles nos dizem como se comportam, como estabelecem suas
relagdes, e um pouco sobre sua natureza ontoldgica enquanto objetos da teoria.

Dois postulados em especial sao nomeados como esquemas. Eles sao assim chamados
pois cada féormula presente em sua estrutura dd origem a um axioma de ZF, por isso, sdo
entendidos enquanto um conglomerado, um esquema, de varios axiomas. Também vale chamar
atencao para dois outros axiomas, a saber, o Axioma do Infinito, que fala explicitamente sobre
um tipo de entidade bastante intrigante, isto €, a existéncia de um conjunto infinito. E o Axioma
da Regularidade, que fala sobre a fundac¢do de um conjunto.?

Se hoje parece trivial a existéncia de conjuntos infinitos com os quais estamos lidando
corriqueiramente desde a matematica mais bdsica, ontologicamente estes tipos de conjuntos
estdo assegurados por uma sentenca relativamente arbitrdria, contudo, "necessdria", para a pratica
da matemdtica usual. Além disso, o Axioma da Regularidade exige que aja uma fundacdo no
conjunto na medida em que deve haver um elemento seu totalmente disjunto dele. Se por um
lado € desejavel que a no¢do de conjunto seja algo altamente intuitivo, estas questdes mostram

um certo endurecimento da intuicdo primordial.

3.2 PROBLEMAS E LIMITES

Ainda de acordo com os problemas intrinsecos a teoria, temos como exemplo o fato
de que o proprio Zermelo, quem ofereceu uma axiomatizagdo para a Teoria de Conjuntos
em 1908, ndo foi capaz de sanar o problema de fornecer uma prova cabal da consisténcia
de sua axiomatizacdo. O que foi levado em conta para a relevancia de seu trabalho € que os
principais paradoxos descobertos anteriormente ndo podiam ser provados como consequéncia dos
axiomas dados por ele . Mesmo tendo este fato importante a seu favor, a axiomatiza¢do nao foi
poupada das criticas, principalmente por ndo estarem evidentes alguns elementos centrais de sua
formalizacdo que usava conceitos ainda ndo tao estabelecidos. Como exemplo deste problema,
temos sua formulacdo do Axioma da Separagcdo que usava o conceito de definibilidade de uma
funcdo proposicional cuja ideia central era diretamente dependente de conceitos que, embora

fossem amplamente usados em seu trabalho, ainda careciam de um rigor técnico mais apurado

2 Nio passaremos 2 analise detalhada de cada axioma na medida em que este esforco ja foi exaustivamente

contemplado na literatura especializada. cf. JECH 2002.
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que pudesse tornd-los claros. Uma outra questdo bastante central para a critica de Skolem a
axiomatizacdo de Zermelo € o fato de os axiomas nao fixarem um dominio da teoria. Assim,
sentengas como x2 = 2 permaneceriam indeterminadas.

Tanto a ambiguidade da axiomatiza¢do de Zermelo com relagdo a indetermina¢do de um
dominio fixo para o seu sistema, quanto os problemas de independéncia para alguns axiomas e
hipéteses foram de fundamental importancia para que 16gicos e matematicos como Fraenkel e
Skolem fizessem suas criticas e apontassem problemas estruturais que instigaram ainda mais
o desenvolvimento da teoria. Frenkel propds uma primeira reflexdo bastante importante para
despertar a investigacao sobre o problema da independéncia do Axioma da Escolha com relacdo
ao sistema axiomatico de Zermelo. A ideia € bastante simples: supondo uma hierarquia de
conjuntos infinitos [ Xy, X1, ..., X,,] tais que X,,,; seja o conjunto das partes de X,,, entdo
teriamos, pela teoria de Zermelo, o conjunto J = { Xy, X1, ..., X,,} cujos elementos sdo estes
conjuntos infinitos. O fato destacado por Fraenkel € sobre se o sistema de Zermelo era capaz
de provar a existéncia da unido do conjunto J. Caso o sistema de Zermelo nio fosse capaz de
provar coisas do tipo, entdo a existéncia de grandes cardinais tais como R,, ndo seriam, também,
provéveis no sistema. 3

Um outro problema bastante central, tanto para a técnica de forcing quanto para a Teoria
de Conjuntos como um todo, € a investigacdo feita por Skolem, também comentada por Moore.
Skolem nota, entre outras coisas, que, além de ndo haver uma categoricidade na axiomatizagao de
Zermelo, existe um procedimento bastante peculiar, qual seja, tomando um modelo enumeravel
da teoria de conjuntos e adicionando a ele um subconjunto dos nlimeros naturais, a extensao
obtida pela adi¢cdo do novo subconjunto €, também, um modelo da Teoria de Conjuntos. O
fato € que, por esta descoberta de Skolem, sabemos que, fora o fato de existirem modelos
enumeraveis para a teoria de conjuntos, hd, ainda, uma outra caracteristica muito importante que
sera central para nosso entendimento da técnica de forcing, qual seja, que para um modelo M
transitivo, embora os elementos de seus elementos também estejam em M, isto ndo vale para os
subconjuntos.*

Fato € que estas fervorosas investigacdes trabalhadas diretamente no fundamento da

Teoria de Conjuntos trouxeram a tona alguns dos principais problemas de independéncia da teoria.

> ¢f. MOORE, 1988

Embora Cantor tivesse a pretensio de construir um universo altamente intuitivo com caracteristica bastante
simples, a Teoria de Conjuntos estd repleta de armadilhas tedricas ndo intuitivas. Um exemplo bastante
corriqueiro, mas que causou muito alvorogo entre os tedricos mais antigos foi o fato de que alguns conjuntos
infinitos possuem subconjuntos de mesma cardinalidade. Esta ideia, embora seja bastante conhecida no campo
da Teoria de Conjuntos contemporinea, ainda assim, possui um cardter altamente contraintuitivo.
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Ninguém menos que Godel também esteve trabalhando arduamente em problemas conjunstistas
logo depois de ter legado seus principais teoremas da logica, a saber, o teorema da completude e
os dois teoremas de incompletude. Os dois principais problemas trabalhados por Godel diziam
respeito a Hip6tese do Continuo proposta pelo préprio Cantor, e o Axioma da Escolha que foi

adicionado posteriormente a axiomatizacao inicial de Zermelo.

3.3 A HIPOTESE DO CONTINUO

Para a constru¢@o do universo da Teoria de Conjuntos, vamos usar a no¢do de hierarquia
cumulativa de von Neumann. O processo de construcdo por esta noc¢do € alicer¢ado na existéncia
de um conjunto vazio. A partir dai todo o universo da Teoria € construido a partir dos axiomas
de ZFC. Para a concepg¢ao iterativa, os nimeros ordinais sdo obtidos através de um processo
bastante simples. Dada a existéncia do conjunto vazio, fazemos que ele seja o conjunto que
corresponde ao nimero 0. Dai em diante, fazemos que a operagdo de sucessao seja dada pela
construcao do sucessor imediato pela tomada do conjunto das partes do conjunto predecessor,
isto significa que o conjunto correspondente ao sucessor de zero serd o conjunto unitario do
vazio, de forma andloga, o sucessor do sucessor de zero serd o conjunto que contém o vazio € 0
unitario do vazio, e assim por diante. Esta ideia especulativa pode ser formalizada por inducao
transfinita. Tomando V' para o universo de von Neumann, %7 para o conjunto das partes, « para

ordinais e (3 para ordinais limites, temos:

M V=2
(II) Va+1 = @(Va)

() Vs := U V,
a<f

Desta maneira, teremos que um dado nimero ordinal serd o conjunto de todos os seus
predecessores. Dada a constru¢@o padrdo por iteracdes operadas pela operacao de construir o
conjunto das partes dos predecessores podemos, a partir dela, passar de conjuntos de iteragdes
do vazio para seus equivalentes de forma que tenhamos a seguinte imagem intuitiva dos nimeros

como conjuntos dos nimeros predecessores.
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1={0}
2={0,1}

O conjunto dos nimeros ordinais € a "espinha dorsal"do nosso universo. Ao chegar no primeiro
ordinal limite w, temos o conjunto de todos os niumeros naturais. No entanto, ndo precisamos parar
nossa adi¢do quando atingimos w, podemos prosseguir com o processo de sucessdo infinitamente,
adicionando elementos ao conjunto predecessor e obtemos a continuagdo da estrutura com o

seguinte aspecto:

n={1,2,..,n-1}

w=1{1,2,3.)
w+1={1,2,3,...,w}

w+2={1,2,3,...,w+1}

O curioso sobre esta parte da teoria € que nenhuma dessas adi¢des a Omega € capaz de
extrapolar sua cardinalidade. E possivel construir uma bije¢io entre dmega e seus sucessores
tomados desta forma. Assim, tomando X, = card(w), hd sempre uma funcéo f : w — (w+n)
bijetora. Este tipo de método de verificacao de equipoténcia € bastante conhecido na Teoria
de Conjuntos e € usado para verificar o fato e que card(w) = card(Z) = card(Q) = Rq. Via
de regra, o que queremos dizer com o fato de ndo haver um aumento na cardinalidade destes
conjuntos infinitos € que, para efeito de avanco na hierarquia dos conjuntos, nenhuma das
passagens mencionadas anteriormente foi capaz de subir um grau na hierarquia no sentido de

que € necessdrio que exista uma superioridade cardinal.
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O ponto que realmente interessa, entdo, € sobre os conjuntos infinitos que nao podem
estar em bijecdo com o conjunto dos nimeros naturais. Nao foi precisamente por isso que a
hipétese do continuo surgiu, mas ela é uma consequéncia de se atingir conjuntos de nimeros
com cardinalidade maior que a de 6mega. Em particular, a preocupagdo surge na passagem dos
numeros racionais para os nimeros reais. Desde Cantor jé se sabia que o conjunto dos ndimeros
reais € maior que o conjunto dos nimeros naturais € que, portanto, nao pode haver uma bijecao
entre eles. Mais que isso, desconfiava-se que o conjunto dos nimeros reais fosse um continuo,
uma espécie de conjunto cuja topologia ndo possuisse tantas "brechas"como nos conjuntos de
nimeros de cardinalidade menor.

Isso foi uma descoberta bastante instigante para a matemaética da época. Além disso,
Cantor havia mostrado que um conjunto nunca poderia ser equipotente ao conjunto das suas
partes. Dai, se ndo se podia alterar a cardinalidade de 6mega por tomar seus sucessores pelo
processo mencionado anteriormente, entdo isso poderia ser feito por tomar o conjunto das partes
de dmega. Todas estas questdes levaram Cantor a se questionar sobre se a cardinalidade dos
reais seria a proxima cardinalidade na hierarquia logo depois da cardinalidade de 6mega, isto
é, se card(w) = R¢ , que conjunto poderia corresponde a ®;? Como fato, Cantor sabia que a
cardinalidade dos reais € equipotente a cardinalidade do conjunto das partes de w e, também,
que Rg < 2% = card(P(w)). O que Cantor conjectura, finalmente, é que 2%0 = R;.

Assim chegamos, entdo, a formulagcao da Hipdtese do Continuo segundo a qual o préximo
cardinal infinito seria 2%°. O fato € que esta hip6tese nao foi provada nem por Cantor, nem por
nenhum matematico posterior. Ainda nao sabermos como se comporta essa “sucessdo’” de
cardinais desse tamanho. Poderia muito bem acontecer que o salto fosse bem maior que a
passagem de X, para o que denotamos como Ry, ou mesmo que houvesse algum cardinal entre

estes dois.

3.4 A CONSISTENCIA DA HIPOTESE

Com o passar do tempo, a falta de uma prova para a hipétese de Cantor foi angustiando os
tedricos conjuntistas. Sem conseguirem oferecer uma prova para esta hipétese, muitos comegaram
a desconfiar de sua veracidade. Mas o grande fato sobre a hipétese que Cantor formulou, é
que era, de fato, desejavel que fosse o caso. O conjunto dos nimeros reais foi uma descoberta
importante para a matematica sobretuto pelos fatores que lhe diferenciam ontologicamente dos

outros conjuntos.
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O avanco mais 6bvio e esperado para o universo dos conjuntos € que ele fosse capaz de
apontar uma rela¢do ontoldgica entre os conjuntos de nimeros precedentes e o conjunto dos reais.
Isto seria 0 mais intuitivo para um conjuntista, mas ndo € tao simples assim. O conjunto dos
numeros reais é, de fato, mais delicado tecnicamente e ontologicamente que seus predecessores
no universo da teoria de Cantor. Haja vista que a passagem construtiva dos nimeros racionais
para os reais € a mais complicada do ponto de vista técnico. Qualquer um com algum contato
basico com a Teoria de ZFC pode notar que o conjunto dos nimeros reais tem algo de mais
profundo com relag@o aos anteriores. Fora o fato da ndo-enumerabilidade dos nimeros reais, que
ja € bastante intrigante do ponto de vista intuitivo, soma-se o fato de que a prépria ontologia
destes numeros envolve uma constru¢do diferenciada com relacio ao tipo de objeto que compde
0 conjunto.

O conjunto dos nimeros reais pode, de fato, ser construido partindo da constru¢iao dos
antecedentes, mas esta construcdo nao acontece de forma tao natural quanto as anteriores. Nao
existe apenas uma forma de constru¢cdo dos numeros reais. Alguns manuais usam Sequéncias de
Cauchy, outros usam os Cortes de Dedekind, entre outras formas de constru¢do que vao além
destas duas. Mas o grande fato que interessa ontologicamente € que a constru¢ao dos nimeros
reais muda radicalmente com relacdo aos conjuntos anteriores. A titulo de exemplificacao,
vejamos resumidamente os tipos de construgao.

Dada a relag@o ~ binhdria em w x w de forma que:

(m,n) ~(p,q) se, e somente se m+q=n+p.

Dizemos que as classes de equivaléncia Z = [w x w]/ ~ formam o conjunto dos niimeros
inteiros.Vemos que esta primeira extensdo do conjunto dos nimeros naturais para os inteiros
se da de maneira ndo tdo dramatica. Basta que ela seja oeparada pela definicdo de uma relagdo
bindria entre nimeros naturais € a classe de equivaléncia entre esses pares. Assim ja temos todos
os ingredientes para recuperar ontologicamente todo o comportamento do conjunto.

De forma andloga, definimos a relagdo x binhdria em Z x Z’ de forma que:

(a,b) « (c,d) ssea-d=c-b.

O conjunto Q dos nimeros racionais é dado por [Z x Z']/ para toda classe de equivalén-
cia de fracdes. Novamente a estratégia é andloga a usada anteriormente para fazer a extensao de
passagem de um cnjunto ao outro. Aqui estamos de frente a uma questao filosofica interessante
na medida em que, embora, ontologicamente, os elementos tenham mudado consideraelmente, a
cardinalidade dos conjuntos permanece inalterada desde w. Mas ja podemos ver que a ontoloogia

estd povoada de novos objetos e, além disso, que hd uma proliferacdo dos infinitos.
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Finalmente estamos em condi¢des de entender alguma coisa sobre a particularidade
dos reais. Como ja mencionado anteriormente, existem diferentes técnicas de construcao deste

conjunto. Adotaremos os cortes de Dedekind. Vejamos. Seja Q o conjunto dos nimeros racionais.

Definicao. Um corte de Dedekind é um subconjunto x de Q tal que:
DOhHo+x+Q
(D2)Segexer<g,entiorex

(D3) Se p € x,entdo g € x (¢ > p)

Definimos, assim, o conjunto R dos nimeros reais como o conjunto de todos os cortes de
Dedekind. Além disso, dado que cada corte corresponde a um r € R € facil ver que a qualidade
ontoldgica destes tipos de nimero é, no minimo, intrigante. Embora nao seja fundamental
para nossa discussao, vale notar que mesmo existindo varias constru¢gdes para R que diferem
quanto aos objetos que compdem este conjunto, esta ambiguidade nio afeta diretamente questdes
mais praticas na medida em que ja € conhecida uma abordagem axiomadtica para o conjunto
dos numeros reais que dispensa qualquer tipo de construgdo. Estes axiomas sdo largamente
conhecidos e sdao chamados axiomas de corpo.

A Hipdétese de Cantor ndo s6 formula um problema técnico para a Teoria de conjuntos,
como também elege um problema ontol6gico estrutural com relagdo aos objetos matematicos.
O que ela faz parecer € que existem buracos na ontologia do universo matemaético, ou qualquer
espécie de limite relacionado com as questdes que envolvem infinitos. Um fato bastante evidente
¢ que a matemadtica, em geral — e esta € uma questdao de fundamento por exceléncia e, portanto,
filosofica — entra em embaraco quando lida com questdes infinitdrias. Dai a dificuldade da
Teoria de lidar com problemas que estdao em seu limite ontoldgico; a Hipotese do Continuo é
uma destas questdes.’

Virias destas questdes conceituais e técnicas podem servir de entendimento sobre a
dificuldade de construir uma prova para a Hipétese do Continuo. No minimo, servem de entender
que a falta desta prova ndo acontece por um motivo puramente técnico, mas da real possibilidade
de as questdes técnicas refletirem questdes filoséficas como a ontologia e a epistemologia que

estdo envolvidas na matematica que fazemos. O grande fato é que ndo hd uma prova para a

> Talvez o que estamos tratando aqui como questdes ontolégicas possam ser interpretadas como questdes

epistemoldgicas que refletem seu carater limite nas questdes da matemadtica que fazemos.
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Hipétese. Muitos matemadticos trabalharam no problema, mas apenas com Godel € que houve
um real avanco técnico no que se refere as investigacdes sobre o assunto. Godel consegue provar
a consisténcia da Hipdtese e sua estratégia consiste basicamente em criar um sistema A de
conjuntos construtivos contido num sistema . que contém todos os axiomas de Zermelo, mais
o Axioma da Separacdo e o Axiomada da Regularidade, mas ndao o Axioma da Escolha. A
prova de Godel consiste em demonstrar que tanto o Axioma da Escolha, quanto a Hip6tese
Generalizada do Continuo sdo satisfeitos pelo sistema A e, além disso, ¢ demonstravel em X
que (1) as proposi¢des que dizem que os axiomas de X sdo vélidos para A sdo demonstraveis
em Y, e (2) as proposicdes que dizem que a Hipdtese Generalizada do Continuo e o Axioma da
Escolha valem em A, também sdo demonstraveis em X..

A questao filoséfica que permanece parcialmente aberta, mesmo apds a prova de Godel,
é sobre, mais uma vez, o carater ontolgico da questao. Obviamente que o interesse principal
de Godel nao estava em responder a questdes conceituais sobre a natureza dos nimeros, mas
sim uma questdo matematica técnica sobre a demonstracdo de um fato limite para a Teoria
de Conjuntos. Mesmo assim, em seu artigo, Godel oferece uma construcao tanto do sistema
Sigma, quanto do Sistema Delta, passando por conceitos importantes que culminam em sua
prova. Embora, talvez, ndo estivesse plenamente ciente do trabalho ontoldgico de seu artigo, é
um fato que a construtividade necessdria para o trato técnico reflete questdes filoséficas. Godel
opera uma verdadeira organizacdo do universo da Teoria de Conjuntos pavimentando o ambiente
para que pudesse lidar com o problema da consisténcia da Hipétese.

Além disso, varias ideias ja presentes no trabalho de Godel serdo de fundamental impor-
tancia para a construcdo da ferramenta do forcing. Como um exemplo bastante evidente, temos o
Teorema Geral de Existéncia enunciado por Godel que fundamenta — direta ou indiretamente —

a ideia central do Lema da Definibilidade que serd objeto da se¢do (3.2).

Definicao. Uma funcdo proposicional primitiva é uma férmula contendo apenas simbolos
para classes especiais® (C1, ..., C), € e operadores 16gicos cujas varidveis ligadas sdo varidveis

que variam através de conjuntos.

®  Uma classe especial é introduzida no universo pela definigao de um postulado /(C'), onde v é uma fungio

proposicional contendo apenas simbolos definidos previamente e hd uma prova de que exista exatamente uma
classe C tal que ¢ (O).
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Lema Geral de Existéncia. Se ¢(z1,...,x,) é uma funcio proposicional primitiva contendo

como varidveis livres apenas z1, ..., T, entdo existe uma classe C tal que:
<Ly ey Ty >€ C = P(1, .., Tp)-

A prova deste lema € uma prova indutiva feita na complexidade de ¢ e nao sera re-
produzida pois sdo necessarios alguns resultados prévios, assim como outras defini¢des cuja
reproducdo ndo seria tdo util ao intuito deste trabalho. A prova completa bem como os resultados
e defini¢des podem ser encontrados em (Godel, 1940).

A prova sobre a existéncia de tais objetos € uma ideia muito util para o contexto do forcing
na medida em que € precisamente algo deste tipo que serd usado para assegurar a existéncia e
a relacdo entre modelos da relacdo de forcamento como uma classe no modelo de origem. De
alguma maneira, o caminho ontolégico estd pavimentado por Godel na medida em que ele tange
a questao central do forcing claramente expressa num lema que envolve a existéncia. Embora
ndo seja a Unica ideia util para o forcing, procuramos enunciar este lema para evidenciar sua
proximidade com as principais ideias do forcing. Sobretudo nas secdes seguintes ficard mais
evidente a importancia deste lema para o aparato de controle que € exercido através do forcing
com particular importincia na existéncia de uma classe de forcamento cuja ideia principal,
mesmo que potencialmente, j4 estava enunciada no Lema Geral de Existéncia.

E importante observar, por motivos filos6ficos, que nio somente os conjuntos sio constru-
tivos no universo de Godel, como parte do cardter da proposta de seu trabalho € construtiva, ndo
no sentido radical da construtividade, mas na postura adotada pelo autor durante a elaboracao de
seu trabalho procurando oferecer uma coesao técnica, mas, além disso, um pensamento concei-
tual basico, mesmo que sem grandes pretensoes filosoficas, que procura certa fundamentagao
para as questdes. Por vezes, ao que parece, Godel estd preocupado em estabelecer o minimo com-
prometimento ontoldgico na medida em que cria novos objetos partindo de ideias paulatinamente

cumulativas, sem realizar, dentro do possivel, grandes saltos de existéncia.’

7 Esta é uma impressdo particular sobre o trabalho de Godel.
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4 ELEMENTOS FUNDAMENTAIS DO FORCING

4.1 ESTRUTURAS E OBJETOS

Extrair uma ideia fundamental do forcing desligado do universo da Teoria de Conjuntos
¢ algo bastante dificil, principalmente pelo fato de que essa ferramenta foi criada justamente no
contexto dessa teoria. O fato € que a técnica de forcing pode ir muito além do tratamento para
modelos de ZF e, mais que isso, nossa intui¢do se dirige a uma ideia especulativa de forcing
com implicacdes filoséficas que podem ir além de contextos matemadticos ou de l6gica pura
que, contudo, ndo estdo no escopo deste trabalho. Por motivos de limitagdo de escopo, nos
concentraremos no trato usual da ideia de forcing seguindo o roteiro dos manuais de referéncia
que tratam desta ideia, portanto, nos atendo a teoria de ZF. Toda a linguagem serd, desta maneira,
a linguagem usada na teoria de conjuntos bem como todas as “entidades” aqui manipuladas
fazem parte de um universo bastante especifico.

Comecamos com a ideia de modelo transitivo enumerdvel. Nossa ideia principal é
construir um modelo N 2 M que satisfaca ZF'C' + -~C'H. Para a constru¢cdo de tal modelo
precisamos de um conjunto parcialmente ordenado P em M cujos elementos denotaremos com
as varidveis p, ¢, € s e uma relagdo de ordem <. Os elementos de P serdo chamados condigdes.
Além disso usaremos 1 para designar o maior elemento de IP. Uma nog¢do de forcing é conjunto
[P com o maior elemento 1. Dadas duas condicdes p, g € P, se p < ¢, dizemos que p estende ¢, ou
que p € mais forte que ¢q. Cada conjunto de condi¢des que escolhemos dd um conjunto N. Um
subconjunto D de PP € dito denso se toda condi¢cdo de P tem uma extensdo em D.

Precisamos ainda de um outro elemento fundamental do forcing que enunciaremos
asseguir. Seja P um conjunto de condi¢des e M um conjunto. Dizemos de um subconjunto G de
P que ele é P-genérico sobre M se satisfaz as seguintes condi¢des:

HleG

(ii) Paratodope G,se ¢ >p, g€ G

(iii) Para todo p, q € GG, p e ¢ tém uma extensao comum em G

(iv) Para todo conjunto denso Dem M,Gn D # @

Os requisitos (1), (i1) e (iii) sdo os requisitos de filtro e o requisito (iv) € o requisito
de genericidade. Os filtros genéricos serdo de fundamental importancia para a construcao do

modelo N uma vez que apenas o conjunto de condi¢des nao seria capaz de assegurar uma série
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de requisitos necessdrios que, no entanto, sao possiveis pela existéncia de tais filtros. A condi¢do
imediata mais oportuna que surge com a ideia de filtro € o fato de todas as condi¢des no interior
de um dado filtro serem compativeis entre si - condi¢do (ii1). O Teorema que serd enunciado a
seguir lida diretamente com questdes de existéncia. Mais que isso, se for¢carmos o significado
estas estruturas, podemos dizer que a existéncia de genéricos dada na forma deste teorema mostra

que a corretude! das condicdes € relativa.

4.2 ALGUNS TEOREMAS

Nesta secdo enunciaremos alguns resultados cujo escopo se restringe as estruturas funda-
mentais do forcing dentro do contexto de seu uso para modelos de ZFC que, no entanto, com

algum esforco, podem ser generalizados especulativamente para uma ideia geral de forcing.

Lema da Existéncia. Seja M um modelo transitivo enumeravel de ZF', e seja P uma no-
¢do de forcing. Entdo para todo p € P existe um filtro G em P tal que p € G e GG é P-genérico

sobre M.

Prova. Dado que M € enumeravel, podemos tomar uma sequéncia ap, as, ... de elementos de M.
Dai escolhemos p,, indutivamente de forma que:

(Dpo=p

(2) Prs1 < Pn
onde p, € a,. Seja observado que p,,,1 < p, se a extensdo existe, p,.1 = P, caso contrario. Agora
definimos G = {q : In(p, < ¢) }. Evidentemente G satisfaz (i) pois 1 é a maior condi¢@o. Para (ii)
temos que se p € G € o caso e ¢ > p, entdo p = p, < g, portanto ¢ € G. Suponha duas condicdes
quaisquer p, q € GG. Entéo existem p, < p e p, < g onde n,r € w. Tomemos 0s casos nao triviais,
portanto, p,, < p, ou p, < p,. Em ambos os casos existird uma extensdo comum de p e g em G.
Assim (iii) estd satisfeita. Por ultimo, par um ¢ qualquer em D temos que ¢ = p,, < ¢ € 0 caso
para algum n € w, logo q € G.

Isto mostra que o filtro genérico é uma ferramenta de organizacdo do universo em
questdo. A existéncia dos filtros genéricos, portanto, formaliza em nosso universo a questao
sobre o carater das condi¢des. Se toda condi¢cdo do conjunto P pertence a algum filtro genérico,

entdo estabelecemos uma relatividade da veracidade de uma dada condicao. Em principio isto

' Corretude aqui nio é usada em sentido técnico, mas em sentido geral.
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nos coloca diante de uma quest@o produtiva acerca do universo da teoria de conjuntos uma vez
que os filtro que usamos na constru¢do de modelos para ZFC podem divergir quanto a escolha
de condig¢des corretas.

Agora introduziremos uma Linguagem de forcing para o trato das relagdes entre M e
N. Daqui em diante N = M[G] que é o modelo resultante de adicionarmos G a M. Em outras
palavras, M[G] é o modelo transitivo enumerdvel que inclui M e contém G. Os simbolos da
linguagem de forcing s@o os simbolos de ZFC e os elementos de M. Os elementos a € M sao
tomados como constantes que designam elementos @ € M[G]. Dizemos que uma condi¢do p
forca ¢ e escrevemos p I- ¢, se ¢ para todo G que é P-genérico sobre M.

Definimos a nocao geral de forcamento da seguinte forma:
(@pl-aebseIc(Ig>p)(<c,g>ebepi-a=c);
d)piFa+bseIc(Ig>p)(<c,g>€aepl-c¢b)ou
Je(Ig>p)(<c,g>ebepl-céa);

(©)pli-=pse (Yqg<p)-(qi-9);
dpl-opvipsepl@oup i,
(e) p - Jxp(x) se Ib(p I+ ¢(b));

Os casos atdomicos da relacio de forcing envolvem uma circularidade aparente que her-
damos ao adotar as defini¢bes oferecidas por Shoenfield?. Felizmente esta circularidade pode
ser contornada por redefinir os casos atdmicos pela producdo de um decaimento no ranking
dos conjuntos que denotam as condi¢des. A ideia principal, como elucidada por Shoenfield,
¢ definir p I- @ # b em termos de p’ I+ a’ # b’ e p' I+ b’ # o' para os quais rk(a’) < rk(a) e
analogamente para b e 0. Dai basta fazer uma defini¢do indutiva escolhendo apropriadamente
uma cota superior entre rk(a) e rk(b). Dai basta usar a negacéo (c) para definir a igualdade e

negacdo do pertencimento e, por fim, (a) para definir o pertencimento.

Defini¢do. Uma classe em M é um conjunto [a : a € M e ¢(a)™] onde ¢(x) contém ape-

nas simbolos da linguagem de ZFC e simbolos para conjuntos em M.

Lema da Definibilidade. Se ¢(z1,...,z,) é uma férmula de ZFC contendo apenas 1, ..., ,

como varidveis livres, entdo [{p,ai,...,a,} : pIF ¢(aq,...a,)] é uma classe em M.

2 No forcing ramificado, tal como proposto por Cohen, niio hd o problema da circularidade. A vantagem da

definicdo dada por Shoenfield é que ela pode ser feita de maneira direta. cf. COHEN, 1963.
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Prova. Por indu¢do na complexidade da férmula. Suponha que ¢(x1, z2) seja da forma x; € x,.
Se restringirmos o dominio das varidveis da férmula a elementos do modelo M, entdo p I+ a; € as
se, e somente se, Ic(3g > p)(< ¢,q >€ az e p Ik a; = ¢). Mas, pela defini¢do de uma classe em
M, esta formula designa uma classe em M. Agora suponha que ¢(z1,x2) é da forma z; = 5.
Dai p I+ a # b se, e somente se, 3¢(Ig > p)(< c,g>caepl-c¢b)ouIe(Ig>p)(<c,qg>€b
e p I ¢ ¢ a). Assim encerramos 0 passo base da prova. Fagamos agora os casos para o passo
indutivo. Uma vez que os conectivos sdo interdefiniveis entre si, provaremos apenas 0s casos
para negacdo, disjun¢do e quantificador existencial.

Seja ¢(x) uma negacdo. Entdo p I- —1) se, e somente se, V¢ > p(q I+ 1). Por hipétese de
induc@o, temos que —(q I+ ?V) é o caso, logo p I+ —1). Agora para a disjun¢io temos que p I+ P vy
se, € somente se, p I- 1 ou p IF 7. Mas, por hipétese de indugdo, temos que p I+ ) € o caso e
analogamente para p I- +. Finalmente, p I+ 3(x)1) se, e somente se, I¢(p I+ ¥(c)). Mas, pela

definicao de classe em M, esta férmula designa uma classe em M.

Lema da Extensao. Se p I- ¢ e g < p, entdo q I+ ¢.

Prova. Suponhamos que p I+ ¢ e ¢ I+ ¢. Como a condicdo g < p é uma condi¢do qualquer,

entdo temos, pela defini¢do (c) de forcamento, que p I -¢. O que contradiz nossa hipdtese.

Lema da Verdade. Se G ¢é genérico, entdo ¢ se, e somente se, (Ip € G)(p I+ ¢).

A prova para o Lema da Verdade € mais longa que as dos outros lemas e, caso fosse dada
aqui, seria reproduzida exatamente como foi feita no artigo (Shoenfiel, 1971). Portanto, para
quem tenha interesse em ver a prova, basta consulti-la no préoprio texto de Shoenfield.

Todos estes resultados que foram elencados nessa se¢do sdo entendidos, em nosso
contexto, como resultados que dizem respeito puramente ao forcing, mesmo que as entidades
usadas sejam todas interpretadas no universo de ZFC. Existe ainda uma série de lemas que
poderiam ser enunciados como fundamentais os quais, todavia, ndo serdo enunciados aqui como
€ o caso do Teorema Principal cuja prova envolve ainda alguns outros lemas. Estes resultados
podem ser encontrados tanto no artigo mencionado acima quanto em outros manuais listados na
bibliografia deste trabalho’. Estes lemas foram escolhidos por darem uma visdo generalizante

da nocao de forcing que julgamos ser suficiente para este trabalho introdutério pois ndo entram

3 ¢f. KUNEN, 1980 ou JECH, 2002.
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em detalhes técnicos mais especificos da aplicacdo da ferramenta de forcing para lidar com o
problema da Hipétese do Continuo. Como o intuito deste trabalho ndo € reconstruir simplesmente
a ideia original de forcing e sim entende-la como uma ferramenta técnica para lidar com questdes
um pouco mais gerais de forcamento, pensamos que estes resultados ddo uma ideia justa, mesmo
que possa nao ser suficiente, do cardter fundamental da técnica.

O Lema da Definibilidade e o Lema da Verdade sdao duas pistas valiosas para a ideia
de forcing como uma ferramenta geral. Se conseguirmos abstrair — em sentido positivo —
seu cardter essencial, estes dois lemas nos mostram caracteristicas fundamentais da pragmaética
envolvida na funcionalidade da técnica. Em poucas palavras, estes lemas sdo importantes pois
evidenciam caracteristicas essenciais da existéncia do forcing enquanto relacao e, além disso,
sobre como essa no¢do exerce sua influéncia pratica sobre as questdes de forcamento.

O Lema da Definiblidade estabelece o cerne do aparato de controle operado pela ferra-
menta do forcing na medida em que evidencia o fato de a relagao estar previamente definida
no modelo de partida. Esta concepcao € valiosa pois a ideia mais importante envolvida nesta
ferramenta € justamente a capacidade de controlar as validades na expansao a partir do modelo
original. Esta ideia € revoluciondria e tem lugar central em toda a constru¢ao das extensdes
genéricas a partir da relacdo de forcamento. Ainda neste mesmo sentido podemos entender a
importancia do Lema da Verdade, pois, se o primeiro lema traduz em técnica uma realizacdo do
objeto equivalente a ideia do aparato de controle, o segundo lema realiza a prética de forcamento
a partir deste aparato, ou seja, vale na expansao aquilo que € forcado pelo controle do modelo de
origem.

Estas observacdes a respeito dos dois lemas citados no pardgrafo anterior nos indicam
que, mesmo entre os resultados considerados fundamentais para a ideia do forcing, podemos
destilar algo que € ainda mais fundamental. Neste sentido nossa ideia se conecta com aquilo
que ja havia sido percebido por Freire em sua abordagem axiomadtica da ideia de forcing (Freire,
2020). A despeito dos outros resultados obtidos no trabalho que recuperam pela via axiomética
as ideias centrais da literatura usual construtiva do forcing, o que ha de mais pedagdgico € a
notdria énfase no que vem a ser intitulado, no préprio artigo, como a Dualidade Fundamental

enunciada como se segue:

*) Mepi-¢ < YG3p; M[G]E¢

(%) M[Gle¢ < peG;MEpPI- ¢
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Estas sentengas expressam, evidentemente, as ideias dos dois lemas que destacamos
anteriormente. O ganho de intui¢ido que se tem com a Dualidade Fundamental € justamente a
percepcao direta do justo privilégio do qual gozam estes dois resultados com relaciao ao detalhe
intuitivo da ideia de forcamento. Além disso, na forma em que foram escritas, as sentencas
expressam a sutileza da distin¢do entre aquilo que vale no modelo de base e aquilo que vale na
extensdo genérica. Em outras palavras, podemos entender esta relacdo entre modelos como uma
espécie de tensao num ponto especifico do universo ocasionada pela existéncia de uma classe
particular num dado modelo — modelo de base — que induz a estrutura de outros modelos em

sua "Orbita"— as extensoes.

4.3 O CONCEITO

Ainda no espirito da axiomatizacdo do forcing surge um tipo de abordagem diferente
das demais abordagens feitas usualmente nos manuais. Nao somente os conceitos fundamentais
sdo explicitados pela redu¢do de complexidade operada ao abrir mdo de uma série de resultados
intermedidrios que acabam por tornar a compreensao da ideia algo realmente dificultoso, mas
a realizacdo do conceito se dd de maneira mais direta pela satisfacdo dos axiomas e de um
arcabouco técnico reduzido aos principais resultados. Assim como para uma centena de outros
casos, na axiomatizagdo do forcing, o ponto chave € atentar para a realizagdo de um conceito
delimitado pelos axiomas ao invés de uma construcdo paulatina e intrincada de toda a ideia
partindo de um contexto onde sua existéncia ndo € dada e sim arranjada a partir de um esforgco
técnico dispendioso que pode ser evitado pela outra via.

A estratégia bésica de axiomatixacdo € extrair o carater comum que ha entre as diferentes
abordagens de construcdo da ideia de forcamento pela explicitacdo do que viriam a ser os
conceitos fundamentais que, numa abordagem técnica, com sorte, traduzem-se num corpo coeso
de axiomas realmente expressivos para a ideia a ser contemplada.

Como se poderia notar no enunciado sobre a Dualidade Fundamental, a primeira estratégia
levada em conta para a axiomatizagao foi entender um conceito central que € dado pela soma
do forcing e das extensdes genéricas. Esse conceito composto € a base por detrds do corpo
axiomdtico e, também, a base para entender o forcing como uma ferramenta que poderia estender
este conceito para lidar com extensdes genéricas que ndo dizem respeito, exclusivamente, a

modelos de ZFC.
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Talvez um empecilho de cunho mais filoséfico que pratico fosse o fato de que, embora
tenhamos a intensao de trabalhar uma ideia geral de forcamento, nossa abordagem fundamental
¢ sempre feita de forma ligada com o universo de ZFC que, mesmo sendo um universo verdadei-
ramente abrangente, com um escopo indireto de dimensdes transfinitdrias, parece reduzir nossa
proposta a contextos mais ou menos traduziveis em linguagem conjuntista, como ja destacamos
anteriormente em outara ocasido e de maneira mais positiva. No entanto, como se sabe atual-
mente, este ndo € um problema que se aplica ao universo da matemaética, a0 menos por enquanto,
e, no que se refere a logicas, isto também nao parece um problema real. Sendo estas as principais
areas de interesse da ideia de forcing, a discussao deste quesito pode ser, no minimo, adiada.

Desta maneira, uma abordagem conceitual robusta parece suficientemente elaborada a
partir dos elementos fundamentais elencados na secdo anterior. Este conceito esclarece alguns
aspectos importantes sobre os conjuntos e suas relacdes. Mesmo assim, delimitar um conceito
ndo €, muitas vezes, uma tarefa trivial, principalmente para questdes de teoria de conjuntos
como a do forcing que ja possuem, de saida, um aspecto conceitual forte, mesmo que nao
seja a proposta inicial de elaboracdo da técnica. Falar sobre os conceitos sem incorrer numa
redundancia e conseguir trazer algo novo € dificultoso justamente pela complexidade do assunto
e seu elevado nivel técnico.

Embora hoje seja um resultado padrao da Teoria de Conjuntos, o forcing ainda lida
com questdes limites dentro da teoria e possui uma abordagem bastante dificil. Tudo o que
falamos sobre o conceito de forcamento permanece num campo muito especulativo e traduzir esta
abordagem conceitual em uma abordagem técnica ainda é uma realizacao muito distante para as
intencdes deste trabalho. Muito da discussao conceitual ja foi adiantada pela axiomatizagdo e,
ao que parece, ainda ha muito a ser feito no que se refere a elaboracdo de um conceito geral de
forcing, embora os avangos sejam reais.

Muito desta dificuldade talvez esteja no fato que destacamos anteriormente sobre o forte
cardter conceitual do forcing* que é explicito pela forma como a ideia foi elaborada. O que
queremos atentar quando dizemos algo do tipo € o fato de que o forcing possui defini¢des muito
gerais no que se refere as suas estruturas e objetos fundamentais. Embora saibamos que os objetos

sd0 sempre conjuntos mais ou menos diferenciados pelos tipos de objetos que precisamos criar,

4 Embora Cohen nio seja um pensador profundamente conceitual - e ji destacamos isto anteriormente - o préprio

trabalho com questdes de 16gica, e particularmente na Teoria de Conjuntos, envolve, por si mesmo, um carater
conceitual intrinseco. Se por um lado destacamos que tanto Cohen quanto Godel ndo tenham feito um trabalho
declaradamente filoséfico, as questdes que ambos propuseram tém cardter conceitual filoséfico naturalmente
envolvido.
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os conceitos de condicdes, por exemplo, que sdo matérias-primas para a no¢ao de forcamento,
tém um carater bastante genérico que, embora seja desejavel para os fins de aplicagdo técnica,
podem causar um embarago ao tentar apreender conceitualmente de forma precisa o objeto que
estamos procurando delimitar.

O ponto nevrélgico, no entanto, da ideia de forcing € no¢ao de controle que estd envolvida
na relacdo entre o modelo de base e aquele que serd construido a partir dele. Os objetos que serdao
adicionados posteriormente na extensao do modelo inicial precisam responder a uma demanda
especifica que € definida ainda no modelo inicial. A verdadeira genialidade da ideia de Cohen é,
nao apenas o discernimento oportuno da intuicao especulativa, mas também conseguir realizar
esta ideia com o devido trato técnico que o problema exige.

Fato € que ao concretizar tal elaboragdo técnica, Cohen nos abre uma gama de novas
possibilidades assim como propde novas interpretagdes para a propria ideia de conjunto. Se por
um lado queremos tratar a ideia de forcing como uma ferramenta geral cuja aplicacdo nao se
restringe a modelos de ZFC, por outro lado ela evidencia questdes sobre a dinamica estrutural
e ontoldgica das ideias envolvidas no universo desta teoria. Realiza¢des técnicas como as de
Cantor, Godel e Cohen nos apresentam de forma técnica espécies de realizagdes do universo da
Teoria de Conjuntos. Ao oferecerem um trato técnico da problematicas acabam por desvendar
— ou criar — um pedaco especifico do universo que estamos lidando, mesmo que a verdadeira
motivacao nao seja ontoldgica, estas elaboragdes possuem um caréter profundamente filoséfico
neste sentido.

A bem da verdade, vemos o forcing como um conceito geral parcialmente abstraido de
seu contexto inicial. Essencialmente a ideia de Cohen, mesmo quando abstraida e aplicada a
outros contextos, parece induzir que o quadro seja levado imediatamente aos limites da estrutura,
ela parece construir um simulacro especulativo de extensdao do aparato preexistente para lidar
com problemas que estdo para além de seu limite natural. Embora nossa definicdo ndo seja
precisa a respeito do funcionamento pratico da técnica - aparentemente mais palpavel - o trabalho
conceitual por detrds da prética € realmente complexo e de dificil descrigao.

Se fossemos capazes de traduzir o esfor¢co da técnica em uma descri¢io informal de seu
funcionamento, procurariamos dizer a seu respeito que ela induz criativamente um contexto
de condi¢des controladas especificamente determinadas para lidar com um fendmeno bem
delimitado, uma espécie de laboratdrio conceitual e técnico que cria o ambiente "ideal"de causas
para estudar tipos particulares de efeitos. Nao queremos dizer que este seja o Unico tipo de

aplicacdo para a ideia de forcamento, mas, a bem da verdade, este € o espirito inicial intuitivo
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que motivou a sua cria¢do e que dita o rumo das aplicacdes mais seguras e em consonancia com

a ideia conceitual inicial do forcing.
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5 CONCLUSAO

Algo ja foi dito sobre a técnica de forcing neste trabalho e, sobretudo, sobre as ideias
fundamentais que estdo no corpo da ideia principal. Aplica¢gdes desta técnica sdo conhecidas
em contextos tanto da Matemdtica quanto da Légica. Mesmo que tenha sido desenvolvida num
corpo tedrico particular, que foi aquele discutido durante o nosso trabalho, a técnica se estendeu
a varios campos e pdde ser empregada na solugdo e investigacdo de varios contextos muito
diferentes daquele para o qual ela foi criada.

As aplicagdes da técnica de forcing podem ser usadas em estudos 16gicos sobre conjuntos
aritméticos ou mesmo para questdes de teoria da prova. Acreditamos, além disso, que este escopo
de aplicacdo possa ser estendido ainda mais, dados os interesses filosoficos e técnicos do forcing.
Esta técnica nos permite estabelecer um novo tipo de relacdo extremamente interessante por
envolver um cardter expansionista muito peculiar na medida em que nos permite tratar problemas
de projecdo partindo de entidades de base para a construcao induzida de outras entidades que,
embora mantenham a estrutura fundamental conceitual das anteriores, adicionam novos objetos
a ontologia precedente.

Talvez ndo parega realmente inovador que possamos adicionar objetos a "ontologia de
base"ou mesmo que haja uma extensio de universos se tratarmos a questao sob um ponto de vista
desligado de tudo que foi dito e demonstrado sobre o forcing. O verdadeiro avanco que dd o tom
da originalidade da técnica € o fato de existir um aparato claro e bem definido de controle geral
que € realizado pela relacdo de forcamento. Como observado no comentdrio sobre a Dualidade
Fundamental, o que ha de mais interessante € o fato de que a expansao seja controlada a partir
do modelo de base - no caso da aplicacdo para modelos - de forma expressa tecnicamente € nao
apenas de maneira subjacente ou especulativa. Os lemas fundamentais do forcing evidenciam e
formalizam toda a dindmica de forcamento exercida nas estruturas usadas.

O que pode ser uma pista valiosa para a proliferacio de aplicagdes da ideia de forcing € o
fato de que esta ferramenta suporta o transito entre campos diferentes bastando, para isso, que se
mudem as estruturas conceituais preservndo uma metateoria conjuntista. Nossa intui¢io diz que
a ferramenta de forcing pode ser muito util para trabalhos posteriores em 16gica universal ou
mesmo para trabalhos menos gerais de relagdes entre 16gicas especificas.

Um esforgo apropriado na direcdo da realizagdo de um bom trabalho no que se refere ao
forcing no contexto da teoria da prova que revelaria questdes técnicas mais profundas referentes

as pontes entre a relacdo de forcamento e a relacdo de prova poderia esclarecer aplicacdes desta
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técnica para relacdes entre 16gicas no espirito da 16gica universal. Esta é uma das aplicagdes de
particular interesse que motivaram o estudo da técnica de forcing como uma ferramenta e que
esperamos poder desenvolver posteriormente.

A técnica de forcing ainda pode proporcionar ocasides de aplicagdes diversas dentro do
universo do pensamento formal contemporaneo. A tendéncia expansionista de criar, cada vez
mais, teorias com poder de abrangéncia partindo de adi¢des especificas a universos preexistentes
€ mais real do que nunca. Adi¢des estdo sendo operadas todo o tempo e o esfor¢o de expandir o
universo e o escopo de teorias é o que tem ditado o ritmo dos sistemas formais em geral, bem
como de grande parte das dreas do pensamento. Neste contexto, a ideia de forcamento nao s6
€ oportuna como ja mostrou parte de seu potencial para lidar com problemas que demandam
formas de expansao do universo da teoria em questao.

O esfor¢o de pensar o forcing como uma ferramenta se dirige a abstrair dos contextos
particulares e aplicacdo e procurar as estruturas e ideias fundamentais que operam as expansoes
com vistas a tornar concreta uma ideia generalizada de expansdo que seja operada por intermédio
de formas de controle a partir dos "interesses"das estruturas precedentes. E como se estivéssemos
lidando com objetos hibridos que misturam possibilidade e atualidade com uma roupagem
técnica mais bem definida.

Além da utilidade do forning para lidar com questdes diretas de problemas independentes
e expansdes controladas, o advento desta técnica nos proporcionou um novo entendimento sobre
caracteristicas dos conjuntos pouco enfatizadas anteriormente. Embora seja dado de maneira
bastante abstrata, uma das intui¢des mais oportunas desta ideia estd no fato de tornar claro que
conjuntos carregam informagdes. Se em l6gica hd um certo entendimento sobre conjuntos terem
este tipo de comportamento, em Teoria de Conjuntos esta observacao nao é nada trivial.

Conjuntos de férmulas sdo conjuntos cujos objetos sdo ligeiramente diferentes daqueles
com 0s quais estamos acostumados a lidar na Teoria de Conjuntos usada em contexto matemaético.
Evidentemente que pensar em conjuntos de férmulas aumenta nossa intui¢do acerca do rastro
das informagdes que os conjuntos podem portar. Por outro lado, para conjuntos de nimeros, este
fato permanece velado caso ndo seja notado por um olhar critico com relacio as estruturas do
universo dos nimeros. Em geral, as "entidades"que parecem ter um cunho informativo mais
direto sdo as fungdes que, notoriamente, sdo as grandes responsdveis por evidenciar relagdes
entre diferentes objetos da teoria.

Ja no contexto do forcing temos a adi¢cao de um tipo especifico de objetos cuja principal

funcdo € portar um tipo de informacdo. As condi¢des de forcamento sdo tipos de conjuntos cuja
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funcgdo se traduz pela relacdo de forcamento que, basicamente, pode ser interpretada como a
influéncia de um trecho de cédigo especifico que expressa os fundamentos de um recorte do
universo sobre a constru¢@o de novos objetos totalmente relacionados com o antigo universo via
os codigos de controle. Assim, embora os ingredientes todos estejam no universo de controle, os
arranjos nao podem ser todos concretizados.

Além disso, notamos que podem existir muitos objetos no universo que nao passam
de uma espécie de simulacro, digamos, "ideal". A existéncia de simulacros espalhados pela
ontologia do universo sdo, também, uma espécie de élibi para gradacdes de proximidade com o
objeto ideal na medida em que estes simulacros podem ser construidos de acordo com certas
conveniéncias. Uma mesma teoria passa a aceitar tipos diferentes de realizagdes como nos casos
das realizacdes tanto de Godel, quanto de Cohen que diferem significativamente em alguns casos
para um mesmo objeto.

Estes tipos de elaboracdes com problemas limites da Teoria de Conjuntos nao apenas
oferecem formas variadas de lidar com problemas diversos, mas também acabam por fomentar
um ganho de intui¢ao sobre os tipos de objetos que estamos lidando. Como no exemplo dos
simulacros, que de certa forma ja € um dado implicado pela existéncia de modelos enumeraveis
do universo dos conjuntos, a ontologia € povoada por novos tipos de entidades e construgdes
cada vez mais diferentes e, muitas vezes, pouco intuitivas que, portanto, ndao seriam desveladas

por investigacdes que se desenvolvessem num contexto mais interiorano da questdo.
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