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RESUMO

Neste trabalho, € estudado o escoamento em cascata uniforme unidirecional e bidimensional de
um fluido newtoniano incompressivel sobre uma parede inclinada. Este problema estd presente
na natureza no escoamento de lava ou geleiras, por exemplo, e, devido a sua abrangéncia, é bas-
tante explorado em pesquisas. A maioria dos estudos, porém, analisa o problema analiticamente
e desenvolve solucdes aproximadas, frequentemente usando a aproximagdo por lubrificacdo. No
presente estudo, serd obtida, numericamente, a solu¢do completa deste escoamento com auxilio
da biblioteca PDE Toolbox do MATLAB, que resolve equagdes diferenciais parciais pelo método
dos elementos finitos. Com isto, busca-se complementar a literatura j4 existente. O problema
serd formulado considerando-se angulos de contato entre o fluido e a parede entre 0° e 180°,
abrangendo-se, assim, 0s casos nos quais ocorre € nos quais nao ocorre o0 molhamento da super-
ficie. Também serd analisado o escoamento em paredes com diferentes inclinacdes, verificando
o efeito desta variacdo no escoamento. Para o cdlculo do fluxo, serd desenvolvido um cédigo
proprio de integragdo numeérica utilizando o método da quadratura Gaussiana. As solucdes exatas
para a distribui¢do de velocidades e para o fluxo sdo apresentadas, validadas e discutidas.

ABSTRACT

In this work, the unidirectional and two-dimensional flow of a uniform rivulet of an incompres-
sible newtonian fluid down an inclined wall is studied. This problem can be found in nature, for
example, in the flow of lava or glaciers and, due to its ubiquity, it is widely explored in research.
Most studies, however, analyze the problem analytically and develop approximate solutions, of-
ten by means of lubrication theory. In the present study, the complete solution of this flow is
obtained numerically using the PDE Toolbox library from MATLAB, which solves partial diffe-
rential equations using the finite element method. With this, we seek to complement the existing
literature. The problem is formulated considering contact angles between 0° and 180°, thus co-
vering the cases in which the surface wetting ocurs and does not occur. It will also be analyzed
the flow in walls with diferent inclinations, verifying the effect of this variation in the properties
of the flow. To calculate the flux, a numerical integration code is developed using the Gaussian
quadrature method. The exact solutions for velocity distribution and flux are presented, validated
and discussed.
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1 INTRODUCAO

O escoamento sob a acdo da gravidade em superficies inclinadas é uma configuracao de esco-
amento presente em diversos fendmenos da natureza e em muitas aplicacdes cotidianas de grande
relevancia. Desta forma, estudos sobre este tipo de escoamento sdo imprescindiveis para uma
melhor compreensao destas ocorréncias. Alguns exemplos de locais em que se pode encontrar
o escoamento sob a¢do da gravidade sdo o escoamento de lava, o derretimento de geleiras, tinta
escorrendo sobre uma tela e a condensagdo de vapor em um dispositivo de transferéncia de calor.
Alguns destes exemplos podem ser vistos na Figura 1.1.

Figura 1.1: Exemplos comuns do escoamento em cascata: tinta escorrendo! (a esquerda) e escoamento de lava® (a
direita).

Diversos artigos também vém estudando aplicacdes menos intuitivas deste tipo de escoa-
mento. Um primeiro exemplo € o artigo desenvolvido por Herrada et al. (2015), em que é es-
tudado o surgimento de microbolhas em um tubo pelo qual escoa um liquido. Neste caso, as
bolhas geradas podem ser modeladas como um escoamento vertical sob acdo da gravidade, se-
melhante ao que neste trabalho serd estudado. Ja Robertson et al. (2010) estudaram a vibracao
de cabos sustentadores de pontes por acdo da chuva e do vento, em que assume-se que a dgua
proveniente da chuva gera cascatas. Assim, os efeitos destes escoamentos sdo usados para esti-
mar os esforcos exigidos nos cabos de sustentacdo. Outro exemplo pode ser encontrado no artigo
de Labib et al. (2011), onde estuda-se o escoamento bifdsico em capilaridades estreitas. Neste
artigo, percebe-se que surgem cascatas e subcascatas dentro do tubo, sendo que estas determinam
e caracterizam o escoamento estudado. Outro problema interessante, estudado por Hinton, Hogg
e Huppert (2020), é o escoamento com superficie livre em torno de cilindros, mostrado na Figura
1.2. O artigo propde que este escoamento pode ser interessante para dimensionar um anteparo
que proteja uma regido de interesse em um fluxo, como uma cidade em meio a um escoamento

'Disponivel em: <https://mistertem.com.br/wordpress/wp-content/uploads/2017/06/tinta-escorrendo.png> Acesso em 8 de
junho de 2021.

"Disponivel em:  <https://fhox.com.br/wp-content/uploads/2017/11/j-kilauea-lava-flows-7-10-2017-30-1-745x513 jpg>
Acesso em 8 de junho de 2021.


https://mistertem.com.br/wordpress/wp-content/uploads/2017/06/tinta-escorrendo.png
https://fhox.com.br/wp-content/uploads/2017/11/j-kilauea-lava-flows-7-10-2017-30-1-745x513.jpg

Figura 1.2: Escoamento de um fluido ndo newtoniano em torno de um cilindro em um substrato inclinado. Imagem
retirada de Hinton, Hogg e Huppert (2020).

de lava proveniente de uma erupc¢do vulcanica.

O primeiro trabalho nesta drea foi desenvolvido por Towell e Rothfeld (1966), que estudaram
o escoamento permanente de um fluido newtoniano devido a gravidade em uma superficie incli-
nada plana. Neste trabalho, as equagdes que regem o escoamento do fluido foram desenvolvidas
utilizando a teoria da lubrificacdo. Os resultados obtidos foram comparados com resultados ex-
perimentais para diferentes angulos de contato e diferentes fluxos, sendo satisfatorios apenas para
baixos angulos.

Baseados neste artigo, Allen e Biggin (1974) estudaram numericamente o problema do eco-
amento em cascata sob acdo da gravidade. Desta forma, foram obtidas uma solu¢do numérica
completa pelo método dos elementos finitos, uma solu¢do de primeira ordem e uma solucio de
ordem dominante utilizando métodos de perturbagdo. Os resultados aproximados, entretanto, sao
validos apenas para escoamentos com baixa razdo entre a altura e a largura do escoamento. Estes
dois trabalhos, assim como a maioria dos trabalhos nesta drea, utilizam a teoria de lubrificacao
para obter solu¢des reduzidas para o problema. Esta hipétese, porém, € valida apenas para valores
de angulo de contato muito baixos, de forma que a maioria dos resultados da literatura possui um
intervalo de aplicabilidade bastante restrito.

Em seguida, Bentwich et al. (1976) obtiveram uma solu¢do analitica para o caso do escoa-
mento em uma parede vertical utilizando um somatério infinito de integrais. Para planos inclina-
dos, foi obtida uma aproximagao polinomial utilizando o método de Ritz-Galerkin. Este trabalho



se diferencia de muitos outros na literatura por ndo utilizar a hipétese de lubrificacdo e, conse-
quentemente, ndo estar sujeito as mesmas limitagdes. Desta forma, o resultado obtido é valido
para qualquer angulo de contato entre 0° e 180°. Mais recentemente, Perazzo e Gratton (2004)
concluiram que, além do perfil da superficie livre, o campo de velocidades também pode ser
obtido independentemente da reologia do fluido. Assim, € possivel determinar tanto o perfil do
escoamento quanto o campo de velocidades partindo apenas das condig¢des fisicas do problema,
com o resultado obtido sendo valido para qualquer fluido. Foi possivel, entdo, obter uma expres-
sdo que explicitasse o perfil da superficie livre para qualquer angulo de contato entre a parede e
o fluido e para qualquer fluido. Este trabalho também foi capaz de obter uma solu¢do analitica
para o perfil de velocidades para uma parede vertical com angulo de contato de 90° ou 180°. Por
fim, este trabalho comparou brevemente os resultados obtidos com os resultados provenientes da
hipdtese da lubrificacdo de forma bem rasa, ressaltando, assim, as limita¢des deste tipo de anélise.

Diversas variagdes deste problema vém sendo estudadas nos ultimos anos. Uma destas € a
inclusdo de uma diferenca de temperatura entre o substrato e o fluido. Nesta drea, Holland, Duffy
e Wilson (2001) estudaram o problema considerando que a tensdo superficial na interface varia
linearmente com a temperatura, enquanto no trabalho de Wilson e Duffy (2003) considerou-se que
a temperatura afeta apenas a viscosidade do fluido, sendo estudados trés modelos para a relacdao
entre a viscosidade e a temperatura.

Um segundo grupo de artigos estuda o escoamento em cascata com molhamento perfeito,
isto €, angulo de contato entre o fluido e a parede igual a zero. O artigo de Duffy e Wilson
(2003) compara os escoamento com e sem molhamento perfeito em uma parede com variagao
de temperatura, considerando apenas a viscosidade termodependente. J4 o trabalho de Sullivan,
Wilson e Duffy (2008) estuda o escoamento com molhamento perfeito para o caso em que hd uma
tensdo cisalhante superficial e busca analisar a estabilidade deste fendmeno.

Outra linha de trabalhos estuda a propagacdo de ondas na superficie livre dos escoamentos
em cascata. Alekseenko et al. (2015) realizaram uma simula¢cdo numérica tridimensional do es-
coamento em uma parede vertical para diferentes perfis de ondas for¢adas lineares e ndo lineares.
Um dos resultados obtidos pode ser visto na Figura 1.3. O trabalho de Aktershev, Alekseenko
e Bobylev (2021) estuda a propagacao de ondas na superficie de um escoamento em cascata na
superficie de um cilindro. O esquema do escoamento estudado pode ser visto na Figura 1.4.



Figura 1.3: Resultado obtido por Alekseenko et al. (2015).

Figura 1.4: Esquema do escoamento em cascata sob um cilindro. Imagem retirada de Aktershev, Alekseenko e
Bobylev (2021).

Mais recentemente, o artigo de Mukahal, Duffy e Wilson (2018) analisou o escoamento de
um fluido ndo newtoniano. Neste trabalho, obteve-se uma solu¢do paramétrica para fluidos new-
tonianos generalizados cuja viscosidade pode ser expressa como fun¢do da taxa de cisalhamento,
como os fluidos de Carreau e de Ellis. Em outro artigo recente, Alshaikhi, Wilson e Duffy (2020)
estudaram o escoamento em uma superficie escorregadia.



1.1 ESTRUTURA DO TRABALHO

Neste trabalho, analisar-se-d o escoamento sob acdo da gravidade de um fluido newtoniano
incompressivel em uma parede inclinada. Também serd considerado que o escoamento € unidire-
cional, bidimensional e que o regime € permanente. Serd avaliado o efeito do angulo de contato
e do angulo da parede no escoamento. Para isto, serdo comparados o fluxo, a drea da secdo trans-
versal, a velocidade médxima e a velocidade média de cada um dos casos, com o objetivo de uma
melhor compreensdo do que ocorre em cada um deles. Como o estudo serd feito numericamente, é
possivel analisar o problema completo, sem necessitar da hipétese de lubrificacdo. Desta forma, o
resultado possuira validade para quaisquer angulos de contato, nao precisando se limitar a valores
baixos deste.

A andlise numeérica sera feita utilizando o método dos elementos finitos. Para isto, serd usado
o software MATLAB (MATrix LABoratory) e o método da quadratura de Gauss. Para o uso do
método da quadratura de Gauss, serd desenvolvido um c6digo computacional préprio, sem o uso
de nenhuma biblioteca preexistente. Para a validacdo do método numérico, estudaremos uma
classe de problemas simples com solugdo analitica, os escoamentos axissimétricos. Em seguida,
serao comparados os resultados numéricos com as solu¢des analiticas obtidas, de forma a validar
o funcionamento adequado do cédigo computacional desenvolvido.

O trabalho tera cinco capitulos. Neste primeiro capitulo foi introduzido o problema, contex-
tualizando este com situagdes relevantes, além de uma revisdo da literatura existente sobre este
tema. No segundo capitulo serd feita a formulacdo matemética do problema, apresentando as
equagdes governantes e as condi¢cdes do contorno do problema, bem como o formato da super-
ficie livre deste escoamento. No terceiro capitulo, serdo apresentados os principios mateméticos
necessdrios para a analise do problema. Desta forma, serd exposto o método dos elementos finitos
e o método da quadratura de Gauss. Em seguida, serdo estabelecidas as principais caracteristicas
do MATLAB, software utilizado na resolucdo. Neste capitulo, ainda validaremos os resultados nu-
méricos, comparando as solu¢des obtidas por meio do cédigo com resultados analiticos de uma
classe de escoamentos bastante conhecida, os escoamentos axissimétricos. No capitulo seguinte,
serd resolvido o escoamento em cascata para diferentes casos de angulo da parede e de contato,
obtendo o perfil de velocidades resultante para alguns casos representativos. Além disso, serd es-
tudado o comportamento das propriedades citadas para diferentes casos, buscando obter o efeito
destas no escoamento. Por fim, no ultimo capitulo seré feito um breve resumo do que foi realizado
no trabalho, bem como as principais conclusdes obtidas por meio dos resultados.



2 FORMULACAO MATEMATICA

Uma representacao esquematica do problema a ser resolvido pode ser vista na Figura 2.1.

Figura 2.1: Representagdo esquematica do escoamento a ser estudado vista de dois planos distintos.

Na Figura 2.1, vé-se um um fluido newtoniano e incompressivel escoando em uma parede de
inclinagdo «. Esta inclinacdo pode assumir valores entre 0° e 90°. O plano zy € coincidente com
a parede, enquanto o escoamento se desenvolve na dire¢do x. O eixo z € ortogonal a parede. A
regido de contato entre o fluido e a superficie da parede possui largura 2a, enquanto o angulo de
contato do fluido € suposto fixo e igual a (.

Fisicamente, este angulo de contato, também chamado de angulo de molhamento, depende
das condigdes fisico-quimicas do escoamento. Desta forma, este depende do fluido que esta
escoando, do material do escoante e do meio em que este fendmeno estd imerso. Além disso,
a interface pode ser classificada em fun¢do do angulo de molhamento. Assim, se o angulo de
contato € menor do que 90°, diz-se que que o fluido molha o s6lido em que estd ocorrendo o
escoamento. Para 3 > 90°, diz-se que o fluido ndo molha o sélido.

A primeira equagdo governante deste problema é a equacdo de Navier-Stokes, que rege o
movimento de fluidos viscosos. Esta equagdo, em suas trés componentes cartesianas, ¢ dada por

@—i—u%—kv%—kw@ @—i- 82u+82u+82u
P\at T %ar " ay TV oz or  FP\oz T a2 T 922

(81} ov ov 81]) op (820 v 0%
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o Mor T ay T ) T oyt @*a?*@)*% 22)

) + PGz, 2.1)

Ou yuy Owy 0y ey (Tu G By (2.3)
Plar " %ar "0y "0z ) T T T H\ a2 T ez T a2 ) TP ‘

em que p é a massa especifica do fluido, ¢ € a varidvel relativa ao tempo, p € sua viscosidade



dinmica, g,, g, € g, sdo as trés componentes da gravidade, p € a pressdo € u, v € w sao, respec-
tivamente, as componentes da velocidade nas direcdes =, y € 2. As componentes da gravidade
dependem da inclinag@o do plano « e sdo calculadas por g, = gsenc, g, = 0 e g, = —gcosa.

A segunda equacdo governante € a equagdo da continuidade, que, ja considerando o fluido
estudado como incompressivel, é

ou Ov Ow

—+t+—+—+=0. (2.4)

or 0Oy 0z
Consideraremos o escoamento estudado como permanente, de forma que todas as derivadas parci-
ais com relacao ao tempo serdo nulas. Além disso, o escoamento € unidirecional e bidimensional,
de forma que a unica componente ndo nula da velocidade serd u e esta serd uma fungdo de y e z.
Isto é, u = u(y,z) ev =w = 0.

Aplicando estas simplificagdes, as equagdo governantes se resumem a

dp
_— = 2-
By 0, (2.5)

@ = —pg cos o (2.6)

0z

) 0 0? 0?
p_ (2%, o
oz " (8y2 * 822) Tpgsenas e

Como o escoamento possui apenas a componente de velocidade « ndo nula e esta componente
nao depende de x, a equacdo da continuidade € automaticamente satisfeita.

Para que o problema seja completamente formulado é necessario, em seguida, definir as con-
di¢des de contorno.

2.1 CONDICOES DE CONTORNO

Neste problema, haverd dois tipos de condi¢do de contorno para o perfil de velocidades: a
condi¢do de ndo deslizamento e a condicdo dinamica. Cada uma destas serd analisada individu-
almente em seguida.

2.1.1 Condicao de Nao Deslizamento

A primeira condi¢@o de contorno € a condi¢@o de nio deslizamento na parede. Como a parede
estd em repouso, o fluido em contato com esta, obrigatoriamente, também o estard. Matematica-
mente, temos que

=0 em 2z=0. (2.8)



2.1.2 Condicao Dinamica

Ja a condi¢do dindmica estd relacionada com o equilibrio de tensdes na superficie livre. Foi
deduzido no Anexo II que, para que as tensdes se equilibrem, tem-se que

(pp—pm+7-n=vsn em  z=h(y). (2.9)

Aqui, py € a pressdo atmosférica, n € o vetor unitdrio normal a superficie, T € o tensor de tensdes
viscosas, 7y € a tensdo superficial na interface e x € a curvatura da superficie livre. Neste problema,
tanto a tensdo superficial quanto a pressdo atmosférica sdo constantes. Serd necessario, entdo,
analisar alguns destes fatores para determinar o formato final desta equacao.

O tensor de tensdes viscosas de um fluido newtoniano, segundo White (2008), é dado por

[ 2@ @ + @ @ + a_w_
ox dy Ox 0z Ox
ou Ov ov ov Ow

— —_— _— 2_ e -
TH 8y+8:c dy 8z+8y
ou  Ow Ov Ow 0w
|0z  Ox 0z Oy 0z

(2.10)

Entretanto, o escoamento estudado é unidirecional e bidimensional. Como estabelecido ante-
riormente, a tinica componente de velocidade nio nula € a componente u, que dependera apenas
de y e z. O tensor de tensdes viscosas €, entdo, reduzido para

_O @ @_
oy 0z
ou Y
T=U 8_y 0 0. (2.11)
ou
2. 0 0

Em seguida, buscaremos determinar o vetor normal a superficie livre. Para isto, definimos,
primeiro, o formato da superficie livre. Este formato € uma fun¢do apenas de y pois 0 escoamento
¢ uniforme. Desta forma, podemos definir a equagdo da superficie livre implicitamente como

F(y,z) =z — h(y). (2.12)

O vetor normal a esta superficie, por sua vez, pode ser calculado por

VF
= — 2.13
"=V 1)

Partindo da fung¢do da superficie livre obtida em (2.12), temos que

VF=-HWé,+& e |[[VF||=VIi+h? (2.14)



onde &, € o vetor unitdrio na dire¢do y e &, € o vetor unitdrio na dire¢do z. Substituindo em
(2.13), obtém-se a seguinte expressao para o vetor normal

—h' &y é,
n= + . 2.15
V1I+NW2Z 1+ h2 15
Ja a curvatura « € calculada por
k=-V-.n. (2.16)

Aplicando o resultado obtido em (2.15) na equagdo (2.16), tem-se que

R_Q(L)_ﬁ<;> (2.17)
_ay /1—{—h’2 Oz 1+ K2 ’ ’
Desta forma,

hl/

. 2.18
(1+n2)2 219

K =

Finalmente, € possivel aplicar as expressdes obtidas em (2.11), (2.15) e (2.16) na equacdo
(2.9), resultando em

i ou Ou]
0o -— =
( ) 0 5 oy 0z 0 0
Po—D 2 u VK
— | -h |+ —— = 0 0 —N| = —|-h|. 2.19
1+ hK2 1 1+ h'2 gy 1 1+ h2 1 ( )
ou 0 0
LOz J

Resolvendo esta equacdo, chegamos em trés condi¢des de contorno para a superficie livre,
mostradas na equacao (2.20).

( _8_uh’+8_u:0
: 05/ 0z ’
bPo—Pp r_ TR /
V1T T V1 +h'2h’ (220
(Po—p) _ 7~k
( VI+W2 V1+W?

Percebe-se, porém, que as dltimas duas condi¢des de contorno sdo iguais, de forma que restam
apenas duas condi¢des. Reescrevendo as duas condicdes obtidas, tem-se que

ou ou
— =h—=— =h 2.21
ER 3y em z ( )
€
P =po— K em z = h. (2.22)



2.2 EQUACAO GOVERNANTE PARA A PRESSAO

Com as condicdes de contorno definidas, determinou-se uma expressao para a pressdo. Para
isto, integrou-se a equacgao (2.6) da seguinte forma

h h
/ dp = —/ pg cos adz. (2.23)

Calculando a integral e usando a condi¢do de contorno mostrada em (2.22), chegamos a
po — vk —p = —pgcosalh — z). (2.24)

Isolando a pressao, obtém-se a seguinte expressdo para esta

p=pgcosalh —z)+ py — VK. (2.25)

2.3 EQUACAO GOVERNANTE PARA A VELOCIDADE

Finalmente, com o resultado obtido de que a pressdo ndo varia ao longo do eixo x, a equacao
governante do problema, mostrada em (2.7) € reduzida a equacao de Poisson

Pu O%u pgsin o
—+—==- . 2.26
oy? * 022 1 (2.26)
As condi¢des de contorno a que esta equagdo estd submetida sdo
u=20 em z2=10 (2.27)
e
ou ou
—=h— = h. 2.28
ER 3y em z ( )

2.4 DETERMINACAO DA SUPERFICIE LIVRE

O passo seguinte € determinar o perfil da superficie livre. Para isto, porém, € necessdrio, antes,
definir as condi¢des geométricas que a superficie livre deve respeitar.
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2.4.1 Condicoes Geométricas
Da Figura 2.1, € fécil ver que
h=20 em Yy = =+a. (2.29)
Além disso, temos que o perfil deve ser simétrico com relag@o ao eixo z, de forma que
h =0 em y = 0. (2.30)

A tultima condicdo geométrica vem do angulo de contato entre o fluido e a parede vertical. Tem-se,
entdo, que
h' = Ftan em y = +a. (2.31)

Como ja foi definido que o escoamento é simétrico com relagdo ao eixo z, podemos usar
apenas as condi¢des de contorno para y = a. Assim, serd usado apenas o sinal superior nas
equacgoes (2.29) e (2.31).

2.4.2 Calculo do Perfil da Superficie Livre

Para a deducdo do perfil da superficie livre, seguiremos o desenvolvimento apresentado por
Perazzo e Gratton (2004). Os calculos aqui desenvolvidos nao serdo validos para o angulo espe-
cifico a = /2, que serd avaliado posteriormente.

O primeiro passo € derivar a expressao obtida para a pressdo em (2.25) e aplicar a equagao
(2.5), chegando a
pgh’ cosa = vk, (2.32)

Substituindo estes valores na equagado (2.18), obtemos que

pg cos o
fy

h = h—//)g,] . (2.33)

(1+n2

Para simplificar as equagdes subsequentes, definiremos a seguinte constante

K =PIene (2.34)
Y
de forma que a equacgdo (2.33) se torna
/
Kn' = n 2.35
“lar i) 23

Em seguida, foi feita uma mudanca de coordenadas que translada o eixo z para a reta em
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que o perfil prolongado da superficie livre € ortogonal ao eixo z, como mostrado na Figura 2.2.
Assim, a nova coordenada, que serd chamada de Z, pode ser calculada por Z = z + H,, onde
H,, € a coordenada da parede. Vale ressaltar que f1,, serd positivo para o caso em que o angulo de
molhamento € menor que 90° e, consequentemente, a parede estd acima da origem modificada.
Por outro lado, se o 4ngulo de contato € maior que 90°, a parede estard abaixo do plano do plano
de referéncia, de forma que H,, serd negativo. Por fim, H,, serd nulo para um angulo de 90°.

S
N
N

R e
€ = = = = = = = = =

Figura 2.2: Exemplo do uso do plano auxiliar.

O perfil da superficie livre é, entdo,
H =h+ H,. (2.36)

Como ao perfil da superficie livre foi apenas somada uma constante, a equagao (2.35) pode ser
reescrita como

/
H//
KH = |——— | . (2.37)
(1+ H'2)3
Ja as condi¢des de contorno se tornam
H(a) =0, H'(0)=0 e H'(a) = —tan f5. (2.38)

Em seguida, integrou-se a equacgdo (2.37)de O a y,
Y Y

/ KH' dy = /

0 0
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/
HI/
] dy (2.39)



ou seja,
H "
H
KdH = ——| , (2.40)
Ho (L+H'?)>2 |,
onde H, € a altura do perfil da superficie livie em y = 0. Aplicando a segunda condicdo de
contorno mostrada na equacao (2.38) em (2.40), temos que

H//

K(H — Hy) = T

— H"(0). (2.41)

Em seguida, multiplicou-se ambos os lados por H' ¢ integrou-se novamente a equagio, de forma

ue
a y v g y
0 0 + 2 0
Reescrevendo, temos que a equagdo resultante é
H Y H"H' H
K(H — Hy)dH = —dy — H"(0)dH. (2.43)
Hy 0 (1 —|— H’ 2)5 Hy
Resolvendo as integrais, chegamos a
H H y H
EHQ ~ KHH,| = B — HH"(0) (2.44)
= .
2 Ho Ho i+ H 0 Ho
Desta forma,
K 1

Chamaremos o ponto em que a superficie livre encontra o plano de referéncia de m. Neste ponto
sabemos que
H(ym) =0 e H'(ym) = oc. (2.46)

Aplicando estes valores na equacao (2.45), conclui-se que a curvatura em y = 0 € dada por

K 1
H'(0)= —H, — —. 2.47
(0) > I (2.47)

Como sabemos que a concavidade da superficie livre deve ser negativa e que tanto K quanto H
sd0 constantes positivas, podemos afirmar que

K 1
0< —Hy < —. 2.48
s gHo= 0 (2.48)

Agora € conveniente definir uma nova constante A tal que

K
A=, (249)
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em que A estd no intervalo
0< A< (2.50)

Substituindo a expressdo obtida em (2.47) na equacdo (2.45), chegamos a

K 1 K 1
—(H-H)*=1- — — (H-H, —Hy — — 2.51
2( 0) m ( 0)(2 0 H())’ ( )

Reescrevendo estas equagdes, temos que

H K 1

—— 4+ __H(H —H) = ———. 2.52

o 2 T = e (232
Em seguida, € possivel adimensionalizar a equagdo (2.52). Para isto, definiremos as seguintes
varidveis adimensionais

H y
= ==, 2.53
¢ o, ¢ 1T (2.53)
E importante notar que
dH  d¢
— =, 2.54
a  dn (2.54)
Fazendo a transformacao proposta na equacao (2.52), chegamos a
1
CL+A1=Q) = (2.55)

V1 (d¢/dn)?

Aplicando as expressdes definidas em (2.53) na condi¢ao geométrica relativa a derivada, mos-
trada em (2.31) obtemos que

d
d_7C7<a) = —tanf. (2.56)
Desta forma, é conveniente definir uma variavel 6 tal que
d
tanf = —C, (2.57)
dn

para que a condi¢do estabelecida na equacgdo (2.56) seja simplificada para

0(a) = —p. (2.58)
Assim, a equacao (2.55) se torna
C+>\C—>\C2—; (2.59)
V1+ tan?6 .

Sabendo que V1 + tan? § = sec 6, podemos reescrever a equacdo (2.59) como

A% — (14 A)¢ +cosf = 0. (2.60)
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Resolvendo esta equacao quadratica, obtemos a seguinte expressdo para (:

(:%(14—)&:\/(1—1—)\)2—4)\(:089). (2.61)

Apesar de aparecerem o sinal positivo e o negativo, o perfil da superficie livre ndo pode comportar
ambas as possibilidades. Com o sinal positivo, verifica-se que o perfil obtido ndo respeita a
condi¢do de contorno obtida em (2.56). Desta forma, a expressdo para ¢ deve ser

1
2\

¢ (1 + A= /(T+ X2 —4Xcos 9) . (2.62)

Partindo da equacao (2.57), podemos escrever que

d¢ dé
tanf = ——. 2.63
an a0 ( )
Derivando a equagdo (2.62), chega-se a
d in 6
e _ _ o . (2.64)
do V(1 + )2 —4)\cosb
Substituindo este resultado na equacao (2.63), tem-se que
in 6 do
tanf = — i = (2.65)
V(1 +X)2—4)\cosfdn
Reescrevendo, chega-se a
0
dn = — o8 a9 (2.66)
V142X 4+ A2 —4)\cosf
Sabe-se, da trigonometria que
o 0
cos § = cos? 3~ sen’ 3= 1 — 2sen? 7
Usando essa relacdo em (2.66), tem-se que
1 — 2sen? 4
dn = — 2 =9 (2.67)
\/1+2)\—|—>\2—4)\—|—8)\86n2§
Rearranjando os termos resultantes,
1 — 2sen? 0
dn = — 2 do. (2.68)

0
\/(1 — A)? + 8\ sen? 3
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Colocando em evidéncia (1 — \)? nos termos dentro da raiz quadrada, de forma que seja possivel
retirar este termo da raiz, chegamos a

[
1 1—2861125
dn = — dé. 2.69
T=Ta N S 7 (2.69)
1+(1_)\)28en2§

Podemos, entdo, reescrever da seguinte forma:

0
4sen? —
1 2
dn = — - 2 a(2). (2.70)
IR Y A > Y A A S 2
TSN TN

Por simplicidade, definiu-se que

e C? = 8 (2.71)

0
=3 (1— )2’

de forma que a equacdo (2.70) se torna

4 1 sen’©
dn = — — doe. 2.72
g 1—>\(2\/1—028en2@ \/1—C2SGH2@) 272)

Multiplicando o numerador e o denominador da equagio direita por C? e somando e subtraindo
1 ao numerador, chegamos a

4 1 —1+1—C?sen?06
dn— n 0. 273
TN (2 - (?sen20 02\/1—0286112@) (2.73)

Rearranjando esta equagdo, temos que

4 1 1 1 1 —C?sen’®©
dn = — B Y + do. 2.74
TN Kz 02) V1- C%sen?© 02\/1—028en2@] (79

Simplificando, obtemos que

4 C?—-2 1 1
= — —+V/1 — C?sen? ) 2.
dn Y { 507 i (7o —1—02 C?sen?©| dO (2.75)

Substituindo a defini¢do de C estabelecida na equacdo (2.71) na equagio (2.75), tem-se que

4 (1+N)? 1 (1 — )2
- - V1= C2sen? . 2.
dn 1_)\[ 3 B ITETe) 3 C?sen?0| dO (2.76)
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Rearrumando os termos e simplificando onde possivel, obtém-se que

1 1
dn=—— [(1 = N)?*V1 —C2sen20 — (1 + \)? de. 2.77
g 201 —\) {( ) CFsen?® = (1+4) \/1—C2sen2@} © @77

Finalmente, € possivel integrar esta equacdo, donde tem-se que

1
2A(1 — \)

’)7:

) e 1
1—)\2/ V1—C?sen20do — (1 )\2/ d@].
{( ) 0 wen (1+4) 0 1 —-C?sen2©

(2.78)

As duas integrais resultantes sao chamadas de integrais elipticas de segunda e primeira ordem
respectivamente. A notacdo comumente utilizada para estas integrais (Hancock, 2010), é

’ dt
F(z, k%) = / —_— (2.79)
0 1 — k2sen?t

E(z, k) = / V1 — k?sen?tdt. (2.80)
0
Desta forma, € possivel reescrever a equacao (2.78) como

1

BN [(1=X)?E(6,C%) - (1+X1)?F (0,C7)]. 2.81)

n

Usando as defini¢des de (2.71), n pode ser escrito como

n= m {(1 —\?E (g —%) — (14 \)?F (g —%)] : (2.82)

Finalmente, obtivemos uma expressdo tanto para n quanto para ( como fungdo de A e 6,
mostradas, respectivamente, nas equagdes (2.82) e (2.62). Para uma melhor compreensdo do
perfil do resultado obtido, calculou-se o perfil da superficie livre para os angulos de contato de
7/6, /2 e b /6 e para Aigual a0,1, 0,5 e 0,9.Todas as integrais elipticas foram avaliadas usando
uma biblioteca preexistente do software MATLAB. Os resultados podem ser vistos nas Figuras
2.3,24e25.
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1.5

0.5

Figura 2.3: Perfis da superficie livre para diferentes valores de § com A = 0, 1.

Figura 2.5: Perfis da superficie livre para diferentes valores de § com A = 0, 9.

Percebe-se que, com um aumento de A e, consequentemente, uma diminui¢do do angulo da
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parede estudada, o perfil passa de um semelhante a um circunferéncia, que serd obtido na préxima
secdo como o resultado para uma parede vertical, para um cada vez mais achatado, devido a
crescente influéncia da gravidade na direcdo z.

2.4.2.1 Caso especifico de 90°

Todo o desenvolvimento feito ndo é valido, porém, para uma parede vertical. Isto ocorre pois,
de acordo com a equacdo (2.34), caso o angulo da parede seja de 90°, K € igual a 0, impossibili-
tando as manipulagdes subsequentes.

2

N N
AN 2a

Figura 2.6: Representagdo esquemadtica do escoamento para a parede vertical.

Deduzir o perfil da superficie livre para este caso, porém, é simples. Primeiro, concluimos
que a equagdo (2.6), para este caso, pode ser simplificada para

Ip

— =0. 2.83
P (2.83)
Usando este resultado e a equagdo (2.5), concluimos que a pressdao deve ser uma funcdo apenas

de z. Por outro lado, a equacgdo (2.25), é simplificada para
P =Dpo— VK. (2.84)

Desta forma, concluiu-se que a pressdao € uma funcao de z, de forma que o lado esquerdo da
equacdo (2.84) € uma funcio apenas de z. Entretanto, a tensdo superficial e a pressdo atmosférica
sdo constantes e a curvatura € uma fun¢do apenas de y, de forma que o lado direito é uma funcio
de y. Como o lado esquerdo é uma funcdo apenas de x e o lado direito € uma funcao apenas de vy,
estes dois devem ser constantes. Desta forma, concluimos que tanto a pressdo quanto a curvatura
devem ser constantes.

E possivel demonstrar, a partir da geometria diferencial, que os tnicos formatos que satisfa-
zem esta condi¢do sdo a reta e o circulo. Das condi¢des geométricas obtidas em (2.29), (2.30) e
(2.31), porém, concluimos que a superficie poderia ser uma reta apenas no caso em que 3 = 0.
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Como estudaremos o problemas para quaisquer angulos no intervalo de 0° a 180°, o formato do

perfil devera ser um arco de circunferéncia.
Aplicando as condi¢des geométricas, obtemos que a superficie livre terd um formato seme-

lhante ao da Figura 2.7.

C

Figura 2.7: Formato da superficie livre.
Pra definir completamente esta circunferéncia, resta, entdo, definir a posi¢cao do centro e o raio

desta.

Analisando os angulos, conclui-se que
ZOCP = B. (2.85)
Como o segmento de reta OP possui tamanho a, concluimos que o raio R e a distincia d sio
calculados pelas expressdes
R= Sez 5 (2.86)
e
d=— 5 (2.87)
A equagio geral do circulo com centro em (0, —d) e raio igual a R é
(2.88)

2 2 2
v + (2 +d)* = R".
Como esta circunferéncia coincide com a superficie livre, z deve ser igual a h. Substituindo os

valores obtidos em (2.86) e (2.87), chegamos a

2
9 a B a
Y +(h+tan5) _(senﬂ

2
) . (2.89)

A superficie livre €, entdo, a regido positiva em y que satisfaz a equagao (2.89).

20



2.5 ADIMENSIONALIZACAO DAS EQUACOES GOVERNANTES

Para resolver este problema é conveniente, antes, adimensionalizar a equagdo governante e as

condicdes de contorno. Para isto, serdo usadas as seguintes varidveis adimensionais identificadas
pelo asterisco:

2

y=ay*, z=az", u= PIT & h=ah". (2.90)
0

Aplicando estes valores na equagao (2.26), chegamos a

*u*  O*u*

ay For T T

(2.91)
Ja as condi¢des de contorno se tornam
u* =0 em 2 =0, (2.92)
ou* ,0u*
* *=h" 2.93
oz* dy* e : (2.93)
© ou* 0
= em = 0.

oy* 4

(2.94)

Usando as varidveis adimensionais € possivel adimensionalizar, também, o perfil da superficie
livre obtido em (2.89). Define-se, entdo, esta superficie adimensionalmente com o sistema

1\? 1\’
*2 h* —
Y +( +tanﬁ> <Sen6> ’

(2.95)
y* > 0.

Na Figura 2.8, vé-se a superficie livre correspondente aos angulos de contato de 30°, 90° e

150°. Vale ressaltar que a superficie livre para paredes inclinadas j4 foi adimensionalizada em sua
formulacao.
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Figura 2.8: Perfil da superficie livre para os dngulos de contato 30°, 90° e 150° em uma parede vertical.

E possivel perceber aqui que o caso vertical e o caso inclinado foram formulados de maneiras
distintas, seguindo os trabalhos de Towell e Rothfeld (1966) e Perazzo e Gratton (2004), respec-
tivamente. O primeiro considera a regido de contato como constante para os diferentes angulos
de contato analisados. Por outro lado, o trabalho posterior mantém a altura do perfil em relagao
ao plano de referéncia estipulado na formulagdo deste como constante. O segundo caso, em ge-
ral, € melhor pois o perfil da superficie livre € limitado por uma circunferéncia de raio unitdrio,
enquanto o outro alcanca uma circunferéncia de raio infinito, impedindo os cédlculos desejados.

2.6 FLUXO

Por fim, € conveniente definir o fluxo neste problema, dado que este sera utilizado para com-
parar modelos analiticos e numéricos. O fluxo através do perfil do escoamento pode ser calculado

Q- / /A u(y, 2) dA, (2.96)

em que A € a regido delimitada pela superficie livre e a parede.

por

2.7 RESULTADOS ANALITICOS

O trabalho desenvolvido por Perazzo e Gratton (2004) foi capaz de desenvolver, no caso espe-
cifico em que a parede € vertical, solu¢des analiticas para o perfil de velocidade para os angulos
de 90° e 180°.

Para deducdo do caso em que o dngulo € de 90°, parte-se da equagdo (2.91). Os asteriscos
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serdo suprimidos por uma questdo de simplicidade. Propde-se, entdo, a seguinte mudanca de

varidveis
52
u=1u——. (2.97)
2
Substituindo esta expressao na equacao (2.91), a equagdo a ser resolvida passa a ser
Pu 0%
— + == =0. 2.98
o2 92 2.98)
Ja as condi¢des de contorno se tornam mostradas nas equagdes (2.92) e (2.93) se tornam
=0 em z=10 (2.99)
e
ot ot
a—Z—Z:h/a—Z em  z=h. (2.100)

A condigdo de simetria, por sua vez serd desprezada pois, como a solucdo serd analitica, a dimi-
nui¢do do dominio ndo trard nenhuma vantagem de célculo. Para isto, entretanto, serd necessario
utilizar as duas condicdes de contorno estipuladas na equacio (2.29).

Da equagdo (2.95), € facil concluir que, para o caso de uma parede vertical com angulo de
contato de 90°, o perfil da superficie serd um semicirculo. Desta forma, € conveniente o uso de
coordenadas polares para este estudo. Foi feita, entdo, a seguinte mudanga de varidveis:

y = rcosf e 2z = rsend. (2.101)

Com esta mudanga, a equagdo governante mostrada em (2.98) se torna

0%u 1ou 1 0*u

a7 rar Trag (102

para r e ¢ variando no intervalos 0 < § < me 0 < r < 1. J4 as condi¢gdes de contorno obtidas nas
equacoes (2.99) e (2.100) se tornam, respectivamente,

=0 em =0 e O=r (2.103)
€ -

@zserﬁe em r=1. (2.104)

or

Em seguida, a equacdo (2.102) foi resolvida por meio de separacdo de varidveis. Verificou-
se quais solugdes ndo tinham singularidades em r = 0 e satisfaziam a condi¢do estipulada em
(2.103). As solugdes resultantes podem ser escritas por

i(r,0) = > Apr™senmf. (2.105)

m=1
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Usando a condicao de contorno da equagao (2.104), conclui-se que os coeficientes A,,, desta série

sao dados por

0, se m é par

Am=q_8__ 1 se m é impar (2.106)
Tm2(m? —4)’ pat:

Substituindo estes coeficientes na equacao (2.105), obtém-se que

_ 8 i r?"tlsen[(2n + 1)6)] (2.107)
T (2n—1)(2n +1)2(2n +3) '

Finalmente, da equacgdo (2.97), temos que a velocidade € dada por

(2.108)

- z
U=

com o valor de u calculado.

Em seguida, determinaremos analiticamente a velocidade maxima. Para isto, basta notar que

a velocidade maxima estard localizada no ponto mais alto do perfil, isto é em r = 1 e 6 =

7/2. Substituindo estes valores na expressio obtida para a velocidade, obtém-se uma velocidade
méxima de

u (1, g) —0,401432. ... (2.109)

Para obter o fluxo, integra-se a equacdo (2.108) em todo o dominio. O resultado obtido para o
fluxo adimensional é
q=0,361663.... (2.110)

J4 para o caso que o angulo de contato € de 180°, a expressdo obtida para a velocidade que
satisfaz (2.98) e respeita as condi¢des de contorno impostas em (2.99) e (2.100) é

1 1
u:k—Z(2+r2)+§ln(1+r2+2rsin9), (2.111)

onde k € uma constante que deve ser escolhida para satisfazer as condi¢cdes mostradas em (2.99) e
(2.100). E fécil perceber que esta solucdo diverge analisando o perfil de velocidades no ponto em
que o raio é igual a 1 e o angulo # é igual a 37 /2, que corresponde ao ponto de contato da parede
e do fluido. Ali, o termo dentro do logaritmo anula-se, de forma que o resultado seja infinito.
Percebe-se, entdo, que este escoamento € fisicamente impossivel.

24



3 METODOLOGIA NUMERICA

Nesta secdo, faremos uma breve andlise de alguns métodos mateméaticos necessarios para a
resolugd@o dos problemas propostos. Primeiro, abordaremos o método de Newton, um método de
resolucao numérica de sistemas ndo lineares que serd utilizado na explicacdo do método dos ele-
mentos finitos, que vird em seguida. O método dos elementos finitos serd apresentado e derivado
em sua forma mais simples, por uma questdo de praticidade. Dedu¢des mais completas e gerais
podem ser encontradas em Becker, Carey e Oden (1981). Em seguida, serd apresentado o método
de integracdo numérica a ser usado no problema. Por fim, serd apresentado o software MATLAB,
que sera a plataforma para a implementacao dos métodos supracitados.

3.1 METODO DE NEWTON

O método de Newton € um método de resolu¢cdo numérica de sistemas ndo lineares. Este mé-
todo se baseia em uma expansdo em série de Taylor multinomial. Assim, supondo que temos um
sistema com formato F(x) = 0, em que F representa um sistema de equagdes e X = (21, -+ ,Tn)
sdo varidveis independentes, podemos expandir este sistema como

F(x) = Fx©) + Jx©) - (x— x9) + 2(x—xO)7  Hx®) - x—xOP2 + .. @1

0)

Nesta fungio, x(*) é um ponto de referéncia onde o valor da fungio é conhecida, x é o ponto em

que se deseja obter o valor da funcdo, J representa a matriz Jacobiana e H o tensor Hessiano.
Truncando apés o segundo termo, temos que

F(x) = F(x) + Jx©) - (x —x*). (3.2)

Assim, partindo de um palpite inicial x(*), obtém-se um segundo palpite x(*), buscando o ponto
em que esta func¢do F(x) se anula. Desta forma, chega-se na equacao abaixo.

Jx?) - xM - x) = —Fx?). (3.3)

Resolvendo para x(), obtemos um segundo palpite. Em seguida, repetimos o processo até que
(xM) — x(0) seja suficientemente pequeno, fazendo com que a solugio j4 esteja préxima o sufici-

ente da solucdo real.

Generalizando para o k-ésimo passo, temos que
J(xW) - (x* D —xW) = —F(xV). (34)

Assim, este método reduz um sistema nao linear para um linear.
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Analisando cada um dos termos, temos que J é uma matriz N X N, onde a componente
OF; .
Jij = 8_Z’ enquanto tanto x*) quanto F(x*)) sdo vetores de dimensdo N.
m .
j
O método de Newton, porém, depende fortemente do palpite inicial. Para um palpite ade-
quado, o método converge quadraticamente. Para um palpite inadequado, porém, o método di-
verge ou converge para uma solugdo distinta, caso esta exista. Assim, é necessario o estudo do

primeiro palpite, de forma a garantir que o método retorne a solugdo desejada.

3.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos € um método de resolugdo de equacdes diferenciais em que
substitui-se 0 dominio por um dominio discretizado e aproxima-se as equacdes diferencias parci-
ais por um sistema de equacgdes diferenciais ordindrias. Com estas equagdes, usa-se o método de
Newton para se obter uma estimativa do valor da fun¢@o nos pontos discretizados.

O primeiro passo do método dos elementos finitos €, entdo, discretizar o dominio. Para isto,
substitui-se o dominio original por um conjunto de formas geométricas mais simples, geralmente
segmentos de reta, para problemas unidimensionais, tridngulos, para problemas bidimensionais,
ou tetraedros, para problemas tridimensionais. Cada um destes tridngulos ou tetraedros sio cha-
mados de elementos e seus vértices sdo chamados de nds.

Em seguida, assume-se que a solu¢do em cada um destes elementos € uma solug@o simples,
geralmente polinomial, dado que polindmios sao faceis de se avaliar e possuem boas propriedades
de aproximacdo em dominios pequenos. O mais interessante €, portanto, definir o polindmio mais
simples com o qual € possivel resolver o problema com boa aproximagao. Desta forma, a primeira
ideia é assumir que a resposta € constante em cada elemento. Entretanto, esta proposta gera
problemas fisicos pois € necessdrio que dois triangulos (ou tetraedros) adjacentes possuam valor
igual nas suas arestas compartilhadas, o que nao € possivel para uma solu¢do constante em cada
elemento, salvo se a resposta € constante em todo o dominio. A segunda maneira mais simples é
assumir que a resposta em cada elemento possui formato linear. Usando esta proposicao, resolve-
se o problema relativo as arestas, mas, ainda assim, a derivada serd diferente na aresta comum
de dois elementos adjacentes. Apesar de descontinuas, as derivadas desta fungdo sdo integraveis
através da fronteira, evitando problemas numéricos. Assim, a solucdo linear satisfaz os critérios
preestipulados. Os erros oriundos desta aproximagdo podem ser reduzidos utilizando polindmios
de ordem maior ou refinando a discretizagao.

A equacdo geral a ser resolvida com o método de elementos finitos é

&u  Ou
Mo + da -V - (cVu)+au = f, (3.5)

em que m, d, ¢, a e f sdo coeficientes do problema. Vale ressaltar que esta é uma versio sim-
plificada e a forma mais geral desta equagdo, escrita vetorialmente, serd abordada posteriormente
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neste trabalho. Para problemas permanentes e unidimensionais, a equagdo (3.5) se resume a

- 2 (ca—u> +au = f. (3.6)
ox

Reescrevendo a equagdo com todos os termos no lado esquerdo, obtemos esta na forma resi-
dual. Logo, para que uma fungo u(z) seja solu¢do do problema, ela deve satisfazer

R(z,u(z)) = —— (c—x> +au—f =0, (3.7)

onde R é chamado de residuo desta funcdo. Qualquer fun¢do que satisfaca a relacdo (3.7) em
qualquer ponto do dominio e obedeca as condi¢cdes de contorno é chamada de uma solugdo forte
do problema. Para a resolu¢do pelo método dos elementos finitos, porém, serd necessario relaxar
ligeiramente esses critérios. Uma solucio é chamada de fraca se, além de obedecer as condi¢des
de contorno, satisfizer a seguinte condi¢ao

/ R(z,u(z))vdx =0, (3.8)
Q

onde (2 € o dominio e v é uma fun¢do qualquer. Como as condi¢des de contorno de Dirichlet
impdem um valor para a fun¢@o nas bordas do dominio, a equacdo (3.8) pode apresentar um
problema nestes pontos. Para resolver isto, definimos que a funcio v deve ser nula no bordo do
dominio, isto €,

v =0 (3.9
G19)

Sendo assim, enquanto para uma solucdo forte o residuo deve ser nulo em todo o dominio,
para uma solucdo fraca basta que uma média ponderada dessa fun¢do seja nula no dominio, com
seus pesos ditados pela funcdo v. Vale ressaltar que se uma solucdo do problema é forte, ela
também serd uma solucdo fraca e vice-versa. A escolha do uso da equacdo na forma fraca ajuda
apenas na formulacio desejada do problema.

Juntando as equagdes (3.7) e (3.8), obtemos a seguinte equacdo para a solugdo fraca do pro-

0 ou
_ 2= _ =0. 1
/Q{ 9 (cax)—i-au f}vdx 0 (3.10)
Reescrevendo, chegamos a

—/2(c@)vdx+/auvdx—/fvdx:0. (3.11)

Para a primeira integral, deve-se aplicar o método da integracio por partes, de forma que

+/c%@dx+/auvdx—/ﬂ)dxzo, (3.12)

blema:

zo
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em que 7o € x; sdo os limites do dominio. Porém, como obtido na equagado (3.9), a funcdo v é
nula nas bordas do dominio. Desta forma, o primeiro termo da equagdo (3.12) também € nulo.
Finalmente, temos que

c@@dx—l—/auvdx—/fvdxzo. (3.13)

Reescrevendo na forma da equacao (3.8), temos que a nova fungdo residuo é

Ou Ov
R(z,u(z)) = c—— + auv — fu. 3.14
(,u(@)) = e o f (3.14)
Esta equacdo serd usada na resolu¢do do problema associada as condi¢des de contorno. Tais
condi¢des serdo consideradas do tipo de Dirichlet, isto é, podem ser escritas na forma u(z) = g(x)

no bordo do problema, com g(x) conhecida.

Em seguida, usamos o método de Galerkin. Para isto, primeiro dividiremos a solu¢cdo em
duas partes, uma funcao u, () responsével por satisfazer as condi¢des de contorno e outra fungo
upn(x) que obedega as equagdes impostas no interior do dominio e seja nula no bordo, de forma a
continuar satisfazendo as condi¢cdes necessdrias. Assim, temos que

u(x) = up(x) + upy(x), (3.15)

em que

up(z)| =g(x) e up(z)] =0. (3.16)
o9 09

Para que seja possivel utilizar todas estas propriedades e manipulagdes citadas, porém, € ne-
cessdrio que as fungdes u(x) e v(z) se comportem adequadamente. Isto significa que, para as
duas fung¢des, a funcdo em si e sua derivada devem ser de quadrado integravel. As funcdes serem
de quadrado integravel garante que a integral de seu quadrado serd menor que infinito, de forma
que ndo haverd problemas na integracdo por partes e também podemos garantir a existéncia de
cada uma das integrais de (3.13), assegurando o funcionamento do método proposto. Estas restri-
coes definem um conjunto de funcdes ao qual estas devem pertencer. Desta forma, se acharmos
um grupo de fungdes ¢;(x) que seja uma base completa deste conjunto, conseguimos escrever a
equacao (3.15) como

u(z) = uy(z) + Z Usi(), (3.17)

em que U; é um coeficiente para a fun¢éo ¢;(x). Agora, o problema inicial de resolver a equagdo
em todo o dominio se resume a descobrir o conjunto de coeficientes Uy, Us, - - - .
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Substituindo a equagdo (3.17) em (3.14), temos que

/Q ( < +ZU¢z > +a (up )—I—iUz(bz(x)) v—fv) dz =0. (3.18)

Como dito anteriormente, a fun¢do v(z) deve ser do mesmo conjunto de equacdes que u(z).
Assim, podemos expandir a fun¢do v(x) em termos das fun¢des de base do espago desejado,
como feito com u(z), isto €,

r) =Y Vi dn, (3.19)
k=1

em que ¢ sdo as fungdes base e V) sdo os coeficientes de cada uma das funcdes. Agora, to-
das as funcdes v podem ser representadas por diferentes conjuntos dos coeficientes Vi, Vs, - - - .
Substituindo em (3.18), chegamos a

/Q [c% (up(:v) + ; Uiqbi(x)) (% (; Vi ¢k> +
a (up(x) + Z U¢¢z‘($)) (Z Vi ¢k> - f <Z Vi ¢k>
=1 k=1 =1

Lembrando que Vj, ndo depende de x, podemos reescrever a equagdo acima como

ivk/Q(ca%( +ZU¢ >a¢k

+a (up(x) - Z Ui@(x)) Or — f¢k)> dz=0. (3.21)

dr =0. (3.20)

Como esta relagdo deve ser valida para qualquer conjunto de coeficientes Vj, a equagdo (3.21) se
resume a

rk:/9< 9 ( +ZU¢Z >%—|—a<up )+ZUi¢i($)>¢k—f¢k)> dr =0

(3.22)
para qualquer valor de k.

Desta forma, substituindo todos os possiveis k, teoricamente seria possivel obter todos os
coeficientes U; e obter a solug@o exata para o problema desejado. Como sao infinitos valores de
k, porém, isto € impossivel. Para obter uma solu¢@o aproximada, entdo, truncamos os somatérios
de (3.17) e (3.19) ap6s M termos, obtendo as seguintes aproximagdes:

I~q

M M
v)+ Y Udi(z), e b(z) =Y Vidu(a). (3.23)
i=1 k=1
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Agora, podemos, usando apenas M fungdes ¢(x), conseguir um sistema de M equagdes. Resol-
vendo este sistema, obtemos todos os coeficientes U;, com ¢ = 1,---, M, o que representa uma
solu¢do aproximada para o problema.

A resolucdo do problema inicial, envolvendo uma equacao diferencial parcial, agora resume-
se, apenas, a resolver um sistema de equagdes. O sistema obtido, porém, pode ser altamente
ndo linear, envolvendo diversas integrais caso a equacgao original seja ndo linear. Desta forma, é
necessario o uso de algum método de resolucdo de sistemas nao lineares. O mais frequentemente
empregado neste tipo de problema é o método de Newton, que foi explicado na secdo anterior
e consiste em expandir o sistema de equacdes em uma série de Taylor multinomial, para, com o
auxilio do Jacobiano desta matriz, chegar a um sistema de equagdes mais simples de ser resolvido.
Uma das grandes vantagens deste método € que, para um bom palpite inicial, o método converge
rapidamente (Chapra e Canale, 2016).

Desta forma, resta apenas achar uma fungao que satisfaca as condicdes de contorno e definir
o conjunto de fungdes base que serd utilizado. Este conjunto deve satisfazer as condi¢des estipu-
ladas anteriormente, isto €, ele deve ser uma base completa do espaco de funcdes desejado, ser
nulo no bordo do dominio e € desejavel que leve a uma matriz Jacobiana esparsa, o que facilita a
resolucdo pelo método de Newton.

Para que as integrais do sistema obtido existam, todas as fung¢des ¢; e suas primeiras derivadas
também devem ser de quadrado integravel. Dentre as funcdes que satisfazem esta condi¢do, estdo
as funcoes lineares em cada elemento.

Assim, para o método dos elementos finitos, o conjunto de fung¢des ¢; usado € chamado de
fungdo chapéu. Supondo um dominio z € [0, 1] com N nds igualmente espagados, onde né X

—1
estd localizado em X; = %, a fungdo ¢; € dada por
( 0, sexr < Xj—l
— Xi_
;—Xl, Ser_l <[L’<Xj
o5(@) =3 X~ o y Py (3.24)

—, se X, <r < X;n
Xjr1 = X ! j+

L 0, sex > X1

Podemos ressaltar algumas propriedades interessantes que esta funcao possui. Primeiro, a funcao
¢; s6 é ndo nula nas vizinhangas do ponto j. Além disso, a fung¢do varia linearmente entre O e 1.
Por ultimo, temos que

0, sei#j

(X)) = 6, = '7 3.25
) =0 =91 ;L (3.25)

Com o uso desta fungéo, os coeficientes U; da expansdo de u(x) ganham um significado bem
claro: estes representam o valor da fungdo em j e @(z) € a interpolag@o destes pontos.

E importante verificar se esta fungc@o proposta satisfaz os critérios estabelecidos. Primeiro, é
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muito fécil achar uma funcio que satisfaca as condi¢cdes de contorno da seguinte forma

up = god1(x) + g1on (). (3.26)

Todas as fungdes ¢;(x), por serem ndo nulas em apenas um ponto, onde valem 1, e variarem
de 0 a 1 linearmente nesta regido, sdo quadrado integraveis, assim como suas derivadas. Além
disso, todas as fungdes ¢o, . .., ¢n_1 sdo nulas no bordo do dominio. Resta verificar se a matriz
Jacobiana é esparsa. Temos que, partindo da equacdo (3.22), chegamos a seguinte expressao para
a matriz Jacobiana, escrita em notacao indicial

1
= / d qbi(x)digbk(x)dx. (3.27)
0 X

U )y dx

Para que J;; seja diferente de zero, temos que tanto ¢;(z) quanto ¢ (z) devem ser diferentes de
zero. Pela propriedade obtida em (3.25), temos que isto ocorre apenas se k = ¢ — 1,7,7 + 1,
resultando em uma matriz Jacobiana tridiagonal.

A funcdo proposta satisfaz todos os critérios estipulados, sendo entdo apropriada para o uso
no método dos elementos finitos.

Resumindo, a resolucao pelo método dos elementos finitos consiste na seguinte sequéncia de
passos:

* Determinar o sistema e discretizar o dominio, obtendo os pontos e estipulando todas as
fungdes ¢;(z);

N-1
* Definir que u,(z) = go¢1(x) + g1on(x) € up = Z Ui
j=2

* Escolher um palpite inicial Us, - - - , Un_1;
¢ Determinar os residuos r, e calcular a matriz Jacobiana;

* Aplicar o método de Newton, seguido da resolucao de um sistema linear da forma
N-1
> JdU; = =y, (3.28)
=2

parak=2--- N — 1.

* Corrigir o palpite inicial da seguinte maneira

v = U +6U;; (3.29)

» Repetir até que os residuos sejam suficientemente pequenos;
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* Assim, a solucdo final é da forma

N-1
u(x) = godi (x) + grow () + Y Uid. (3.30)
=2

3.3 INTEGRAGAO NUMERICA

A partir do resultado dos elementos finitos, muitas vezes deseja-se integrar o resultado obtido.
Para isto, € necesséario utilizar algum método apropriado de integracdo numérica. Neste trabalho,
optou-se pelo uso do regra da quadratura (Kahaner, Moler e Nash, 1989), aplicada em cada um
dos triangulos provenientes da discretizacdo da malha em elementos finitos. Assim, aproxima-se
a integral em cada um dos tridngulos pela média ponderada do valor da fun¢do em alguns dos
pontos deste dominio. Existem vérias ordens do método, cada uma usando uma série de pontos e
pesos pré-definidas. De forma geral, o método aproxima a integral da seguinte forma

N
1= / /A Flew)ia = 3 v (3.31)

onde f € a funcdo a ser integrada, /V € o nlimero de pontos a ser utilizado, w; é o peso de cada um
dos pontos na média ponderada, x; e y; sdo dois pontos pertencentes ao dominio e A € a area do
triangulo a ser integrado.

Neste trabalho serd utilizado o método de terceira ordem, em que sao usados 7 pontos: os trés
vértices, o ponto médio de cada um dos lados do tridngulo e seu baricentro. Os pontos usados
podem ser vistos na Figura 3.3.

No caso de terceira ordem, os pesos sdao 27/60 para o valor da fun¢ao no baricentro, 8/60 no
ponto médio de cada um dos lados e 3/60 nos vértices (Rao, 2017).
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3.4 SOFTWARE MATLAB

Para a resolucgao da classe de problemas propostos, equagdes diferenciais parciais e ordindrias,
foi utilizado o software MATLAB (MATrix LABoratory), com auxilio da biblioteca Partial Dif-
ferential Equation Toolbox (The MathWorks, Inc., 2012). Esta biblioteca resolve problemas de
equacodes diferenciais parciais, comuns em dreas como transferéncia de calor e fluidos, utilizando
o método dos elementos finitos. De forma geral, esta biblioteca resolve sistemas de N equagdes
da forma 2y u

mWdeE—V-(c@Vu)—kau:f, (3.32)
onde m, d e a sdo matrizes de dimensdo /N X N e representam os coeficientes do problema.
Ja u e f sdo vetores de dimensdo N x 1 e representam a varidvel de interesse e um coeficiente
do problema, respectivamente. O termo c¢ representa um tensor 2/N x 2N, para um problema
bidimensional, ou um tensor 3N x 3N para o caso tridimensional. Todos os coeficientes m, d, a,

f e ¢ podem ser fun¢do do espago e da solucdo em si ou de seu gradiente.

A biblioteca ainda resolve um caso especifico deste tipo de equacgdo, a equagdo de autovalor.
Esta possui uma das seguintes formas

—~V - (¢® Vu) + au = \du (3.33)
ou
~V - (e® Vu) + au = \’mu, (3.34)

onde \ é o valor referente a um autovalor desconhecido € a €, assim como no caso anterior,
uma matriz de dimensdo N X N que representa os coeficientes do problema. Para a resolug¢do da
equacdo de autovalor, porém, os coeficientes ndo podem depender da solug@o ou de seu gradiente.

Outro caso especifico da equagao (3.32) é quando N € igual a 1 e o problema a ser resolvido
deixa de ser um sistema de equacgdes e passa a ser apenas uma equacao diferencial parcial. A
forma geral desta equagdo reduzida é

Pu 0u

Mon + da -V (cVu)+au = f, (3.35)

onde m, d, ¢, a e f sdo coeficientes do problema. Todos estes coeficientes sdo escalares com
excecdo de ¢, que € uma matriz de dimensdo 2 X 2, para um problema 2-D, ou 3 x 3, para um
problema 3-D. Ja u é um escalar e representa a varidvel de interesse.

Para resolver este tipo de problema sdo necessarias condi¢des de contorno. Estas podem ser
de dois tipos: Dirichlet ou Neumann. Nas condi¢des de Dirichlet, define-se o valor da varidvel
de interesse no contorno por meio de uma funcio ou de um escalar. Desta forma, este tipo de
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condicdo de contorno pode ser definida, para a resolu¢do de apenas uma equagdo, como
hu = r, (3.36)

onde h e r sdo funcdes apropriadas, que podem ser funcdes do espago, do tempo e da solucdo u
em si e de seu gradiente.

Ja nas condi¢des de contorno do tipo Neumann, define-se o gradiente da solu¢do na borda do
dominio. De forma geral, a solu¢do para uma equacio € dada por

n-(cVu)+qu =g, (3.37)

onde ¢ e g sdo funcdes dependendo do espago, tempo e da solucdo u e n € o vetor normal unitario
exterior.

O numero de condicdes de contorno necessarias varia com a geometria € o nimero de equa-
coes do sistema. Para cada borda, seja ela uma aresta, para o caso 2-D, ou uma face, para o caso
3-D, sdo necessdrias /N condi¢des de contorno, uma para cada equagdo. Além disso, € possivel
que, em um unico problema, haja condi¢des de contorno dos dois tipos.

3.5 TESTES NUMERICOS

O passo seguinte foi utilizar a biblioteca Partial Differential Equation Toolbox do MATLAB
para resolver alguns problemas de escoamentos axissimétricos, cuja formulacdo matematica foi
desenvolvida no Anexo III. Este tipo de problema € simples e geralmente possui solu¢do anali-
tica. Desta forma, € possivel validar o c6digo computacional, comparando-o com os resultados
analiticos obtidos para alguns tipos de escoamentos axissimétricos. Além disso, foi desenvolvido
um codigo proprio para integragdo numérica na malha de elementos finitos, usando a regra da
quadratura.

A validacao sera feita comparando, primeiramente, o campo de velocidades para cada um dos
casos. Em seguida, o fluxo numérico serd conferido usando o resultado analitico, garantindo,
assim, que tanto o perfil de velocidades obtido computacionalmente quanto seu médulo possuam
valores fisicamente coerentes. Também compararemos a velocidade média e a velocidade maxima
dos resultados analitico e numérico.

Serdo comparados, inicialmente, os trés resultados obtidos para o escoamento axissimétrico
retilineo. Em seguida, serd analisado um caso de escoamento torcional, de forma a validar o
programa para diversos casos distintos. O caso radial ndo serd usado, dado que sua equacdo
governante nio se adéqua a equacdo geral da biblioteca utilizada. Para todos estes problemas, a
equacgdo governante que serd implementada computacionalmente € a equacao (3.35)

Pu 0u

vy + da — V- (cVu)+au=f. (3.38)
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No caso analisado, temos que m, d e a sdo nulos, enquanto c vale 1 e f depende das propriedades
do problema, como a viscosidade e o gradiente de pressdo. Desta forma, a equagdo governante se

resume a
Vi =—f. (3.39)

O primeiro caso analisado serd o do escoamento de Hagen-Poiseuille.

3.5.1 Comparacao para o escoamento de Hagen-Poiseuille

A distribui¢do do campo de velocidade foi obtida na equacdo (II1.16). Por simplicidade, con-

sideraremos
10p

— = = —Imist
oz

R=1m,

de forma que o coeficiente f, na equacgao (3.38), seja igual a —1. Além disso, com estas conside-
racdes, o perfil de velocidades analitico resultante € apenas

1—1r2
4

m/s. (3.40)

Uy =

O fluxo por uma secdo circular, obtido analiticamente na equacao (III.18), com as consideragdes
explicitadas € igual a
Q= g m?/s.

Ja a velocidade média e a velocidade méxima foram obtidas nas equagdes (I11.21) e (II1.17)
respectivamente. Com os valores citados anteriormente, obtemos que as velocidades maxima
analitica e média analitica valem

Uy max = 0,25 m/s

@, = 0,125 m/s.

Para resolver o problema computacionalmente, inicialmente, definiu-se as condi¢des de contorno.
Neste caso, a condi¢do de contorno é, simplesmente, que a velocidade na parede seja nula, devido
a condicao de ndo deslizamento, isto é

u=20 em r=1m. (3.41)

Em seguida, foi desenvolvida a malha de elementos finitos com tamanho maximo de elemento
igual a 0,1 m. O resultado obtido pode ser visto na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Malha de elementos finitos utilizada.

Com a malha definida, foram escritas a equagdo governante e as condi¢des de contorno do
problema. Com todos estes valores definidos, resolveu-se o problema. Em seguida, foi feito um
mapa de calor para visualiza¢do das solu¢des numérica e analitica, com o objetivo de facilitar a
comparacdo visual entre as duas solugdes.

1 1
08 08
0.6 02 06 02
04 04
0.2 015 0.2 015

[1} [1}
0.2 01 0.2 01
0.4 0.4
0.8 0.05 0.6 0.05
-0.8 -0.8

-1 0 0
-1 -0.5 o 0.5 1 1 -0.5 o 0.5 1

-1

Figura 3.2: Resultado numérico obtido (esquerda) e resultado analitico (direita).

Os dois resultados sdo visualmente muito semelhantes. E possivel perceber que tanto o for-
mato das duas solu¢des quanto a escala de velocidades sdo muito parecidas, o que indica que a
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Figura 3.3: Erro numérico absoluto obtido.

solu¢do numérica € muito coerente. Para verificar as regides com maior erro, assim como a ordem
de grandeza do erro absoluto associado a solucao numérica, foi feito um grafico de calor com a
diferenca entre as solugdes obtidas. Este grafico estd na Figura 3.3.

Desta forma, percebe-se que o erro absoluto € maior nas regides proximas a borda do dominio
e, mesmo nesta regido, este é da ordem de 107%, o que é muito baixo.

Verificou-se, entdo, os valores de fluxo numérico e analitico. Como dito, o valor analitico
do fluxo para as condig¢des estipuladas é de /8 m3/s, o que vale aproximadamente 0,3927 m3/s.
Usando os resultados numéricos e o cédigo desenvolvido para integracdo por quadratura de Gauss,
chegou-se a um valor de fluxo igual a 0,3924 m?/s. A diferenga entre o fluxo analitico e o
numérico é, entdo, de 0,0003 m?/s.

Por fim, foram comparadas as velocidades média e maxima. A velocidade média numérica foi
calculada dividindo o fluxo obtido pela drea da secdo circular do tubo. Desta forma, chegou-se
a uma velocidade média numérica de 0,1249 m/s, enquanto a velocidade média analitica € de
0,125 m/s. Ja a velocidade maxima numérica foi de 0,2499 m/s, comparado a velocidade mdxima
analitica de 0,25 m/s.

Desta forma, a metodologia numérica possui todos os valores analisados muito préximos
aqueles obtidos analiticamente, garantindo seu funcionamento adequado.
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3.5.2 Comparacao para o escoamento em tubo em formato de anel

Em seguida, foram comparados os resultados analitico € numérico para o escoamento em um
tubo em formato de anel. O campo de velocidades analitico pode ser visto na equacao (I11.29),
enquanto o fluxo foi determinado na equagao (III.34). Novamente, serd considerado que

Lop _

— = —1m st
10z

R=1m,

pois estes valores fazem com que o coeficiente f da equacdo governante computacional seja —1,
além de simplificar o resultado final. O caso analisado serd, inicialmente, aquele em que o raio
interno € metade do raio externo, ou seja,

k=0,5.

A malha para este segundo caso respeitou a mesma restricdo de tamanho maximo de 0,1 m
por elemento. A malha resultante pode ser vista na Figura 3.4.

08

06

04

0.2

Figura 3.4: Malha de elementos finitos utilizada.

Com a malha estabelecida, definiu-se as condicdes de contorno. Pela condi¢do de ndo desli-
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zamento nas paredes interna e externa, temos que as condi¢cdes de contorno sao

u=20 em

r=0,5bm e r=1m.

(3.42)

Em seguida, foi usado o método de elementos finitos para resolver o problema proposto. Depois,

foram feitos graficos para a solu¢do numérica e para a solucdo analitica. Os dois graficos podem

ser vistos na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Resultado numérico obtido (esquerda) e resultado analitico (direita).

1 -0.5 o 0.5 1

0.025

0.015
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Novamente, os dois resultados sdo visualmente muito parecidos, com o formato do perfil de

velocidades e a ordem de grandeza das velocidades muito préximos. Em seguida, foi feito o

grafico da diferenca entre a solucdo analitica e numérica.
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Figura 3.6: Mdédulo do erro numérico resultante para o escoamento em um tubo em formato de anel.

Deste gréfico, é possivel concluir que o erro absoluto é muito baixo, da ordem de 10> m/s.
Além disso, este erro é maior na regido proxima a parede interior e menor perto da parede externa.

Por fim, comparou-se o fluxo para cada um dos casos. O fluxo analitico € calculado com a
expressdo citada anteriormente e vale 0,0495 m?/s. Usando a integracio numérica desenvolvida,
foi obtido um fluxo numérico de 0,0493 m?/s.

Este resultado obtido garante apenas o funcionamento adequado do programa e da integral
para o caso especifico em que a razao de raios € igual a 0,5. Buscando validar o resultado para
qualquer razdo de raios, decidiu-se comparar, numericamente, a solu¢do analitica, obtida no gra-
fico I1I.4 e comparar o resultado numérico aqui desenvolvido. O gréfico resultante pode ser visto
na Figura 3.7.
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Figura 3.7: Fluxo como fung¢fo da razao de raios obtido analitica e numericamente.

Conclui-se, entdo, que tanto o método dos elementos finitos quanta a integracao pelo método
da quadratura de Gauss funcionam para o problema proposto, retornando resultados numéricos
muito préximos dos analiticos para uma malha pouco refinada.

A velocidade maxima analitica foi obtida na equagdo (III.33). Para o caso que estd sendo
analisado, entdo, o resultado analitico vale 0,0317 m/s. Ja o resultado numérico retornado pelo
programa foi igual ao anterior, valendo 0,0317 m/s. A velocidade média analitica, por sua vez,
foi determinada na equacao (III.36). Com os valores estipulados nesta secdo, obtém-se uma
velocidade média analitica de 0,0210 m/s. O resultado numérico obtido para a mesma propriedade
foi de 0,0209 m/s. Para estes dois casos, a solug@o analitica € a numérica sdo muito proximas.

3.5.3 Comparacao para o escoamento em um cilindro vertical sob acao da gravidade

Comparou-se, agora, os resultados numérico e analitico para um cilindro vertical sob agdo da
gravidade. Este caso foi estudado no anexo de escoamentos axissimétricos e o perfil de velocidade
e o fluxo obtidos estdo mostrados nas equacdes (I11.44) e (I11.47) respectivamente. Considerare-

mos, para esta andlise, que
PY-

]
R=05m

=1m st
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0=R,
fazendo, mais uma vez, que f, na equagdo (3.38) seja —1.

A primeira etapa da resolu¢do numérica €, novamente, estipular as condi¢cdes de contorno.
Pela condi¢do de ndo deslizamento na parede do cilindro, temos que

u=20 em r=1m. (3.43)

Como a tensao cisalhante no contato entre o fluido e o ar deve ser nula, temos que

ou,
or

= 0. (3.44)

Em seguida, discretizou-se o dominio em elementos finitos, obtendo uma malha computacio-
nal. A malha para este dltimo caso, porém, € muito semelhante aquela obtida para o escoamento
em um tubo em formato de anel, dado que a parede externa naquele caso é equivalente ao li-
mite do fluido, enquanto a parede interna no caso anterior € o limite do cilindro, neste caso, sdo
equivalentes. Também foi usado o mesmo valor de tamanho maximo do elemento de 0,1 m.

Com a malha definida, resolveu-se o problema numérico. Em seguida, foi feito um mapa
de calor para a solu¢do computacional e para a solugdo analitica. Estes dois graficos podem ser
vistos na Figura 3.8.

Figura 3.8: Resultado numérico (esquerda) e resultado analitico (direita) obtidos.

Conclui-se que a distribuicdo das velocidades nos dois casos possui um perfil semelhante.
Subtraindo a soluc¢do exata da solucdo computacional, obtém-se um grafico do erro absoluto as-
sociado a solu¢do numérica. Este pode ser visto na Figura 3.9.
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Figura 3.9: Mddulo do erro numérico resultante para o escoamento em um cilindro sob acdo da gravidade.

O perfil do erro absoluto para este caso também é bem similar ao obtido para o escoamento
em um tubo com formato de anel. Para o cilindro sobre a¢do da gravidade, porém, o erro absoluto
¢ um pouco maior, atingindo um méximo de cerca de 4,5 x 10~° m/s. Este valor ainda é muito
baixo, de forma que o resultado € satisfatério.

A velocidade médxima analitica na secao foi determinada na equacdo (II1.45). Com os valores
estabelecidos para esta andlise, foi obtido uma velocidade médxima de 0,1591 m/s. O valor obtido
numericamente foi igual, também de 0,1591 m/s. J4 a velocidade média analitica, obtida em
(II1.48), vale, nesse caso, 0,1183 m/s. A solucdo numérica, obtida computacionalmente foi de
0,1179 m/s. Assim, as velocidades analitica e numérica ficaram muito proximas tanto para o caso
analitico quanto para o caso numérico.

Aplicando as consideracdes feitas para a solucdo analitica, chegou-se a um fluxo de 0,2789
m?3/s. Utilizando o resultado em elementos finitos e 0 método da quadratura de Gauss, porém,
foi obtido um fluxo total de 0,2778 m3/s. Este erro é o maior dos trés casos analisados e, mesmo
assim, equivale a apenas 0,4% da solugdo real. Como este foi o caso com o erro mais elevado,
decidiu-se por refinar a malha, diminuindo o tamanho maximo do elemento pela metade. A malha
resultante pode ser vista na Figura (3.10).
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Figura 3.10: Nova malha de elementos finitos.

Para esta nova malha, o fluxo obtido foi de 0,2786 m?/s. Desta forma, diminuindo o tamanho
maximo do elemento pela metade, o erro absoluto no fluxo caiu de 0,0011 m3/s para 0,0003 m?/s.

Em todos os casos, os resultados numéricos foram muito proximos dos analiticos, assegurando
o funcionamento da ferramenta de elementos finitos. Além disso, todos os resultados foram
obtidos para malhas pouco refinadas e, com um pouco mais de esfor¢co computacional, foi possivel
refinar as solugdes para que estas ficassem ainda mais proximas das solucdes analiticas.

3.5.4 Escoamento Torcional

3.5.4.1 Cilindro Interior Parado

O préximo caso analisado serd o escoamento torcional entre dois cilindros. Estudaremos,
primeiro, o caso especifico em que o cilindro externo possui uma velocidade ndo nula, enquanto
o cilindro interno estd em repouso. A equacao que rege o movimento do fluido pode ser vista na

equacdo (II1.69). Desta forma, o coeficiente f da equacdo (3.39), que varia em cada caso, serd
nulo.

Para esta comparacao, consideraremos o raio externo igual a 1 m e o raio interno com metade
do tamanho. Além disso, o cilindro externo possuird uma velocidade linear de 10 m/s. As con-
di¢des de contorno serdo o ndo deslizamento nas paredes externa e interna. Matematicamente,
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temos que
u=20 em r=0,5m (3.45)

u =10 m/s em r=1m. (3.46)

Para a resolu¢cdo computacional, usaremos uma malha com tamanho menor que as anteriores,
de forma a verificar que o programa também funciona adequadamente para outros tamanhos de
elementos. O tamanho maximo de elemento serd, entdo, de 0,05 m. A malha resultante obtida

pode ser vista na Figura 3.11.
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Figura 3.11: Malha de elementos finitos resultante.

Resolveu-se, entdo, as equagdes governantes computacionalmente e o resultado obtido foi
comparado com o resultado analitico obtido anteriormente. Os grificos podem ser vistos na

Figura (3.12).
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Figura 3.12: Resultado numérico obtido (esquerda) e resultado analitico (direita).

Mais uma vez, a diferenga visual entre os dois casos € imperceptivel. Em seguida, foi feito um
gréfico do erro, com o objetivo de analisar a ordem de grandeza deste, assim como sua localizac@o.
Este grafico pode ser visto na Figura 3.13.

0.25

0.05

Figura 3.13: Erro absoluto numérico obtido.

Desta forma, conclui-se que o erro absoluto é maior na regido central e, ainda assim seu valor
é de cerca de 0,25 m/s, que € um valor baixo comparado a velocidade maxima de 10 m/s.
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3.5.4.2 Cilindros com Mesma Velocidade

Em seguida, foi analisado o caso em que os cilindros interno e externo possuem a mesma
velocidade angular de 10 rad/s. A expressao analitica para o perfil de velocidades foi determinada
na equacdo (II1.72). Usou-se uma malha exatamente igual a usada no caso anterior, dado que a
geometria € idéntica. Os grédficos para os perfis de velocidade analitico e numérico podem ser
vistos na Figura 3.14.
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Figura 3.14: Resultado numérico obtido (esquerda) e resultado analitico (direita).

Os perfis de velocidade sdo, mais uma vez, bem parecidos visualmente. Percebe-se, também,
que as velocidades mdxima e minima estdo localizadas na mesma regido, além da distribui¢io de
velocidades ser praticamente linear, que foi exatamente o resultado obtido para a solucao analitica.
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4 RESULTADOS

Com o funcionamento do cédigo desenvolvido validado foi possivel obter os resultados dese-
jados. Como foi estipulado, resolveremos o escoamento em uma cascata em uma parede inclinada
sob acdo da gravidade para diferentes angulos de contato entre o fluido e a parede e diferentes
inclinacdes do substrato. A equacdo governante do problema foi obtida em (2.26) e é

o%u* N ¥
ay*Q 82*2

= 1. 4.1

As condi¢des de contorno, definidas em (2.27) e (2.28) sdao

u* =0 em Z=0 4.2)
€
ou* ou*
= h *=h" 4.3

além da condi¢do de simetria, que pode ser expressa por

ou*
oy*

4.1 DETERMINACAO DOS COEFICIENTES COMPUTACIONAIS

Em seguida, serd necessario definir os coeficientes apropriados para a equagdo geral do mé-
todo numérico. Esta equacdo, mostrada em (3.35), é

&Pu  Ou
My + dg -V - (cVu)+au = f. 4.5)

Comparando com a equacdo obtida em (4.1), conclui-se que os coeficientes apropriados serdo
m=d=a=0ec=f=1.

Os coeficientes de cada uma das condi¢cdes de contorno serdo analisadas individualmente.
Primeiro, temos que a condi¢do de ndo deslizamento € uma condi¢@o do tipo Dirichlet. A equacdo
geral para este tipo de condicao de contorno é

hu =r. (4.6)

Comparando com a equagdo (4.2), conclui-se que os coeficientes valem h = 1 er = 0. Ja
as condi¢Oes de simetria e dindmica sdo do tipo Neumann. A equagdo geral para este tipo de
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condic¢do de contorno €
n-(cVu)+qu=yg. 4.7)

Em y = 0, onde ha a condi¢do de simetria, o vetor normal unitario é, simplesmente,
n=—e&. 4.8)
Assim,
— =n-Vu=0. 4.9)

Desta forma, os coeficientes apropriados para a equagdo (4.7)sdoqg =g =0ec = 1.
A condi¢do dinamica, por outro lado, € vdlida na superficie livre z = h. Na equacdo (2.15),

foi obtido que o vetor normal, nesta superficie, é
—h' &, €,

n= + .
V1I+h?2  J1+W?2

(4.10)

Fazendo o produto escalar deste vetor normal com o gradiente da velocidade, chegamos a

—h' ou* N 1 ou*
VI+h20y* 1+ 120z

Comparando as equagdes (4.3) e (4.11), conclui-se que esta equagdo também pode ser escrita por

n-Vu=

4.11)

n-Vu=0. (4.12)

Os coeficientes para a condi¢do dindmica sdo, entdo, idénticos aos obtidos para a equacdo de
simetria, istoé, g = g=0ec = 1.

4.2 COMPARACAO COM RESULTADOS DA LITERATURA

O perfil da superficie livre para uma parede inclinada foi obtido, de forma paramétrica, nas
equagdes (2.62) e (2.82). Foi desenvolvido, entdo, um cédigo que calcula o perfil da superficie
livre para diferentes valores do dngulo de contato 3 e da constante A, que depende das proprie-
dades do fluido, da inclinagdo da parede e do local onde estd ocorrendo o escoamento. O codigo
tem como entrada o angulo de contato entre o fluido e a parede e o parametro A\. Em seguida,
este cria um vetor contendo diversos angulos entre 0, local onde ha o eixo de simetria, e 0 angulo
de contato, onde esta localizada a parede. Aplica-se, entdo, cada um destes valores nas equagdes
(2.62) e (2.82) e, usando a fungdo preexistente para as duas integrais elipticas, o cddigo obtém as
coordenadas 7 e ¢ da superficie livre.

Para validar os resultados obtidos, foi usado o resultado obtido por Perazzo e Gratton (2004),
em que avaliou-se a drea da se¢do transversal, o fluxo e a velocidade média do fluido para diferen-
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tes valores de angulo de contato e de \. Para esta andlise, assim como as posteriores nesta secao
de comparacdo com os resultados da literatura, serd usada uma malha de elementos finitos com
especificacdo do tamanho maximo do elemento igual a 0,01. Os resultados obtidos neste trabalho
e na literatura podem ser vistos nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.3.
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Figura 4.1: Resultado obtido por Perazzo e Gratton (esquerda) e resultado obtido no programa desenvolvido (direita)
para a drea da secdo transversal.
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Figura 4.2: Resultado obtido por Perazzo e Gratton (esquerda) e resultado obtido no programa desenvolvido (direita)
para o fluxo pela se¢@o transversal.
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Figura 4.3: Resultado obtido por Perazzo e Gratton (esquerda) e resultado obtido no programa desenvolvido (direita)
para a velocidade média.

Percebe-se que todos os resultados obtidos sdo bastante parecidos com aqueles desenvolvidos
na literatura, de forma que o programa desenvolvido é capaz de realizar os cdlculos desejados
apropriadamente.

Foi possivel também conferir os resultados obtidos comparando os valores numéricos com
valores do fluxo e da velocidade maxima analiticos obtidos por Perazzo e Gratton (2004) para o
angulo de 90°. Estes valores foram mostrados na secao de resultados analiticos da formulacdo
matematica. O fluxo obtido foi de aproximadamente 0,3616, enquanto a velocidade méxima
adimensional foi de 0,4014. Numericamente, nosso trabalho obteve um fluxo de 0,1806 para
metade da secdo, o que equivale a um fluxo total de 0,3612. O erro absoluto é, entdo, de apenas
0,0004, enquanto o relativo vale 0,1%. Para a velocidade médxima, temos que o resultado obtido
numericamente foi de 0,4012. O erro absoluto neste caso € de 0,0002, enquanto o relativo € de
0,04%. Novamente, o resultado numérico € bastante semelhante ao resultado analitico.

Uma udltima comparacao foi feita avaliando o fluxo e a velocidade média parao A = 0,8 e
B = 30°. Os resultados obtidos de forma exata e os obtidos a partir do c6digo desenvolvido para
diferentes nimeros de elementos podem ser vistos na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Comparagdo entre o resultado exato obtido da literatura e os resultados numéricos para diferentes malhas.

Tamanho maximo | Numero de _
s q U
de elemento elementos

Solu¢do Exata 0,6314 | 0,0136 | 0,0216
0,5 64 0,6315 | 0,0132 | 0,0209
Solugdes 0,1 150 0,6315 | 0,0136 | 0,0215
Numéricas 0,05 359 0,6315 | 0,0136 | 0,0216
0,01 7281 0,6315 | 0,0136 | 0,0216
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E possivel perceber que, até para uma malha com baixo nimero de elementos, os resultados
Jé sdo consideravelmente proximos da solucdo exata. O refinamento da malha, porém, continua
a melhorar os resultados. Para uma malha de tamanho maximo de 0,05, a velocidade média ja
possui seu erro na quinta casa decimal, o que € muito baixo para este problema.

4.3 ESPECIFICACAO DA MALHA

O passo seguinte foi definir o tamanho da malha apropriado para resolver o problema desejado.
Para isto, foi feito um estudo de convergéncia de malha. Este estudo foi desenvolvido resolvendo
o perfil de velocidades e, em seguida, o fluxo para o caso simples em que a parede € vertical e
o angulo de contato entre esta e o fluido € igual a 90°. O perfil de velocidades para este caso é
simplesmente um semicirculo, facilitando a resolu¢do do problema.

O tamanho méaximo do elemento, pardmetro que define o refinamento da malha, foi variado
entre 0,1 e 0,0045 em intervalos de 0,0005. Como, para este caso, hd uma solucdo analitica obtida
por Perazzo e Gratton (2004), € possivel avaliar o erro absoluto da solugdo numérica. Foi feito,
entdo, um gréfico do erro obtido como fun¢ao do nimero de elementos da malha. Este grafico
pode ser visto na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Erro numérico obtido como fungdo do niimero de pontos

Para todos os valores avaliados o erro é suficientemente baixo, da ordem de 10~%. Escolheu-
se, entdo, um tamanho méaximo de elemento de 0,01, que gera uma malha de 18600 elementos. E
possivel perceber que este valor ja estd na regido de convergéncia do método, de forma que ndo

havera problemas relativos a malha.
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Avaliou-se, também, a ordem de convergéncia do método. Para isto, primeiramente, tomou-
se o inverso do nimero de elementos, que equivale a um tamanho caracteristico da malha. Em
seguida, foi feito um gréfico do erro em func¢do do tamanho caracteristico com ambos os eixos

logaritmicos.
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Figura 4.5: Logaritmo do erro numérico como func¢ao do logaritmo do tamanho caracteristico.

Por fim, foi feita uma regressao linear pelo método dos minimos quadrados na regido apro-
ximadamente linear do gréfico logaritmico, que ocorre para baixos tamanhos caracteristicos. O
coeficiente angular obtido foi de 1,00, ou seja, a convergéncia do método € de primeira ordem.

Com o objetivo de comparar visualmente malhas com diferentes tamanhos maximos de ele-
mento, foi criada a malha para trés tamanhos distintos: 0,01, 0,05 e 0,1. O caso analisado sera
aquele em que o angulo de contato é de 150° e o parametro A vale 0,9. Todas as malhas serdo
geradas usando uma biblioteca pronta do MATLAB. As malhas podem ser vistas nas figuras (4.6)

e (4.7).
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Figura 4.6: A esquerda, ha a malha obtida para tamanho maximo de elemento de 0,1. Foram obtidos 1570 elementos.
A direita, estd mostrada a malha com tamanho maximo de 0,05. Nesta malha ha 3382 elementos.

Figura 4.7: Malha resultante de uma discretizacdo com tamanho maximo de elemento de 0,01 (esquerda). Nesta
figura, ha 65011 elementos. Esta foi a malha usada no estudo. A direita, estd uma visdo aproximada do quadrado
representado mostrado.

4.4 PERFIL DE VELOCIDADES NA SECAO TRANSVERSAL

Com as equacgdes, condigdes de contorno e tamanho de malha definidos, optou-se por calcular
o perfil de velocidades resultante para alguns 4ngulos de molhamento e angulos da parede especi-
ficos. Para uma visualizacdo completa do problema, escolheu-se usar um angulo de 30°, em que
o fluido molha a parede, um angulo de 150°, em que o fluido ndo molha a parede, € um angulo
90°, que representa um caso intermedidrio. Cada caso serd avaliado para A = 0,1, A = 0,5 ¢
A=0,9.
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4.4.1 Parede Vertical

Os perfil de velocidades obtido para uma parede vertical podem ser vistos na Figura 4.8. Vale
ressaltar que, para a andlise dos perfis em uma parede vertical manteve-se a regido de contato
entre o fluido e a parede constante para os trés casos.

Figura 4.8: Perfil da velocidade para os angulos de 30° (superior esquerdo), 90° (superior direito) e 150° (inferior).

Nesta imagem, € possivel visualizar a distribuicao de velocidade ao longo desta se¢do trans-
versal para cada um dos casos. E possivel perceber que nos trés casos a velocidade € maxima no
ponto de maior altura e minima na parede, devido a condi¢ao de nao deslizamento.

Percebe-se que o aumento do angulo de contato permite um aumento da velocidade maxima
do escoamento. Isto ocorre devido a maior distancia da regido em que ha o ndo deslizamento,
permitindo que haja um aumento nas velocidades.

4.4.2 Paredeinclinada: A =0,1

Em seguida, foi feita uma andlise semelhante para a parede inclinada com A = 0, 1. Para todas
as andlises em paredes inclinadas, diferentemente do caso anterior, serd mantida a distancia entre

55



o plano de referéncia e o ponto de maxima altura sendo unitdria. O perfil de velocidades obtido
pode ser visto na Figura 4.9.
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Figura 4.9: Perfil da velocidade para os angulos de 30° (superior esquerdo), 90° (superior direito) e 150° (inferior)
para A =0, 1.

(=]

O resultado obtido é muito semelhante aquele obtido para uma parede vertical, exceto pela
escala de velocidades. Ha uma discrepancia muito significativa para esta devido ao diferente
parametro escolhido constante em cada caso.

Novamente, o aumento do angulo de contato causou um crescimento do valor da velocidade
maxima, que estd novamente localizada no ponto de maior altura.

4.4.3 Paredeinclinada: A =0,5

Repetiu-se a andlise para A\ = 0,5. O perfil de velocidades obtido pode ser visto na Figura
4.10.
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Figura 4.10: Perfil da velocidade para os angulos de 30° (superior esquerdo), 90° (superior direito) e 150° (inferior)
para uma parede com A = 0, 5.

Para este caso, em comparacdo com o resultado obtido para A = 0, 1, percebe-se que, para o
angulo de contato de 30°, a escala de velocidades € maior para este caso. Para o angulo de contato
de 90°, a escala é semelhante para ambos os casos. Por fim, para o maior angulo estudado, este
caso atual possui uma menor escala que a do caso anterior. Além disso, neste caso o perfil da
superficie livre ja € visualmente bem diferente de um circulo.

4.4.4 Paredeinclinada: A =0,9

O dltimo caso analisado foi para uma parede com A = 0, 9. O perfil de velocidades resultante
estd mostrado na Figura 4.11.

1 0.05
A —
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-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 4.11: Perfil da velocidade para os Angulos de 30° (superior esquerdo), 90° (superior direito) e 150° (inferior)
para uma parede com A = 0, 9.
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Neste caso, o perfil da superficie livre é consideravelmente mais achatado. Percebe-se, nova-
mente, que a escala de velocidades, em comparacdo com os casos anteriores € maior para 0 menor
angulo, semelhante para o angulo intermedidrio e menor para o dngulo mais alto.

4.5 PROPRIEDADES DO ESCOAMENTO EM FUNGCAO DO ANGULO DE CON-
TATO

Por fim, buscaremos o efeito do angulo de contato em algumas propriedades do escoamento.
A primeira propriedade escolhida para se obter foi o fluxo pela sec¢do transversal. Este fluxo
foi calculado por uma integracdo numérica pelo método da quadratura de Gauss, ja explicado
anteriormente. O fluxo é de grande interesse pois determina a vazao de fluido necessdria para que
0 escoamento seja possivel. A segunda propriedade de interesse € a drea da secdo transversal,
que € definida pelo perfil da superficie livre. Também determinou-se a velocidade média, que
pode ser calculada simplesmente pela razdo entre o fluxo e a drea de secdo transversal, ambos ja
determinados. A ultima propriedade € a velocidade maxima da se¢do, que pode ser determinada
diretamente a partir do perfil de velocidades resultante.

4.5.1 Parede vertical

Para fazer estes célculos, definiu-se um angulo de molhamento inicial muito baixo, de 1°, e,
para este valor, resolveu-se o escoamento. Com os valores obtidos, foram calculadas as proprie-
dades de interesse. Em seguida, aumentou-se o angulo de contato em 3° e repetiu-se 0 processo.
Foi preciso, porém, estipular um valor méximo para o fluxo apds o qual o programa seria inter-
rompido, dado que o fluxo diverge para um angulo de contato de 180°. Desta forma, a medida
que o angulo aumenta, o fluxo cresce cada vez mais até que ocorra uma falha computacional.
Optou-se entdo por repetir esta andlise até que o fluxo ultrapassasse 10. O adngulo para o qual o
fluxo obtido ultrapassou o limite foi o de 140,97°. Para se ter uma ideia do rapido crescimento do
fluxo, para um angulo de 156,7°, o fluxo cresce para 101,24. Aumentando o angulo para 160°, o
fluxo alcanca o valor de 201,78. Vale notar que, como a condi¢do de simetria estd sendo usada, a
area e o fluxo s@o apenas para metade do perfil, de forma que, para obter os valores para o perfil
completo, seria necessario multiplicar os resultados obtidos por 2. Os resultados obtidos podem
ser vistos nas Figuras 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15.
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Figura 4.12: Fluxo obtido em fun¢do do 4ngulo de molhamento.
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Figura 4.13: Area da secdo transversal em funcdo do 4ngulo de contato.

2.5

1.5
‘/wmd

0.5

0° 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140°
B

Figura 4.14: Velocidade média em fun¢do do dngulo de molhamento.
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Figura 4.15: Velocidade maxima em fung¢@o do angulo de contato.

Verifica-se que, como esperado, todos os valores crescem com o aumento do angulo de molha-
mento. O fluxo, porém, € o que cresce mais rapidamente, atingindo valores muito mais altos que
as outras propriedades. A drea possui o crescimento menos acentuado de todas as propriedades,
com a regido de baixos angulos podendo ser aproximada por uma reta. A velocidade média e a
velocidade maxima possuem perfis razoavelmente similares. A velocidade méxima, como € de se
esperar para um perfil de velocidades ndo uniforme, € sempre maior que a velocidade média.

Vale ressaltar, por fim, que todas estas propriedades divergiriam para um angulo de contato
de 180°, o que ¢ fisicamente coerente devido a formulacdo do problema. Para a parede vertical,
estipulou-se que o comprimento de contato entre o fluido e a parede era constante independente
do angulo de contato. Desta forma, a medida que o angulo de contato cresce, cresce também o
raio da secdo circular que representa a superficie livre. Para o angulo de contato de 180°, a regido
de contato seria apenas pontual mas, como foi estipulado que a regido de contato deveria ter um
comprimento ndo nulo, a superficie livre deveria ter um raio infinito. Desta forma, apesar de todas
as propriedades divergirem para este angulo, o resultado é fisicamente coerente.

4.5.2 Parede inclinada

Em seguida, verificou-se o efeito do angulo de contato nas propriedades do escoamento para
trés paredes com diferentes inclinacdes. Serdo analisadas as paredes com A = 0,1, A = 0,5 e
A = 0,9. Aqui hd uma mudanca no parametro que serd mantido constante. Nesta e nas andlises
subsequentes a distancia entre o ponto de maxima altura e o eixo de referéncia serd fixada em 1.
Isto impede que ocorram problemas para altos angulos de contato, dado que a superficie livre esta
limitada por um circulo de raio unitdrio. Os graficos para as propriedades escolhidas podem ser
vistos nas Figuras 4.16, 4.17, 4.18 e 4.19.
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Figura 4.16: Fluxo obtido em fun¢@o do angulo de molhamento para as paredes inclinadas.
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Figura 4.17: Area da secdo transversal em funcdo do 4ngulo de contato para as paredes inclinadas.
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Figura 4.18: Velocidade média em fun¢do do dngulo de molhamento para as paredes inclinadas.
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Figura 4.19: Velocidade maxima em fun¢do do dngulo de contato para as paredes inclinadas.

Os resultados, principalmente para o fluxo, sdo inicialmente contraintuitivos. Afinal, esperaria-
se que o fluxo fosse menor para algum dos casos extremos (A = 0,1 ou A = 0,9). Entretanto,
o que se verifica € que o menor fluxo para angulos acima de aproximadamente 120° € o caso em
que A = 0,5. Além disso, os fluxos se cruzam diversas vezes, dificultando a compreensao do
fendmeno. Este grafico pode ser explicado, porém, considerando que o fluxo pode ser calculado

como um produto entre a drea e a velocidade média.

A drea é sempre maior para A maior. A velocidade média, porém, comeca maior para altos
valores de A mas, para dngulos de contato acima de cerca de 95°, este padrdo se inverte, com
menores A alcangando maiores velocidades. Isto ocorre pois, como dito, os casos com baixo A
tem uma area menor, dificultando o desenvolvimento da velocidade e diminuindo a média desta.
Para estes casos, porém, a componente da gravidade que atua na direcdo do escoamento € maior,
de forma que, em algum ponto, a gravidade adicional compensa a menor drea, permitindo um
aumento da velocidade para altos angulos.

Assim, o grafico do fluxo representa a juncdo destes fatores: a drea € sempre maior para
maiores A e a velocidade média tem diferentes perfis dependendo do dngulo de contato. Para
baixos angulos, a velocidade média também aumenta com o aumento de A\. Para altos angulos,
o padrio se inverte e o caso com A alto alcanca uma velocidade média muito maior, alcancando,

também, o maior fluxo.

Ja a velocidade maxima, unica propriedade ainda ndo analisada, possui um comportamento
muito semelhante ao da velocidade média, dado que estes dois estdo intrinsecamente ligados.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho buscou resolver numericamente o escoamento em cascata em paredes inclinadas
sob acdo da gravidade para diferentes angulos de contato. Este fendmeno fisico possui aplicagdes
muito comuns ao dia a dia, como o escoamento de uma gota sobre um vidro e o escoamento de
tintas em uma tela. Este tipo de trabalho também pode ser usado para modelar o escoamento de
lava em uma montanha, de forma que seja possivel projetar um anteparo que proteja uma regiao
especifica contendo uma cidade, por exemplo. Outra aplicacdes mostradas incluem escoamentos
multifasicos em tubo, vibragcdo de cabos sustentadores por acdo do vento e da chuva e o surgi-
mento de microbolhas em tubos.

Para realizar este estudo, optou-se por utilizar o software MATLAB , e, em especifico, a biblio-
teca Partial Differential Equation Toolbox. Esta biblioteca resolve equacdes diferenciais parciais
pelo método dos elementos finitos. Ela abrange todos os tipos de problema que se desejava
estudar, de forma que seu uso trouxe muitos beneficios ao trabalho. O primeiro passo para utili-
zar esta biblioteca, porém, foi fazer um estudo do funcionamento desta, validando os resultados
retornados. Para isto, foi usada uma classe de problemas com solu¢@o analitica conhecida, os
escoamentos axissimétricos em tubos.

Diversas variacdes dos escoamentos axissimétricos foram resolvidas numericamente utili-
zando a biblioteca citada. Os resultados numérico e analitico foram, entdo, comparados. Concluiu-
se que a solucdo numérica e a analitica sdo muito semelhantes para todos os casos estudados. Uma
das propriedades comparadas foi o fluxo, que é uma propriedade integral e, para isso, foi desen-
volvido um cdédigo préprio que realizava uma integragdo numérica pelo método da quadratura
de Gauss. Buscando complementar a validacdo, foi resolvido numericamente um escoamento
em cascata com solucao analitica desenvolvida por Perazzo e Gratton (2004). Mais uma vez, o
resultado numérico foi significantemente préximo do resultado exato.

Com o programa devidamente validado, partiu-se para os resultados dos escoamentos em
paredes inclinadas sobre acdo da gravidade, que era o objetivo principal do trabalho. Inicialmente,
estudou-se a malha, de forma a obter um tamanho de malha adequado para o estudo desejado.
Também verificou-se que a ordem do método € igual a 1. Com o programa validado e a malha
especificada, resolveu-se o perfil de velocidade da superficie livre para angulos de molhamento
de 30°, 90° e 150°. Cada um destes casos foi analisado para uma parede vertical e para substratos
com trés inclinagdes distintas. Verificou-se, entdo, os efeitos dos diferentes formatos de superficie
livre no escoamento. Além disso, verificou-se as diferentes escalas de velocidade, que foram
melhor analisadas posteriormente.

Por fim, verificou-se os efeitos da inclinagdo da parede e do angulo de contato do fluido
em algumas propriedades caracteristicas do escoamento. Assim, analisou-se o fluxo, a 4rea da
secdo transversal, a velocidade média e a velocidade maxima para as paredes com as mesmas
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inclinacdes estudadas na parte sobre o perfil de velocidade. Percebeu-se que paredes com maiores
inclinagdes tém maiores dreas da secao transversal. A velocidade média, assim como a médxima
sd0 maiores para paredes com maiores inclinacdes para baixos angulos, padrio este que se inverte
para altos angulos. Este fendmeno ocorre devido ao aumento da componente da gravidade na
direcdo do escoamento, acelerando-o. Ja o fluxo, por ser uma funcdo da velocidade média e da
drea possui um comportamento mais complexo.

5.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho foi capaz de fornecer um melhor entendimento da solu¢cdo completa para o
escoamento em paredes inclinadas de fluidos newtonianos de alta molhabilidade e baixa molha-
bilidade. Assim, os resultados obtidos podem ser utilizados como base para diferentes estudos
sobre 0 escoamento em cascata.

Primeiramente, sugere-se o estudo de um escoamento semelhante para diferentes tipos de
fluidos. Fluidos newtonianos ou magnéticos sao relativamente comuns e ja foram estudados, por
exemplo, nos artigos de Rosenblat (1983), que analisa o escoamento em cascata de um fluido
viscoeldstico, Mukahal, Duffy e Wilson (2015), que estudam este problema para um fluido que
segue uma lei de poténcia, e Mukahal, Duffy e Wilson (2018), que analisam a cascata para flui-
dos newtonianos generalizados como os de Carreau ou de Ellis. J4 o trabalho de Reed e Molokov
(2000) estuda o escoamento de um fluido magnético com diferentes campos magnéticos aplica-
dos. A maioria destes trabalhos, porém, estuda o problema utilizando hipé6teses simplificadoras.
Além disso, é raro que estes trabalhos estudem casos que ndo ha molhamento do substrato, ambos
tépicos que foram abordados neste trabalho. Para aplicar estes fluidos no cédigo desenvolvido é
necessario alterar a condi¢ao de contorno dindmica, considerando o tensor de tensdes apropriado
para o fluido estudado.

Trabalhos que estudam simplifica¢cdes, como a hipdtese da lubrificacdo ou resolvem o pro-
blema por similaridade também sdo sequéncias logicas para este trabalho. Este tipo de estudo
precisa de uma solucdo completa do problema, a fim de avaliar a acurdcia dos modelos. Utili-
zando a solucao numérica completa desenvolvida, esta comparacao € simplificada. Alguns tra-
balhos nesta area foram desenvolvidos por Wilson e Burgess (1998), onde foi desenvolvida uma
solucdo por similaridade para este escoamento, e Duffy e Moffatt (1995), que avaliaram o escoa-
mento em cascata por meio da hipétese da lubrificagao.

Uma ultima classe de trabalhos que poderia suceder este € a de estudos com pequenas altera-
coes na formulagdo do problema. O trabalho de Alshaikhi, Wilson e Duffy (2020), por exemplo,
analisa o escoamento em um substrato escorregadio. Para analisar este caso a partir do cédigo
desenvolvido neste trabalho, basta trocar a condi¢io de ndo deslizamento na parede por uma con-
di¢do de deslizamento de Navier. Ja o estudo desenvolvido por Duffy e Wilson (2003) adiciona
um fluido cuja viscosidade depende da temperatura, associado a uma parede com uma diferenca
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de temperatura. Para este caso, seria necessario adicionar a equacdo da energia, de forma a de-
duzir a distribuicdo de temperaturas e resolver o escoamento. O trabalho de Sullivan, Wilson e
Duffy (2008) estuda um escoamento com molhamento perfeito e sujeito a uma tensao cisalhante.
Este dltimo caso também consiste em uma alteracio nas condi¢des de contorno dindmica devido
ao efeito da tensao cisalhante no equilibrio de tensdes na superficie. Todos estes casos se benefi-
ciariam de uma solu¢do completa para validacdo e comparagdo. Esta solu¢do pode ser facilmente
obtida utilizando a biblioteca e os estudos apresentados neste trabalho.
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. FORMA ALTERNATIVA DO TEOREMA DE STOKES

Deseja-se demonstrar a forma alternativa do teorema de Stokes

?é(u X t)dl = //S [(V -u)n — (Vu)Tn} ds, 1D

em que S é uma superficie no espaco tridimensional cujo bordo € a curva fechada C'. Além disso,
n é o vetor unitdrio normal a S que aponta para o exterior, t é o vetor unitdrio tangente a C
positivamente orientado e u(x, t) € um vetor definido em S e em C'. Este teorema serd necessario
para o desenvolvimento da condi¢do de contorno dinamica utilizada na formulagdo matemaética
do problema da cascata.

Antes de fazer a demostragdo € interessante apresentar algumas identidades vetoriais comuns
que serao uteis.

1.1 IDENTIDADES VETORIAIS UTEIS

Sejam ¢ um escalar, a, b e c trés vetores quaisquer e A um tensor qualquer. Sao verdadeiras
as seguintes identidades:

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb) (1.2)

Vx (axb)=(b-V)a+a(V-b)—(a-V)b—b(V-a) (L3)
(Va)b = (b- V)a (14)
a-(Ab)=b-.(A”a) (1.5)

V. (¢a) = $(V-a)+ V¢ -a (L6)

V(a-b) = (Va)'b+ (Vb)'a 1L.7)
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.2 DESCRICAO DA FORMA ALTERNATIVA

Seja a um vetor arbitrario constante. Tem-se que

{%C(uxt)dﬁ}-azji(uxt)-adﬁ, (1.8)

isto é, pela identidade (1.2),

{%C(uxt)dﬁ}-azji(aXu)-tdﬁ. (1.9)

Uma vez que a X u € um vetor, pode-se aplicar o teorema de Stokes, de forma que

fc(aXu)-tdﬁz//S[Vx(axu)]-ndS. (1.10)

Utilizando a identidade (1.3), a equacao (I.10) se torna

//S[VX(aXu)]-ndS:/L[(u-V)a+a(V-u)_(a.v)u_u(v,a>].ndS' L1

Como o vetor a é constante, a equacao acima é simplificada para

//S[VX(aXu)]‘ndS://S[a(V'u)—(a-V)u]-ndS. (L12)

Aplicando a identidade (1.4), tem-se

//S [a(V-u)—(a.V)u].ndS://S [a(V - u) — (Vu)a] - nds, (1.13)

que, por (1.5), se torna

//S[a(V-u)—(a-V)u]-ndS://S (V-wn-a— (Vu)'n-al dS, L14)

Porém, € possivel notar que

//S [(V-un-a—(Vu)'n-a dS:{//S (V-u)n — (Vu)Tn] ds}.& L15)

de modo que

{fc(u X t) dg} ca= {//S (V- u)n — (Vu)Tn] dS} . (L16)
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Como a é um vetor arbitrario, entdao

fc(u X t)dl = //S [(V-u)n— (Vu)'n] ds, (1.17)

que € a forma alternativa do teorema de Stokes.
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Il. CONDICAO DINAMICA

A condi¢do de contorno dindmica € a expressao matemdtica para o fato fisico de que o salto de
tensdo na interface que separa dois fluidos € equilibrado pelas for¢as devido a tensdo superficial.
Seja S uma superficie no espago tridimensional que € a interface entre dois fluidos e cujo bordo
é a curva fechada C, conforme mostrado na figura II.1. Se t(!) é o vetor unitdrio tangente a C
positivamente orientado e n(!) & o vetor unitdrio normal 4 superficie S que aponta do fluido 2 para
o fluido 1, pode-se definir o vetor unitario binormal a C' positivamente orientado como

b = —n® x ¢, (IL1)

fluido 2
fluido 1

Figura II.1: Esquema de uma curva fechada simples C' superficie que é bordo de uma superficie interfacial arbitraria
S no espago tridimensional.

Definindo, agora, V' como um volume de controle de altura caracteristica e e raio caracteristico
R que compreende a superficie interfacial S delimitada por C' (figura I1.2). No fluido neste
volume de controle, atuam trés forgas: a forca de campo total fi, em V , a for¢a de superficie
total f¢ em S e a forca total devido a tensdo superficial f~ na curva C. Pelo balango de forcas
no volume de controle, tem-se

f=fy+rfs+fe (I1.2)

em que f € a forga resultante no fluido em V.
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Figura I1.2: Volume de controle V' que compreende a interface .S.

Primeiramente, pela segunda lei de Newton,

Du(l)
— 1)
f= // /V =L V. (IL3)

Em seguida, a for¢a de campo total atuando no fluido em V' pode ser expressa como

fv= / / / pMgadv, (IL4)
1%

em que g representa a forca de campo por unidade de massa.

Somando as forg¢as hidrodindmicas exercidas pelos fluidos 1 e 2 na interface, a forca de super-

fs= // TWnWds + // T®nds, (IL.5)
S S

Foo / / (TOn® 4 TOn®) ds. (IL.6)
S

ficie total atuando em S é

ou seja,

Como
n® — _n(l)’ (I1.7)

a equacdo (I.6) se torna

fo= / / (T® — T®) nMds. (IL.8)
S
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A forga total devido a tensdo superficial, por fim, é

fo = f{ ~vbMde, (IL9)
C

em que 7y € a tensdo superficial na interface e d¢ denota o incremento de comprimento ao longo
da curva C.

Substituindo as equagdes (I11.4), (I1.8) e (I1.9) em (I1.3), obtém-se

Du®
/ / / P2 gy = / / / pWMgdV + / / (TW —T@)nMdS + f vbMde.  (11.10)
v Dt v s c

A altura caracteristica do volume de controle V' € € e o raio caracteristico é R. Sendo assim,

as integrais em V' tem a escala de ¢R? e a integral em S tem a escala de R2. Portanto, no limite
em que ¢ — 0, o balanco de forcas é

// (T® — T®)nM ds + f vbMde = 0. (IL11)
S C

Pela equagdo (II.1), a forca devido a tensao superficial (I1.9) pode ser convenientemente escrita
como

fo=— ]{ v (0" x tW) de, (IL12)
C

ou, ainda,

fo=~- f [(yn™) x 1] de. (IL.13)
C

Aplicando, a forma alternativa do teorema de Stokes (1.17), a equacao (II.13) € se torna

Jo=- / / { (V- (0] 0D = [V (yn™)]" n<1>} ds. (I1.14)
S
Pela identidade vetorial (1.6), tem-se que
V. (1m") =4 Vv.n" + vy.n®. (11.15)
Como V' é tangente a interface S, tem-se que a equacao (II.15) é simplificada para
V- (1mY) =~ v.nW. (11.16)

E possivel escrever
V=V [7 (n(l) . n(l))} , d1.17)
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ou seja,
Vy=V[(mY).nW]. (11.18)

Pela identidade vetorial (1.7), tem-se que

vy =5 (V) 0+ [V ()] nh. L.19)
Mas pode-se notar que
(Va®) 0 = %V (n® . n)
—0, (I1.20)
visto que,
(n®.nW) =1. (IL.21)

Desta forma, analisando as equacdes (I1.18), (I1.19) e (I1.20), obtém-se
Vy = [V (1n®)]" n®, (IL.22)

Substituindo as equacdes (I1.16) e (I1.22) em (I1.14), obtém-se,

fo=— / / [v(V-nM)n® — vy ds. (11.23)
S

Finalmente, a equacgdo (II.11) se torna
/ / (T —T®)nMdS = / / [v(V-nM)n® — vy] ds. (I1.24)
s s

Como a superficie S € arbitraria, o integrando deve ser idénticos dos dois lados da equacao
acima. Assim,

(TW —T@)n® =4 (V.-nW)nM — vy (I1.25)
¢ a condi¢do de contorno dindmica, que expressa o equilibrio de tensdes em uma superficie livre.

Para chegar em uma expressao final para a condi¢do de contorno dinamica, definiremos os
tensores de tensdes de cada um dos fluidos, a curvatura e o gradiente da tensao superficial. Para o
caso estudado, o tensor de tensdes pode ser definido em termos da pressao fluida local e do campo
de velocidades, de forma que

T=—-pl+T. (I1.26)

Aqui, p € a pressdo local, I € o tensor identidade e T € o tensor de tensdes viscosas. Assim, a
equacdo (I1.26), se resume a
Tn = —pn + Tn. (IL.27)
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Definimos, também, que as pressdes nos fluidos 1 e 2 sdo, respectivamente,

1) —

PW=p e p?

Ja o tensor de tensoes viscosas do fluido 2 é
3 = 7

Consideraremos, também, que o fluido 1 possui viscosidade nula, de forma que

=0,

Por fim, como a tensdo superficial é constante na interface estudada, temos que

=0,

J4 a curvatura da superficie livre x pode ser calculada por

k=—V.nl

(I1.28)

(I1.29)

(I1.30)

(IL.31)

(I1.32)

Aplicando todas estas consideracoes na equagdo (II1.25), chegamos a seguinte expressao

(po — p)n + T™n = ykn.

(IL.33)

Este é o formato da condicao dinamica que serd efetivamente usado na resolu¢do do problema.
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lll. ESCOAMENTOS AXISSIMETRICOS

Considere um escoamento estudado em coordenadas cilindricas (r, , z), onde z é um eixo de
simetria do problema. Neste contexto, o escoamento ¢ chamado de axissimétrico se a velocidade

u ndo depender do angulo 6, isto é,
Ou

— =0. (IIL.1)
00

Assumindo que o escoamento estudado também € unidirecional, ou seja, apenas uma das
componentes de velocidade € ndo nula, temos que o escoamento deverd se enquadrar em um dos

seguintes casos:

* Escoamento axissimétrico retilineo: Apenas a componente u, € diferente de zero. Neste
caso, as linhas de corrente serdo retas. Um exemplo deste tipo € o escoamento devido a
pressdo completamente desenvolvido em um tubo cilindrico ou anular.

* Escoamento axissimétrico torcional: Neste caso, a componente uy € diferente de zero e as
linhas de corrente serdo circunferéncias. Um exemplo € o escoamento em um redemoinho.

* Escoamento axissimétrico radial: A componente ndo-nula é w,.. Neste caso, as linhas de
corrente serdo retas apontando na direcdo radial. Um exemplo deste caso € o escoamento
em um cilindro poroso.

.1 ESCOAMENTO AXISSIMETRICO RETILINEO

Vamos, agora, analisar com maior profundidade o caso de um escoamento axissimétrico reti-
lineo. Primeiramente, temos que a equacgdo da continuidade em coordenadas cilindricas é

la(rur) N lf)ue N ou,
r Or r 00 0z

=0. (IIL.2)

Como o escoamento € unidirecional, porém, temos que uy = 0 e v, = 0. Desta forma, a

equacgdo da continuidade se resume a
ou,

0z

= 0. (I11.3)

: . . ou
Por outro lado, pela defini¢do de escoamento axissimétrico, temos que —— = 0. Desta forma,

06

concluimos que u, = u.(r,t).
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Em seguida, analisaremos a equacdo de Navier-Stokes. A componente em z da equagdo é

ou, ou, ugOu, Ou.\  Op 9
p(@t +“Tar+7ae +uzaz)— &JruVuanpgz, (111.4)

onde

2 P — —_—
Viu, = or r2 002 + 022"

10 ( 8u2> 1 0%u, O%u,
T +
ror

Usando as defini¢des de escoamento unidirecional, escoamento axissimétrico e a equacao
(IIL.3), a equacgdo anterior se resume a

Ou,  Op p0 ou,
Por T oz + ror (r or ) +PI= (IL5)

Semelhantemente, as componentes em r e f assumem a seguinte forma

dp
5 =0 (11L.6)
dp
55 =" (11L.7)

Temos, entdo, que p deve ser uma funcao apenas de z e do tempo. Também ja foi concluido
que u, é fungdo apenas de r e do tempo. Desta forma, da equacdo (III.5), temos que o lado
esquerdo € funcdo de r e do tempo, enquanto o lado direito é fungdo de r, de z e do tempo.
Assim, é possivel afirmar que o lado direito ndo pode ser func¢do de z, ou seja, p € uma funcao
apenas do tempo. Logo, € conveniente estudar o problema permanente, pois isto faz com que
% seja constante. Além disso, a equacdo a ser resolvida, que anteriormente era uma equacao
diferencial parcial, se reduz a uma equacao diferencial ordindria, facilitando consideravelmente

sua resoluc@o. Com estas consideracdes, partindo da equagao (II1.5), chegamos a

w0 [ Ou, op
- = — — pg.. 1.8
r Or (T or ) N (L)
Integrando os dois lados, temos que
ou, 1 (0p 9
=— | = —pg. Cy, 1.9
"5 2,u(8z pg)?"Jr 1 (IIL.9)
ou seja,
ou, 1 [/0p Cy
=— | = —pg. —. 11.10
or  2u (82 P ) T R ( )
Integrando os dois lados novamente, chegamos a
1 [0
w, = — (_p _ pgz> 2+ Cylnr + O, (IL11)
dp \ 0z
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onde (' e (5 sdo constantes definidas a partir das condi¢des de contorno.

lll.1.1 Escoamento de Hagen-Poiseuille

Analisando o caso anterior em um tubo cilindrico (Figura III.1), temos que, pela condi¢do de
nao deslizamento, a velocidade deve ser nula na borda do tubo, isto €,

u, =0 em r=R.

(III.12)
. T
l z AN
Figura II1.1: Esquema do problema proposto e solu¢do obtida.
Por outro lado, sabemos que a velocidade deve ser finita no centro do tubo, ou seja,
u, finitoem 7 =0. (1I1.13)

Desconsiderando os efeitos gravitacionais e aplicando esta segunda condi¢do de contorno em
(ITI.11), chegamos a

Cy=0. (I11.14)
Usando, agora, a condicao de ndo deslizamento, temos que
1 Op
Cy = ———R% .15
2 1102 ( )
Desta forma, o perfil de velocidades nesta secdo é
1 dp
L= ———(R*—1?). .16
" du 82( ) ( )

Analisando o perfil obtido, é possivel perceber que este escoamento € movido por um gradi-
ente de pressao aplicado no problema. Assim, caso o gradiente de pressao seja nulo, ndo haverd

escoamento. Além disso, o perfil do escoamento € um paraboloide com médximo no centro do
tubo e velocidade nula na parede do tubo.

Partindo do perfil de velocidade, podemos calcular a velocidade maxima. Este valor € atingido

pela velocidade quando % = 0. Neste caso, entdo, a velocidade € maxima em r = 0. Aplicando
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na equacao para a velocidade, obtemos que

i@RQ

— . .17
4400z ( )

Uz mix =

Para calcular a vazao neste tubo, integramos a velocidade em todo o perfil, isto é

R 2T
Q= / / u,rdfdr. (I11.18)
0 0

Substituindo a velocidade obtida e resolvendo a equacdo (III.18), obtemos que o fluxo € dado por

Q= _Tp (II1.19)
8u 0z
E importante notar que o fluxo sempre serd positivo ja que, para que este escoamento ocorra, é
necessario que % seja negativo. Este resultado é conhecido como lei de Hagen-Poiseuille e ajuda
a descrever o escoamento em tubulacdes em geral, além de auxiliar em estudos do sangue nas
veias, por exemplo. A partir da vazdo, podemos obter a velocidade média no perfil.

3 (I11.20)

Usando o resultado obtido para o fluxo e lembrando que a secdo transversal € circular, a veloci-
dade média é dada por
1 dp s
u, = ———=R". 11.21
" 81 0z ( )

I11.1.2 Escoamento em tubo em formato de anel

Analisaremos, agora, o escoamento em um tubo com formato de anel com raios interno e
externo iguais a kR e IR respectivamente, como na Figura II1.2. Novamente serd desconsiderada
a gravidade.

Figura II1.2: Exemplificacdo e solucdo do problema do escoamento em um anel.
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Neste caso, a condi¢do de ndao deslizamento nas paredes interna e externa do tubo implica que

u, =0 em r=kR, (I11.22)
u,=0 em r=R. (IT1.23)

Aplicando estas duas condi¢des na equacao (III.11), chegamos ao seguinte sistema de equagdes

1
—@nRz +CilnkR+Cy=0 (I11.24)
4p 0z

10
— PR L \InR+ Cy = 0. (I11.25)
4410z

Subtraindo a equacao (II1.25) pela (I11.24), temos que

1 _,0p

@}#@(1 —k)—Cilnk = 0. (111.26)
Desta forma, )
10p 51—k
= —— . 111.27
= 4y 0z Ink ( )
Substituindo C'; em (II1.24), obtemos o seguinte valor para Cs:
10 1 — k2
Co=—— PRy 2" uR|. (I11.28)
4y 0z nk

Dai, substituindo as constantes em (III.11), obtemos a equagdo para o perfil de velocidades em
um tubo em formato de anel

2

1 0p r\2 1—rkr"_ 1
= —— 1—-(=) — In—|. 1.2
e 4 8zR [ (R) e R} (I.25)

Para comparar o efeito da razdo entre os raios x na velocidade, fez-se um grafico com os perfis
de velocidades para diferentes valores de «. Este grafico pode ser visto na Figura I11.3.

A partir deste grafico percebemos que o perfil para k = 0 € metade de uma parabola. Os
outros trés perfis, porém, nio siao parabdlicos. Estes perfis também ndo sdo simétricos, de forma
que a velocidade médxima nao ocorre no centro do tubo. O ponto onde a velocidade é maxima e
seu valor serdo calculados abaixo.

Podemos, agora, verificar o que ocorre com a velocidade quando o raio interno tende a zero.
Calculando este limite, chegamos a

. 1 dp, 5
lim u, = e (R?—1?). (I11.30)

Esta é exatamente igual a férmula obtida para o caso do escoamento Hagen-Poiseuille em um
cilindro completo, obtido na equagao (III.16). Isto é esperado, j4 que um anel com raio interno
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0.2 - _

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Uz

Figura II1.3: Perfil de velocidades adimensional obtido para k = 0 (azul), k = 0.25 (verde), x = 0.5 (vermelho) e
Kk = 0.75 (roxo).

nulo € equivalente a um cilindro ndo vazado.

Semelhantemente ao caso anterior, buscaremos, agora, a velocidade maxima. Neste caso, o

ponto em que a velocidade € maxima ainda € desconhecido. Desta forma, precisamos inicialmente

calcular % e descobrir onde esta funcdo se anula. Assim,

u, Lop ,[ 2r 1—-k%*1
=R |- — —1. 111.31
or 41 0z [ R? Ink r ( )
Fazendo % = 0, chegamos a
or
1— 2
r=R N (I11.32)
—2lnk

Substituindo este valor na equacdo (II1.29), descobrimos que a velocidade mdxima no tubo é

1 Op 1 — K2 1 — k2
omix = ——R?< 1 1-1 . I11.33
e, 4 0z { * 2Ink [ n<—2ln/<; ( )

Agora, calcularemos a vazao. A expressdo para a vazao é

Ropem T dp o, [° rN2 1—r? 7
= = ——— 1— (=) — In — . I11.34
Q /,@R/o u,rdf dr ZMGZR /HR{ (R) s nR}rdr (111.34)
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Substituindo a equacdo para a velocidade obtida para o perfil, temos que

2
Q=L R (- (1404 0. (I 35)

nK

1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura II1.4: Fluxo adimensional como func¢do da razdo entre os raios externo e interno.

Com esta expressdo obtida, fez-se um gréfico da vazao adimensional, normalizada com a
velocidade méxima, em funcdo da razdo entre os raios . O resultado obtido pode ser visto
na Figura II1.4. Deste gréfico é possivel extrair alguns resultados interessantes. Primeiramente,
percebemos que o aumento da razdo entre os raios acarreta em uma diminui¢do no fluxo de
maneira ndo linear. Assim, a vazdo serd maxima quando o raio interno for muito menor que
o externo, equivalendo ao fluxo para um caso de um cilindro ndo vazado. O outro extremo do
grifico nos mostra que, quando x = 1, a vazdo € igual a zero. Este € um resultado esperado ja
que, se os raios sdo iguais, nao ha espago para o escoamento do fluido.

Para calcular a velocidade média, dividimos a vazdo pela drea da secdo transversal, como
mostrado em (II1.20). Assim, a velocidade média € dada por
_ Q 1 dp

11—~k
= ¢ - ___ZR’1 2 . 111.36
R S e { e ] (HL.36)

ll.1.3 Escoamento de um filme sobre um cilindro devido a gravidade

Agora sera analisado o escoamento na superficie externa de um cilindro infinitamente longo
de raio R, conforme a Figura IIL.5. O fluido escoa verticalmente no formato de um filme fino e
uniforme em contato com o ar estaciondrio.
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Figura II1.5: Esquema do problema e solucéo obtida para o escoamento na lateral de um cilindro sob a¢do da gravi-
dade.

Novamente partiremos da equagdo (III.11). Neste caso, serd considerado que a pressao inde-
pende de z. Os efeitos gravitacionais, porém, serdo considerados. Assim, a solugdo terd o seguinte
formato

1
i

Como o ar possui viscosidade desprezivel quando comparada ao liquido, a tensao cisalhante na

superficie de contato entre o fluido e o ar deve ser nula. Assim,

du,
dr

Ty = L =0 em r=R+0. (IIL.38)
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Aplicando esta condi¢do na equagdo para u,, temos que

1 Ch
— —pg.(R+96 = 0. 111.39
Logo,
1
C) = —pg.(R+0)% (I11.40)
2p
Pela condi¢@o de nao deslizamento na parede temos que
u, =0 em 7r=R, (IIL.41)
ou seja,
1
1. [R? —2(R+6)*InR] + Cy = 0. (I11.42)
n
Desta forma, .
Cy = P9 [R* —2(R+6)’InR]. (IIL.43)
1

Substituindo as constantes em (II1.37), o perfil de velocidades obtido é

1
s = 10 B2 + 2R+ 0] (II1.44)

Com o perfil de velocidades, é possivel calcular a velocidade médxima. Neste caso, como
na face de contato com o ar a derivada da velocidade € nula, este deve ser o ponto de maxima
velocidade. Ou seja, a velocidade € maxima em r = R + . Substituindo este valor na equacio
acima para o perfil de velocidades, temos que

R+96
R

1
Uz maz = @sz |:52 + 20R — 2<R + 5)2 In (III45)

Em seguida, calculamos a vazdo. Neste caso, ela pode ser calculada por

R+ 21
Q= / / u,rdodr. (I11.46)
R 0

Substituindo a equagio (I11.45) na expressao de (I11.46), temos

Y DY P S PO A NN ) [ANE
Q = 8ungR {4 <1+R) In <1+R) R<2+R) 3(1+R> 1” (111.47)

Agora encontraremos a velocidade média para este caso. Para isso, novamente usaremos a

equacdo (II1.20). Lembrando que a secdo transversal deste escoamento é semelhante ao caso
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anterior, chegamos a

- 9
© m (2R +62)

ou seja,

1 pg.R 5\* 5 5 5
=P Ty ) m(1+2) -2 (2 2
N 8u5(2R+6){ (+R "UTR)TRUCTR

()}

(I11.48)

.2 ESCOAMENTO AXISSIMETRICO TORCIONAL

Nesta secdo, serd estudado o escoamento axissimétrico torcional. Pela defini¢cdo de escoa-
mento axissimétrico, temos que % = 0. Como o escoamento € unidirecional e torcional, deve-se
ter que u,, = u, = 0. Neste caso, devido as considera¢des do problema, a equacdo da continui-
dade (IIL.2) é automaticamente satisfeita.

A equacgdo governante deste problema € a equacao de Navier-Stokes. Serd considerado que a
gravidade é da forma g = ¢.€,. A componente em z desta equacdo é dada por (II1.4). Para este
caso especifico, esta equacgao se reduz a

o _ h =0 (I11.49)
0z

A componente r da equacao, por outro lado, é dada por

Ip _ pug

. 111.50
or r ( )
Integrando (I11.49), temos que
p = pg.z+c(r,0,t), (IIL.51)
. 0 .
em que ¢ é uma fungdo de r, § e t. Assumiremos, também, que a—z = 0. Assim,
p=pg.z+c(rt). (I11.52)
Derivando ambos os lados com relacdo ao raio, temos que
op _ ,
— = 1), I11.53
o =) (I11.53)

Aqui, ¢’ é uma fungdo de r e t, obtida a partir da derivagdo de c.
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Utilizando este resultado em (I11.50), deduzimos que

up = ug(r,t). (II1.54)

Agora € possivel resolver a componente em ¢ da equag@o de Navier-Stokes. A equacido é dada

por
Ouyg Oug  ug Ouyg Oug  ugu,\  10p 9
’O<8t Tt e T T )_ rop RV e (IL.55)
onde 19 (8 1 0%y g 20
2, L O [ Oly L Oug ug & Our
V“"_rarGar) 2o 92 e

Utilizando as consideracdes do escoamento axissimétrico torcional e o resultado obtido em
(IT1.54), a equagdo acima € simplificada para

dug 8[18

=i ?E(W)} _ (I11.56)

Considerando, também, um regime permanente, temos que

__We)} —0. (LIL.57)

——(rug) = C}. (IT1.58)

Integrando mais uma vez, obtemos a solucao geral para este problema.

C
up = Cyr + 72 (111.59)

Aqui C e (5 sdo constantes do problema definidas a partir das condi¢des de contorno.

I1.2.1 Escoamento de Couette Circular

O escoamento de Couette circular, também conhecido como escoamento de Taylor-Couette,
consiste em analisar o escoamento entre dois cilindros rotativos. Este tipo de problema aparece,
por exemplo, em redmetros rotativos. De forma geral, o problema a ser estudado consiste em
dois cilindros concéntricos de raios R; e R, e comprimento infinito girando com velocidades
angulares €2 e {25 com relacdo ao seu centro. Considera-se que o escoamento é permanente, que
o fluido é incompressivel e que ndo hd influéncia da gravidade. Um exemplo deste escoamento
pode ser visto na Figura III.6.
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Figura III.6: Esquema do problema proposto.

Sabemos que a solu¢@o possui o formato obtido em (II1.59),

C
zm:0w+7? (I11.60)

Para resolver esta equacao necessitamos de duas condi¢des de contorno. Assim, temos que, pela
condicdo de ndo-deslizamento, as velocidades na parede devem respeitar

Ugp = QlRl em 71r = Rl, (11161)
Uy = QQRQ em 7r = RQ. (HI62)

Aplicando as condi¢des de contorno na forma geral da solucdo, chegamos ao seguinte sistema de

equagoes
&
CiRi+ =MW1, (II1.63)
Ry
&
CiRy + = = Q3R,. (111.64)
Ry
Da equagao (I11.63), temos que
Cy=—C1R} + ) RY. (I1.65)

88



Substituindo na equacao (I11.64), calculamos C; como

 WRZ— O R?

C, = II1.66
= (1IL.66)
Consequentemente, C5 é dado por
TORB-R |
Substituindo as constantes na equagdo geral, chegamos ao seguinte resultado
1 1
2 — g r

Aqui podemos analisar alguns casos especificos que representam situacdes de interesse: o caso
em que o cilindro interno estd parado e o em que ambos os cilindros possuem mesma velocidade
angular.

I11.2.1.1 Cilindro Interno Parado

Neste caso, como o cilindro interno possui velocidade nula, temos que §2; = 0. Com esta
consideragdo, temos que a equagdo geral para a velocidade, mostrada em (II1.68), se resume a

Q,R2 R?
= —— . 111.69
Ug R R (T " ( )
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Figura III.7: Esquema do problema e solu¢@o obtida para o caso em que o cilindro interno é estaciondrio.

A representacdo deste problema, ja com sua solugdo, pode ser vista na Figura III.7. Em
seguida, calcularemos a velocidade média. Esta pode ser calculada por

1 Rz
Uy = ————— dr. 111.70
Up RQ_Rl/RI ug dr ( )

Usando a expressao obtida para a velocidade neste caso especifico, chegamos a

O, R2R? R:— R? R,
Ty — n(22)) . 71
YRR R—R)\ 2r2 "\ & (L71)

Il1.2.1.2 Cilindros com Velocidades Angulares Iguais

No segundo caso analisado, os dois cilindros possuem velocidade angular igual, isto &, 2; =
Q, = (2. Assim, temos que a equacdo (II1.68) se torna

ug = Qr. (I11.72)

O esquema do problema e da solucdo podem ser vistos na Figura II1.8. E interessante notar que
este € o caso da rotacao de um corpo rigido, pois ndo hé deslizamento entre as camadas de fluido,
J& que a tensdo cisalhante € nula.

A velocidade média é calculada como no caso anterior, mostrado em (II1.70). Substituindo o
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Figura II1.8: Exemplifica¢do do problema e solu¢cdo quando os cilindros possuem mesma velocidade angular.

valor apropriado de velocidade angular, temos que

0
Ty = M (I11.73)

Neste caso, € facil perceber que, como o perfil é linear, a velocidade média serd igual a velocidade
no ponto médio deste segmento.

.3 ESCOAMENTO AXISSIMETRICO RADIAL

Agora serd estudado o escoamento axissimétrico radial. Como o escoamento € unidirecio-
nal e radial, temos que up = u, = 0. Devido as consideracdes de escoamento axissimétrico e
escoamento permanente, temos que u,, uma funcio apenas de r e z. Por uma questdao de sim-
plicidade na resolucdo, também serd considerado que a velocidade ndo varia com z, de forma
que u, = u,(r). Neste caso, as linhas de corrente serdo apenas retas na dire¢ao radial partindo
do centro do escoamento, como na Figura II1.9. Para os escoamentos axissimétricos radiais, di-
ferentemente dos casos anteriores, € possivel determinar o perfil de velocidade usando apenas a
equacgdo da continuidade. Esta, em coordenadas cilindricas, é dada por

l(‘?(rur) n laug N ou,
r Or r 00 0z

= 0. (I11.74)
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Figura II1.9: Representacdo esquematica do escoamento axissimétrico radial.

Aplicando as consideragdes anteriores, porém, esta equagao se resume a

(ru,)

= 0. I11.7
or 0 (L.75)

Integrando os dois lados, temos que

Uy = -, (I11.76)
T

onde ¢ é uma constante a ser determinada pelas condi¢des de contorno.

Uma outra forma de se deduzir esta mesma equacdo € a partir de uma andlise macroscopica.

Temos que a vazao () nesta se¢do é dada por
Q = u,(2nrL), (I11.77)
onde L € o comprimento do cilindro. Rearranjando esta férmula, chegamos a

Q
= , 11178
Y 2mrL ( )

Esta equacdo € exatamente igual a (II1.76), onde a constante c vale L
™

.4 ESCOAMENTO ESFERICO PERMANENTE COM SIMETRIA RADIAL

Nesta secdo serd analisado o escoamento esférico e permanente com simetria radial. Neste
tipo de escoamento o fluido move-se em direcao ao centro de uma esfera ou na dire¢do oposta.
Um exemplo comum € o de uma bolha se expandindo até o colapso.

A andlise para este caso € muito semelhante aquela feita para o escoamento axissimétrico
radial. Neste caso, porém, é recomendavel o uso de coordenadas esféricas. Além disso, por uma
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questao de praticidade, serdo desconsiderados os efeitos da gravidade.

Como o escoamento € simétrico radialmente, temos que as componentes em # e ¢ devem ser
nulas, isto €, ug = ugs = 0. Além disso, como o escoamento € permanente a velocidade s6 deve
depender de r, de forma que u, = u,(r).

A equagdo da continuidade, em coordenadas esféricas € dada por

10,, 1 0 1

—— r)F—— = in6 — =0. 11.79
T28r(ru)+rsin080(uesm )+Tsin96¢>(u¢> ( )
Aplicando as consideragdes da andlise, esta equagdo € reduzida para
Resolvendo, chegamos a seguinte relagdo para a velocidade wu,.
= —, (I11.81)
r

onde ¢ € uma constante, que serd definida a partir das condi¢des de contorno.

Assim como no caso do escoamento axissimétrico radial, a férmula acima pode ser determi-
nadas apenas a partir de uma andlise macroscépica do problema. A vazido em cada casca esférica

¢ dada por
Q = u,(477r?). (I11.82)
Rearranjando, temos que
Q
r=—. I11.83
e iry— ( )
Como () é uma constante, esta relacdo € a mesma que a mostrada na equacdo (III.81), com c igual
Q
a in”
A componente em r da equagdo de Navier-Stokes, em coordenadas esféricas, é
ou, ou, Uy Ou,  ugOu, ug + ui op 9
. : 0 _ == V-u,, I11.84
p(at T 8r+r81n98¢ r 00 r (97’+M " ( )
onde

Vi, = ig 7‘28% + L Oy + L 2 sin 9%
"o or r2sin?6 042  r2sinf 96 00

_z +%+ t0 | — 2 %
2\ gg T r2sinfd ¢
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