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"Para tudo hd uma ocasiao certa; ha um tempo certo para cada proposito debaixo do céu
Tempo de nascer e tempo de morrer, tempo de plantar e tempo de arrancar o que se
plantou, tempo de matar e tempo de curar, tempo de derrubar e tempo de construir,

tempo de chorar e tempo de rir, tempo de prantear e tempo de dancar, tempo de
espalhar pedras e tempo de juntd-las, tempo de abracar e tempo de se conter, tempo de

procurar e tempo de desistir, tempo de guardar e tempo de jogar fora, tempo de rasgar e

tempo de costurar, tempo de calar e tempo de falar, tempo de amar e tempo de odiar,
tempo de lutar e tempo de viver em paz."
(Biblia Sagrada, Eclesiastes 3:1-8)






Resumo

Neste trabalho sao apresentadas algumas fungoes importantes para o entendimento do
calculo fracionario, as defini¢oes de integral e derivada fracionaria, mais precisamente o
método segundo Caputo pois, o intuito é resolver um problema real. O problema deste
trabalho consiste em resolver a equacao logistica de cinco maneiras diferentes e discutir
seus resultados. O primeiro método consiste em solucionar a equagao logistica da maneira
convencional por partes. O segundo é uma linearizacao de Bernoulli. O terceiro, com a
equacao logistica ja linearizada, substituir a derivada de ordem inteira por uma derivada
de ordem nao inteira «, onde 0 < a < 1. O quarto utiliza o Método de Decomposicao
de Adomian para resolver a equacao logistica sem lineariza-la. Por fim, o quinto, que
utiliza o Método da Imersao de Carleman, permitindo que a equacgao nao linear seja subs-
tituida por um conjunto de equagoes lineares de ordem infinita. As soluc¢oes encontradas
foram analisadas por um ponto de vista matematico para interpretar o comportamento

do crescimento de tumores.

Palavras-chave: Equagao logistica, Calculo fracionario, Adomian, Carleman, Cancer.






Abstract

In this work some important functions are presented for the understanding of fractional
calculus, the definitions of integral and fractional derivative, more precisely the method
according to Caputo because, the intention is to solve a real problem. The problem on
this work is to solve the logistic equation in five different ways and discuss its results.
The first method is to solve the logistic equation in the conventional piecemeal manner.
The second is a Bernoulli linearization. The third, with the logistic equation already
linearized, replace the whole order derivative with a non-whole order derivative «, where
0 < a < 1. The fourth uses the Adomian Decomposition Method to solve the logistic
equation without linearizing it. Finally, the fifth, which uses the Carleman Immersion
Method, allowing the nonlinear equation to be replaced by a set of linear equations of
infinite order. The solutions found were analyzed from a mathematical point of view to

interpret the behavior of tumor growth.

Key-words: Logistic equation, fractional calculus, Adomian, Carleman, Cancer.






Lista de simbolos

Letra grega minuscula alpha
Letra grega mintuscula beta
Letra grega maituscula gama
Letra grega mintscula gama
Letra grega mintscula épsilon
Letra grega mintscula teta
Letra grega mintscula lambda
Letra grega mintscula mi
Letra grega mintscula pi
Letra grega maiuscula sigma
Letra grega minuscula tau

Letra grega mintuscula fi
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Introducao

Quando se estuda as equacgoes diferenciais, procura-se aprender ou enxergar de ma-
neira melhor o processo fisico atrelado a solucao dada pela equagao. Assim a importancia
das equagoes diferenciais esta totalmente ligada ao fato de que, mesmo sendo simples,
demonstram um comportamento fisico util, que muitas vezes podem ser muito complexos
como o crescimento e decaimento exponencial de uma populacao, sistemas massa-mola,
circuitos elétricos. Assim, conhecimentos a respeito desses modelos basicos, formados por
equacgoes que descrevem as solugoes é de suma importancia para resolver problemas reais
que podem ser muito complexos (BOYCE; DIPRIMA, 2015).

A famosa frase de Einstein nos diz: "Toda a nossa ciéncia comparada com a reali-
dade, ¢ primitiva e infantil e, no entanto, € a coisa mais preciosa que temos. ", significando
que dentro de todas as areas que utilizamos as equacgoes diferenciais o quanto mais pro-
ximo estamos de descrever algum fenomeno perfeitamente, mais complexas se tornam as

equagoes a ele atreladas, validando a busca por novos métodos para modelar equacoes
(VARALTA, 2014).

Existindo necessidade de encontrar solugoes mais proximas da realidade, em 30 de
Setembro de 1695, em uma carta que L’Hopital enviou a Leibniz, discutindo o significado
de uma derivada de ordem 1/2, surge o célculo de ordem nao inteira ou, fracionario. Com a
contribuicao da resposta de Leibniz e de outros varios matematicos como Euler, Lagrange,
Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, Liouville, foram formuladas as primeiras defini¢des do
calculo fracionario que ao final do século XIX, Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikov
aparentemente as completaram. Entretanto, o calculo fracionario era restritamente de-
senvolvido no campo da matematica pura e sem grandes aplicagoes (CAMARGO, 2009).
Tudo mudou quando em 1969 o italiano Michele Caputo criou uma definicao para a deri-
vada de ordem fracionaria a partir da definicao de Riemann-Liouville e resolveu problemas
de viscoelasticidade utilizando-a. A defini¢do de derivada fracionaria de Caputo tornou-
se entao valida para aplicacao em sistemas com dependéncias temporais, conforme sera

abordado neste trabalho (CAMARGO, 2009).

A forma mais convencional de utilizar o calculo fracionario para aprimorar a descri-
¢ao de um fenémeno é substituir a derivada de ordem inteira da equacao diferencial, seja
ela parcial ou ordinaria, por uma derivada de ordem nao inteira. Este método abre cami-
nho a equagoes diferenciais de ordem nao inteira, todavia, formas efetivas para resolve-las
ainda sao de dificil localizagdo na literatura pois, nao possuem defini¢cbes equivalentes
as de derivadas de ordem inteira. A dificuldade também é aumentada pelo fato de nao

possuirem interpretacao fisica nem geométrica contribuindo para a nao utilizacao do cal-
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culo fracionario em grande escala. Outro ponto importante é a maior complexidade de

suas func¢oes quando comparadas as func¢oes fundamentais do calculo de ordem inteira

(CAMARGO, 2009).

Dentre muitas aplicagdes que o célculo fracionario pode ser utilizado, neste traba-
lho seré abordada a dindmica de crescimento de tumores através da equagao logistica, o
que permitird analisa-lo melhor (MAGALHAES; LEITE, 2012).

Para tal feito, serao apresentadas defini¢oes da equacao logistica e cinco maneiras
de resolve-las. Ao final serdo discutidos seus resultados e apontado o melhor método. As
duas primeiras maneiras de resolver a equagao logistica utilizam o calculo de ordem inteira

convencional e as trés maneiras restantes utilizam o calculo fracionario.

Linearizar equacoes representa uma agao perigosa, pois pode acarretar em perda
de caracteristicas relevantes. Dessa forma, serao apresentados dois métodos para que a
equagao seja resolvida sem ser linearizada: o Método de Decomposi¢do de Adomian, que
busca solucionar equagoes diferenciais sem haver uma aproximacao dos operadores (AMO-
RIM et al., 2020) e o Método da Imersao de Carleman que diz que equagoes diferenciais
nao lineares podem ser substituidas por um conjunto infinito de equacoes diferenciais
lineares, das quais a solugdo para o conjunto nao linear pode ser extraido (MONTROLL,
1978).

A equacao logistica publicada em 1838 pelo Belga Pierre Frangois Verhulst com-
plementou a teoria do crescimento exponencial de Thomas Robert Malthus, ela tinha o
intuito de modelar o crescimento da populacao mundial e foi estabelecida a partir dos
recursos disponiveis na época. Tem aplicabilidade em situacoes que dependem do tempo
pois fatores inibidores sdao levados em conta, atualmente, a equacao logistica vem sendo
utilizada para descrever e interpretar o crescimento de populagoes. Entretanto o mo-
delo de crescimento representado pela equacao logistica nao descreve muito bem casos
mais complexos, que possuem interagoes dentro das teias alimentares ou dependéncias
de recursos que sao bastante corriqueiros na natureza. Nao é o mais adequado também,

quando a populacao cresce de maneira incontrolada sem apresentar capacidade suporte
(VARALTA, 2014).

Em se falando de céancer, a estimativa mundial, de 2018, aponta 18 milhoes de
casos novos de cancer e 9,6 milhoes de ébitos. (SILVA, 2019). Os casos mais incidentes,
a excecao do cancer de pele e do tipo nao melanoma, sao os canceres de prostata e de

pulmao para os homens e os canceres de mama e de colo de utero para as mulheres

(RODRIGUES, 2011).

Neste trabalho serdao abordadas as fungoes especiais Gama, Beta, Transformada
de Laplace, fungao de Mittag-Lefler e funcao de Gel’fand-Shilov, todas necesséarias para

compreender o calculo fracionario segundo Caputo. O Método de Decomposicao de Ado-
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mian e o Método da Imersao de Carleman complementarao o desenvolvimento da solucao
da equagao logistica. Por fim, serdao aplicadas na equacao logistica com o intuito de refinar

a descricao da dinamica do crescimento de tumores.

Este trabalho esta dividido em seis capitulos, que estdao dispostos da seguinte

forma:

No capitulo 1 sdo apresentadas as defini¢oes, propriedades e exemplos das fun-
¢Oes essenciais para o entendimento do calculo fraciondrio como a fungdo Gama, que é
a generalizagdo da funcao fatorial, a funcdo Beta, a relagao entre as duas, a transfor-
mada de Laplace, a funcao de Mittag-Lefler de um e de dois pardmetros que representa a

generalizacao da fungao exponencial no mundo fracionario e a funcao de Gel’fand-Shilov.

No capitulo 2 ¢ introduzido um breve histérico da equacgao logistica e suas apli-
cagoes e ¢ realizada a familiarizagao com termos da area da saude, especificamente sobre
tumores. Também neste capitulo, a equacao logistica ¢ interpretada em termos do cres-
cimento tumoral, sendo assim possivel compreender seus fatores e o comportamento dos

tumores a longo prazo.

No capitulo 3 é introduzido um pouco da histéria do célculo fracionario, suas
defini¢oes, exemplos e propriedades das integrais fracionarias, derivadas fracionarias e

por fim a definicao de Caputo para a derivada fracionaria, assim como alguns exemplos.

No capitulo 4 sao apresentados os métodos de Decomposicdo de Adomian e da

Imersao de Carleman para solucionar a equacao logistica, passo a passo.

No capitulo 5 estao documentadas as cinco maneiras de resolver a equacao logistica
e seus graficos. Sdo elas: a maneira convencional, a maneira convencional utilizando a
linearizacao de Bernoulli, a maneira que utiliza apenas o Célculo Fracionario, a maneira
que utiliza o Célculo Fracionério atrelado ao Método de Decomposi¢cao de Adomian e por
fim, a maneira que utiliza o Calculo Fracionario juntamente com o Método da Imersao de

Carleman.

No capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes do trabalho levando em conta a

comparagao entre as solugoes.

0.1 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo principal analisar e comparar matematicamente as
solugoes da equacao logistica apresentando ferramentas para auxiliar novos estudos tanto

do calculo fracionario quanto da medi¢ao do crescimento tumoral.
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0.1.1 Objetivos Especificos

o Apresentar as fungoes fundamentais para o desenvolvimento do célculo fracionario;
o Apresentar a definicdo de célculo fracionario tal como o método de Caputo;
o Apresentar a equacao logistica;

o Apresentar a solucdo da equacao logistica pelo método convencional, ou seja, por

partes;
o Apresentar a solucao da equacao logistica pelo método de linearizacao de Bernoulli;

o Apresentar a solucao da equacao logistica pelo método da derivada de ordem fraci-

onaria de Caputo;

o Apresentar a solu¢ao da equacao logistica pelo método de decomposicao de Ado-

mian;
o Apresentar a solucao da equacao logistica pelo Método da Imersao de Carleman;
o Comparar as solugoes simuladas com dados do crescimento tumoral; e

« Apontar as diferencas entre cada método, servindo como auxilio para novos estudos.
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1 Funcoes fundamentais

E preciso explorar algumas fungoes que ajudarao a construir o conhecimento ne-

cessario para o desenvolvimento do cédlculo fracionario e entender suas aplicagoes.

1.1 Funcdo Gama

Apresentada por Euler em 1730, a Fungdo Gama (I") tinha como objetivo inter-
pretar uma forma de interpolacdo do fatorial de um nimero. Futuramente, foi material
de estudo para outros matematicos, dentre eles Adrian Marie Legendre, que denominou
a Funcdo Gama em 1809 como (RAMIREZ, 2015):

[(x) = /oo et at, x>0 (1.1)
0

A figura abaixo mostra a funcao Gama 1.1.

10

=
|
)
)
I

B

—1(

Figura 1 — Gréfico da funcao Gama (OLIVEIRA, 2014)

1.1.1 Propriedade

Uma propriedade muito importante da funcao gama, que pode ser chamada de
relagao funcional, é dada por:
F(z+1) =al(2)
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Demonstragcao A partir da equagao 1.1, temos:

+ / e " dt = —e 't 4+ al(x)
0

D(z+1)= / e "trdt = —e "
0 0

0

Iz +1) =al'(2)
Se x for um inteiro nao negativo, entao vale:

['z+1)=2l'(z) = 2! (1.2)

Ou seja, podemos concluir que a Funcao Gama é uma generalizacao do fatorial.

1.1.2 Exemplo

Um exemplo que vai ser muito importante para andlise de resultados é o da Fungao

Gama de x = 1/2. Utiliza-se a defini¢ao da Equacao 1.1.

r(1/2) = /O T et 12

Mudanca de varidvel t = 22 ; dt = 2zdx

I'(1/2) = /OOO e~ (%) "2z da

r(1/2) = 2/000 e~ dz (1.3)

A Equagao 1.3 apresenta uma integral gaussiana, com isso:

ﬁ

r(1/2) =2

D(1/2) = 7 (14)

1.2 Funcao Beta

Foi apresentada primeiramente por Euler, por isso é também conhecida como in-
tegral de Euler de primeiro tipo. A definigdo da fungao Beta, denotada por §(p, q), é dada
a partir da integral definida (MENDON¢A, 2019):

sap = [ 0-ora (1.5)

onde Re(q) > 0 e Re(p) > 0.

A Funcao Beta apresenta as seguintes propriedades:
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1.2.1 Comutatividade

B(g.p) = B(p,q) (1.6)
Demonstracao:
1
B(p,q) =/ t (1~ t)r
0
Mudancga de variavel 1 —t =u, logot =1 —u e du = —dt
0
B(p,q) = —/ (1 —w) u"" du
1
1
Bp.q) = /0 w1 = u)* du = B(q,p)
1.2.2 Outra forma da funcdo Beta
/2
Bla.p) =2 [ (cos(0)) (sen(6))*"~do (1.7)
0
Demonstragdo: Mudando a varidvel t = cos*(0), dt = —2cos(0)sen(0)df na

equacao 1.5, temos:

0

B(q,p) = —/ (cos?(0))P~1(1 — cos®(6))12cos(0)sen(6)do

w/2

Bq,p) = —2/0 (cos(0))*~%(sen(6))**cos(6)sen(6)db

w/2

Bq,p) = 2/OW/Q(COS(Q))%_I(Sen(@))2q—1d9

1.3 Relacao entre as Funcoes Beta e Gama

A relagao entre as funcoes Beta e Gama é essencial na resolucao das equagoes

fracionarias e é dada por (OLIVEIRA, 2014):

I'(q)T'(p)

B(q,p) = T+ p)

Demonstracao

Partimos do produto:

T'(q)T(p) = /0 T e e /0 T vty

(1.8)

(1.9)

Inserindo a mudanca de varidveis * = u?, y = v?, do = 2udu e dy = 2vdv na

equacao 1.9 , temos:

[(g)T'(p) = /Oo 6’“2u2p’22udu/

0 0

0 B 00 oo,y
e U 221}dv:4/ / e~ (W vy,
o Jo

uvdudv
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[(p) = 4/00 /OO e (W40 2010201 gy iy
o Jo

Inserindo as coordenadas polares no plano v = rcos(d) e v = rsen(f), onde o

jacobiano da transformagao é r, com isso dudv = rdrd#.

/ /ﬂ—/2 —12(cos?(0)+sen? (0))(005(9))2p—1(sen(&))2q_1r2p_1+2q_1+1drd8

w/2
/ / e (cos(0)) " (sen(0)) 212 +20- 1 drdg
Notamos a equagao 1.7, com isso:

p)=2 [ el (g, )
0

Inserindo a mudanca de varidvel 72 = €, 2rdr = de

e de
N(g)T(p) = 2/ P 1/22 7204, p)

[T (p) = /0 e " deS(q, p)
Por fim, podemos provar que:

I(q)T'(p) = T'(q +p)B(q,p)

1.4 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace L[f(t)] é de suma importancia para compreender e
desenvolver a teoria que serd utilizada para resolver calculos fracionarios. Sendo assim

esta secdo traz uma breve revisao a respeito da transformada de Laplace! e algumas de
suas propriedades (CAMARGO, 2009).

Definicao 1

Seja f(t) uma funcao definida no intervalo 0 < ¢ < co. Definimos a transformada

de Laplace de f(t), denotada por L[f(t)], como sendo a integral:
L) = [ e eyt (1.10)
0

Onde s é o pardmetro da transformada e é tal que Re(s) > 0. A convergéncia desta
integral em determinada regiao do plano complexo pode ser garantida para uma classe
vasta de fungoes designadas admissiveis (CAMARGO, 2009).

Definicao 2

Uma funcgao f(t) : [0,00) — Re é admissivel ou de ordem exponencial se satisfazer
as seguintes condigoes (CAMARGO, 2009):
! Para uma analise mais detalhista da Transformada de Laplace leia (CAMARGO, 2005)
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1. A funcao f(t) for continua por partes em [0, c0).

2. Existirem duas constantes positivas M e p tais que correspondem a desigualdade
| f(t) |< Met para todo t € [0,00). Neste caso também dizemos que f(t) é de
ordem exponencial u. Com isso, sabemos que a transformada de Laplace de uma

funcao admissivel existe e estd bem definida.

1.4.1 Convolucdo

A convolucao é uma ferramenta que simplifica uma equacdo quando se tem trans-
formadas de Laplace e o produto de duas funcoes, isto é, a transformada de Laplace
do produto de uma convolugao é o produto das transformadas. Vamos ver adiante que
esta propriedade serd bastante ttil no calculo de transformadas de Laplace de integrais
fraciondrias (CAMARGO, 2009).

Definicao

Sejam f(t) e g(t) duas fungoes de ordem exponencial « e e com suas respectivas
transformadas de Laplace F(s) e G(s), no intervalo [0, 00). Definimos a convolucao de
f(t) e g(t), denotada por f(t) x g(t) como:

$0+9t) = [ ¢ =m)g(ryir = [ 1ir)gte = r)ar (1.1)

Demonstracao

Partiremos do célculo da transformada de Laplace de um produto de convolucao,
isto é:

LIF(E) % g(t)] = / ‘Stdt/ g(t — 7)dr

Fazendo a mudanca da varidavel t — 7 = 7/, obteremos:
L[f( / dT/ ST+ £ (1) g (T dr

Definimos ¢(t) = 0 para t < 0, com isso o limite superior pode ser tomado como

00, logo

LIF(8)  g(t)] = /0 ~ g()e T dr! /0 " F )T dr = F(s)G(s) (1.12)

Isto é, a transformada de Laplace do produto de convolucao é o produto das

transformadas (CAMARGO, 2009).

1.4.2 Transformada de Laplace inversa

Apo6s utilizar a transformada de Laplace na resolugao de uma equagao diferencial
com suas condigoes iniciais, devemos recuperar a solucao da equacao original, para isso
estudaremos o conceito de transformada de Laplace inversa (CAMARGO, 2009).
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Teorema

Seja F'(s) = L[f(t)] a transformada de Laplace de f(t). Entao a transformada de
Laplace inversa de f(t), denotada por L™'[F(s)] = f(t), é dada por:

2 Y—100

Lot pig)estds, se  t >0
£(t) = e
0, se t<0

Sendo que a integracao deve ser feita ao longo de uma reta s = + no plano com-
plexo, com s = x + 1y, x,y € Re. O nimero complexo vy deve ser escolhido de maneira
que todas as singularidades do integrando estejam a sua esquerda, isto é, Re(s) > . Nos
casos em que nao se tem pontos de ramificacdo podemos utilizar o chamado contorno

de Bromwich enquanto que nos casos em que se tem pontos de ramificagao utilizamos o

contorno de Bromwich modificado®* (CAMARGO, 2009).

1.4.2.1 Propriedade

Analisando a convolugao, temos uma analise muito importante para futuras reso-

lugoes, isto é, quando aplicamos a transformada inversa de Laplace em 1.12, temos:

LTHF(s)G(s)] = f(t) = g(t) (1.13)

1.5 Funcao de Mittag-Leffler

As funcoes de Mittag-Leffler sdo imprescindiveis para a resolucao de equagoes dife-

renciais fracionérias e sdo conhecidas por serem uma generalizagao da fungdo exponencial

(OLIVEIRA, 2014).

1.5.1 Funcao de Mittag-Leffler de Um Parametro

E uma funcdo complexa que depende de um pardmetro complexo ¢, portanto a
fungao de Mittag-Leffler E,(t), onde Re(«) > 0, é denotada por (OLIVEIRA, 2014):

k

Z ['(ak +1)

k=0

(1.14)

No caso em que o = 1, temos:
00 tk tk

Z T(k+1) Zoﬂzet

O que pode confirmar que dentre os casos particulares da funcao de Mittag-Leffler,

estd a funcao exponencial.

2 Para um conceito e andlise mais detalhados sobre contorno de Bromwich e contorno de Bromwich

modificado leia (CAMARGO, 2005)



1.5. Funcgdo de Mittag-Leffler 29

1.5.2 Funcao de Mittag-Leffler de Dois Parametros

Agarwal propos dois pardmetros complexos a e § a funcao de Mittag-Leffler, onde
Re(a) > 0e Re(fB) > 0 (VARALTA, 2014). A fungao de Mittag-Leffler de dois pardmetros
E, 5(t) é definida por:

Eop(t) = g F(@,z ) (1.15)

Percebe-se que quando § = 1, a equagao 1.15 se reduz a funcao de Mittag-Leffler

de um parametro, ou seja:
Eo1(t) = Eu(t)

1.5.3 Uma relacdo importante

Ap6s ter compreendido as fungoes de Mittag-Leffler, realcaremos a importancia
da seguinte relagao, que serd extremamente util na resolu¢ao da equacao escolhida (VA-

RALTA, 2014).
1 — B (—t%)

- (1.16)

Ea,a-i-l (_ta) -

Demonstracao

A partir da definicao da funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros 1.15, temos:

(X (o)
Eqan(=t%) = ;;) Tlak+a+1) ,?;; Cla(k +1) +1]

Sem perder sua generalidade, podemos reescrever da seguinte maneira:

o LS ()
Baar (=) = =33 ,Z% Tla(k+1) + 1]

Abrindo o somatorio, temos:

te (t)? (t*)?
o+ 1) Tat+1) TBa+l) +]

Baos(—t7) = =+ [c1 43
watl e = T(ak +1)
A partir da equagao 1.14, percebemos que:
e
= T(ak +1)

Assim concluimos que:

1 — B (—t%)

Ea,a-l-l(_ta) = ta
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1.5.4 Transformada de Laplace da Funcdo de Mittag-Leffler

Para a resolucdo de equagoes diferenciais fracionarias vamos utilizar a técnica de
transformada de Laplace, a qual esta definida pela equacao 1.10 aplicada na funcao de

Mittag-Leffler. Utilizaremos uma fungao que engloba casos gerais, a partir disso temos:

f(t) =t°7 B, s(At?) (1.17)

Aplicando a transformada de Laplace na equacao acima, temos:

L) = [ B = [T e S Q;L 5
L{f(t)} = i ¢ /OO e~ TR gy
= T(ak+53) Jo
Vale lembrar que a transformada de Laplace de t" = s;% = Fgfill), com isso:

0 2\ ak+p5) 1 & ’
L{f®)}=>_ I(ak + j) (sak+5 e Z < )

k=0

Chegamos a uma série geométrica onde a resolugao é dada por ﬁ = > t",

portanto:
1 1
L0} = 5

s«

Por fim, a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler é dada por
so=h
5% — A

L{f(t)} = (1.18)

1.6 Funcao de Gel'fand-Shilov

E uma funcdo importante para entendermos o funcionamento das integrais fraci-
ondrias. (VARALTA, 2014).

Definicao

Seja n um nuimero natural e g um niimero nao inteiro, a fungdo de Gel’fand-Shilov

de ordem n e p é definida por:

Tt £>0
()= o = 1.19
én(t) {0 set <0 ( )
L et >0
t)=< W - 1.20
6u(1) {O’ B (1.20)

Notaremos mais a frente que a funcdo de Gel’fand-Shilov aparece em integrais

fracionarias, isso nos ajudarad a entender algumas de suas propriedades.
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2 Equacao logistica e sua aplicacao na mo-

delagem do crescimento de tumores

2.1 Equacao logistica

Pierre Francois Verhulst publicou em 1838 a equagao logistica com o intuito de
modelar o crescimento da populacao mundial utilizando as estatisticas da época, com-

plementando assim a teoria do crescimento exponencial de Thomas Robert Malthus'

(VARALTA, 2014).

LNy = kN () (1 N “)) | (2.1)

dt r

onde N (t) representa o nimero de individuos em um tempo ¢, k é a taxa de crescimento

intrinseca e r é a capacidade suporte.

A equacao logistica pode ser aplicada em problemas que dependem do tempo e
levando em conta que os fatores inibidores sao considerados, o campo de aplicacao torna-se
mais amplo para essa equagao (VARALTA, 2014).

Dentre as areas de aplicacao, a equacao logistica vem sendo utilizada principal-
mente para descrever o crescimento populacional tanto em laboratoérios quanto em habitas
naturais. Todavia, nao explica de maneira clara os casos que possuem relagoes mais com-
plexas que ocorrem na maior parte da natureza (EL-SAYED; EL-MESIRY; EL-SAKA,
2006; FORYS; MARCINTAK-CZOCHRA, 2003; GATENBY; VINCENT, 2003; GERLEE,
2013; RODRIGUES, 2011). Nao é indicado também para casos sem capacidade suporte,
ou seja, quando a populacao crescera ilimitadamente, nestes casos, o mais adequado ¢ o
modelo Malthusiano (VARALTA, 2014).

2.2 Crescimento de Tumores

A modelagem matematica nos ajuda a descrever e até prever certos processos fi-
sicos para melhor entender alguns fenémenos bioldgicos. Apesar disso, a modelagem do
crescimento de tumores em um hospedeiro ainda é considerada complexa por apresentar
processos estocasticos nao lineares, os quais nao sao claramente compreendidos. Mesmo
sendo tao complexos, os modelos mais requintados ainda nao reconhecem o quanto que
o tamanho de um hospedeiro interfere no crescimento neoplésico?* (GATENBY; VIN-
CENT,2003; VARALTA,2014).

Para um conceito mais definido leia (TAVONI, 2013)

2 (Cancer nao controlado.
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Para compreender melhor a modelagem matematica do crescimento de um tumor,
podemos pensar na seguinte pergunta: "Como o tamanho de um tumor aumenta com
o tempo, a medida que a doenga progride?"(GERLEE, 2013). Uma célula cancerosa se
divide sem restrigoes e passa continuamente pelo ciclo celular dando origem a duas novas
células em intervalos irregulares, portanto o volume e a massa de um tumor aumentam
exponencialmente com o tempo. Esse crescimento exponencial corresponde aos estagios
iniciais do crescimento de um tumor, porém, em todos os casos, o tempo de duplicacao

pode mudar tendendo a crescer durante o restante da doenca (GERLEE, 2013).

Quando geradas através de varias mutacoes, as células tumorais mesmo que em
pequeno nimero, comec¢am a interagir cada vez mais com a comunidade de células normais
nao as reconhecendo, provocando assim, uma necessidade de ocupar espaco e de consumir
recursos vitais das células normais, aumentando cada vez mais com o tempo (VARALTA;
GOMES; CAMARGO, 2014).

2.2.1 Alguns conceitos importantes de cancer

e Tumor benigno e maligno
Chamamos de tumor benigno aquele em que as células que sofreram mutagao se
limitam em um local com uma fronteira bem definida separando-as das demais
células normais, ja quando essas células mutantes se misturam com as normais

chamamos de tumor maligno, dando origem ao cdncer (WEINBERG, 2008).

» Metéstase
Segundo (RODRIGUES, 2011), é a formagao de um novo tumor proveniente de

outro tumor, nao tendo continuidade fisica entre os sitios tumorais.

o Angiogénese tumoral
Segundo (RODRIGUES, 2011), consiste no processo em que as células tumorais
estimulam a formacao de novos vasos sanguineos. Vale ressaltar que sem a ocorréncia

de angiogénese, nao ha metastase e crescimento tumoral invasivo (VARALTA, 2014).

O modelo exponencial ndo descreve claramente a saturacdo de varios tipos de
tumores, portanto, o caso estudado é utilizado para descrever apenas tumores avasculares
(quando nao hé angiogénese tumoral) que possuem por volta de 1 a 2mm de didmetro no
méximo (VARALTA 2014; RODRIGUES, 2011; KERBEL, 2000).

2.2.2 Modelos de crescimento tumoral

Sao varios os modelos encontrados na literatura, por isso deve-se atentar aos seus
pressupostos e suas consequéncias. A seguir estao dois modelos que também estudam o

crescimento tumoral:
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« Modelo Logistico Generalizado (GATENBY; VINCENT, 2003):

d k N1\’
ZN(t) = ZN(@0) (1— . ) , (2.2)

onde 6 representa a velocidade da saturacdo. Segundo (VARALTA, 2014 apud
SPRATT MD; SPRAT, 1996), este modelo representa melhor o crescimento do

cancer de mama. Quando 6 = 1, obtém-se o modelo logistico e se 6 tende a 0%,
k®—1

aplicando o limite fundamental lim,_.q — = In(k) tem-se o modelo de Gompertz

a seguir:

Modelo de Gompertz (GATENBY; VINCENT, 2003):

dt r

L N@) = —kN(@)In (N (t)> , (2.3)

Segundo (VARALTA, 2014 apud MICHELSON; LEITH, 1987), este modelo repre-

senta melhor o crescimento volumétrico in vivo.

A imagem a seguir traz algumas solugoes que descrevem o crescimento tumoral

encontradas na literatura. As solugoes sao do crescimento exponencial simples de um para-

metro, modelo de Gompertz, equagao logistica generalizada e equacao logistica fracionaria

(VARALTA; GOMES; CAMARGO, 2014).
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Figura 2 — Grafico das solugoes de equagoes que estudam o crescimento populacional (VA-

RALTA; GOMES; CAMARGO, 2014)

A escolha pela solugao fracionaria se da pelo fato de que a as outras solugoes

apresentadas tendem para a capacidade suporte mais rapido que o esperado (VARALTA,
2014 apud EL-SAYED; EL-MESIRY; EL-SAKA, 2006). O crescimento menos acelerado
corresponde com o crescimento de alguns tumores segundo (VARALTA, 2014 apud RO-
DRIGUES, 2011) tornando a solu¢ao da equagao logistica fraciondria importante pois
além de abranger a competicao entre as células, prevé que o tempo para alcancar o ta-
manho maximo de um tumor é mais demorado (VARALTA, 2014).



34 Capitulo 2. Equagdo logistica e sua aplica¢io na modelagem do crescimento de tumores

De fato, as células tumorais competem entre si por oxigénio e por recursos vitais.
Tendo em vista essa interacao, Lotka e Verhulst propuseram um modelo de dindmica
populacional, chamado de Equacgao Logistica, o qual ja vimos pela equagao 2.1, que é

dada por:
DNy = kN <1 N (“) (2.4)

dt r

Associando os conceitos dos termos da Equacao Logistica ao crescimento tumoral,
temos que N(t) é o nimero de células tumorais em um tempo ¢, k é a constante de
proporcionalidade onde k£ > 0 é a taxa de crescimento intrinseca pela qual as células se
dividem, r é a capacidade suporte da populagao tumoral onde > 0 e por fim a expressao
(1 — @) representa uma competicao intraespecifica (VARALTA, 2014).
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3 Calculo Fracionario

Também conhecido como célculo de ordem néao inteira, o calculo fracionéario é
bastante antigo, tdo quanto o calculo de ordem inteira que é o mais frequente, porém
nao foi tao estudado quanto ao de ordem inteira por nao possuir interpretagoes fisicas e
geométricas visiveis (VARALTA, 2014).

O calculo fracionario teve inicio efetivamente em 1695, quando em uma carta,
L’Hépital indagou seu amigo Leibniz: "E possivel estender o significado de uma derivada
de ordem inteira D™y = d"y/dx"™, quandon = 1/2?". Leibniz respondeu afirmando: 'D2 =
zv/dx : z..." e finalizou com uma entonacdo profética: "Este é um aparente paradozo do
qual um dia importantes aplicagoes serao obtidas" (CAMARGO, 2009).

Neste capitulo, vamos aprender algumas defini¢goes do calculo fracionario para que
possamos aplicd-las em situagoes de equacoes diferenciais, mais precisamente a equagao

logistica.

3.1 Integral Fracionaria

Entenderemos o conceito de Integral Fracionaria de Riemann-Liouville, portanto
definimos uma integral de ordem fracionéria p de f(t) utilizando as defini¢oes das fungoes
Gama e de Gel'fand-Shilov(VARALTA, 2014):

Defini¢ao Escolhemos uma fungéo f(t) que é integrével. A integral fracionaria de

Riemann-Liouville de ordem p, denotada por I*[f(t)], é representada por':

L) = 60 1) = [ D

0 T f(r)dr (3.1)

A integral de ordem g (3.1) estd bem definida pois a ordem nao inteira é restringida
a funcao de Gel’fand-Shilov de ordem pu. A fungdo Gama, através de sua generalizacao
fracionaria de um fatorial, simplifica de forma mais usual o operador integral de ordem
inteira para o de ordem nao inteira (VARALTA, 2014).

Teorema

Sendo I um operador integral fracionario e a, 3 > 0, temos a propriedade de
semigrupo:

7% = [*%F (3.2)

Demonstragao

1 Alguns autores definem a integral de Riemann-Liouville com o limite inferior igual a ¢ e ndo 0.
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Visto em 3.1, podemos escrever a integral fracionaria através da convolugao de

duas fungoes, isto é:

I[f ()] = ¢a(t) * f(1)

Onde ¢,(t) ¢ a fungdo de Gel’fand-Shilov (1.20), com « > 0. Sabendo disso,

demonstraremos a seguinte relagao:
Pal(t) * dp(t) = dats(t) (3.3)

Reescreveremos através da definicdo do produto de convolucao:

— )81 p-1 t o 7\ B-1
Palt) * 05(t) / o : F(ﬁ)) dr = F((Z)F(ﬁ)/o a (1_25) ar

Fazemos entdao a mudanga de varidvel u = 7/t — dr = tdu:

* = ——= 1u aml(] — )t uzitaﬁ}il luo‘*l — )" du
balt) = 03(0) = gy J, 0" (0 =) du = s [u ()

Pela defini¢ao da fun¢do Beta 1.5 e da relagao 1.8, podemos reescrever da seguinte

maneira;:
toz-l—ﬁ—l ta+’8_1

Mot 98@n) P = arp

Agora que demonstramos a equacao 3.3, podemos concluir a demonstragao da

Pa(t) * p(t) =

= ¢o¢+ﬁ (t)

equagao 3.2:
IPIP[f(1)] = @a(t) * I7f(1) = @a(t) * d5(t) = f(1)

Considerando uma f(¢) de modo que I, f(t) faz sentido para todo o > 0, temos

por fim que:

Garp * [ () = TP f (1)

Por consequéncia, a propriedade comutativa 147% = I°I® também ¢ satisfeita

3.1.1 Exemplo

Para entendermos melhor as integrais fracionarias, realizaremos dois exemplos tri-
viais
3.1.1.1 Exemplo 1

Célculo da integral de ordem ndo inteira u, da fungao f(t) = t°.

-t

IMf(8)] = 1°[°] =/O Wt dr = F(lu)/ottﬂ—l (1—;)“_1517
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Fazendo a mudanca de variavel 7 = tz, logo dr = tdz, assim temos:
tht

I'(w)

i

t 1 p—1
F(,u)/o(l_Z) dz

Nota-se uma similaridade com a fungao Beta 1.5, para isso adicionamos o termo

IMt%] = /01(1 — 2)P tdz =

2171 para compensar o termo t*~! que nao temos, assim:

”w

I'(w)

Lembrando da relacao entre as funcoes Beta e Gama 1.8, temos:

" T(wI'd)

t*

P = mg

| =2yt = ()

IM[t°] =
I'(p) D(p+1)
Por fim, temos que:
tu
It = —
") I'(p+1)

Tlustracao

Suponhamos que p = 1/2, temos a seguinte integral:
t1/2 t1/2

PP = Fi D = T

Assim, de acordo com a propriedade da funcao Gama 1.2, temos que:

12 2y/mt

™ ™

120 =2

3.1.1.2 Exemplo 2

Calculo da integral de ordem nao inteira p, da funcao f(t) = t°.

i) = ) = [ - ;8;_17%7 — r(lu) [ (- D”l dr

Fazendo a mudancga de variavel 7 = tz, logo dr = tdz, assim temos:

thte

[(p)

1
I*[t] = —/ N1 — )P 2% de =
0

1
1 — p—1 a71+1d
) /0 (1—-2)*"2 z

Nota-se uma similaridade com a fun¢ao Beta 1.5, assim:
ke

1[t°] = F(M)B(“’O‘ +1)

Lembrando da relacao entre as fungoes Beta e Gama 1.8, temos:

tre D()D(a + 1)

P = T rar )
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Por fim, temos:
"ol (a+ 1)

S i G )
1 I'(p+a+1)

Ilustracao

Suponhamos que y = 1/2, calcularemos I'/2[t?):

) 02 +1) 92T(3)
1= N(1/2+2+1) I(7/2)

Assim, de acordo com a propriedade da funcao Gama 1.2, temos que:

2t5/2 16t5/2

[+’ % 15y/7
3.2 Derivada Fracionaria
Ja conhecemos o operador diferencial de ordem inteira n, isto é, D" = d/dx.

No capitulo anterior estudamos a integral fracionaria de ordem g, ou seja, conhecemos
o operador I*f(t), onde Re(u) > 0. Neste capitulo entdo, conheceremos a defini¢ao do

operador de derivada fracionaria.

Existem algumas defini¢oes para um operador fracionario, a escolha delas depen-
dera do problema a ser abordado. Neste capitulo, apresentaremos a definicao de Caputo
por ser mais conveniente em casos de equagoes diferenciais com condi¢oes iniciais, sendo
assim conheceremos a definicio para o operador fracionario D”, sendo que Re(3) > 0
(CAMARGO, 2009).

3.2.1 Derivada Fracionaria segundo Caputo

Segundo Caputo, encontramos a derivada fracionaria a partir da integral fraciona-
ria de uma derivada de ordem inteira (VARALTA, 2014).

Definicao

Seja € C, Re() > 0, tomando n o menor inteiro maior que Re(f), isto é,
n —1 < Re(f) < n e ainda tomando que . = n — 3, ou seja, 0 < p < 1. A derivada
fracionaria de ordem 3 de f(x), onde z > 0, denotada por D” é definida como:

! 5 [y pryar (3.4)

DPf(t) = I"[D" f(t)] = T(n=5) s

Se 8 = n entdo:
DO[f(t)] = D" f(t)

Isto é, a derivada usual de ordem inteira é um caso particular da derivada fracio-

naria.
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3.2.2 Exemplo

Calcularemos a derivada de ordem [ da funcao f(x) = z® utilizando a definigao
3.4:
1 = dr
L(n—p)Jo dam (7*)(@ = 7)

DPf(x) = DPz® = n=F=1dr

o 1 * a—n n—pB3—1
Dz _IM/() ala—1)(a—=2)-(a—n+ )7 "(x —7)" P dr

B _ Oé + 1 LFa-n . n—p—1
DPz® = / To—ntD) (x —7) dr
Ma+1) @

DB o / a—n _ n—B—ld

* I'(n—p)T(a—n+1)Jo T e =) !

Fa+1) x T\ h-1
Dﬂ a / a—n,_ n—FB-—1 <1 o > d
v I'(n—p'(a—n+1)Jo T x ’

Fazendo a mudanca de varidvel z = 7/x — dr = zdz, temos que:

o«_ Pla+1) L Naen e .
DPz _F(n—ﬁ)F(a—n+1)/()($Z) 2" = )P d

Ma+1) 5 [t e 5
DB a o 6/ a=n(| _ ,\n B ld
’ F(?”L—B)F(oz—n—i—l)aC 0" (1-2) ©

Nota-se que aparece a definicao da funcao Gama 1.1, assim, temos:

I'a+1)

Dfat = T(n— B)(a—n+1)

2 PB(n — B,a —n +1)

Sabemos que por 1.8:

Mo+l . ,T=Aa=—n+D)
I'in—B8)I'(a—n+1) [Na—pF+1)

Dz =

Por fim, podemos podemos reescrever:

['(a+1) _
DBge =~ ) gah 3.5
Ma—pg+1) (3.5)
Tlustracao
Célculo da derivada D222
D22 I'2+1) 212 _ I'(3) 232 _ ixs/z _ 8ﬁx3/2
T2—1/2+1) T'(5/2) i .
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3.3 Derivada fracionaria da funcao de Mittag-Leffler

A funcao de Mittag-Leffler é essencial para aplicagoes em equacoes com derivadas
fracionarias. Tendo isto em mente, consideramos dois casos para a funcao de Mittag-Leffler
de um pardmetro: E,(t) e E,(t*). Iremos entender a partir da derivada fraciondria destes

casos, qual o caso que representa a generalizacao de uma exponencial (VARALTA, 2014).

o Caso F,(t) D
oo (0% t

D*E = D* =7 Ay

Z ak: +1) kz1 [(ak+1)

> F(k +1) th=a

D°[Eq(t)] = ; T(k—a+ 1) (ak 1)

7# Ea(t)

Para visualizar melhor esse caso, veremos dois graficos para E,(t) e E,(—t):

E.(1)

a=1

a=2

|

@=3

a=4
a=5

Figura 3 — Gréfico da funcdo E,(t) (VARALTA, 2014)

— a=I
a=2
a=3

a=4

S — a=5
M i 1 " " 1 1
5 10 15

Figura 4 — Gréfico da fun¢do E,(—t) (VARALTA, 2014)

o Caso E,(t%) . (i

PR =2 Fak 1) = & Mk 4 )
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D(ak+1)  tok—e
['aK —a+1)I(ak+1)

DBt = 3

=1

e

Fazendo a mudanca de variavel £ — 1 = m, temos:

>

m=0

tOém

Do[Ea(t")] ['(am+1)

= E, (ta>

Agora veremos a seguir os graficos para as fungoes de E,(t%) e de E,(—t%):

E, (&)

30

251 — a=1

20F / — a=2
a=3

S S =4

Figura 5 — Gréfico da funcao E,(t*) (VARALTA, 2014)

E,(-1")

; . . .
P Y 4 6 a=3

a=4

Figura 6 — Grafico da funcao E,(—t*) (VARALTA, 2014)

Portanto, podemos concluir que a generalizacdo mais adequada para a funcao

exponencial €' é o segundo caso, ou seja, F,(t%).

3.4 Transformada de Laplace da Derivada Fracionaria de Caputo

Quando discutimos as resolugoes de equacgoes diferenciais de ordem nao inteira,
necessitamos dos valores das condigoes iniciais dadas na fungao e em suas derivadas intei-

ras, as quais sao fisicamente interpretaveis, por isso é indicada a transformada de Laplace
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da derivada fracionaria de Caputo, definida por (CAMARGO, 2009):
n—1
LADPf()} = "LAS (0} = > "7 F1%(0) (3:6)
k=0

Demonstracgao

Partiremos da propriedade 1.11 e da definicao de Transformada de Laplace da

derivada de uma funcao de ordem inteira a seguir.

Lﬂﬁjm}:yww@»—w*ﬂm—ﬂ*fm%w~+f“%m (3.7)

Sabemos também por 3.4, que a derivada fracionaria de f(¢) é dada por:

1 t dr

I'(n—p) Jo dT”f(T)<t -

DPf(t) =

Podemos reescrever a integral fracionaria como uma convolugao, assim teremos:

Bepy— L J A s
D10 = gy { g 0+

Agora aplicaremos a Transformada de Laplace:

L{Dﬁf(t)} = F(nl—B)L {;Z;f(t) * t”ﬁl} — I‘(nl_ﬁ)L {;;f@)} L{tnﬁﬁ*l}

L(n — 5)1

LD 0} = i [ 200 - E o) | T

B)

Por fim provamos que a Transformada de Laplace da Derivada Fracionaria de

Caputo é: )
L{D7f(t)} = s"L{f (1)} — Z S ()
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4 Métodos de solucao

4.1 Método de Decomposicao de Adomian

As equagoes diferenciais modelam intimeros problemas fisicos. Problemas os quais
fisicos, engenheiros e mateméaticos buscam solucionar. Contudo, existem soluc¢oes destas
equacgoes que nao sao analiticas. Existem alguns métodos para solucionar essas equacoes,
como séries de poténcias, método de Runge-Kutta, elementos finitos, dentre outros. Com
o intuito de buscar uma forma de solucionar equacgoes diferenciais sejam ordinarias ou par-
ciais e nao-lineares sem haver discretizacao ou aproximacao dos operadores, apresentamos
o Método de Decomposicao de Adomian (ADM) (AMORIM et al., 2020).

Apresentado pelo fisico Adomian na década de 1980, o ADM tinha o objetivo
inicial de solucionar problemas estocasticos da fisica. Por ser muito pratico o ADM vem
sendo aplicado em outras problemas, sejam eles deterministicos ou estocasticos, lineares e
nao-lineares, diferenciais ou algébricos, de valor inicial ou de contorno e também equagoes
diferenciais. A seguir apresentamos o ADM(AMORIM et al., 2020).

Definicao
Temos a seguinte funcgao:

Fy(z) = g(x), (4.1)
onde a nossa F' = L + R + N indica um operador diferencial composto por uma parte
linear de derivada de maior ordem (L), uma segunda parte linear restante (R), uma parte
nao linear (N) e uma uma funcao de variavel independente g(z). Veja como identificamos
0s termos na equagao a seguir:

Py() | dy(o)
dx? dx

(@)~ yla) = (42)

Podemos identificar na equacao 4.2, que o nosso termo L = %, R = % + 1,

N = y? e a nossa g(r) = e®. Sabendo da existéncia desses termos, podemos reescrever a

equagao 4.1 como:

Ly(x) + Ry(z) + Ny(z) = g(x) (4.3)

Vamos agora entender o processo de solucao de uma equacao diferencial utilizando
o ADM.

e Primeiro passo

Isolamos o operador L na equacao 4.3:

Ly(z) = g(x) — Ry(x) — Ny(z) (4.4)
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« Segundo passo

Aplicamos o operador inverso L~ em ambos os lados da equacao 4.4, assim teremos:

LY Ly(x)] = L™ g(x)] = L7 [Ry(x)] — L™ [Ny(x)] (4.5)

Como o intuito deste trabalho é resolver a funcao logistica utilizando derivada fraci-
onaria, o nosso operador inverso corresponde a uma integral de Riemann-Liouville,
ou seja L1 = I*. A definicao da integral de Riemann-Liouville est4 na equacao 3.1.

Assim, teremos:
[°[Ly(x)] = I*[g(x)] — I*[Ry(z)] — I*[Ny(z)] (4.6)

E importante saber que a integral de Riemann-Liouville de mesma ordem que a

derivada fracionaria é dada por:

I*[Dy(a)] = y(x) + Y- fP0)" - T (4.7)

onde m representa o maior valor de «, portanto em casos que o « for no maximo 1,

temos que I*[D(y(x))] = y(x) — y(0), assim reescrevemos a equagao 4.6:
y(x) = y(0) + I*[g(x)] — I*[Ry(x)] — I*[Ny(z)] (4.8)

Terceiro passo

O ADM consiste em decompor a equagao em uma série de fungoes, ou seja:

y(z) = i () (4.9)

Ny(x) = iﬂAn(x) (4.10)

onde y,(x) representa os termos lineares da equagao e que o termo nao-linear Ny(x)
é representado pelos polindmios de Adomian A,,. Agora aplicamos as equagoes 4.9

e 4.10 na equacao 4.8.

3 inle) = 4(0) + 1) - I° [i Rynm] e [i An<x>] (4.11)

n=0

A partir da equacao 4.7 e comparando os lados da equacao 4.11 conseguimos calcular

os termos da série, ou seja:

yo(x) = y(0) + I*[g()] (4.12)

Yn+1(z) = 1% [Ryn(2)] — I* [An ()], n=123,-- (4.13)
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e Quarto passo

Chegamos a uma solucao iterativa com as equagoes 4.12 e 4.13. Para descobrir esses
termos, devemos encontrar os polinémios de Adomian, que sdo construidos a partir
de uma expansao em série de Taylor para a fun¢ao nao linear Ny(z) em torno da
fungao inicial yo(z). Calculamos eles a partir da seguinte férmula geral AMORIM
et al., 2020):
A, (x) = L [an (f) yi(x))\’)] , n=0,1,2-- (4.14)
n! | dA\? =

A=0

Para a solucao da equacao logistica utilizaremos os cinco primeiros termos da sé-
rie, entao para isso, traz-se os cinco primeiros polindomios encontrados a partir da

equacao 4.14.

Ag = Nyp
Ay = N(l)yoyl
Ay = NWyoys + 5 N@yoy? (4.15)

Az = NWyoys + NOyoyryo + 5 NPyoyd
Ay = NWygy, + N®y, (ylys + %?J%) + 5 N®yoytye + 5N Dyoyt

4.2 Meétodo da Imersao de Carleman

Segundo (MONTROLL, 1978), em 1931, Torsten Carleman demonstrou que equa-
¢oes diferenciais nao lineares podem ser substituidas por um conjunto infinito de equacoes
diferenciais lineares, das quais a solugao para o conjunto nao linear pode ser extraido. A

seguir é apresentado o Método da Imersao de Carleman na seguinte funcao:

dx

=T z? (4.16)

Seguindo o esquema proposto por Carleman, chamamos:

yl =X, ’y2 :xQ’ y3 :xgyn :xn (417)
Entao,
dy,  dx" _dx
——=——=nz" — 4.18
dt a7 dt (4.18)
Substituindo a equacao 4.16 na equagao 4.18, temos:
dyn
En _ nz" Y~z + 2%) = —na™ + na" !
dt
dyn

dt



46 Capitulo 4. Meétodos de solugio

Abrindo alguns termos, temos:

dy1

dt —U + Y2

%2 = —2ys + 2y3

i — 3y, + 3y (4.20
dditn = —NYp + NYn+1

Sera utilizado o método da transformada de Laplace pois pode ser generalizado
imediatamente para a discussdo de equagoes nao lineares com vérias variaveis (MON-
TROLL, 1978). Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados das equagdes
acima, teremos:

SYi(s) = C = —Yi(s) + Yals)
sYs(s) — C% = —2Y5(s) + 2Y3(s)
sY3(s) — C® = —3Y3(s) + 3Y4(s) (4.21)

sYn(s) — C" = —nY,(s) + nY,i1(s)

onde C' = y,(0) = z"(0).

(s +1)Yi(s) = Ya(s) =C

(s +2)Ya(s) — 2Y3(s) = C*

(s + 3)Y3(s) — 3Yy(s) = C3 (4.22)

(s +n)Y,(s) —nY,i1(s) =C"

Representaremos agora por meio de matriz:

(s+1) -1 0 o .- Yi(s) C
0 542 -2 0o - Yy (s C?
(5+2) | e , (4.23)
0 0 (s+3) =3 --- Y3(s) C
*
A Y c
Chegamos a multiplicacdo de matrizes A-Y = C, logo Y = A1 - C, onde:
1 1 21 321
(s+1)  (s+1)-(s+2)  (s+1)(s+2)-(s+3) (s+1)-(s+2)-(s+3)-(s+4)
1 2 32 .
Al = 0 (s+2) (s+2)-(s+3) (s42)-(s+3)-(s+4) (4 24)
0 0 1 3 .. '

(s+3) (s+3)-(s+4)

Pegamos os valores da primeira linha, assim teremos:
C C? 203 (n—1)IC™

GHD G642 TG 406+3) G+ (s+n)
(4.25)

Yi(s) =
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Lembrando da fun¢ao Gama 1.2, temos:

z::l Sj;l)c (4.26)

Lembrando da relacao entre as fungoes Beta e Gama 1.8, temos:

[e.9]

Yi(s) =) C"B(n,s+1) (4.27)

n=1

Desenvolvendo a fun¢ao Beta, temos:

00 1
=S C”/O 211 — x)°d (4.28)
n=1

Yl(s):/ol 1-2)° [i:j 10"] dz (4.29)

Chamamos n — 1 = k, assim:

SO =0 dFCF =01 - Ca)! (4.30)

k=0 k=0

Substituindo a equacao 4.30 na equagao 4.29, temos:

Yi(s) = /01(1 — )" C(1 — Ca) e (4.31)

Como solugao, chamaremos (1 —x) = e™* — dx = e~*dt e prestando atengio aos

limites de integracao, teremos:

Yi(s) = /0 - g _Coe(_fti_;t)]dt (4.32)

Por fim, aplicamos a transformada de Laplace inversa, assim obtemos:

C

y(t) = A=t c (4.33)
Sabemos que C' = y,(0), entao:
yi(t) = Yo (4.34)

(1 —yo)et +yo
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5 Resultados e Analises

Neste capitulo iremos solucionar e ilustrar a equagao logistica de quatro maneiras.

Vejamos a seguir:

5.1 Resultado obtido através do Modelo Classico

A forma mais comum, onde resolveremos com calculo de ordem inteira. Para a
resolucao desta equacao, tomamos N(t) = X(t) - r, desta forma podemos reescrever a

equagao 2.1 sem perder sua generalidade:

CX(1) = KX()(1 — X(1) (5.1)

Por ser uma equacao do tipo separavel, pode ser reescrita como:

dX (1)

X - x@)

Aplicamos os operadores integrais em ambos os lados e resolvemos por fragoes
parciais, assim:
1

/Xl(t)der/l_X(t)dx:/kdt

Considerando In(c) a constante de integragdo e X = X (¢), temos:

ln(X)—ln(l—X):kt+ln(c)—>ln< ) =kt + In(c)

1-X

X 1-X
ox o Cer Ty s

Portanto a solugao ¢ dada por:

1

Xt)=——— 5.2
*) e~kte—1 41 (5:2)
Para encontrar o valor de ¢!, fazemos t = 0, logo:
1 1
X(0) = —Sectl=——_ 1 5.3
(0) cl+1 ¢ X(0) (5:3)
Substituindo a equacao 5.3 na equacao 5.2, temos:
1
X(t) = (5.4)
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5.1.1 Gréafico

Considerando a populac¢io inicial N(0) = 4210%, a capacidade suporte de células
r = 10" e a taxa de crescimento intrinseca k = 1072 /dia (VARALTA, 2014). Vale lembrar

também que X (t) = @> portanto X (0) = @'

1e12

Gel114

8e11 4

Tell4

Bell o

Sel1+

4e11 4

ELRRES

Namero de células tumorais em um tempo t

2e11 4

Te11

Del0 piio — ———F+—— &+ F——1——1————1———
0 100 200 300 400 500 800 700 800 000 1000

Tempo(t)

Figura 7 — Gréfico da solucao do modelo classico da funcao logistica

5.2 Resultado obtido através da Linearizacao de Bernoulli

Além de ser do tipo separavel, essa equagao também é do tipo Bernoulli, ou
seja, conseguimos resolver essa equacao nao linear substituindo a varidavel dependente,
transformando-a em uma equacgao linear. Isso contribui para a resolucao pelo método
do céalculo fracionéario, pois uma das condigoes que se possa aplicar a transformada de
Laplace, é que a equagao seja linear (VARALTA, 2014).

Partiremos da equagao logistica encontrada em 5.1, podendo ser reescrita como:

X'(t) = kX (t) — kX?(t)

Aplicaremos a mudancga de varidvel v(t) = X 1(t) — v'(t) = =X 2()X'(t) e

multiplicaremos toda a equagao por —X ~2(t), assim teremos:
X2 X'(t) = kX 2()X(t) + kX 2 () X(t)

~X2O)X'(t) = —kXMt) + k
V'(t) = —ko(t) + k
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Podemos escrever como:

dv(t)
dt

= k[1 —v(t)] (5.5)

A equacao 5.5 é do tipo separavel, logo:

dv(t) dv(t)
o~ [T e

Considerando [n(c) a constante de integragao, temos:
—In(1 —v(t)) =kt +in(c) = In(1 —v(t)) = =kt + In(cy),

onde In(c;) = —In(c).

1—o(t) =e¥e

v(t) =1—cre ™ (5.6)

Utilizando a condicao inicial ¢ = 0, temos:

1
U(O):1—01—>01:1—v(0)—>01:1—m

Podemos rescrever a equacao 5.6 assim:

Voltando para X (t), temos a solugao final:

1

1+ {ﬁo) — 1} ekt

X(t) =

Perceba que 0 < N(0) < 1 e limy_,o, N(t) = 1.

O gréfico obtido serd o mesmo da figura ?? por possuir a mesma solucao.

5.3 Resultado obtido através do Modelo Fracionario

A partir dos dados conseguidos das equagdes acima, iremos propor uma resolucao
generalizada, por meio do calculo fracionario para a equacao 5.5, substituindo a derivada

de ordem inteira 1 pela ordem nao inteira «, ou seja:

d*v(t)
dte

= Du(t) = k[1 — v(t)], (5.7)

onde 0 < o < 1.
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Para resolver aplicaremos a Transformada de Laplace nos dois lados:
LID%v(t)] = kL[1 — v(t)]

Lembrando da definicao de transformada de Laplace da derivada 3.6 e sabendo

que 0 < a < 1, temos que o lado esquerdo da igualdade ¢ dado por:

L[D“v(t)] = s*L[v(t)] — s*'v(0) (5.8)

Agora o segundo lado da igualdade:

L[ — o(t)] = k E - L[v(t)]} (5.9)

Agora, juntamos as equagoes 5.8 e 5.9 e chamamos L[v(t)] = V(s), assim teremos:

sV (s) — s*1w(0) = k {1 — V(s)]} — s*V(s)+EkV(s) =k [1] + 5 10(0)

S S

o=t o 2

Para encontrar a resolucdo, devemos aplicar a transformada inversa:

-1

o(t) = LV (s) = kL™ l 5 ] +o(0)L! l G ]

5%+ k sY+ k
Sabemos que por 1.18, temos:
v(t) = ktEy a41(—ktY) +v(0) E, (—kt®),
onde E, o 41(—kt*) e Eq(—kt*) representam fungoes de Mittag-Leffler de dois pardmetros
e um parametro respectivamente.

Agora, pela equacao 1.16, temos que:
1— E (—kt®
o(t) = kot []:t(a’“)] + 0(0) En(—kt®)
v(t) =1 — E (—kt*) + v(0) B, (—kt®)
v(t) = 14 Eo(—kt*)[v(0) — 1]

Lembrando que assumimos v(t) = %, assim:

X(t) = ! (5.10)

1+ [ — 1] Bal—kt)

Observacgao:

Quando « tende a 1, podemos observar e confirmar que a solugao de ordem inteira

é um caso particular da equacao de ordem nao inteira.

X(t) = ! (5.11)
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5.3.1 Grafico

Considerando a populagao inicial N(0) = 4210°, a capacidade suporte de células
r = 10", a taxa de crescimento intrinseca k = 1072/dia e assumindo os valores de 0.9 a
1.0 com passos de 0.2 para o o (VARALTA, 2014). Vale lembrar também que X (¢) = @,
portanto X (0) = YO

r .

1e12

Qe11—_
8e11 4
Tell4
Gel1 +
S5e11+
4e11 4

ELRRES

Namero de células tumorais em um tempo t

2e11 4

1e11

0e00 T — T T T T T T T T
] 100 200 300 400 500 600 700 200 200 1000

Tempo(t)

Figura 8 — Grafico da solugao da funcao logistica fracionaria utilizando dados do cresci-
mento tumoral

5.4 Resultado obtido através do Modelo Fracionario utilizando o

ADM

A equacao logistica fracionéria é definida por:

PN _ v (1 N (t)> (5.12)

dte r
Definimos z(t) = @:
d*z(t)
T = kx(t)(1 — z(t)) (5.13)

Reescrevemos a equagao 5.13 para decompor pelo método de Adomian:

Dla(t)] — kL[z(t)] + kN[z%(t)] = 0 (5.14)
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Percebemos a partir da equagao acima, o termo linear D*[z(t)], o termo restante

linear L[z(t)], o termo ndo linear N[z*(¢)] e que o termo de g(x) = 0.

Aplicamos agora o operador inverso em todos os termos:

I[D%x(t)] = kI%[x(t)] — KIY[Nxz(t)] (5.15)
Assim, pela equacao 4.7 obteremos:

w(t) = 2(0) + k[I*[x(t)] — I*[N2*(t)]] (5.16)

Como ja vimos, a solucao é dada através de séries. A série para os termos lineares

z(t) = x,(t) (5.17)

n=0

E a série para os termos nao lineares é:
Nz(t) = Aul(t), (5.18)

onde A, (t) sao os polindmios de Adomian.

Agora inserimos as séries dentro da equagao:

nf%xn(t) — 2(0) + k l]a [i xn(t)] e Lio An(t)H (5.19)

n=0

Ao se expandir os termos e igualando os dois lados, chegamos as seguintes equagoes

{ o(t) = 2(0) (5.20)
Tp+1 = k[[a[xn(t)] - [a[An(t)H

iterativas:

A partir das equagoes encontradas em 4.15, conseguimos calcular os cinco primeiros

polindémios de Adomian para N = x2:

AO = ZC%
Al = 21}05E1
AQ = 2$0ZE2 + $% (521)

A3 = 2130.7}3 + 2$1I2

Ay = 2x1y + 21173 + T2

A partir dos polinémios de Adomian acima encontrados, podemos achar os termos

da série utilizando os seguintes dados: Ny = 4210°,r = 10'2, k = 1072, Vale lembrar que

ZC:ﬂ.
r

zo=x(0)=—=——=4.103 (5.22)
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e Nn=0
Ag=a25=(4-107°)>=1,6-10"°

Ay=1,6-107"° (5.23)

w1 = k[I%(xg) — I*(Ap)]

1 =107%[4-107°1%(t°) — 1.6 - 107°1*(t")]
tOt
=102-]4-10°~1.6-107° - ——
‘”1 { ) T(a+1)
_3,98-107°

.107°
Alzg.xo.xlzg.@.lo?’).(?”%oa)

['a+1)
3181077,

A = Mla+1) (5.25)

x9 = k[1*(21) — I%(Ay)]
3,98-107° 3,18-1077

It I*(t”
[(a+1) (%) [a+1) ( )]
3,98-10 3,18-107] [(a+1) ,,
I'(a+1) MNa+1) | T'2a+1)
3,05-1077 .
Ty = ————
I'2a+1)

xo = 1072 l

T9 = 10_2 [
(5.26)

3,95-1077 m) <3,98~1O‘5 a>2

Ay =20 - 1=2(4-107°
2 =230 2ot oy = )<r(2@+1) Tla+ 1)

16-10=° 1,58-107°
AF(?” 010, Lo8: 10 )t%‘ (5.27)

'2a+1) TI'(a+1)2

w3 = k[I%(z2) — I%(As)]

3,95-1077 3,16-107° 1,58-107°

— 10—2 ) T t2a _ ) ) T t20¢
s Kr(mﬂ)) (%) <F(2a—|—1) * F(a—|—1)2> ( )]
3,95-107%  3,16-107  1,58-107\ [(T(2a+1) .,
X = — —_ .
T \T@a+1) T@a+1) T(a+1)? F(3a+ 1)
oo (3:92:107° 1,58-107-T(2a +1)) 4,
ST\ TBax 1) Tla+1)? TBa+tl)

(5.28)
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A3:2'$0'$3+2'5E1'ZE2

3,92-107? 1 1071 T(2 1
A3:2(410_3) ) i 758 0 (Oé+ ) 3a+
I'(Ba+1) MNa+1)2-T(Ba+1)

3,98-107° \ (3,95-1077 ,,
42 [ [ ——t
[a+1) I'2a+1)
Ao (314-107" 1.26-107° P20+ 1) 3,14-1071
T\ TBa+1) T(a+12-TBa+1) T(a+1)-T(2a+1

)> 3 (5.29)

=k [I%(x3) — I%(A3)]
3,902-107% 1,58 107" T(2a + 1)
-1 —2 ) > CTo(43 )
=10 <F(3a+1) T(a+ 1)2-T(3a+ 1) ) F(ta)

10-2 3,14-107"  1,26-107% - T(2a+ 1) 3,14-1071 ()
_ . «
F(3a+1) Fla+1)2-TBa+1)  T(a+1)-T'2a+1)

L (389-107" 157107 TRa+1) 314107 TBa+1),,
T\ TBa+1) T(a+12-TBa+1) TI(a+1)-T2a+1)) C(4a+1)
Lo (3:89-107" 157107 T2a+1) 3141077 3a+1
T\ TUa+1)  T(a+12-Tda+1) T(a+1)-T2a+1) D(da + 1)
3

° n:4

Ay =220 24 +2 71 73+ T3
3,80-10"1  1,57-10"%.T(2a + 1) 3,14-107% . T(3a + 1) o
4o+ 1) [Na+1)2 -Tda+1) TI'(a+1) - TQRa+1) I'(4da+1)
Lo (398-1077) (3021070 1581071 -T(2a 1)) o (395107 ,, 2

IMNa+1) I'Ba+1) MNa+1)2-T(Ba+1) I'(2a+1)
o (B1L-107F 1261077 -T2 4 1) 2,51-1075 . T(3a + 1) oy
T\ Tda+1) T(a+12-Tda+1) TD(a+1)-TRa+1) -T'{da+1)
3,12-10713 1,26 -1075T(2a+1)  1,56-10713
Ma+1)-TBa+1) T(a+1P-I'Ba+1)  [(Qa+1)?

Ay = 2-(4-10—3)-<

) e (5.31)

=k [I%(z4) — [%(A4)]

_ 102 (389 1071 1,57-107% - T(2a + 1) 3,14-1071 . T(3a + 1) 12 (4
B (4o +1) Pla+1)?-T4a+1) Tla+1)-T2a+1)-I'da+1)

10-2 3,11-107"  1,26-107"-T(2a +1) 2,51-107" - T(Ba+ 1) 1 (1t
I'(4a+1) MNa+1)2-T'4a+1) TI'(a+1)-TRa+1) -I'da+1)
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102 3,12-10°1 1261077 (2a +1) | 15610~ o
IF'a+1) - TBa+1) TI'(a+1)3-T'Ba+1) TI'(2a+1)2

onde: J* = Lot ysa

I'(a+1)
3,86-10" 1,56 10T (20 + 1) 3,11-10"5T(3a + 1) o,
T5 = - -
"\ TGa+1) T(a+12TGa+1) Tla+HI2a+ H0(Ga+ 1)

—3,12-10"5T (4 + 1) 1,26-107'T(2a + DI(4a + 1) 1,56-10"°T(4a +1)\ 5,
Tla+ )I'Ba+DIGa+1) | Dla+1)PTBa+ DIGa+1)  I(a+1)20(Ga+ 1)
(5.32)

Para plotar um gréfico é feito entao uma soma desses primeiros termos:

z(t) =xo+x1 + T2+ 3+ 14 + T5 (5.33)

5.4.1 Grafico

Considerando a populacao inicial N(0) = 4210°, a capacidade suporte de células
r = 10", a taxa de crescimento intrinseca k = 1072/dia e assumindo os valores de 0.9 a
1.0 com passos de 0.2 para o o (VARALTA, 2014).

1.4e13
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8e12

Gel12
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2e12

0e00 . T
0 200 400 600 800 1000 1200

Tempo(t)

Figura 9 — Grafico da solugao da fungao logistica fracionaria utilizando o ADM e os dados
do crescimento tumoral

5.5 Resultado obtido através do Método da Imersao de Carleman

Partiremos da equagao 5.1, reescrevendo-a da seguinte maneira:
dx(t)

i kx(t) — ka?(t) (5.34)
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Para resolvermos utilizando o Método da Imersao de Carleman, associamos os

valores da func¢ao x com fungoes de poténcia de y:

_ 2 _ .3 _.n
Nh= Y=, Y=, Yo =2

onde n € Z, . Consequentemente, a equacao logistica é substituida pela equagao diferencial
linear com tempo escalado 7 = kt(WEST, 2015):

d
e S Cotm (5.35)
dr

m<n

Montroll (MONTROLL, 1978) demonstrou a solugdo de uma equagdo nao linear
quadratica usando o Método da Imersao de Carleman para obter a solu¢ao de um conjunto
infinito de equacoes lineares. Assim, consideremos o conjunto de equacoes geradas pela

equagao 5.35 para obter:
n—1 dﬂ?

dy,  dx"
—— = —— =2 — =Y, — Wnt1,
dr dr dr 4 Ynt1

Trazendo para o calculo fracionario, temos que:

qu—é [yn] = NYn — NYn+1

Abrindo alguns termos, ficamos com:

Dly1 = y1 — yo
D¢ys = 2y, — 2y3

D%y = 3y5 — 3y (5.36)

Dgyn = NYn — NYn41

Agora, lembrando da equacao 3.6, aplicaremos a transformada de Laplace na equa-
¢ao 5.36.

5°Y1(s) — s*71C = Yi(s) — Ya(s)
s*Y5(s) — s*71C? = 2Ys(s) — 2Y3(s)
sY3(s) — s97LC3 = 3Y3(s) — 3Y4(s)

5Y,(s) — s@7IC™ = nY,(s) — nY,i1(s)

onde C' = yo = x(0). Agora colocamos alguns termos em evidéncia:

(s* = 1)Yi(s) + Ya(s) = s*7'C

(8% — 2)Ys(s) + 2Y3(s) = s21C?

(s* = 3)Y3(s) + 3Yy(s) = s> 1C3 (5.37)

(s* = n)Y,(s) + nY,11(s) = s>~ 1C"
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Representando a equagao 5.37 em matrizes, temos:

(s*—1) 1 0 0 Yi(s) C
0 s — 2 2 0 --- Ya(s C?
(5% =2) AR e ; (5.38)
0 0 (s*—3) 3 Y3(s) C
A Y sa—1Cmn

Com isso, chegamos a expressao AY = s 'C™ e queremos saber o valor de Y,

portanto Y = A~1s*~1C™. Vamos saber quem ¢ A1

1 —1 2
(s*=1) (s@=1)(s*=2) (s*—1)(s*—2)(s*-3)

— 1 —2
ATl = 0 Go1) o3 (5.39)

Substituindo a equacao 5.39 na expressao Y = A~ 1s*"1C" e considerando a pri-
meira linha, temos:
Sa—lC Sa—lCQ 2504—103

N =y o —2 o3 50

Percebemos uma recorréncia de termos que pode ser substituida por:

[(s*) = (s*—=1)(s*—=2)--- (s* =n)['(s* — n)

Assim, a equacao 5.40 pode ser resumida em:

> I'(n)l
Yi(s) = > (=1)"ts*ten WF (5.41)
n=1
Percebemos uma relacao de fungbes Gama na equacao 5.41 que podem ser repre-

sentadas por uma funcao Beta:

Yi(s) = i(—l)”_lso‘_lc’"ﬁ(n, 5% —n) (5.42)

Lembrando da definicao da funcao Beta 1.5, temos:

Yi(s) = 3 (=1 e lon / L1 — )ty (5.43)

n=1

Podemos explicitar a soma para obter:

(1—z)s" 1

mdw (5.44)

1
Yi(s) = so‘_lC/
0
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Fazendo a troca de varidveis (1—xz) = e, dz = e~ "dr, tendo em conta a mudanca

dos limites de integracao, teremos:

00 e—s""r
Y, — ca—l1 / 4
1(s) =s""'C )y O C)e*TdT (5.45)
Agora, colocamos C' em evidéncia para que apareca uma série geométrica, assim
teremos: )
Yi(s) = 80‘710/ e " Tdr
1(s) 0 C [1 — (051)6_7}
Yi(s) = 52! /OO g 5.46
1(5) 8 01— (051)677 T ( )
O e nC—1\"
Yi(s) = 5“71/ e Ty () e dr (5.47)
0 =\ C
Yi(s) =) () 3“‘1/ e T M gy (5.48)
=0 C 0
* /0 —1\" st
Y, = 5.49
1(s) ;0 ( C > sY+n (5.49)

Agora, aplicaremos a transformada inversa de Laplace, para isso, lembremos da

equacao 1.18:

) = L) = 3 (Cg_l>nL_1 [sza—i_—ln]

ni(t) = g (051)" Eo(—nr) (5.50)

Por fim, vamos voltar para os termos iniciais C' = z(0) =y e 7= kt:

i) =3 <y0 - 1>nEa(—nk“ta) (5.51)

Observacgao:

Perceba que ao substituir o valor de @ = 1 na equagao 5.51, obteremos a seguinte solugao:

i) =3 <y0 - 1>nE1(—nkt) (5.52)

A funcao de Mittag-Leffler de um parametro, sendo ele igual a 1, representa uma

funcao exponencial, logo, é possivel chegar a seguinte solucao:

o-£(5 -5 52) ]

n=0 Yo n=0

, . sy ~ -1 _
Percebe-se uma série geométrica com razao (Wy—()) e~*, logo:

1 - Yo

y07*1) e—kt - Yo + (1 — yo)e*kt
Yo

0= (5.53)

A qual se compara a solucao pelo método em que utiliza-se a derivada de ordem

inteira (5.4).
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5.5.1 Grafico

Sera mostrado o grafico quando a = 1, para comprovar que dentre as respostas
da equagao 5.51, existe o caso encontrado com o cédlculo de ordem inteira. Para isso,
serao adotados uma populagao inicial N(0) = 4x10°, uma capacidade suporte de células
r = 10", uma taxa de crescimento intrinseca k¥ = 107%/dia (VARALTA, 2014). Vale
lembrar também que y(t) = X portanto y(0) = Nf,O).

r
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Figura 10 — Grafico da solucao da funcgao logistica fracionaria utilizando o Método da
Imersao de Carleman adotando o« = 1 e os dados do crescimento tumoral
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6 Consideracoes finais

O célculo fracionario teve origem no século XVII gerando pouco interesse de alguns
matematicos e acabou caindo no esquecimento. Para que fosse importante para a comuni-
dade cientifica deveriam haver aplicagoes tteis, a primeira situagao aplicavel surge através
de Abel (PODLUBNY; MAGIN; TRYMORUSH, 2018) no século XIX. Posteriormente,
ao final do século XIX, Riemann-Liouville apresentaram uma definicio para a integral
e derivada fracionaria, que sao utilizadas até hoje no calculo fracionario. No século XX
Caputo utilizou a definicao de integral fracionaria de Riemann-Liouville para criar sua
definicao e resolver problemas de viscoelasticidade. Com isso o calculo fracionario recebeu
maior atencao, fazendo com que fisicos e matematicos tivessem uma nova perspectiva

sobre ele.

O célculo fracionario vem sido cada vez mais utilizado com o intuito de resol-
ver problemas e obter melhor interpretagdo da natureza, em especial a modelagem de
fenomenos que possuem dependéncia temporal. As derivadas fracionarias se diferem das
derivadas de ordem inteira carregando um efeito de memoria, o qual é importante para

problemas praticos como o do crescimento de tumores.

Neste trabalho foi evidenciado e proposto a utilizacao do calculo fracionéario para
generalizar a solucao da classica equagao logistica, que também possui uma solugao de
derivada de ordem inteira. Uma vez que os calculos foram demonstrados, foram apresen-
tados em forma de graficos. As duas primeiras maneiras que demandaram a utilizacao do
calculo de ordem inteira apresentaram o mesmo grafico (7). A terceira maneira introduziu
a solu¢do por meio do calculo de ordem fracionaria (8). E possivel perceber uma seme-
lhanga em seus comportamentos, pois quando a = 1 (ordem de derivada inteira) nota-se o
mesmo grafico. Entretanto, o terceiro método solucionou a equacao logistica linearizada,

o que causou perda de caracteristicas.

A quarta maneira de resolver a equacao logistica atrelou os fundamentos do cal-
culo fracionario com os fundamentos do Método de Decomposicao de Adomian, onde a
equacao foi decomposta em uma série de fungoes. Apesar de sua eficacia tedrica, o mé-
todo nao demonstrou um resultado satisfatério (9). O resultado foi rudimentar pois foram
considerados apenas seis termos do somatorio, resultando em uma nao convergéncia para
a fungao. Uma alternativa seria ampliar o niimero de termos ou aplicar uma condi¢ao de

contorno encontrada em (AMORIM et al., 2020) para assim entao obter a convergéncia.

A quinta e ultima maneira aliou os conceitos do calculo fraciondrio com o Método
da Imersao de Carleman, que consiste em substituir a equacao diferencial ndo linear por

um conjunto infinito de equagoes diferenciais lineares. Foi obtida uma solucao para a
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equagao logistica (5.51) e a prova de que apresenta a solucao classica quando o = 1,
demonstrada em (5.53) e ilustrada no gréfico 10. O gréafico demonstrando a solugdo para
outros valores de o demonstrou problemas. E necesséria a utilizacao de diferentes técnicas

para que haja convergéncia.

A solucao da equacao logistica é de suma importancia para compreender e mensu-
rar o crescimento tumoral, pois considera a competicao entre as células por recursos vitais
e presume que o tamanho méaximo do tumor requer mais tempo para ser atingido. Ao uti-
lizar o calculo de ordem fracionaria no ambito do crescimento tumoral, foram obtidos
resultados convincentes, foi possivel notar na terceira maneira que ao diminuir a ordem
da derivada a convergéncia para o valor de suporte se tornou mais lenta, correspondendo
com o crescimento de alguns tipos de tumores. O quinto método apresentou uma solugao
exata juntamente com a certeza de que caracteristicas nao seriam perdidas pelo fato da
equacao logistica nao ter sido linearizada. Conclui-se entdo que a solugao obtida através
do célculo fracionario em conjunto com o Método da Imersao de Carleman apresenta
uma solugao exata, abrangendo intimeros casos, sendo um deles a solugao classica quando

a=1.

Como sequéncia dessa pesquisa, é pretendido a busca de novos métodos e técnicas

para aprofundar a solugdo e obter a convergéncia para outros valores de .
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APENDICE A - Cédigos das simulacdes dos

graficos

Figura 11 — Cédigo da simulagao do modelo classico
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APENDICE A. Cédigos das simulagoes dos grdficos

wqmmﬁwhﬂl-"smmqmmmwwl—-

[
Nl-.lﬁ

23
24
25

-

clc
clear
t=[0:1:1000] ;
tece
N 0-=-4*%10%5;
r=10~12;
k=10~-2;
alpha=l;//Valores para-alpha={0.90,-0.92,-0.94,

E_alpha=0;

r
’ e = - =
S rungao - gue - oa

qu lcula-a- fungdo-de-Miitag- Leffler
function E alpha = Mittag(t)
for h=0:1:100
arg=alpha*h;

E m = (t*h)/gamma(arg+l);
E alpha = E_alpha+E_m;
=k+1
end
endfunction
//Funcdo-de-N(t)
function N _t = Funcao (t)
N t= r./(1+((x./N_0)-1).*(Mittag(-k*t)))
endfunction
plot (t,Euncao(t),'k");
xlabel ('Tempo(t) ') ;
ylabel ("Numero-de-células-tumorais-em-um- tempo

Figura 12 — Cédigo da simulagdo do modelo fracionério
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1 |clc

2 |clear

3 |t=[0:1:1200];

4 tee

5|8 0 = 4*10~9;

6 |r=10~12;

7 |k=10"-2;

8 |alpha=l;  //Aqui-varia-o-valor-de-alpha-de-0.90-a-1 com-passos-de-0.02

g 2 0= N 0/x;

10 gl = gamma (alpha+l); g2 = gamma(2*alpha+l); g3 = gamma(3*alpha+l);

11 g4 = gamma (4*alpha+l); g5 = gamma(5*alpha+l);gl_quad = gamma(alpha+l) .* gamma({alpha+l);
12 gl _cub = gamma (alpha+l) .* gamma(alpha+l) .* gamma(alpha+l);

13 g2_gquad = gamma(2*alpha+l) .* gamma(2*alpha+l);

14 x 1 = (3.98%10~(-5)./gl) .* t.~(alpha);

15 x 2 = (3.95%10~(-7)./g2) .* t.~(2*alpha);

16 ®_3 = [[3.9:*;]“[-9)./93)-[;.55';J“[-;;)‘gz./(gl_quad‘QS}}] .* t.~(3*alpha);

17 X 4= ((3.89%10~(-11)./g4)-(1.57*%10~(-13)*g2./ (gl_quad*g4))-(3.14*10~(-13) *g3./ (gl*g2*g4)

)) .* t.~(4*alpha);
18 x 5 = ((3.86%10~(-13)./g5)-(1.56%10~(-15)*g2./ (gl_quad*g5))-(3.11*10~(-15)*g3./ (gl*g2*g5)

)-(3.12*%10~(-15) *g4./ (gl*g3*g5) ) +(1.26*10~ (-17) *g2*g4./ (gl_cub*g3*g5))-(1.56*%104(-15) *g4./ (g2
_quad*g5))) .* t.~(5*alpha);

19 n 0 =N0;

20 nl=x1.*;

21 n2=x2.%z

22 n 3 =x 3.%c;

23 n4=x4.%*c;

24 n 5 =x5.%;

1 |function N = n(t)

2 N=n0O+nl+n2+n3+n4+n5;

3 |endfunction

28|plot (t,nit),"k");

29|xlabel ("'Tempo(t) ")

30|ylabel {"'Numero-de-células-tumorais-em-um-tempo-t');

Figura 13 — Cédigo da simulacao do modelo fracionario utilizando o ADM

1 lcle

2 lclear

3 |close

4 |[t=[0 000];

5|9 0-=-4%10~9;

6 |r = 10~(12);

7|k = 10~(-2);

8|y 0 =N0./r;

9|y =y 0./(y 0+(1 - y 0).*exp(-k.*t));
10|N=Y.*r;

11|plot(t,N);

12|xlabel ('Tempo(t) ") ;

13|ylabel ("Numero-de-células-tumorais-em-um-tempo-t");

Figura 14 — Cédigo da simulagdo do modelo fracionario utilizando o Método da Imersao
de Carleman quando oo =1



