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Resumo

Redes Neurais Artificiais sdo algoritmos computacionais extremamente poderosos que es-
tao em evidéncia devido a sua enorme flexibilidade, que permite trabalhar com uma grande
variedade de problemas nao lineares. Porém, como todo modelo, as redes neurais possuem
desvantagens, sendo uma delas a frequente falta de uma caracterizacao probabilistica das
suas previsoes. O presente trabalho apresenta um novo algoritmo baseado em uma técnica
conhecida como recalibracao, com o objetivo de gerar intervalos de predi¢do para redes
neurais em problemas de regressao. O método proposto apresentou resultados satisfato-
rios na estimacao da distribuicdo de probabilidade em dados simulados. Além disso, a
acuracia da rede melhorou sem que houvesse a necessidade de aumentar a complexidade

da mesma.

Palavras-chaves: Redes Neurais Artificiais. Regressao. Recalibracao.
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1 Introducao e Justificativa

Redes Neurais Artificiais (RNA) sao modelos computacionais inspirados no fun-
cionamento do cérebro humano. Tal como seu arquétipo original, sdo ferramentas muito
poderosas utilizadas para o reconhecimento de padroes. As redes podem ser utilizadas em
diversos tipos de problemas, incluindo de classificacdo e de regressao. Este trabalho tem
como foco o uso das RNAs em problemas de regressao, com variavel resposta continua e

unidimensional.

Uma das principais vantagens das Redes Neurais, em relagao a outras abordagens,
é a flexibilidade (capacidade, na nomenclatura técnica), uma vez que sua estrutura em
camadas permite representar as nao linearidades presentes nas relagoes entre a variavel
resposta e as covariaveis, levando a previsoes frequentemente mais acuradas. Apesar da
grande versatilidade das redes neurais, elas estao sujeitas a diversas limitagoes, dentre as
quais destacamos a possivel auséncia de medidas de incerteza associadas as previsoes, a
frequente instabilidade resultante da falta de regularidade no espago das covaridveis - as
redes neurais possuem uma estrutura que facilita o superajuste do modelo, levando mui-
tas vezes duas observagoes parecidas no espago das entradas a previsoes substancialmente
distintas - e a dificuldade de interpretagao dos pardmetros (pesos e vieses). Este trabalho
busca alternativas para os dois primeiros impasses, fazendo uma recalibracao da distri-
buicao preditiva da rede neural por meio da confrontacao das distribuigoes preditivas com
suas respectivas observacoes do banco de validagao, de modo a satisfazer a propriedade

de cobertura.



2 Revisao da Literatura

2.1 Redes Neurais Artificiais

2.1.1 Introducao

Inteligéncia Artificial (IA) é um campo vigoroso da Ciéncia que tem sido larga-
mente explorado por profissionais de diferentes areas do conhecimento. O conceito de TA
é extremamente abrangente englobando diferentes técnicas. Segundo McCarthy (1998)
a IA pode ser definida como “a ciéncia e a engenharia de fazer maquinas inteligentes,
particularmente programas de computador inteligentes”. Sendo a natureza de inteligéncia
subjetiva e imprecisa, o autor parte do argumento de nao haver nenhuma definicao desas-
sociada com a inteligéncia humana. Dessa maneira, as Redes Neurais Artificiais surgiram
como uma tentativa de reproduzir a capacidade humana de absorver, processar e res-
ponder a informagoes em maquinas, utilizando o proprio cérebro humano como protétipo

para a criagao de algoritmos capazes de aprender a partir da experiéncia.

Para Haykin (2009), “o cérebro é um computador altamente complexo, néo linear
e paralelo (sistema de processamento de informagdes)”. A unidade bésica do cérebro, o
neurénio, composto de dendritos, corpo e axonio, serviu como ponto de partida para
o desenvolvimento do primeiro modelo neural, proposto por Mcculloch e Pitts (1943).
Posteriormente, esse modelo foi aperfeigoado por Rosenblatt (1957), e ficou conhecido
como Perceptron, o primeiro modelo formal de um neurénio que, diferentemente do modelo
anterior, era capaz de aproximar fungoes lineares por intermédio de um conjunto de pesos

que podem ser estimados, introduzindo, portanto, o conceito de aprendizado.

2.1.2 Perceptron

Simplificadamente, o funcionamento de um neurdnio se da pela seguinte forma:
os dendritos recebem um estimulo nervoso de uma fonte externa e o transmite ao corpo
celular, onde o sinal sera processado, criando-se um novo impulso, que é enviado para os
axoOnios, de onde ¢é finalmente transmitido para os préximos neurénios. O esquema pode

ser visualizado na Figura la.

Tendo esse mecanismo como base e somando-se ao modelo de McCulloch-Pitts,
surgiu o Perceptron. Em uma analogia, o Perceptron recebe os estimulos (valores de
entrada), os processa (aplicando transformagoes lineares e fungoes de ativagao) e passa
adiante um valor de saida. Portanto, o modelo implementado por Rosenblatt nada mais

¢ que uma funcao matematica. Um esquema completo pode ser visto na Figura 1b.
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(b) Perceptron. Fonte: Haykin (2009)

Figura 1 — Neur6nios. Em (a) temos uma visao simplificada do funcionamento de um
neurénio. Em (b), apresentamos o modelo Perceptron, onde uma série de sinais
de entrada é recebida, processada e retornada.

Matematicamente o perceptron é definido pelas equagoes
m
v = Z w;x;,
j=0

y= (o).

onde y é o valor retornado pelo perceptron, ¢(.) é a funcao de ativagdo, x; é o valor
do j-ésimo sinal de entrada (também conhecido como covaridvel), w; é o peso sindptico
aplicado a j-ésima covariavel e m é a quantidade de covariaveis. O valor xq é fixado em 1

e 0 peso wy é conhecido como viés (na literatura estatistica é chamado de intercepto).

Em analogia a célula neural, a funcao ¢(v) seria equivalente ao axdnio, responsavel
por permitir ou nao a ativagao, a depender do estimulo recebido (v). Existem diversas

fungoes de ativacao, como a func¢ao limiar, sigmoidal, linear e etc.
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2.1.3 Arquitetura mlp

Embora o Perceptron tenha revolucionado o contexto do estudo de inteligéncia
artificial, o modelo ainda apresenta uma grande limitagao: ele s6 ¢ capaz de lidar com
problemas lineares. Devido a isso o estudo de redes neurais entrou em hiato durante
décadas, até que uma nova arquitetura com multiplas camadas de Perceptrons e um
algoritmo capaz de estimar a grande quantidade de pesos presente nessa nova estrutura,

o backpropagation, foi proposto por Rumelhart, Hinton e Williams (1986).

Assim surgiram as redes mlp (multilayer perceptron), uma solugao inovadora, capaz
de lidar com problemas com grau de complexidade muito mais elevado. O modelo conta
com multiplos Perceptrons organizados de forma que as saidas de um servem de entrada

para o proximo.

A primeira camada da rede é chamada de camada de entrada e é por ela que
os estimulos (covaridveis) sao percebidos. As camadas seguintes, com excegao da tultima,
sao conhecidas como camadas escondidas, pois nao fazem parte da entrada nem saida da
rede, porém podem representar importantes padroes presentes nas covariaveis de entrada.
Por fim, a tltima camada, conhecida como camada de saida, é responsavel por retornar
um valor que geralmente possui um significado pratico, o qual depende do problema. Tal
propagagao sequencial recebe o nome de propagacao feedfoward. O gréafico apresentado
na Figura 2 ilustra o funcionamento de uma rede com uma camada escondida com dois

neuronios.

As redes mlp também sao conhecidas como redes neurais profundas. Mais detalhes

sobre essas redes podem ser encontradas no Capitulo 6 do livro de Goodfellow, Bengio e
Courville (2016).

Figura 2 — Arquitetura de uma rede MLP.

A propagacao feedforward também pode ser compreendida como um conjunto de

operagoes matriciais. A sequéncia de férmulas a seguir apresenta a notacao matricial da
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rede com duas camadas escondidas ilustrada na Figura 2.

a=WWHTg 4 pl)

h = ¢1<a’)’
y=a(WITh +b),

onde

W(l) — (wl w2) ) W(2) - (w5> ) b(l) == (bl) (§] b(2) — b3.
w3 Wy We b2

Uma rede com duas camadas é capaz de representar qualquer funcao Cybenko
(1989). Portanto, a nova arquitetura proposta possui alta flexibilidade, lidando nao apenas
com problemas lineares. Vale destacar a importancia da funcdo de ativagdo, uma vez
que utilizando apenas ligacoes lineares qualquer rede com miultiplas camadas pode ser

facilmente reescrita como uma rede com uma unica camada.

2.1.4 Funcao de Perda

Considere um conjunto de observagoes x e y. x é conhecido na literatura estatis-
tica como matriz de delineamento (cada uma das n unidades observacionais aparece em
uma linha, enquanto as varidveis ocupam as colunas) e y é um vetor que armazena 0s
respectivos valores da variavel resposta. Desejamos prever o valor de y em funcao de x.
Ao alimentar uma rede MLP com X, queremos obter y, que representa a previsao para
cada linha x. A funcdo de perda estabelece uma medida de distancia entre os valores
previstos pela rede ¥ e os valores efetivamente observados, y. Quanto mais ajustada a
rede neural estiver menor sera o valor da funcao de Custo, denotada por J(#). Existem
diferentes funcoes de custo, que podem ser selecionadas de acordo com o problema em
estudo. Dentre as mais conhecidas destaca-se o erro quadratico médio, que possui a forma

J(0) = i<yi — 5

S|

onde f é o vetor de todos os pesos da rede neural.

2.1.5 Otimizacdo

O aprendizado da rede consiste em obter o melhor conjunto de pardmetros 6.
Ou seja, é necessario obter o vetor § que minimize a fungdo J(6). Para isso, o ajuste

da rede neural se divide em duas fases: feedforward e backpropagation. A primeira ja foi
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abordada na secdo anterior, enquanto a segunda é responsavel pelo cdlculo do gradiente
da fungao J(6) em relacdo a 6, responsavel por apontar a diregdo para a qual os pesos
devem ser incrementados para que a fun¢ao de custo diminua. Usando multiplas iteragoes

de feedforward e backpropagation a rede aos poucos aprende a combinagao de pesos ideal.

Existem diversas técnicas de otimizacao e dentre as mais conhecidas destacam-se
o Stochastic Gradient Descent e o Adam. Este e outros algoritimos de otimizagao famosos
podem ser vistos em detalhe no Capitulo 8 do livro de Goodfellow, Bengio e Courville
(2016)

2.1.6 Aprendizagem representacional

As redes neurais feedforward podem ser pensadas como uma forma de aprendi-
zado representacional. Na verdade, as camadas escondidas da rede nada mais sao que
representagoes do conjunto de covariaveis original. No ensaio escrito por Carvalho (2019),
o autor buscava identificar o sexo de individuos a partir de suas digitais. Para tanto, o
pesquisador contava com um banco de 200 imagens de digitais de homens e mulheres, de
onde foram extraidas manualmente por um especialista as informagoes da densidade de
linhas e a contagem de linhas brancas para cada individuo e com essas informagoes tentar

predizer o sexo.

Caso o problema fosse abordado utilizando redes neurais, o tamanho amostral po-
deria aumentar radicalmente. Isso se daria pois a prépria rede seria capaz de aprender
essas features de maneira automatica em suas camadas escondidas, eliminando a neces-
sidade de um especialista investigar imagem a imagem. Porém, vale destacar que apesar
de informativas as variaveis aprendidas pela maquina quase sempre nao possuem algum
significado préatico para os humanos, diferentemente da densidade de linhas ou contagem
de linhas brancas. As features aprendidas pela rede sao representagoes da imagem origi-
nal nas camadas escondidas, e essa ideia pode ser expandida para outros conjuntos de
dados além de imagens. Existem estruturas de redes neurais especializadas em aprender

subespagos informativos, como os autoencoders.

2.2 Técnicas de Recalibracao

2.2.1 Diagnoéstico em modelos de regressao

Conforme definido por Neter, Wasserman e Kutner (1983), “regressao linear é uma
ferramenta estatistica que utiliza a relacdo entre duas ou mais varidveis quantitativas,
onde uma variavel pode ser predita em funcao de outra, ou outras”. A partir de um
conjunto de dados observados, pode-se estimar a relagao entre uma variavel resposta Y

e um conjunto de varidveis explicativas X = (Xi,...,X,). Esses modelos usualmente
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representam apenas versoes simplificadas de algum fendmeno de interesse. Portanto, ao
ajustar um modelo, é preciso investigar suas propriedades, em um processo conhecido
como analise de diagndstico. Assim é possivel determinar se o modelo construido é capaz
de reproduzir o conjunto de observacoes de maneira verossimil e verificar se as previsoes

do modelo sdao aproximadamente nao viesadas.

Existem diversas técnicas de diagnostico baseadas nos residuos, ou seja, na com-
paracao direta entre os valores observados e as respectivas previsoes feitas pelo modelo.
Alternativamente, podemos basear a avaliacao do ajuste na comparacgao dos valores obser-
vados com as respectivas densidades condicionais estimadas pelo modelo. Nessa aborda-
gem, destaca-se o grafico de probabilidades acumuladas, que permite avaliar a qualidade
do ajuste a partir dos histogramas dos valores acumulados das probabilidades de cada
observacao. Seja y; o valor da i-ésima observagao da variavel resposta Y. A probabilidade

acumulada pode ser definida como

pi = @iyl ),
onde ®; ¢ a funcao de distribuicao condicional acumulada estimada pelo modelo.
Teorema (Probability Integral Transformation):

Seja X uma V.A. continua com Fungao de Distribui¢io Acumulada (FDA) Fx(x),
entio U = Fx(X) ~ Uniforme(0,1). Rizzo (2008).

A partir do teorema Probability Integral Transformation deriva-se que se o modelo
ajustado estiver bem especificado, entdo p; ~ Uniforme(0, 1), para todo i. Desta maneira

o histograma dos p; indica se essa propriedade pode ser observada no modelo.

A Figura 3 apresenta alguns possiveis histogramas de probabilidades acumula-
das (também conhecidas na literatura como p-valores) resultantes de diferentes modelos
ajustados. Em 3a, observa-se um modelo que superestima suas previsoes, uma vez que a
maioria das observagbes encontra-se na regiao mais a esquerda (p; < 0.5) da respectiva
distribuicao estimada. Em 3b, nota-se que o histograma possui densidade maior em torno
da mediana, e portanto superestima a variabilidade das distribui¢oes (poucas observagoes
estao nas caudas das distribuigdes). De maneira oposta, no painel 3c, tem-se um modelo
que subestima a incerteza. Por fim, o histograma apresentado em 3d apresenta uniformi-
dade nos p-valores, o que nao caracteriza uma descalibragdo. Entretanto, esse grafico nao
é suficiente para garantir que o modelo esteja bem calibrado, uma vez que nao garante

uniformidade para todo 1.
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Figura 3 — Histograma das probabilidades acumuladas. O painel (a) ilustra um histo-
grama das probabilidades acumuladas de um modelo que superestima as mé-
dias. Em (b), temos o histograma de um modelo que superestima as varidncias.
Em (c), o histograma indica que o modelo subestima as varidncias. O painel
(D) apresenta o histograma de um modelo possivelmente bem ajustado.

2.2.2 Toy example 1: modelo Gaussiano quadratico heterocedastico

A titulo de ilustracao, considere um modelo Gaussiano quadratico heterocedéstico
da forma Y =10+ 5X? + ¢, onde e ~ N(u = 0, ¢ = 30X). Geramos n = 100.000 amos-
tras desse processo para servirem como o conjunto de observacoes. O grafico de dispersao
pode ser observado na Figura 4a. Em seguida ajustamos um modelo linear homocedastico
mal especificado da forma ¥ = 8y + $1X. A reta de regressao estimada se encontra na
Figura 4b, onde verifica-se o contraste com a curva da média real que gerou os dados. Uma
observacao escolhida ao acaso foi destacada em vermelho. Essa observacao possui coorde-
nadas (17,4; 2145,3) e os valores estimados pelo modelo linear para §j e 6 sao 1447,3 e
385, 2, respectivamente. A funcao de densidade condicional estimada para essa observacgao
encontra-se na Figura 4c, na qual a area abaixo da curva realgada em vermelho indica a
probabilidade acumulada no ponto 2145, 3 por uma V.A. com distribui¢do Normal(1447, 3,
385,2). A Figura 4d apresenta o histograma das probabilidades acumuladas de todas as

observagoes.

Um olhar mais atento a Figura 4 permite constatar a ma qualidade de ajuste do



Capitulo 2. Revisao da Literatura 14

([ ]
4000 A 4000 1
30001 3000 A === Estimada
= Real
2000 1 2000 A1
> >
1000 A 1000 A
0 1 0
5 10 15 20 5 10 15 20
X X
(a) Diagrama de dispersdo das varidveis (b) Curvas do modelo real e estimado
0.00100 1
1.00
0.00075 1
S S
< S 0.75
e ie]
@ 0.00050 96,5% 3
[V [V
e} 0 0.50
0.00025 1
0.25
0.00000 A ®
1000 2000 0.00 0.25 0.50 0.75 1.0
Y Probabilidade acumulada

(¢) FDA do modelo ajustado no ponto (d) Histograma das probabilidades acumuladas

Figura 4 — Exemplo ilustrativo. O painel (a) exibe o diagrama de dispersdao do modelo
quadrético gerado. No painel (b), temos as curvas real (preto) e estimada
através da regressao linear (azul). A funcdo de distribuigdo de probabilidade
estimada pelo modelo no ponto destacado em vermelho esta disponivel no
painel (c¢). O painel (d) expoe o histograma das probabilidades acumuladas
do modelo para todas as observagoes e destaca a FDA do ponto selecionado
anteriormente.

modelo original, conforme esperado devido a ma especificagdo. Utilizando o teste de Fro-
sini, reportado na Tabela 1, rejeitou-se a hipotese da distribuicao dos p;’s ser uniforme, a
5% de significAncia. Apura-se pelo histograma das probabilidades ajustadas que ha uma
combinagao de padroes que indicam tanto superestimagao quanto subestimacao da vari-
dncia do modelo (em diferentes regides do espago da covaridvel). Além disso, ha indicios

de vieses positivos e negativos na estimacao das médias das distribuicoes.

Estatistica B P-valor
7,396 <0,001

Tabela 1 — Teste de Frosini para uniformidade dos p;’s.



Capitulo 2. Revisao da Literatura 15

2.2.3 Recalibracdo Global

O procedimento de recalibragao é uma técnica que usa a informacgao contida nas
probabilidades acumuladas para recalibrar a distribuicao preditiva. Isso ¢é, se o gréafico das
probabilidades acumuladas aponta para um certo padrao de viés, tal informacao pode
ser explorada para mitigar tal comportamento indesejado. A sequencia necessaria para

realizar a recalibragao estd elucidada a seguir.

Considere o exemplo da Secao 2.2.1, e seja p; a i-ésima probabilidade acumu-
lada gerada pelo ajuste. Para obter uma amostra da distribuicao preditiva recalibrada,
seleciona-se primeiramente uma amostra com reposicao de tamanho m das probabilidades

acumuladas 7 = (11,79, ..., Tm).

A amostra da distribuicao preditiva recalibrada de tamanho m para a i-ésima

observagao é obtida tomando

yh = O, (relxs), k=1,2,..,m.

Realizando o mesmo procedimento para todo i, obtém-se o modelo recalibrado,
como uma amostra de Monte Carlo da distribuicao recalibrada para cada observagao. O i-

ésimo valor previsto recalibrado pode ser obtido tomando a média da amostra recalibrada.

1 &,
m;yzj-

Ak
Y, =

Caso deseje-se realizar a previsao da variavel resposta para uma nova observacao
Tnew NA0 contida no conjunto de dados de treinamento, aplicando o método de recalibra-
¢ao, basta realizar o procedimento descrito acima, porém tomando .., , = DL (1| Trew)-
Ou seja, sorteia-se uma nova amostra, r, do vetor de probabilidades acumuladas, e em
seguida usa-se a distribuicao preditiva estimada pelo modelo para obter uma amostra
da distribuicdo recalibrada. Repetindo esse passo m vezes constréi-se uma a distribui-
¢ao recalibrada empiricamente. Apesar dessa distribuicao gerada muitas vezes ser mais
fidedigna que a distribuicao estimada pelos modelos, a técnica possui como grande des-
vantagem a perda da interpretabilidade dos pardmetros do modelo. Esse, porém, nao é
um problema no contexto de Redes Neurais Artificiais, uma vez que os pesos ajustaveis

nao sao facilmente interpretaveis, mesmo sem a recalibragao.

A divergéncia de Kullback-Leibler é uma generalizacao da ideia de entropia que
permite a comparacao de informacao entre duas distribui¢ées de probabilidades P e Q.
Portanto, se conhecermos a distribui¢ao verdadeira dos dados, podemos verificar se a dis-
tribuicao preditiva de um modelo melhora apds a recalibragao. Sua féormula para fungoes

P e Q continuas pode ser escrita da seguinte forma.
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Dict(PIIQ) = [ pla)tog (2 )

Onde p(z) e q(x) sdo fungoes de densidade de probabilidade.

A Figura 5 evidencia alguns resultados do procedimento de recalibracao global
encontrados quando aplicamos a técnica ao conjunto de dados apresentado no exemplo
da secao anterior. Para que o procedimento pudesse ser avaliado, dois novos conjuntos
foram gerados, o de validagdo e teste. O conjunto de validacao serd utilizado somente
para o calculo do vetor de probabilidades acumuladas p, enquanto o conjunto de teste

serd usado para comparar o desempenho entre o modelo original e o recalibrado.

Em 5a observa-se, para a mesma observagao destacada em vermelho na Figura 4a,
a fungao de densidade de probabilidade de cada um dos modelos (linear e recalibrado)
em contraste com a densidade real gerada. Na Figura 5b, apresentamos a divergéncia de
Kullback-Leibler entre a densidade estimada pelo modelo linear e a densidade real em
comparag¢ao com a divergéncia entre a distribuicao recalibrada globalmente e a distribui-
¢ao real. O grafico das médias reais pelos valores ajustados por cada modelo se encontra
na Figura bc. A Figura 5d mostra o diagrama de dispersao entre o desvio padrao real

gerado e o desvio padrao estimado pelos modelos.

De maneira geral, os resultados obtidos apés a recalibragao global nao foram me-
lhores que os obtidos a partir do modelo linear. A densidade recalibrada globalmente para
a observacao destacada nao se aproxima muito da distribuicao verdadeira. O modelo reca-
librado apresentou uma distancia de Kullback-Leibler média aproximadamente 3% menor
que o original, indicando um ganho insignificante de performance na estimagao da distri-
buicao dos dados. A Figura 5b indica que o modelo recalibrado melhora as estimativas
em alguns lugares do espaco de predicao e piora em outros. O gréafico de dispersao entre a
média verdadeira e a média estimada mostra que os dois modelos geram estimativas bem
similares. Além disso nenhum dos dois modelos é capaz de lidar com a heterocedastici-
dade do fenémeno, produzindo estimativas inconsistentes para o desvio padrao, um bom

modelo deveria apresentar uma distribuicao dos postos em torno da reta identidade.

O procedimento de recalibragao global trouxe muito pouco no ganho de informacao
em relagao a densidade real dos dados, inclusive houve uma perda na capacidade de
predicao do modelo conforme apresenta a tabela 2. Na secao 2.2.4 sera apresentada uma

variacao mais poderosa do método de recalibragao.

Modelo Erro Quadratico Médio Distancia de KL
Linear 14804,5 1,174
Recalibrado global 149571 1,133

Tabela 2 — Comparacao de performance entre o modelo linear original e o recalibrado
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Figura 5 — Exemplo de recalibragio global. Em (a) apresentamos a densidade real (preto),
estimada pelo modelo (vermelho) e recalibrada globalmente (Azul). No painel
(b), podemos verificar se houve uma melhora na distribuigao estimada apos a
recalibracao. No eixo das abscissas temos o valor da divergéncia de Kullback-
Leibler entre o modelo linear e o real, enquanto no eixo das coordenadas temo a
divergencia entre o modelo recalibrado global e o real, a quantidade de pontos
¢ indicada pela cor. Na figura (c), estda disponivel o diagrama de dispersao
entre as médias reais e estimada pelos modelos linear(preto) e recalibrado
globalmente (azul). A figura (d) exibe o diagrama de dispersao entre o desvio
padrao estimado pelos modelos e o valor real.

2.2.4 Recalibracao Local

Aprofundando o exemplo apresentado anteriormente, considere agora as duas ob-

servacoes destacadas em tons escuros na Figura 6a. Nota-se que cada um desses pontos se

encontra em uma regiao diferente do eixo x, enquanto as observagoes realcadas em tons

mais claros indicam seus respectivos 10% vizinhos mais préximos. Os histogramas apresen-

tados em 6b mostram a densidade dos p;’s na vizinhanca de cada ponto evidenciado. Para

cada localidade o histograma apresenta um padrao de viés diferente. Olhando somente

a vizinhancga de cada ponto é possivel notar padroes mais semelhantes ao apresentado
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na Figura 3. Na vizinhanga do ponto vermelho, é possivel ver que o modelo claramente
subestima a variancia, enquanto a vizinhanca do ponto azul tende a superestima-la. Esse
comportamento ¢ esperado devido a suposi¢ao de homogeneidade assumida pela regres-
sao linear. Como cada regiao do espago pode possuir um padrao de viés distinto, essa

informagao pode ser acrescentada ao modelo recalibrado.

34
4000 1
3000 1
. 87
. 2000 - g
c
1000 - 1+ -
o o)
0 -
5 10 15 20 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X Probabilidade acumulada
(a) Diagrama de dispersido das varidveis (b) Probabilidades acumuladas em cada ponto

Figura 6 — Exemplo vizinhanga em uma recalibracao local. Em (a) destacamos dois pon-
tos selecionados em diferentes regides do espago, os pontos coloridos em tons
mais claros indicam os 10% vizinhos mais préximos. O Painel (b) apresenta o
histograma das probabilidades acumuladas dos 10% vizinhos mais préximos a
observagao cada um dos pontos destacados em (a).

O procedimento de recalibracao explicado na secao anterior é conhecido como re-
calibragao global pois utiliza todas as observagoes durante a etapa de reamostragem para
recalibrar a distribuicao preditiva. Um procedimento alternativo, conhecido como recali-
bracao local, pode ser realizado, porém no momento de fazer a amostragem com reposicao
das probabilidades acumuladas, selecionam-se apenas as observacoes mais similares a -
ésima observagao, capturando assim o comportamento local do modelo. Tal similaridade
pode ser verificada tanto no espago das covariaveis quanto no espaco das previsoes. Uma
possivel abordagem para verificar a similaridade é a distancia euclidiana, cuja formula

que retorna a distancia entre as observagoes a e b é dada por

p

dab == Z(xaj - xbj)27

j=1
onde x,; e xp; € o valor da varidvel j para as observagoes a e b, respectivamente. Dessa
maneira, pode-se selecionar uma proporcao m dos quantis aleatorizados mais proximos.
Além de selecionar apenas os vizinhos mais proximos, pode-se atribuir pesos para cada

um desses vizinhos usando o kernel de Epanechnikov

3 i\
k(d) = - 11— —
(4) 1 max(d) ’

onde d é um vetor com a distancia da observagao para todos os seus 7w vizinhos mais

préoximos. Dessa maneira as observacgoes mais parecidas possuem maior probabilidade de
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serem selecionadas, gerando assim a amostra das probabilidades acumuladas r. Realizando
o procedimento analogo ao relatado na recalibracao global, obtém-se a amostra de quantis
Y., porém agora recalibrada localmente. Note que o procedimento localizado generaliza
a versao globalizada, dado que as abordagens se equivalem quando os referidos pesos sao

fixados em uma valor constante (igual para todas as observagoes).

Dois pontos a respeito da recalibragao local merecem destaque: a magnitude das

covariaveis e a “maldicdo da dimensionalidade”.

No momento de fazer a reamostragem dos p;’s, na recalibragdo local, somente as
observagoes mais parecidas com a i-ésima serao consideradas. Dessa forma, a unidade
de medida das covariaveis é um fator que pode tornar um atributo indevidamente mais
relevantes que os demais. Como exemplo, imagine que deseja-se realizar o procedimento
de recalibragao em um espaco de duas covariaveis, idade e altura. Dependendo da escala
utilizada para a varidvel altura (centimetros, metros, quilémetros, ...) esse atributo pode
tornar-se mais ou menos relevante ao calcular a distancia desse vizinho para os demais. Ou
seja, as medidas de distancia sao afetadas pelas escalas dos dados. Uma alternativa seria

realizar uma padronizacao das covariaveis antes de calcular a distancia entre os pontos.

A maldi¢ado da dimensionalidade é um problema bastante discutido na literatura.
Calcular a distancia entre as observagoes pode se tornar bastante dificil conforme a di-
mensao aumenta. Beyer et al. (1999) mostram que, sob certas condigoes, com o aumento
da dimensionalidade a distancia para o vizinho mais proximo se aproxima da distancia
para o vizinho mais distante, em outras palavas, o contraste das distancias entre dois
pontos se torna inexistente. Portanto, realizar o procedimento de recalibragao no espago
das covariaveis pode se tornar muito complexo dependendo da quantidade de variaveis

preditoras adotadas no modelo.

Foi dito que a localizacao dos vizinhos pode ser feita tanto no espacgo das covaria-
veis quanto no espago das predi¢oes. Cada uma das alternativas conta com vantagens e
desvantagens. Realizar a recalibracao no espago das covariaveis faz com que, usualmente,
o pesquisador tenha que buscar alternativas para lidar com os dois problemas citados
anteriormente, porém esse procedimento garante que o viés local do histograma dos p;’s
seja utilizado na reamostragem. Fazer a localizagdo no espaco das previsoes evita tanto o
problema da escala dos dados quanto de dimensao, uma vez que a previsao tera sempre
uma dimensao. Entretanto, essa abordagem nao garante que os vizinhos selecionados para
a reamostragem sejam de fato parecidos, pois apenas o atributo alvo esta sendo levado
em consideragao. Isso implica que o padrao de viés local apontado pelo histograma nao

necessariamente retrata o viés local verdadeiro.
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Figura 7 — Exemplo de recalibracdo local. Em (a), estdo disponiveis a densidade real
(preto), estimada pelo modelo (vermelho) e recalibrada localmente (Azul).
Em (b), esta expresso o valor da divergéncia de Kullback-Leibler entre o mo-
delo linear e o real no eixo das abscissas, enquanto no eixo das coordenadas,
temos a divergéncia entre o modelo recalibrado global e o real. A figura (c)
expoe o diagrama de dispersao entre as médias reais e estimada por cada um
dos modelos (linear e recalibrado localmente). Em (d), temos um diagrama de
dispersao entre o desvio padrao estimado pelos modelos e o valor real.

Retomando o exemplo anterior, percebe-se que as estimativas feitas por meio da

recalibracao local se sairam muito melhores que as do modelo linear. Na Figura 7a nota-se

que o modelo recalibrado localmente produz uma estimativa da densidade melhor para

a observacao destacada na Figura 4a. Na Figura 7b, as distancias de Kullback-Leibler

ficaram em sua maioria abaixo da reta identidade, assinalando que existe um ganho de

informagao ao utilizar-se a distribui¢ao recalibrada em relacao a densidade estimada pelo

modelo. Alinhado a isso, a Tabela 3 mostra uma grande redugao na distancia de KL média,

indicando um ganho de informagao satisfatorio. Na Figura 7c, o diagrama de dispersao

mostra que a média prevista pelo modelo recalibrado se aproxima bem da média real (os

pontos se encontram préximos a reta identidade). O modelo de recalibrado localmente
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é capaz de capturar a heterocedasticidade do fendmeno, conforme aponta a Figura 7d,
porém para valores mais altos o modelo tende a subestimar a varidncia. Além disso, a
Tabela 3 mostra que o erro quadratico médio do modelo recalibrado é cerca de 70% menor

que o modelo original.

Vale destacar que o ajuste do modelo recalibrado localmente depende fortemente
do tamanho da vizinhanca escolhida para a reamostragem dos p;’s. Nesse exemplo selecionou-
se os 10% vizinhos mais préximos a cada observacao para realizar a recalibracao. Caso
a vizinhanca selecionada seja de 100% o método de recalibragao local sera igual ao glo-
bal. Caso a proporc¢ao de vizinhos seja muito baixa a técnica terd pouca informacao na

reamostragem dos p;’s e a estimagao a densidade recalibrada pode ser prejudicada.

Modelo Erro Quadratico Médio Distancia de KL
Linear 14804,5 1,174
Recalibrado local 400,8 0,193

Tabela 3 — Desempenho dos modelos linear original e recalibrado localmente.
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3 Redes Neurais Artificiais Recalibradas

Redes neurais artificiais sdo modelos bastante flexiveis, capazes de se ajustarem a
varias relagdes nao lineares entre as covaridveis de entrada e a variavel resposta. Porém,
a depender da implementagao, esses modelos nao provém nenhuma medida de incerteza

associada a sua previsao.

Nas Secoes 3.1 e 3.2 introduzimos um algoritmo para viabilizar a mensuracao da
incerteza associada as previsoes. A solucao é composta de 3 etapas principais: ajuste da
rede neural, previsdo para o conjunto de teste por meio da RNA ajustada e geracao de

amostras de Monte Carlo da distribui¢ao preditiva recalibrada.

3.1 Ajuste da Rede Neural

O primeiro passo para o ajuste da rede consiste em separar o conjunto de dados
em trés partes (treinamento, validagao e teste). O banco de treinamento ¢ utilizado para
ajustar o modelo, o de validagao é utilizado tanto para verificar a qualidade do ajuste
quanto para realizar o procedimento de recalibracao da distribuicao preditiva. Por fim,
o de teste serve para avaliar o desempenho em dados nao explorados no processo de

modelagem.

~ ' mp > m
Retorna um
conjunto de

Banco de dados Ajuste da RNA matrizes com os

de treinamento pesos de cada

neurdnio da RNA

Figura 8 — Etapa 1: Ajuste da rede neural usando o conjunto de treinamento.

A Etapa 1 do estudo é o ajuste da RNA no conjunto de treinamento. O retorno
dessa etapa é um conjunto com k matrizes com os pesos (chamado de pardmetros na
literatura estatistica) associados a cada par de neur6nios. Dessa maneira, cada matriz é
responsavel pela propagacao dos valores de uma camada para a camada imediatamente

seguinte.
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O préximo passo é estimar, para cada observacao do conjunto de treinamento, o
valor dos neurdnios nas duas ultimas camadas e guardar os resultados junto com o valor
observado da variavel resposta, o conjunto de dados resultante da etapa 2 é composto
por ¢ + 2 colunas, onde ¢ é o numero de neurdnios na pentltima camada da RNA. Para
este estudo selecionou-se sempre a pentltima camada da rede para realizar a recalibracao,

porém alguma outra camada intermediaria poderia ter sido selecionada.

P
vl [v2 (w3 |y |Y
Banco de Estimativa
dados de usando da rede Salva o banco com os
Validagéo valores dos neurdnios

neural ajustada i
I nas duas ultimas

camadas

Figura 9 — Etapa 2: Estimacao das duas ultimas camadas da RNA para o conjunto de
validagao

O Banco de dados gerado na Etapa 2 é chamado de banco de recalibracdo, pois é

a partir dele que o método é realizado.

3.2 Recalibracao

O procedimento de recalibracao utiliza o padrao de comportamento apresentado
pelas probabilidades acumuladas de um dado modelo para reconstruir a distribuicao pre-
ditiva das observagoes. Para realizar o procedimento é necessario primeiramente assu-
mir uma distribui¢cdo de probabilidade para as previsdoes da RNA, para que através do
método seja encontrada uma distribuicdo preditiva mais fidedigna aos dados. Por exem-
plo, pode-se assumir que as distribui¢oes preditivas tém a forma da distribui¢do nor-
mal, com média centrada no préprio valor previsto pela rede e variancia estimada pelo
MSE = £ 3", (3 — 9;), obtido do banco de dados separado para validacao. A recalibra-
¢ao exige uma reamostragem dos dados do banco de recalibracao — no método proposto
nesse estudo atribui-se probabilidades maiores de sele¢ao para os vizinhos mais proximos

a observagao para a qual deseja-se realizar a previsao.
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A propor¢ao da vizinhanca selecionada para a reamostragem é um aspecto muito
importante para a recalibracao. Quanto menor o valor selecionado para 7w, melhor sera
capturado o viés local do modelo, porém caso a quantidade de vizinhos disponiveis seja
muito baixa o modelo ird gerar poucas amostras recalibradas, levando a um alto erro de
Monte Carlo. Portanto é necessario fazer um balanco entre o valor de 7 e o tamanho da

amostra, de modo que existam observagoes suficientes para reamostrar os dados.

Conforme mencionado em 2.2.4, tanto a localizacdo no espago das covariaveis
quanto no das previsoes apresentam vantagens e desvantagens. Portanto, uma solugao
intermediaria é verificar a similaridade das observacoes em um espaco de dimensao redu-

zida que uma RNA é capaz de gerar.

A Etapa 3 consiste em realizar o procedimento de recalibracao, resultando em um
vetor contendo uma amostra da distribuicao recalibrada do valor previsto para uma nova

observagao. A partir dessa amostra é possivel estimar a densidade da distribuicao recali-

brada. O valor previsto recalibrado é estimado utilizando a média do vetor amostrado.

O procedimento pode ser resumido na seguinte sequéncia de passos:

1. Divisao dos dados em 3 conjuntos: treinamento, validacao e teste.

2. A rede neural aprende com base no conjunto de treinamento e o banco de validagao

¢é usado apenas para checar a sua capacidade de generalizacao.

3. Usando o banco de validacao calcula-se a probabilidade acumulada p; para cada

observagao, assumindo que a rede gera previsoes com distribui¢cao Normal(g, eqgm).

4. Sobre o conjunto de teste faz a propagacao feedforward, salvando os valores dos

neurdnios das duas ultimas camadas.

5. Para cada observacao de teste, utilizando o espaco da pentltima camada, localiza-se
as observagoes do conjunto de validacao mais parecidas e prossegue com o procedi-

mento de reamostragem explicado na se¢ao 2.2.3.

O pseudo-algoritmo do procedimento listado nas segoes 3.1 e 3.2 esta apresentado

no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Ajuste e recalibracao da rede neural

1:

Entrada

e Matriz de covariaveis & e vetor de observagoes y.

Arquitetura do modelo de rede neural com o niimero de neurdnios por camada
c = (c1,...,c) e um vetor especificando as fungoes de ativagdo a = (¢1, -+ , d).

Proporcao da vizinhanca selecionada para a recalibragao 7.

Camada na qual serd feita a localizagao, k’.

Proporcao do conjunto de dados separado para treinamento a.

Ajustando a rede neural

Defina ny = na e ng = n(1 — a).

: Separe a matriz  nos conjuntos de treinamento t, validacdo v e teste m.

4: Padronize as covaridveis do conjunto de treinamento fazendo ¢;; = “— onde t; e

10:
11:
12:

13:
14:

15:
16:

17:

p
57; representam, respectivamente, a média e o desvio padrao da covarigi/el J-
Padronize as covaridveis do conjunto de validacao utilizando as estatisticas do conjunto
de treinamento m;; = m;]T_tj

Ajuste o modelo de redes neurais com arquitetura ¢ usando os conjuntos t e v e calcule
a raiz do erro quadratico médio 4.

Calcule os valores previstos ¢i, ..., 0, € as respectivas probabilidades acumuladas
fazendo Di = (I)l (yl,g“ 5’)

Parai = 1,...,ny, calcule o vetor v; = (vj1, .. ., Vi, ) contendo os valores dos neurdnios
na camada k' referente a i-ésima observacao do conjunto de teste.

Recalibracao

para i < 1 até n, faga
para j < 1 até ny, 1 # j faga
Calcule a distancia euclidiana entre i e j, d;; = ||v; — vj]].
Para cada j satisfazendo d;; < d, onde d é o m-quantil do vetor (d;y, ..., din,),
defina o peso da observacao j usando o kernel Epanechnikov

3 d:i\\
w0 (7))
fim para

Gere um vetor de p-valores p; = (pi,...,p} ) amostrando, com reposigao, do vetor
p = (p1,...,Pn,) utilizando os pesos (w1, ..., Wy, ).

Gere amostras da distribuicao preditiva recalibrada i, = ®;*(p}, 9, &).
fim para

Saida Amostras de Monte Carlo das distribui¢oes preditivas recalibradas.
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4 Estudo de dados Simulados

Nesse capitulo, apresentamos 3 exemplos simulados para ilustrar o funcionamento
do método proposto. No primeiro, revisitamos o exemplo explorado na secao 2.2.2. No se-
gundo, tratamos um problema no qual a variavel dependente segue um modelo de mistura

de normais. Por fim, abordamos a estimag¢ao de um modelo Gama altamente nao linear.

4.1 Toy example 1 (revisitado)

Considere, novamente, o exemplo discutido na secao 2.2.2. Ajustamos aqui, a titulo
de ilustragdo, um modelo de rede neural com duas camadas intermedidrias (escondidas),
com seis e com dois neurdnios, respectivamente, e funcao de ativagao relu. A camada de
saida contém um tnico neurénio e funcao de ativagao linear. A funcao de perda adotada
foi o erro quadratico médio. Essa arquitetura foi escolhida arbitrariamente devido a sua

estrutura simples e ilustrativa.

Assumimos, por conveniéncia didatica, que tal rede fornece distribui¢oes prediti-
vas Gaussianas, com média centrada no valor previsto pela RNA, e variancia igual ao
erro quadratico médio do conjunto de treinamento. Em seguida, foram ajustados os dois
métodos de recalibracao, global e local. Neste tltimo, selecionamos os 10% vizinhos mais
proximos, localizando no espaco da penultima camada da RNA. Utilizando as observa-
¢oes de teste, a Figura 10a, apresenta as médias de cada um dos modelos em contraste
com a média verdadeira. A Figura 10b mostra o desvio padrao estimado pelo real, onde
é possivel observar que o modelo recalibrado localmente é o tinico capaz de lidar com a

heterocedasticidade do modelo, gerando boas estimativas para o desvio padrao.



Capitulo 4. FEstudo de dados Simulados 27

2000 1 600
8
1500 1 @
£
3 {400
o S
% 1000 1 5
@ n“_,
= o
H
500 1 8 200
0 4
0 500 1000 1500 2000 200 400 600
Média Estimada Desvio padrédo Real
® Recalibrado Global © Recalibrado Local RNA ® Recalibrado Global © Recalibrado Local RNA
(a) Estimacdo da média (b) Estimagao do desvio padrao

Figura 10 — Exemplo de recalibragdo de uma rede neural. A linha pontilhada representa
a reta identidade. Em (a) é possivel perceber que os trés modelos geram boas
estimativas para a média real do conjunto de dados simulado. Ji em (b)
nota-se que apenas o modelo recalibrado localmente foi capaz de lidar com a
heterocedasticidade dos dados.

A Tabela 4 compara a performance dos modelos ajustados no conjunto de teste.

Modelo Erro  Distancia KL Cobertura observada
Linear 14804,5 1,174 93,88
Linear Recalibrado Globalmente 14957.1 1,133 94,94
Linear Recalibrado Localmente 400,8 0,193 94,87
Rede Neural Artificial 178,5 1,186 93,63
RNA Recalibrada Globalmente 307,3 1,035 94,81
RNA Recalibrada Localmente 460,4 0,250 94,77

Tabela 4 — Comparacao de performance entre os modelos.

Ja havia sido mostrado que o modelo linear passa a produzir melhores estimativas
pontuais apos a recalibracao local. O modelo original de rede neural ja possui uma boa
acuracia, apos a recalibracao a rede passou a gerar previsoes pontuais menos acuradas.
Porém ainda assim o procedimento de recalibracdo se mostrou bastante eficiente ao reduzir
o valor médio da distancia de Kullback-Leibler, indicando que a distribui¢ao recalibrada

prové uma melhor aproximacao que a distribuicao normal assumida pela RNA.

A cobertura observada representa o percentual de intervalos de confianca de 95%
estimados pelo modelo que contém o valor verdadeiro, observado no conjunto de testes.
A primeira vista, todos os intervalos parecem estar capturando bem o valor verdadeiro,
porém a Figura 11 aponta que apenas o recalibrado localmente funciona de acordo com
o esperado. Por mais que os modelos original e recalibrado global errem apenas 5% dos

intervalos, ainda assim eles estdo mal especificados, possuindo uma taxa de acerto maior
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para baixos valores de x, para os quais a variancia é superestimada, enquanto para valores

maiores o modelo erra mais de 5% das vezes.
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Figura 11 — Regiao de cobertura dos modelos. A figura indica em verde os pontos que
foram capturados pelo intervalo de confianga de cada modelo. Todos os mo-
delos apresentaram 95% de taxa de acerto, porém os modelos descalibrados
ou recalibrados globalmente falham em capturar a heterocedasticidade do
modelo, acertando mais apenas em regioes onde a variancia dos dados esta
sendo superestimada.

4.2 Toy example 2: modelo de mistura de normais

Nesse exemplo, geramos amostra simuladas de uma matriz de 10 covariaveis X e da

variavel resposta y. A densidade de probabilidade assumida para realizar a amostragem

de y segue uma mistura de normais, que pode ser escrita como

onde w =%, = (g9(X) -+ 1000,

2

f(z) = ;wpi(x) = Zw

=1

oV 2T

g(X) 4 5000)

e

exp {

— (7 — p;)?

202

o = 1000.

2
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A funcao g(X) indica a relagao entre as covaridveis e a varidvel resposta. A relagao

escolhida foi

¢(X)=D - X +B,
_ X2

onde D;; i ,by] é o vetor que contém os vieses.

para todo i,j e B = [by, by, ...

As covaridaveis X foram geradas a partir de uma normal multivariada. Cada ele-

mento de B foi gerado de uma normal(0, 100).

Em seguida, uma rede neural feedfoward foi ajustada sobre a amostra gerada com
objetivo de aprender g(X). A rede treinada possui 5 camadas densas escondidas, as trés
primeiras contam com com 128, 64, 32 neur6nios e fungao de ativagao Sigmoide e as duas
ultimas com 16 e 4 neurdnios, com funcao de ativagao linear, além de uma camada de
salda com um unico neur6nio. A funcao de perda adotada para a otimizacdo do modelo
foi o erro quadratico médio, enquanto o otimizador escolhido foi o Adam com taxa de

aprendizado de 5 x 1074,

Como a distribui¢ao f(z) nao é conhecida habitualmente, assumimos normalidade

s 1 oA TP | n A\ 2 . . . .~
com média § e variancia & = >0, (y; — ;)?. Posteriormente usamos essa distribuicao
para realizar a recalibragao. Seguindo o procedimento analogamente ao exemplo anterior,
realizando a recalibragdo na pentltima camada da rede, conseguimos estimativas mais

consistentes para a estimacao da densidade de probabilidade.
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-09 7000' . - - — Real
w ” - -
CIS> 4000 _ - ';% 2e-041 _ Recalibrada
= ° P ke
S 1000+ s @
° -7 S 1e-04-
S 2000 PN ©
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-5000 -2000 ' 1000 ~ 4000 7000 - 5000 -2000 1000 4000 7000
Valor observado ) i y

Diagrama de dispersio das previsdes da (b) Densidade de probabilidade da observagao
rede destacada em vermelho

12 — Exemplo mistura de normais. Em (a) destacamos um pontos selecionados ao
acaso. A figura (b) apresenta as curvas de densidade de probabilidade real,
estimada e recalibrada localmente. Apds a recalibracao observa-se uma boa
aproximacao a distribuicao real geradora dos dados.

Figura

Esse exemplo serve para ilustrar que a recalibragao continua produzindo bons re-
sultados quando usamos um subespaco para realizar a localizacao dos vizinhos. No exem-
plo anterior, a recalibragao também era feita na peniltima camada da rede, porém esta
possuia dimensao maior que o espaco das covariaveis. Na pratica, estaremos interessados

em localizar usando as camadas da rede principalmente quando possuirmos uma grande
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quantidade de covariaveis, para que a partir da projecao do espaco de entrada nas cama-
das escondidas possamos contornar a maldi¢ao da dimensionalidade e calcular distancias

de maneira menos custosa.

Além disso, a distribuicdo assumida inicialmente nesse exemplo estava mal es-
pecificada. Ainda assim a recalibracao foi capaz de gerar amostras de uma distribuicao

bimodal.

4.3 Exemplo 3: modelo Gama nao linear

Um exemplo mais complexo foi desenvolvido para melhor aprofundamento do mé-
todo proposto. Considere a funcdo de Rosenbrock, também conhecida como vale de Ro-
senbrock. Essa func¢ao se notabiliza por sua larga utilizacdo como teste para algoritmos

de otimizacao. Sua férmula pode ser expressa da seguinte forma.

flar,22) = (a—21)® + b(xy — 27)?,

onde assumimos a = 1 e b = 10. A curva da fungdo nos intervalos z; € (—2,2) e x5 €

(—1,5) pode ser observada na Figura 13.

51 v f(x1, x2)
~ 41
z 300
° 34
< 2] 200
1 .
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(a) Representagao 3d da fungdo de Rosenbrock (b) Mapa de calor da fungdo de Rosenbrock

Figura 13 — Fungao de Rosenbrock com @ =1 e b = 10. A funcao sera utilizada como a
média condicional de uma distribui¢ao de probabilidade Gama.

Para simular a relagdo entre um par de covaraveis e uma variavel resposta, foram
gerados dois vetores de 120 mil observagoes, X; e Xy, com distribuigdes uniforme(—2;2)

e uniforme(—1;5), respectivamente. Em seguida, foram sorteadas 120 mil amostras de

uma variavel aleatéria Y condicionada a 1, 3, sendo Y|xy, 29 ~ Gamal(1,5; f(;fm)).

Portanto para cada par amostrado de xy, x5 temos um valor y com distribuicao Gama

com média igual a f(xq,x2).



Capitulo 4. FEstudo de dados Simulados 31

Apébs a geracdo dos dados separou-se a amostra nos conjuntos de treinamento
(100 mil observagoes), validacao (10 mil observagoes) e teste (10 mil observacoes). Em
seguida uma rede neural com arquitetura relativamente simples foi treinada. A arquitetura
do modelo proposto possui duas camadas escondidas, a primeira com 10 neurdnios e a
segunda com 5, ambas com ativagdo RelLu, e uma camada de saida composta de um tnico
neurdnio e ativacao exponencial. A funcdo de perda escolhida foi o logaritmo do erro

quadratico médio e o otimizador foi o Adam.
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Figura 14 — Ajuste da Rede Neural. Resultados do conjunto de validagao. Em (a) temos o
otimizagao da rede ao longo das iteragoes. Em (b) temos uma representacao
da superficie gerada pela rede em func¢ao das covariaveis de entrada. A figura
(c¢) ilustra o valor observado pelo valor estimado, enquanto a figura (d) aponta
a média estimada pela rede em funcao da média real, dada pela funcao de
Rosenbrock.

A arquitetura simples da rede nao garante flexibilidade suficiente para o aprendi-
zado da média real geradora do conjunto de dados. Com a finalidade de obter um melhor
desempenho do modelo, sera realizado o procedimento de recalibracao local, usando o

espaco de entrada para localizar os vizinhos mais préximos.

Como a rede neural ndao ¢ um modelo probabilistico, e sim uma fungao que apro-
xima a média, é necessario assumirmos uma distribuicao de probabilidade inicial que sera
recalibrada. Essa distribuicao pode ser encontrada utilizando um modelo linear genera-

lizado (MLG). Os modelos lineares generalizados propostos por Nelder e Wedderburn
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(1972) flexibilizam a modelagem da varidvel resposta utilizando qualquer distribuicao da
familia exponencial. Portanto, ajustou-se um MLG utilizando o valor real de Y como
variavel resposta e o valor estimado pela rede § como variavel explicativa, assumindo que
Y|log(9) ~ exp(N). O modelo foi ajustado utilizando a fungao glm do pacote stats do R, o
resultado dos parametros ajustados estd indicado na Tabela 5. Vale destacar que a distri-
buicao assumida para Y foi propositalmente mal especificada para verificar a capacidade
da recalibracao uma vez que em problemas reais a distribuicao verdadeira dos dados ¢é

desconhecida.

Estimado FErro padrao valor t P-valor
Intercepto 0,264 0,02 12,98 <0,001
log(?) 0,984 0,006 158,20 <0,001

Tabela 5 — Resultado dos Parametros estimados pelo MLG ajustado de Y/ Y com os dados
de validagao.

Dessa maneira, para cada valor gerado pela rede neural temos uma distribuicao
de probabilidade exponencial(\) associada, onde o parametro A é estimado utilizando o

modelo linear generalizado. O fluxo para a estimacao de \ estd ilustrado na Figura 15.
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Figura 15 — Procedimento para a obtencao da distribuicao inicial que sera recalibrada

Agora o cenario ja esta montado para que o procedimento de recalibragao. O banco
usado para a recalibragao serda o mesmo utilizado para validacao da rede neural e ajuste
do MLG. Faremos a recalibracdo dos dados de teste seguindo os seguintes passos, para

cada observacao desse conjunto:

1. Realiza a previsao da média usando os pesos ajustados da RNA;
2. Encontra o A com o MLG assumindo distribuicao exponencial.

3. Para cada observagao da matriz de delineamento x do conjunto de teste, localiza as

observagoes do conjunto de validacao com distancia euclidiana de no maximo 0,71.
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4. Realiza, para os vizinhos selecionados, o procedimento de recalibracao definido na

secdo 2.2.3, com o tamanho de reamostragem igual a 1000.

Até agora, os vizinhos sempre foram escolhidos usando uma proporcao de vizi-
nhanca. Aqui o método de selecdo das observagoes mais préximas foi baseada na dis-
tancia maxima entre as observacoes do conjunto de validagao para cada observagao do
conjunto de teste. Essa abordagem foi escolhida por conta das fronteiras impostas aos
dados, observacgoes que se encontram nas bordas possuem um raio de vizinhanga maior
que o raio de observagoes centrais. A Figura 16 expoe, no painel (a), a superficie geradas
pelo modelo recalibrado. Para facilitar a visualizacdo e comparar as curvas geradas pelo
modelo com e sem recalibragao, os painéis (b) e (¢) mostram os residuos dos modelos com
e sem recalibracdo. E possivel perceber que houve uma diminuicdo no valor absoluto dos

residuos em praticamente todas as regides do espaco.

51 f(x1, x2)
4l '
300
3 B
X 21 200
1
100
0 J
-1 h r - - 0
2 -1 0 1 2
X1
(a) Mapa de espago do modelo recalibrado
51 — residuo 51 residuo
150 150
41 4
%] 100 %] 100
X 2 X 2
1 50 1 50
01 01
-1 T T T \ 0 -1 T T T — 0
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X1 X1
(b) Mapa dos residuos sem recalibragio (c) Mapa dos residuos recalibrados

Figura 16 — Modelo Recalibrado. Em (a) estd apresentado o mapa de calor do espago
gerado pelo modelo apés a recalibragdao. Em (b) identifica-se a diferenca entre
a média estimada pela rede neural e a média real (funcao de Rosenbrock). O
painel (c) exibe a diferenca entre a média estimada pelo modelo recalibrado
e a média real. Pode-se observar que a média real do modelo recalibrado é
melhor em todos os lugares do espaco

A capacidade de generalizagao do modelo recalibrado pode ser verificada usando
as 10 mil amostras separadas para teste. Comparando os painéis (a) e (b) da Figura 17,
nota-se que apos a recalibragao o modelo apresentou um desempenho de previsao melhor.

O painel (c) contrasta a divergéncia de Kullback-Leibler para cada observagao do conjunto
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de teste antes e depois da recalibragao. O quadro (d) apresenta o histograma das proba-
bilidades acumuladas antes da recalibracio. E possivel identificar que o modelo original
superestima a variancia. De acordo com a Tabela 6 houve uma melhora na divergéncia
média que caiu de 1,88 para 1,03 apds o procedimento de recalibracao. A mesma tabela
também aponta para uma melhora significativa na acuracia do modelo e indica uma leve
reducao da proporc¢ao de observacoes nao contidas no intervalo de confianca gerado por

cada um dos dois modelos.
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Figura 17 — Avaliacao do desempenho do modelo recalibrado no conjunto de testes. Em
(a) nota-se que o modelo ndo se comporta muito bem para algumas regices de
previsao. O ajuste em (b) funciona de maneira mais satisfatoria, possuindo
muitos pontos sobre a reta identidade, que identifica previsdes préximas a
valores reais. A figura (¢) mostra que houve uma melhora na previsao da
distribuicao dos dados em algumas regioes do espaco, porém a distribuicao
prevista piorou em outros lugares. A figura (d) mostra o histograma das pro-
babilidades acumuladas. Nota-se uma superestimacao na variancia do modelo

descalibrado.
Medida RNA  RNA recalibrada
Acuracia (EQM) 250,99 43,86
Kullback-Leibler médio 1,92 1,105
Cobertura 97,16% 94,91%

Tabela 6 — Comparagcao entre os modelos utilizando os dados de teste

A Tabela 6 confirma que a recalibracdo foi bem sucedida, levando a estimativas

mais acuradas e distribui¢ées mais proximas a distribuigao real dos dados. O histograma
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apresentado em 17d indica que o modelo neural superestima a varidncia real. Isso se
reflete no erro quadratico médio da rede e, consequentemente, faz com que os intervalos

de confianca de 95% capture mais de 95% das observagoes.

Intervalo Intervalo

¢« Nao Contém ¢ Na&o Contém

¢ Contém ¢ Contém

Figura 18 — Regiao de cobertura dos modelos. Os pontos em vermelho representam os
valores observados de y do conjunto de testes que nao foram capturados pelo
intervalo de confianga do modelo de 95%. O modelo original apresenta uma
percentual de cobertura maior que o modelo recalibrado, porém isso s ocorre
devido a uma ma especificagao, que superestima a variancia das previsoes.
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5 Conclusao e Trabalhos Futuros

Existem na literatura algumas técnicas para lidar com a limitacao da falta da
quantificagao da incerteza associada as previsoes das redes neurais. Este trabalho introduz
um novo método de recalibragdo em RNA, o qual se mostrou eficiente para a estimar os

intervalos de predicao.

Foram apresentados duas versoes de recalibracao, global e local, sendo a segunda
em geral mais efetiva. Foi nesse caso que a divergéncia de Kullback—Leibler entre a distri-
buicao de probabilidade das previsoes e a distribuicao real apresentou os menores valores
em todos os cendrios propostos. Isso indica que apds o procedimento ha uma melhor apro-
ximagao do processo gerador de dados. Além disso, avaliou-se a proporcao de intervalos
de predicao estimados que contém o valor observado para verificar se os intervalos gerados
cumprem as propriedades béasicas de cobertura. Outro ponto avaliado foi a acuracia do
modelo recalibrado. A recalibragao local levou a previsdes pontuais melhores em redes

neurais com arquiteturas nao muito complexas.

Em trabalhos futuros serd necessario avaliar o efeito da recalibracdo em modelos
mais complexos e computacionalmente mais custosos, assim como verificar se ha ganho
computacional ao ajustar a recalibracao em uma rede simples como alternativa aos mo-
delos de redes mais profundas. Outro ponto bastante interessante para ser estudado ¢é a
qualidade da recalibracao em cada camada da rede, tal qual o estudo das arquiteturas
que levam o conjunto de covariaveis a representacoes mais informativas nas camadas es-
condidas, potencializando a obtencao de melhores resultados pela recalibragao. Por fim,
a propria localizacao dos vizinhos também pode ser otimizada usando algoritmos mais

eficientes para o calculo das distancias entre os pontos.
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