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Resumo

O Calculo Lambda com Substitui¢oes Explicitas é uma expansao da gramatica do Calculo
Lambda proposto por A. Church na década de 1930. Multiplas implementacoes desse
calculo existem, umas delas é denominada A\,. Como demonstrado por K. Nakazawa, o
sistema A, é confluente. A demonstragdo ocorre pela construcao de uma relagdo entre
este sistema de reducoes e a propriedade Z. Este trabalho apresenta uma tentativa da
formalizacao dessa prova via assistente de provas Coq.

O céalculo A, é implementado neste trabalho expandindo o framework locally nameless
representation. Este framework foi introduzido por A. Charguéraud e traz uma nocao
mista entre a representacao com nomes e com Indices de De Bruijn. Ao longo do trabalho
é exposto que a formalizagdo nao pode ser concluida por estes meios pois, a nogao de
substituicao para as substitui¢oes explicitas do calculo A, difere da no¢ao de substituicoes
da meta-substituicao proposta pelo framework. Além disso, esta meta-substituicao fere o
Lema da Substituicdo em seu caso geral. Trabalhos futuros incluem a reimplementacao

da meta-substituicao e a conclusao da formalizacao via assistentes de prova.

Palavras-chave: calculo, lambda, substitui¢oes, explicitas, de bruijn, coq, locally, name-

less



Abstract

The Lambda Calculus with Explicit Substitutions is a grammar’s expansion of the Lambda
Calculus propounded by A. Church in the 1930s. Multiple implementations of this cal-
culus exist; one of them is named A\,. As demonstrated by K. Nakazawa, the \, is a
confluent system. The demonstration is done by relating this reductions system and the
Z property. This work explores this formalization through Coq proof assistant.

In this work, the A, calculus is implemented by an expansion of the locally name-
less representation framework. Introduced by A. Charguéraud, it brings a mixed notion
between the representation with names and De Bruijn Indexes. Through this work, it
is made clear that the formalization can’t be concluded by these means because the A,
calculus notion of substitutions differs from the notion for the meta-substitution pro-
pounded by the framework. Besides that, the meta-substitution does not apply to the
general case of the Substitution Lemma. The next steps include the reimplementation of

the meta-substitution and the conclusion of the formalization via proof assistants.

Keywords: calculus, lambda, substitutions, explicit, de bruijn, coq, locally, nameless
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Capitulo 1

Introducao

A tarefa de desenvolver software confidvel e seguro é muito dificil e é objeto de estudo
dentro da ciéncia da computagao. A crescente escala e complexidade dos sistemas moder-
nos, aliado a quantidade de demandas que os mesmos atendem e a quantidade de pessoas
envolvidas elevam o esforgo necessario para garantir-se correcao no produto final. Em
razao disso, cientistas da computacao desenvolveram técnicas para atender de maneira
satisfatoria tal interesse. Sao essas as técnicas de gerenciamento de projetos (e.g. Scrum,
DevOps), padroes de projeto (e.g., MVC, Plugin), técnicas de programagao (e.g., progra-
macao orientada & objetos, programagao funcional) e também técnicas matematicas para
validar propriedades a respeito dos programas [1].

Para a maior parte das aplicagoes, em especial aquelas orientadas a um negdécio, as
trés primeiras técnicas cumprem bem a sua fungdo de garantir o bom funcionamento do
software, atestado pela manutenibilidade do produto e pela satisfacao geral do usuario
final. O custo de adocao das mesmas é relativamente baixo por uma série de fatores, como
a rapida curva de aprendizagem, disponibilidade massiva de frameworks bem estudados
e estabelecidos, velocidade o qual as mesmas podem ser implementadas, dentre outros.
Contudo, ao olhar para o conjunto de software em que a plena correcao importa, tais
técnicas nao sao suficientes para garantir que estes software apresentem as propriedades
que deles se esperam. Nesse ambito, requer-se a formalizagao matematica como via para
indubitavelmente validar as proposi¢oes sobre os mesmos.

Os programas os quais a verificagdo formal é de interesse sao aqueles ditos de mis-
sdo critica. Tais quais a indisponibilidade, perda de dados, erros de calculo ou falhas
de processamentos trazem nao s6 prejuizos financeiros bem como sociais ou que podem
representar a quebra de uma organizacao. Como por exemplo: controladores de voo,
firmware de processadores, aplicativos online de bancos. Garantir que tais programas
funcionam passa por verificar matematicamente que as partes criticas dos mesmos aten-

dem as especificacoes e que as mesmas interagem da forma esperada com as demais. Isto



requer certa maestria em relagao a provas matematicas.

As provas matematicas podem ser resumidas a uma argumentacao logica e estruturada
de que uma proposi¢ao (ou propriedade) vale. O autor da prova utiliza de um sistema
logico e de um sistema dedutivo com regras pré-estabelecidas para escrever a argumenta-
¢ao a respeito do porqué uma proposicao ¢ valida. Todavia, até mesmo os matematicos
mais habilidosos podem cometer erros em suas argumentagoes, levando a inconsisténcias
em suas conclusoes. Para garantir a correcao, existem os assistentes de prova.

E sabido que a matemética alimenta a ciéncia da computacio, até mesmo pode-se
dizer que esta é uma area de matematica. Contudo, essa relacdo nao é unidirecional,
tendo a ciéncia da computagao contribuido para o campo da logica com a construcao de
ferramentas que auxiliam em provas matematicas. Sao estes os provadores automaticos
de teoremas (PAT) e os assistentes de prova. Os PATs tém aplicacdo limitada, recebem
como entrada uma proposi¢ao e por meio de alguma heuristica tentam decidir sobre a
mesma dentro de um limite tempo. Ja os assistentes de prova automatizam os passos
triviais enquanto necessitam de um operador humano para os demais passos. Nesta linha,
os assistentes tém um papel muito mais relevante na verificagao de provas (ou pelo menos
de uma ideia) do que na constru¢ao de uma prova do zero.

As provas via assistente ou PAT costumam ter credibilidade maior do que aquelas
feitas via argumentacao em papel e lapis. Todo o passo-a-passo é verificado frente ao
sistema dedutivo empregado, ou seja, nao ha saltos logicos tampouco aplicagoes incorre-
tas de regras. Exemplos de aplicagoes que tiveram suporte de assistentes de prova sao o
CompCert - Compilador Otimizado para C [2] e componentes da arquitetura de proces-
sadores RISC-V [3]. Além disso, em um ambito mais tedrico, a prépria formalizagao do
Teorema das Quatro Cores por G. Gonthier [1] e da Conjectura de Kepler por T. Hales
[0] foram feitas via assistentes de prova.

Um dos assistentes de prova populares é o Coq. Lancado em 1989, este utiliza-se do
Calculo de Construgoes Indutivas para verificar o passo-a-passo de uma prova [0]. Este
assistente é popular pois prové uma interface bastante amigavel para o desenvolvimento
de aplicacoes certificadas. Este assiste serd usado neste trabalho para formalizar o Célculo
Lambda com Substitui¢des Explicitas \,. Esta extensao do Célculo Lambda é simples e
descreve essencialmente o que ¢é o calculo com substituigoes explicitas.

Em trabalho desenvolvido por K. Nakazawa, o autor formaliza a propriedade da con-
fluéncia para uma série de extensdes do Célculo Lambda [7], dentre elas o Calculo A,. O
Célculo Lambda com Substitui¢coes Explicitas descreve uma expansao da gramatica do
Célculo Lambda proposto por A. Church que busca aproximar modelo teérico e imple-

mentacao [8][9][10]. O objetivo desse trabalho ¢ verificar via Coq o Lema da Confluéncia



do calculo A\, proposto pelo autor. Além disso, apresentar os principais desafios encon-
trados bem como aqueles inerentes ao processo.

Este documento daqui em diante organiza-se da seguinte forma: O Capitulo 2 expoe
a fundamentacao tedrica necessaria para a compreensao deste trabalho, desde deducao
natural, calculo-lambda e a variante com substitui¢oes explicitas, notagao de De Bruijn,
até uma se¢ao sobre o assistente de provas Coq. O capitulo 3 aborda o desenvolvimento
do trabalho em conjunto com as discussoes a respeito dos principais lemas. O capitulo
4 retoma as discussoes a respeito do desenvolvimento agora com enfoque nos pontos em
aberto e nos desafios encontrados. Por fim, o capitulo 5 conclui o trabalho repassando
por tudo aquilo discutido anteriormente. As demonstracoes relativas a confluéncia do
calculo A,, via assistente de provas Coq, podem ser encontradas em https://github.

com/nunesgrf/lx-confluence.


https://github.com/nunesgrf/lx-confluence
https://github.com/nunesgrf/lx-confluence

Capitulo 2
Fundamentacao Tedrica

Este capitulo abordara os conceitos e ferramentas necessarias para a compreensao integra
desde trabalho. A ideia é que as fundagoes para as discussoes das se¢Oes posteriores sejam
consolidadas e que também o leitor tenha um ponto de partida para se aprofundar nos
topicos aqui abordados. Este capitulo terd carater introdutoérios aos temas.

O capitulo divide-se em uma secao de fundamentacao sobre Deducao Natural. Segue-
se por um secao sobre Célculo Lambda com enfoque em Substitui¢bes Explicitas bem
como Indices de De Bruijn. Finalizando o capitulo, uma secdo sobre o assistente de

provas Coq, buscando apresentar o uso do mesmo em uma demonstracao simples.

2.1 Deducao Natural

Desenvolvido por G. Gentzen na década de 1930, deduc¢ao natural é um sistema dedutivo
que tenta se assemelhar ao raciocinio natural sobre proposi¢oes [11]. A partir de um
conjunto de féormulas infere-se uma nova férmula resultante seguindo um conjunto de
regras de inferéncia [12]. Esse processo pode ser expresso em uma arvore de dedugcio.
Cada transicao nos nos representa um sequente; dividido entre antecedente, a informacao
j& obtida, e consequente, o que se conclui a partir do antecedente. O conjunto de regras

de inferéncias variam conforme o sistema dedutivo.

antecedente; antecedentey ... antecedente,

(regra de inferéncia)
consequente

Os sistemas dedutivos possuem gramaticas préprias. A gramatica define o que sdo
termos e formulas a serem operados dentro do sistema dedutivo. Em deduc¢ao natural, a

gramatica é composta por termos, formulas definidas recursivamente em meio a operagoes



Termos  t:=z | f(t,... 1)
Formulas  f:=p(t,... . ) | LIfASIS= FISVIIf [Tl | Vaf

Tabela 2.1: Férmulas e termos da Logica de Primeira Ordem

e quantificadores. Esta gramatica pode ser visualizada na seguinte Tabela 2.1.

Uma regra de inferéncia determina que dado um conjunto de férmulas como hipétese,
outro conjunto de féormulas pode ser inferido. Qualquer interpretagdo que satisfaz a
hipotese também satisfaz a conclusao. A aplicacdo encadeada das regras é o que forma a
derivacao ou prova. A Tabela 2.2 detalha o conjunto de regras de inferéncia para deducao
natural.

Enunciando um lema com a notacao Ai, As, ..., A, b C, as n premissas ficam ao lado
esquerdo de F e a proposicao inferida ao lado direito. Para construir a demonstragao
de que o lema vale, é necessario construir a arvore de dedugdo valendo-se somente das
regras da tabela. Além disso, todas as hipdteses criadas nos ramos devem ser descartadas
utilizando algumas das regras que realize descarte. Ferir algum desses principios torna
a prova inconsistente e nao permite concluir a correcdo do lema. A seguir exemplos de

construgoes aplicando o sistema légico:

Exemplo. A+ B,B—-CFA—C

(A A— B
B—C B (=)
C (—>€)
A%C(%m
Exemplo. “AV B,A+ B
[-A]*

-AV B [B) B

B (\/e)b,a
Exemplo. - AV BFA— B
[-A]" [A"
N (_‘e>
— (L
~AVB [B]’ 5 ()
B (\/e>b,c
A%B('m



e A AP
S ) POV () T (M)
o] [¥]°
@ Y Vv '
oV ( l) oV (vi) VY XX X (\/e) U,V
o]
QZ p =9
o (=) u b (—e)
o]
Y Ty
= (~)u T (=)
[—el*
1 i
7 (L) 7 (PBO) u
sl /o] Vo
. v,
T (%) ol
onde xy nao ocorre em hipotese
nao descartada na prova de @[z /(]
ol /o]
ole/1] 3, '
3.0 (3:) - X X (Fe) u
onde zy é varidvel nova
(ue nao ocorre em Y.

Tabela 2.2: Regras de Inferéncia para Deducao Natural

2.2 (Calculo Lambda

Introduzido na década de 1930 por A. Church, o Calculo Lambda é a teoria nao tipada
de fungoes. Este descreve a nogao de funcao dentro de uma perspectiva computacional.

Uma funcao em Calculo Lambda é uma caixa preta que recebe um valor como entrada



e retorna uma saida. Como a funcao opera a entrada nao importa para a computacao,
restrito o fato que esta nao possui nenhum estado interno. Ha muito pouco definido a
priori no Célculo Lambda.

O Célculo Lambda possui somente variaveis, um forma de se construir fun¢ées e uma
forma de aplica-las. Nao ha tipos de dados, recursoes ou estruturas de controle. Tudo
deve ser de alguma forma codificado utilizando as ferramentas que se tem. De fato, é
possivel codificar qualquer computacao utilizando-as. Essa sintaxe pode ser expressa pela

seguinte gramatica:

Definicao 2.1. Gramdtica do Cdlculo Lambda
M = x| e.M | MM

A definicdo de uma funcao em Céalculo Lambda lembra bastante a notacao usual
algébrica. Assim como as fungoes algébricas, as fungoes lambda sao redefini¢des do valor
de entrada. Para exemplificar isto, suponha uma funcao Increment que recebe uma
entrada x e retorna este valor incrementado em um. Assumindo a definicdo de operagoes

matematicas, a codificagao dessa funcao pode ser expressa da seguinte forma:

Exemplo.

Increment == Av.x + 1
Ja uma fungao Sum que retorna a soma entre dois valores x e y pode ser codificada como:

Exemplo.

Sum = A x. \y.x +y

Agora supondo uma fungao Not que recebe como entrada um valor booleano - True ou
False - e retorna o contrario desde valor. Isso leva a outro tipo de raciocinio importante
para a compreensao do calculo. Calculo Lambda nao possui definicdo de valores True e
False. Portando, é preciso antes de tudo defini-las. E possivel entender True como funcéo
que decide entre dois valores, sempre escolhe o primeiro em detrimento do segundo. False,

por sua vez, sempre escolhe o segundo. Isto leva as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.2. Valores booleanos no Cadlculo Lambda.

True == Ax.\y. x
False .= \x. \y. y

Existindo defini¢oes de True e False permite-se definir Not conforme a especificagao.

Uma possivel definigao é:



Definicao 2.3. Operador Not
Not := Ax. x False True

No Calculo Lambda, a aplicacao ocorre pela disposicao de dois termos lado-a-lado,
onde o da direita é argumento para o termo da esquerda. Percebe-se que Not vale-se
da definicao dos valores booleanos, que na origem também sao fungoes, para a propria
construcao. Recebendo como entrada um valor booleano x, a fungao Not retorna o valor
semanticamente contrario. Uma vez que esse valor de entrada é operado conforme a
defini¢do, o resultado esperado é obtido. E possivel visualizar isso na seguinte aplicacao
utilizando True como entrada (E facil verificar que False como entrada também produz

a salda correta):

Exemplo.
Not True expandindo a definicao de Not
(Ax. x False True) True aplicando True
True False True expandindo a definicio do True mais a esquerda
(Ax.\y. x) False True aplicando False e True respectivamente
False

No célculo lambda, as variaveis podem ser classificadas entre livres e ligadas. Sempre
que uma variavel esta atrelada a uma abstragao e ocorre no corpo daquela abstragao esta
é dita ligada. As demais sdo ditas livres. Seguindo esta definicdo, uma variavel por si
sO é sempre considerada uma variavel livre, e em uma aplicacao o conjunto das variaveis
livres é a uniao das variaveis livres das duas partes. O conjunto das varidveis livres pode

ser definido formalmente pela funcao F'V(¢) onde ¢ é um termo lambda:

Definicao 2.4. Conjunto de varidveis livres de t.

{t} t varidvel,
FV(t) = FV(M) — {t} t = Ao.M,
FV(M)UFV(N)  t=MN.

Exemplo. Varidvel x.

FV(z) ={z} trivialmente.



Exemplo. \y.x x y

FV(Ayx zy)=FV(z zy) —{y}
= FV(x)UFV(zy) —{y}

= {7}

Exemplo. (A\z. y)(Az. z x)

FV((Az. y)(A\z. z z)) = FV(Az. y) U FV(Ax. z x)
= (FV(y) = {z}) U(FV(z x) — {z})

={y, 2}

2.2.1 Alfa-conversao

Considere dois termos lambda M := Az. x e N := \y. y. Tais funcoes recebem como
argumento um valor e retornam-o. Dado que M e N representam a mesma funcao
identidade, a escolha da variavel na abstracao lambda nao realmente importa. Diz-
se entao que M e N sao alfa-equivalentes. Mais concretamente, dois termos sdo alfa-
equivalentes quando estes diferem apenas pelo nome da variavel ligada. O processo de
conversao entre dois termos alfa-equivalentes é nomeado alfa-conversao.

Apesar de M e N serem alfa-equivalentes, as variaveis x e y por si s6 nao sao alfa-
equivalentes. Por nao estarem ligadas a abstracoes lambda, sdo variaveis livres. Quando
a alfa-conversao é aplicada sobre uma abstragao, esta somente renomeia as ocorréncias de
variaveis vinculados a mesma abstragao. A alfa-equivaléncia ndo existe entre dois termos
quando a conversao resulta na captura da variavel por outra abstragdo lambda. A seguir

exemplos de termos alfa-equivalentes e nao alfa-equivalentes.

Exemplo. =, denota igualdade modulo alfa-conversao, a alfa-equivaléncia.



M.+ 1=, Ay. y+1 Este caso € trivialmente alfa-equivalente.

AL AL =4 Ay AT Conversdo da varidvel da abstragdo mais a esquerda.
AT AT.T Fo ANy ATy A conversao resultaria na captura da varidvel y.
ALY Fo AY Y.y Pelo mesmo motivo do exemplo anterior.

2.2.2 Substituicoes e Beta-reducao

Denotada por (Az. t)s —p t[z := s|, a beta-reducdo é a operagao que reduz a aplicacao
(Ax. t)s para o termo t[zr := s], por sua vez, t[r := s] representa o termo t onde as
ocorréncias livres de x sdo substituidas por s. A beta-reducao é essencialmente a operagao
que corresponde a um passo computacional. Quando nao é possivel aplicar a beta-reducao
sobre um termo diz-se que este alcancou a forma normal. E possivel a existéncia de
multiplas beta-redugoes para um termo mas no maximo uma forma normal. De fato,
essa propriedade é consequéncia da confluéncia do Calculo Lambda.

A propriedade da confluéncia no Calculo Lambda enuncia que se existem duas ou mais
beta-reducgoes distintas sobre uma aplicagao, entao existe um termo comum nas cadeias
de redugoes. Isto garante que qualquer que seja a heuristica que determina qual a préxima
reducao dentre as possiveis, o resultado sempre serd o mesmo. O exemplo abaixo mostra
aplicagoes sucessivas de fungoes identidade com a variavel a e como a escolha do caminho

das reducoes é indiferente para o resultado final.

Az z (\y. y) a)

A primeira vista é razodvel concluir que sempre a forma normal fard parte da intersec-
¢ao entre dois caminhos de beta-redugoes. A forma normal é o termo o qual ndo ha mais
redugoes possiveis e para onde todos os caminhos deveriam convergir. Contudo, nem sem-
pre é possivel alcangar a forma normal. Isto ocorre quando os passos de reducao levam
a um termo previamente alcancado. Gerando assim um lago infinito de beta-redugoes.
O termo Q := (Az. zz)(Az. zx) é um exemplo de aplicacdo que nao pode ser reduzida

a uma forma normal. Resolvendo a aplica¢ao, o resultado é o préprio €2. Por si s6, este
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termo nao tem grandes utilidades, mas este, associado a outras construgoes, codifica a
noc¢ao de recursao no Calculo Lambda.

O conceito de substituicao implicito até entdo neste documento é que as substitui¢oes
funcionam como uma busca textual. As substitui¢oes performadas até o momento foram
simples o suficiente para que esta heuristica de substituicao funcionasse. Todavia, existem

uma colegdo de casos onde esta falharia. Considere as seguintes redugdes:

Exemplo. (Aa.Aa. a)(A\b. b) —5 (Aa. a)a := Ab. b

Se a substituicio € aplicada textualmente sobre o termo a ser reduzido, entao o resultado
seria Aa.\b. b. O que estd efetivamente incorreto. Basta interpretar que este termo
¢ na verdade uma fungdo que recebe um argumento, ignora-o, e retorna uma func¢ao
identidade. O modo como a substituicao € feita deve levar em conta a qual abstracao

cada varidvel estd ligada.

Exemplo. (A\z.\y. z)(Az. y) =5 (\y. 2)[y := Az. y]

Similar ao caso anterior, uma substituicao direta levaria resultaria em uma interpre-
tagdo incorreta da regra. Substituindo z por Ax. y resultaria na varidvel y capturada
pela abstracao. Hda uma colisdo de nomes entre os termos, antes de aplicar a regra o
termo Ay. z deve passar por uma alfa-conversdo. Fste tipo de raciocinio deve estar

sistematizado nas regras de substituicao.

A funcao de substituicao deve substituir todas as ocorréncias livres em um termo. A
definicdo desta funcao deve ser feita analisando a estrutura do mesmo. Desta forma, é
possivel construir uma defini¢do que evita a captura de variaveis e que vale-se do conceito
de alfa-equivaléncia. Especialmente quando o termo o qual se aplica a substituicao é uma

abstracao. Isto leva a seguinte definicao:

Definicao 2.5. Regras de substituicao do Calculo Lambda

e Ae.M)[z:=E]=Xe.M
e NyM)[x:=FE]=\y.Mx:=FE]),y#zey¢ FV(E)

Caso seja o termo seja uma variavel, a resolugao ¢é direta, dependendo apenas da
igualdade entre esta variavel e o termo a ser substituido. No caso da aplicacao, apenas

propaga-se as substitui¢des sobre ambas as partes. A abstragdo, por sua vez, divide-se
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em duas partes: O termo a ser substituido ser a variavel ligada a abstracdo e quando este
¢é possivelmente uma variavel livre no corpo desta abstracao.

No caso da substituicao da variavel ligada, a substituicao cessa. Esta nao ocorre
livremente dentro do corpo da abstracao. Logo, nao héa substitui¢coes a serem aplicadas.
No caso da variavel livre, é necessario que a variavel ligada ao corpo da abstragdao nao
seja livre no termo introduzido pela substituicdo. Caso venha a ocorrer, basta aplicar a

substituicdo em um termo alfa-equivalente ao termo alvo da substituicao.

2.2.3 Teorema de Church-Rosser

O Calculo Lambda pode ser lido como um sistema de redugoes abstrato; os passos de
computacao do calculo sao beta-reducdes. A nocao de confluéncia existe entdo para
o Célculo Lambda. De fato, o Teorema de Church-Rosser estabelece a confluéncia do
calculo[13]. Por consequéncia direta, se um termo possui uma forma normal, entdao esta
¢é Unica.

Ao reduzir termos lambda, essencialmente, sdo possiveis duas estratégias de reducao.
A primeira, por valor, prioriza por reduzir os argumentos da aplicacdao. Ja a segunda,
por nome, busca protelar ao maximo a redugdo dos argumentos. Tais tipos de reducgoes
podem parecer abstratas demais mas, a redugao por nome é utilizada para implementar
o conceito de laziness em linguagens de programagao como Haskell [11]. Isto evidencia
um pouco da relevancia do estudo sobre a Confluéncia no Calculo Lambda.

A estratégia de reducao por nome mais permissiva do que a por valor [15]. Redugoes
por valor podem gerar lagos no processo de reducao. Se um lago ocorre, ainda existem
redugoes pendentes porém, nao ha como obter a forma normal por aquela estratégia. Isto

pode ser visto no seguinte exemplo com operador Q = (Az.xx)(A\r.zz).

(Az.\y. y) Q

\

O ramo mais a esquerda reduz para a forma normal em um passo utilizando a reducao
por nome. Para esta estratégia, nao importa o valor de ) até este seja necessario. O
argumento () é descartado pela abstracao lambda. Resultando na fun¢ao identidade. O

ramo mais a direita pode ser reduzido indefinidamente. Como exposto na secao 2.2.2,
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o operador €2 reduz para si préprio. Neste caso, a cadeia de redugoes por valor jamais

termina.

2.2.4 Substituicoes Explicitas

A regra beta é responsavel por disparar o processo de substituicao. Apesar de a substi-
tuicdo ser bem definida, o processo da beta é definido informalmente e ocorre no meta-
calculo, ou seja, nao estao formalizadas na gramatica do calculo. Isto leva a alguns proble-
mas praticos, a correspondéncia entre teoria e implementagao torna-se nao-trivial. Dado
que as substitui¢oes nao fazem parte da gramatica do calculo, a operacgao é teoricamente
feita de forma automaética. Tornando uma implementacao fiel e correta do calculo muito
complexa. Em razao disso, inclui-se formalmente as substitui¢des no Calculo Lambda.
O Calculo Lambda com Substituicoes Explicitas é uma expansao da gramatica do
Célculo Lambda original. As substitui¢oes deixam de fazer parte do meta-calculo e agora
estdo explicitamente codificadas na gramatica. Isto leva a algumas mudancas em como
estas sao operadas. Sendo assim, a graméatica original do Calculo Lambda é expandida

com um novo construtor:

Definicao 2.6. Gramdtica do Cdlculo Lambda com Substituicoes Explicitas
M = x| Xe.M | MM | M{x:= M)

Assim como no Célculo Lambda original, as substituigoes (explicitas) necessitam evi-
tar a captura de varidveis mas agora com as substituicoes sendo um termo. Agora a
beta-reducao é feita em diversas etapas. A ideia geral ao definir explicitamente as substi-
tuicoes consiste em ter uma regra que dispara a simulagao da beta-reducao, seguida de um
conjunto de regras que completa essa simulacdo. Existem diversas formas de concretizar
essa simulacdo. Em outras palavras, existem diversos Célculo Lambda com Substitui-
¢oes Explicitas [16][17][18][19]. O exemplo mais simples neste contexto é conhecido como

Az[20]. As regras de substituigdo deste podem ser definidas como:
Definicao 2.7. Regras de substituicio de A\,

e (Az. t)N =4 t(x :=N)

e z(xr:=N)—> N

s Ylo:=N) =y, y#u

o (t1 to)(z:=N) = t1(x := N) to{x := N)

e (A\y. t)(z:=N) = My.(t{x:=N)), y#xz ey ¢ FV(N)
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2.2.5 Indices de De Bruijn

Como visto anteriormente, certas abstracoes lambda expressam a mesma fun¢ao mesmo
os termos diferindo sintaticamente, mas sdo termos alfa-equivalentes. Contudo, com va-
riaveis definidas explicitamente, definir uma implementacao de substitui¢bes matematica-
mente correta torna-se complexo. Existem outras formas de expressar variaveis diferentes
da abordagem apresentada até aqui. Uma forma conveniente é utilizando Indices de De
Bruijn.

Indice de De Bruijn trata-se de uma notacio em que as varidveis de um termo sao
substituidas por niimeros naturais. Cada ntimero, ou indice, representa a posicao relativa
da variavel para com sua abstracao. Desta forma, quaisquer termos que codificam uma
mesma fungdo f qualquer serdo exatamente idénticos. Esta representacao permite a
implementagao do calculo desconsiderar a renomeacao de varidaveis uma vez que termos
alfa-equivalentes tém representacao tinica.

As varidveis livres por sua vez, sao mantidas por um contexto. O contexto mapeia
estas variaveis para um indice. Estas sdo representadas na estrutura dos termos pelo
indice associado adicionado pelo nivel de abstracao a qual a variavel livre encontra-se.

Alguns exemplos de uso desta representacao sao:

Nomes De Bruijn
Ar.x A0 A posicao relativa de x para com a abstragao é 0.
AT AY.y AA0 Apenas y tem um indice correspondente.
AT Ay AN A posicao relativa de x para com a abstracao é 1.
(Az.zz)(Az.zx) | (A00)(NOO) Os 0s representam variaveis diferentes.
Az.(Ay.zyz)xyz | A(A102)021 Considerando o contexto [z, y].

Tomando o exemplo com Indices de De Bruijn AA1. Supondo a seguinte substituico
(AA1)[1 := (0 1)]. Uma substitui¢do puramente textual resultaria em um termo AA01 onde
as variaveis livres foram capturadas pelas abstracoes. A substituicdo de forma correta
deve evitar isto modificando os indices. Para isso, é necessario definir uma funcao auxiliar

de incremento dos indices:

Definigao 2.8. [2//Fung¢do shifting de incremento

t t <1,
t indice,
: t+1 t>1
(1) = A
AT (M) t =AM
MO () t=MN
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O valor i na defini¢do de 1% é o valor de marcacdao para quais indices devem ser
incrementados naquele nivel de abstragao. Este valor é inicialmente 0 e é incrementado a
medida que encontra-se outras abstra¢oes no corpo. Valendo-se desta definicao, é possivel

definir as regras de substituicao:
Definicao 2.9. [21]Substituicées com Indices de De Bruijn
e ii:=FKE]=F
e jli=E]=j, j<i
e ji:=El=j—-1,j>1i
e (MN)[i:=E]=M][i:=E] N[i :=E|
« (AM)[i = E] = AM[(i + 1) == 1° (E)]

E digno de nota que ao entrar no corpo de uma abstracio, a varidvel a ser substituida
¢ incrementada em um. Isto tem como objetivo manter a substituicao sobre a mesma
variavel, ja que o indice de uma varidvel é relativo e varia conforme o nivel da abstragao.
Com esta nova defini¢do, é necessaria uma beta-reducao correspondente. Esta pode ser

expressa da seguinte forma:

Defini¢ao 2.10. /1] Beta-redugio com Indices de De Bruijn

(AM)N —5 M]0:

I
=

Exemplo. (A1)(0 1)

(AAD)(0 1) =5 (A1) [0:=0 1]

= A1[1:=1° (0 1)]
= A[1:=12]
— A1 2

Exemplo. (A1 2)1

(AAL 2) 1 =4 (AL 2)[0 := 1]

(1 2)[1 =1 (1)])
(11 = 2) 2[1:=2))
21

B
A
A
A
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A representacao com Indices de De Bruijn adiciona um nivel de complexidade maior
ao calculo. Lidar com o incremento dos termos nao é uma tarefa simples. Todavia, os
indices permitem a adog¢ao de um raciocinio sistematico sobre os termos lambda. Nao ha
mais necessidade de lidar com nomes e compreender as equivaléncias entre termos. Dado
isto, os indices de De Bruijn sao comumente utilizados na implementacgao e na construgao

provas em assistentes automatizados. Sendo assim, uma grande adi¢ao a este trabalho.

2.3 O Assistente de Provas Coq

Esta secdo tem como objetivo fundamentar sobre o basico do assistente de provas Coq.
Assistentes de prova podem ser complexos a primeira vista. A ideia é que o leitor conclua a
leitura entendendo a dindmica do assistente, ao menos o suficiente para a compreensao do
desenvolvimento do trabalho, e com boas referéncias caso tenha interesse em aprofundar-
se. Uma prova simples em Coq sera apresentada e discutida como forma de introduzir o
assistente ao leitor leigo.

A prova a ser discutida nesta capitulo é a correcao do algoritmo Mergesort. A escolha
deste algoritmo se da ao fato de ser um problema amplamente conhecido, removendo
assim uma possivel barreira na compreensao da prova. Para fins de simplicidade, sera
considerada uma versao simplificada do Mergesort que lida apenas com niimeros naturais.
Mais a frente o algoritmo sera definido formalmente.

O Mergesort recebe como argumento uma lista de niimeros naturais e retorna uma
versao ordenada da mesma. O algoritmo realiza esse procedimento valendo-se da técnica
divisdo-e-coquista. Antes de aferir a correcao do algoritmo é preciso definir o que é a
correcao. Qualquer algoritmo de ordenacao é correto se para uma lista [ de entrada, o
resultado é uma lista ordenada e uma permutacao de [ [22]. Verificar estas duas proprie-
dades permite concluir a corre¢cao do Mergesort.

A construgao de uma prova é uma tarefa incremental. Ao longo da prova, é necessério
construir pequenas outras provas que combinadas concluem o objetivo maior. Para o
caso do Mergesort, tendo a definicdo do que é a correcao e com objetivo de atender as
propriedades citadas anteriormente, é necessario definir o que é uma lista ordenada. Uma
boa estratégia é definir os construtores de lista e em seguida analisar caso a caso para

definir ordenacao:

Definicao 2.11. Lista de naturais

nil

cons(n,l"), sendo n natural, e l' lista
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Inductive natlist : Type :=
| mil
| cons (n : nat) (I : natlist).

Tabela 2.3: Definicao de lista de naturais em Coq.

Por questao de simplicidade, é utilizada a notagdo n :: [ que representa uma lista com
cabeca n e cauda [. Similarmente, x :: y :: [ representa uma lista onde = e y sdo os dois
primeiros elementos da lista e [ é a cauda. J4 representando uma lista unitaria [z], a
notacao é x :: nil. Esta notagdo torna mais facil a leitura do que utilizando o construtor
cons(1, cons(2, cons(3, nil))) para representar [1,2, 3], por exemplo.

A partir do construtor de lista é possivel definir regras de inferéncias a respeito da
ordenacao da lista. E razodvel concluir que listas vazias e unitérias sio inerentemente
ordenadas. Esses sao axiomas de base para a definicdo de ordenacdo. A partir disto,
supondo uma lista y :: [ ordenada e x tal que z < y, entao x :: y :: [ também é uma lista

ordenada. Tais conclusdes podem ser expressas via as seguintes regras de inferéncia:

Definigao 2.12. Regras de inferéncia sobre ordenacao de listas

——————— (nil_sorted
sorted(nil) (mil-sorted)

_sorted
sorted(n :: nil) (one-sorted)

x <y sorted(y:1)

ll_sorted
sorted(x :y 1) (all_sorted)

Inductive sorted : list nat — Prop :=

| nil-sorted : sorted nil

| one-sorted : V¥ n:nat, sorted (n::nil)

| all_sorted : ¥V (z y: nat)(l:list nat), sorted(y == 1) - =z < y — sor-
ted(m::y::1).

Tabela 2.4: Regras de inferéncia para ordenacao de lista de naturais em Coq.
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A partir desta primeira definicdo é possivel extrair alguns resultados interessantes
para a continuidade da prova. O objetivo é construir as bases para uma prova simples
mais a frente. Estes resultados nao dizem respeito ao algoritmo mas sim ao predicado de
ordenacao definido anteriormente.

Os lemas a seguir sao provados a partir da indugao sobre a estrutura de lista. Consideram-
se as formas em que uma lista pode existir segundo a definicdo. Conforme esta, a lista
pode ser vazia e também um objeto composto por cabega e cauda, esta por sua vez, outra
lista. Se a propriedade vale para ambos os casos, entao vale como um todo.

Algumas das arvores de deducéo a seguir utilizam propriedades bem conhecidas sobre
inteiros ou sobre proposicoes légicas por questao de simplicidade da prova. O objetivo é
somente apresentar a relacao entre as arvores de deducao e a prova em Coq. Mesmo nao
atendo-se ao formalismo completo, a prova em Coq também esta presente. Demonstrando

que as propriedades valem.

Lema 2.1. Se a :: | é uma lista ordenada, entdo | é uma lista ordenada.

e [ =mnil
————— (nil_sorted
[sorted(a :: nil)]*  sorted(nil) (r/l\l sorted)
sorted(a :: nil) A sorted(nil) ()
sorted(nil) ‘
sorted(a :: nil) — sorted(nil) (=)
e l=xl

[sorted(a :: x : 1")]"
— (all_sorted)
a <z A sorted(zx :: 1)
7 (Ae)
sorted(z :: ')
sorted(a :: x : ') — sorted(x :: ')

<_>z')a

Lemma tail_sorted: V I a, sorted (a :: 1) — sorted I.
Proof.

intros.

induction [

- apply nil_sorted.

- inversion H. subst.

assumption.

Qed.

Tabela 2.5: Prova do Lema 2.1 em Coq.
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Definigao 2.13. le_all : x <,l:=Vyel, z <y

Lema 2.2. Sea <, el é uma lista ordenada, entdo a :: | é uma lista ordenada.

e [ =mnal

_sorted
la <, nil — sorted(nil)]* sorted(a :: nil) (one_sorted)

a <, nil — sorted(nil) — sorted(a :: nil) (=)
e =zl
[a <, x U A sorted(x :: 1)) N\
a<,x:l Det. 9 1; ) l[a <,z 1 A sorted(z :: 1')]" .
a<zx (Def. 2.13) sorted(z :: 1) (7o)

(Ai)

a < x A sorted(z :: 1)

1l_sorted
sorted(a :: z :: 1) (all_sorted)

a <, x:l' Asorted(x :: 1) — sorted(a :: x :: ')
a<,x:l — sorted(x :: I') — sorted(a :: z :: ')

<_>z' ) a
(equivaléncia)

Lemma le_all_sorted: V | a, a <=* | — sorted | — sorted (a :: 1).
Proof.
intros.
induction L
- apply one-sorted.
- apply all_sorted.
-+ assumption.
+ unfold le_all in H. apply H. apply in_eq.
Qed.

Tabela 2.6: Prova do Lema 2.2 em Coq.

Lema 2.3. Sea::b:: 1 é uma lista ordenada, entao a :: 1 é uma lista ordenada.

e [ =mnal

_sorted
sorted(a b nil)]* sorted(a s mil) oY

sorted(a :: b :: nil) — sorted(a :: nil)

i)a
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[sorted(a :: bz 1)]"
a <bAsorted(b:: x:: 1)
a<b

(all_sorted)

(Ae)

[sorted(a :: bz 1)]*

a < bAsorted(b:: x:: 1)

(all_sorted)

Ne
sorted(b :: x :: 1) ()

Il_sorted
b <z Asorted(z :: ') (all_sorted)

()

a<bANb<zx

a<zx

(transitividade)

Va:
[sorted(a :: b x 1)

a < bAsorted(b:: x:: 1)

(all_sorted)

N)e
sorted(b :: z :: 1) (")
— (all_sorted)
b <z Asorted(x :: ") ()

sorted(z :: 1)

vV, Y,
a < x A sorted(x :: 1)

(A)i
(all_sorted)

<_>i)a

sorted(a :: x :: 1)

sorted(a :: bz 1) — sorted(a :: x 2 1)

Lemma sublist_sorted: ¥V | al a2, sorted (al :: a2 :: 1) — sorted (al :: ).

Proof.
intros.
induction [
- apply one_sorted.
- inversion H; subst.
inversion H2; subst.
apply all_sorted.
-+ assumption.
+ apply Nat.le_trans with a2; assumption.
Qed.

Tabela 2.7: Prova do Lema 2.3 em Coq.

Lema 2.4. Se a :: | é uma lista ordenada, entdo a <, [.

Diferente dos lemas anteriores, a prova deste lema depende da hipdtese de inducio. A

especifique o passo indutivo.

estratégia utilizada nao permite que o objetivo da prova seja construido sem o uso desta

hipotese. Para definir a hipotese de inducao, basta criar uma regra de inferéncia que
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sorted(x :: ')

H.I.
e [ =mnil
By(y €a=nil Aa <)) _
— (PB
[sorted(a :: nil)]" a <, nil (PBC),
%i)a

sorted(a :: nil) — a <, nil

[sorted(a :: @ 1")]*
[sorted(a :: x :: )] a < x A sorted(z :: ')
— (all_sorted) ;
a < xAsorted(x :: ') sorted(z :: ')
a<uw () <, Il

(all_sorted)

(Ae)
(H.L)

(Def. 2.13)

a<,xz:l

—i)a
sorted(a:::z:::l')—)ag*x::l’( )

Lemma sorted_le_all: V | a, sorted(a :: ) = a <=* L
Proof.
induction [
- intros. unfold le_all. intros. simpl In in HO. contradiction.
- intros. unfold le_all. intros. simpl In in HO. destruct HO as [HI |
+ subst. inversion H; subst. assumption.
+ apply sublist_sorted in H. apply [Hl; assumption.
Qed.

Tabela 2.8: Prova do Lema 2.4 em Coq.

Definida a ordenacao e obtidos alguns resultados interessantes, é preciso também
definir o significado de permutagao. Esta também é condicao necessaria para aferir a
correcao de qualquer algoritmo de ordenagao. Permutagao de uma lista pode ser expressa
como um arranjo dos elementos pertencentes a uma lista. Dadas duas listas [ e ¢, se o
numero de ocorréncias de qualquer elemento em [ é igual em ¢, entao [ e t sao permutacoes
entre si. Isto é, u; := [1,4,2,2] é uma permutagao de us = [1, 2,4, 2] pois cada elemento de
Uuo aparece exatamente o mesmo nimero de vezes em u;. Isto permite definir o predicado

de permutagdo como:

Defini¢ao 2.14. Duas listas | et sdo ditas permutagoes se ¥n, num_oc(n,l) = num—_oc(n,t).
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0 [ = nil,
num_oc(n,l) = { num_oc(n,l') + 1 l=a:l'en=a,

num_oc(n, 1) l=a=l'en+#a

Fixpoint num-oc n l :=
match [ with
| nil = 0
| hootl=
if n =7 h then S(num_oc n tl) else num-oc n tl
end.

Tabela 2.9: Definicao em Coq da fungao de contagem de ocorréncias de n em (.

Definition perm [ I’ :=V n:nat, num-oc n | = num_oc n I’.

Tabela 2.10: Definicao de permutagao em Coq.

Lema 2.5. A permutacao € reflexiva.

[perm 1 1]*
(Def. 2.14)
num_oc(n,l) = num_oc(n, ) _
T (tautologia)
—i)a
(permll)—>T( ) .
(tautologia)
perm 11
Lemma perm-—refl: ¥ I, perm [ [
Proof.
intro [. unfold perm. intro. reflexivity.
Qed.

Tabela 2.11: Prova do Lema 2.5 em Coq.

As provas em Coq por vezes divergem da prova em papel e lapis. Isso é devido a
expressividade de um método sobre o outro dados os diferentes contextos. Para propri-

edades simples, a prova em papel e lapis é mais agil em razao de todo o conhecimento
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prévio que o autor carrega em si mesmo. Isto inverte-se quando a prova torna-se com-
plexa e por vezes o autor carrega somente uma ideia da prova e nao uma fundamentagao
completa. Neste quesito, Coq ou qualquer outro assistente de provas permite o autor
um maior controle sobre premissas e objetivos da prova. Todas estas dispostas para a
visualizacao do autor.

E importante notar que a prova via drvores de deducdo natural dos lemas seguintes
seriam demasiadamente grandes e nao configuram o objetivo deste trabalho. A base para
a compreensao do trabalho pode ser obtida com os exemplos até o momento apresentados.
Para uma eventual necessidade de aprofundamento, o leitor pode buscar as referéncias [12]
[22][23]. Dito isso, nos lemas seguintes somente uma ideia sobre a prova e a formalizacao

desta em Coq serao expostos.

Lema 2.6. Dadas duas listas Iy, lo e um n qualquer, onde Iy H# 1l denota a concatenagcao

das duas listas, num_oc(n, Iy H1ls) = num_oc(n, 1)+ num_oc(n, 12).

A prova desse lema pode ser alcancada aplicando inducao sobre a estrutura de l;. Com
isto, dois casos a se provar aparecem: lista vazia e lista nao-vazia. O caso da lista
vazia € trivialmente verdade. O outro caso depende da andlise sobre a igqualdade entre a

cabeca de l; e um n arbitrdario. Cada um desses sub-casos gerados também € trivialmente

resolvivel.

Lemma num-_oc_append: ¥ n 11 12, num_oc n l1 + num_oc n 12 = num_oc n
(i1 ++ 12).
Proof.
intros. induction I1.
- simpl num-oc. trivial.
- simpl. destruct (n =7 a).
+ rewrite < IHI1. apply Peano.plus-Sn_m
+ assumption.
Qed.

Tabela 2.12: Prova do Lema 2.6 em Coq.

Definidas as fundagoes para a prova do algoritmo é necessario de fato definir o que é
o algoritmo. Esta etapa em Coq passa por, assim como em papel e lapis, pela escrita do
algoritmo. E importante que o algoritmo esteja bem definido pois a definicdo serd usada
diretamente na prova. Quando definido um algoritmo recursivo em Coq, o assistente
exige a verificacdo de que a recursao deste algoritmo esteja bem definida: é necessaria
uma condi¢ao de parada e que cada chamada recursiva adicional deve aproxime-se da
condicao de parada.

Algoritmos de divisdo-e-conquista utilizam da estrategia de quebrar o problema ori-

ginal em problemas menores e combinar as solugoes. Esta abordagem parte da premissa
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que resolver problemas menores é mais simples que atacar o problema inteiro de uma vez.
Esta técnica pode ser aplicada em problemas que podem ser quebrados em subproblemas
e onde estes nao se intersectam [24]. Apoés isso, os subproblemas devem ser combinados
via uma func¢ao auxiliar.

O Mergesort divide recursivamente a lista de entrada até o ponto em que os subpro-
blemas sejam listas vazias ou unitarias. Conforme a defini¢do 2.12, as ordenacoes destas
listas sao trivialmente resolviveis. A combinacao dos resultados é onde a complexidade
do algoritmo acontece. Dadas duas listas ordenadas, ambas sao combinadas comparando
as cabecas das listas e retornando uma lista construida a partir da menor cabeca e, recur-

sivamente, a combinacao do restante. Esse comportamento é implementado pela fungao
MERGE abaixo.

Definicao 2.15. funcio MERGE auxiliar de combinacao de resultados.

Algorithm 1: MERGE
Data: p,n : Sorted lists

Result: Sorted merge of p and n

Jun

if p =nil or n = nil then
2 return p H1n

3 else

4 if head(p) < head(n) then

5 ‘ return head(p) :: MERGE(tail(p), n)
6 else

7 t return head(n) :: MERGE((p, tail(n))

Lema 2.7. Se p esta em MERGE(ly, 1), entao p estd em Iy ou ls.

A ideia parte por verificar que o algoritmo em sua saida sempre vai inserir os elementos
analisados. E necessdrio sempre olhar o estado da lista nas chamadas recursivas. A
verifica¢do desta propriedade pode ser feita aplicando indugao sobre MERGE(ly, ls).
Haverdo entdo trés grandes casos a se provar. O primeiro, quando uma das listas é

vazia, € trivialmente alcancado. Os demais dependem da hipotese de inducao para serem

concluidos.

Lema 2.8. Dadas listas |y e lo, MERGE(ly, l3) € uma permutagio de ly +ls.

A prova desde lema pode ser alcancada por indugio sobre MERGE(ly, ls). A cons-
trugao € muito similar ao lema 2.6 exceto que, num primeiro passo, considera-se a

implementacao de MERGE para a geragdo dos casos.
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Lemma merge-in: V y p, In y (merge p) — In y (fst p) V In y (snd p).
Proof.
intros. functional induction (merge p).
- right. unfold snd. assumption.
- left. unfold fst. assumption.
- simpl in H. destruct H as [HI | H2].
+ left. unfold fst. unfold In. left. assumption.
+ destruct IHIL
X assumption.
X left. wunfold fst. unfold fst in H. simpl In. right.
assumption.
X right. simpl. simpl in H. assumption.
- simpl in H. destruct H as [HI | H2].
+ right. simpl snd. simpl In. left. assumption.
+ destruct IHL
X assumption.
X left. unfold fst. unfold fst in H. assumption.
X right. simpl. simpl in H. right. assumption.
Qed.

Tabela 2.13: Prova do Lema 2.7 em Coq.

Lemma merge_num-oc: ¥ n p, num-oc n (merge p) = num-_oc n (fst p) +
num-oc n (snd p).
Proof.
intros. functional induction (merge p).
- simpl fst. simpl snd. simpl num-_oc. trivial.
- simpl fst. simpl snd. simpl num_oc. trivial.
- simpl fst. simpl snd. simpl num-oc at 1 2. destruct (n =? hdl).
+ rewrite [HI apply Peano.plus_Sn_m.
+ rewrite [Hl simpl fst. simpl snd. trivial.
- simpl fst. simpl snd. simpl num-oc at 1 3. (destruct (n =? hd2)).
+ rewrite [HI simpl fst. simpl snd. apply Peano.plus_n_Sm.
+ rewrite [HI simpl fst. simpl snd. trivial.
Qed.

Tabela 2.14: Prova do Lema 2.8 em Coq.

Lema 2.9. Dadas listas Iy e ly ordenadas, MERGE(ly, ls) é ordenada.

O objetivo deste lema ¢ verificar se M ERGE produz uma lista ordenada em sua saida.
Para isso, deve-se utilizar indug¢io sobre MERGE(ly, ls) e analisar caso a caso. Os
casos em que alguma das entradas é uma lista vazia sao triviais. Os casos em que as
listas sao compostas por cabeca e cauda erigem a aplicacao dos lemas 2.2, 2.4, 2.7, e
da definicao 2.13.

A construcao € extensa. Apesar de 0s casos iniciais serem facilmente provados, os dois
casos restantes exigem um detalhamento que torna a prova longa. Todavia, mesmo

longos, sdo similares, a compreensdao de um deles é suficiente para entender o outro.

A construcao pode ser vista separadamente na Tabela 2.18.

Definicao 2.16. Algoritmo Mergesort.
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Algorithm 2: MERGESORT

Data: 7 : List of comparable elements
Result: Sorted permutation of T
if length(r) <1 then

2 return 7

jun

3 else

4 | prefiz < MERGESORT(first_half(r));

5 suf fix <+ MFERGESORT (second_half(T));
6 return M ERGE (prefix, suf fizx);

Lema 2.10. Dada l lista, MERGESORT(l) é ordenada.

A resolugao deste lema € simples. A prova acontece por indu¢io em M ERGESORT(I).
Para os casos de base, basta aplicar a definicao 2.12. Para o caso geral, o mergesort
apenas divide recursivamente o problema em problemas menores, a parte de combinagao
dos resultados é responsabilidade da funcio MERGE. Logo, se MERGE produz uma
lista ordenada, entdo M ERGESORT também produz uma lista ordenada. A prova pode

ser concluida aplicando o lema 2.9 e a hipotese de indugao.

Lemma mergesort_sorts: V I, sorted (mergesort l).
Proof.
intro [
functional induction (mergesort l).
- apply nil_sorted.
- apply one_sorted.
- apply merge—_sorts. unfold sorted-pair-lst. split.
+ unfold fst.
apply IHI0.
+ unfold snd.
apply [HI1.
Qed.

Tabela 2.15: Prova do Lema 2.10 em Coq.

Lema 2.11. Dada l lista, MERGESORT(l) é permutagio de l.

O mesmo principio do lema 2.10 aplica-se aqui. Como a responsabilidade da combinagdo
dos resultados esta em M ERGE, basta que M ERGE produza uma permutagdo para que
MERGESORT produza uma permutaciao. A prova pode ser concluida com indug¢do
sobre MERGESORT(I). Para os casos-base aplica-se o lema 2.5. Para o caso geral o

lema 2.8 e a hipdtese de inducao.
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Lemma mergesort_is-perm: ¥V I, perm | (mergesort l).
Proof.

intro I functional induction (mergesort ).

- apply perm_refi.

- apply perm_refi.

- unfold perm. intro. rewrite merge_nume-oc. unfold fst. unfold snd.

unfold perm in [Hl1. rewrite < [HIl. unfold perm in [HI0. rewrite
<« IHI0.
rewrite num-oc_append. rewrite firstn_skipn. apply perm_refi.

Qed.

Tabela 2.16: Prova do Lema 2.11 em Coq.

Teorema 2.1. MERGESORT ¢ um algoritmo de ordenacao correto

O algoritmo Mergesort é um algoritmo de ordenagdo correto. A implementacao proposta
respeita as propriedades de ordenacao e permutacao discutidas ao longo dessa se¢io. Os
lemas 2.10 e 2.11 garantem tais propriedades. Dessa forma, a prova pode ser concluida

diretamente aplicando-os.

Theorem mergesort_is_correct: V I, perm | (mergesort l) A sorted (mergesort
0).
Proof.
intro. split.
- apply mergesort_is_perm.
- apply mergesort_sorts.
Qed.

Tabela 2.17: Prova do Teorema 2.1 em Coq.
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Lemma merge_sorts: V p, sorted-pair_lst p — sorted (merge p).
Proof.
intro p. functional induction (merge p).
- unfold sorted_pair_lst. intro. destruct H.
unfold snd in HO. assumption.
- unfold sorted_pair_lst. intro. destruct H.
unfold fst in H. assumption.
- intro. apply le_all_sorted.
+ unfold le_all. intro. intro. apply merge_in in HO.
destruct HO as [HI | H2].
X simpl fst in HI. unfold sorted_pair_lst in H. destruct H as [H2

simpl fst in H2. apply sorted_le_all in H2. unfold le_all in H2.
apply H2. assumption.
X simpl snd in H2. apply Nat.le_trans with hd2.

— apply Nat.leb_le. assumption.

— unfold sorted_pair_lst in H. destruct H as [H3 H4]. simpl snd
in Hj.

apply sorted-le—all in H/. simpl In in H2. destruct H2 as [H5

| H6].

** rewrite H5. trivial.

** unfold le_all in H4. apply H/. assumption.
+ apply [HI. unfold sorted_pair_lst. split.
X simpl fst. unfold sorted_pair_lst in H. destruct H as [H1 H2|.
simpl fst in H1. apply tail_sorted in HI1. assumption.
x simpl snd. unfold sorted_pair_lst in H. destruct H as [HI1 H2].
simpl snd in H2. assumption.
- intro. apply le_all_sorted.
+ unfold le_all. intro. intro. apply merge_in in HO.
destruct HO as [H1 | H2].
x simpl fst in H1. apply Nat.le_trans with hd1.
— apply Nat.leb_nle in e0. apply Compare_dec.not_le in e0.
unfold gt in el. apply Nat.lt_le_incl. assumption.
— simpl In in HI. destruct HI as [H2 | H3].
** rewrite H2. trivial.
** unfold sorted_pair_lst in H. destruct H as [H4 H5).
simpl fst in H/. apply sorted_le_all in H/. unfold le_all in
Hy.
apply H/. assumption.
X simpl snd in H2. unfold sorted_pair_lst in H. destruct H as [H/4
Hb5).
simpl snd in H5. apply sorted_le_all in H5. unfold le_all in H5.
apply H5. assumption.
+ apply [HI. unfold sorted_pair_lst. split.
X simpl fst. unfold sorted_pair_lst in H. destruct H as [H1 H2].
simpl fst in H1.
assumption.
X simpl snd. unfold sorted_pair_lst in H. destruct H as [HI1 H2].
simpl snd in H2.
apply tail_-sorted in H2. assumption.
Qed.

Tabela 2.18: Prova do Lema 2.9 em Coq.
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Capitulo 3
A Construcao da Prova

Este capitulo tem como objetivo fundamentar as bases para a discussao do Teorema
da Confluéncia para o calculo A, por K. Nakazawa, assumindo familiaridade do leitor
para com o Célculo Lambda e Coq no geral. A estratégia de prova passa por reduzir o
problema a propriedade Z. O que é a propriedade Z, a relagdo de Z com a confluéncia,

e como isto pode ser expresso em Coq ¢é o assunto deste capitulo.

3.1 Propriedade Z

Um Sistema de Redugbes Abstrato (SRA) é um par ordenado (A, R) composto por um
conjunto A e uma relacao binaria R sobre A. Dados = e y € A, se x reduz para y via
R em um passo, isto é (z,y) € R, entao é escrito © —g y. Caso x reduza para y em
zero ou mais passos, o par (z,y) faz parte do fecho transitivo-reflexivo de R e pode ser
denotado como z — g, y. Qualquer termo reduz para si proprio em zero ou mais passos e
se um termo a reduz para b em um passo e b, por sua vez, reduz para ¢ em zero ou mais
passo, transitivamente a reduz para ¢ em zero ou mais passos. A partir dessa afirmacoes,

é possivel definir regras de inferéncia:

Defini¢ao 3.1. Dado o SRA (A, R), para qualquer a,b,c € A, as sequintes regras de

inferéncias valem

——(refl)

a — R« Q

Cl—)Rb b—)R*C

t
P (rtrans)
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Inductive refltrans {A:Type} (R: Rel A) : A — A — Prop :=
| refl: ¥V a, (reflirans R) a a
| rtrans: Y a b ¢, R a b — refltrans R b ¢ — refltrans R a c.

Tabela 3.1: Defini¢ao das regras de inferéncia de fecho transitivo-reflexivo em Coq.

Lema 3.1. Dada uma relacao R, se a — gy b e b — g, ¢, entdo a —> g, .
A prova deste lema € feita por inducio em a — gy b. Isto gera dois casos, o caso

da reflexividade pode ser trivialmente fechado. O caso geral depende da aplicacao da

definicao 3.1 sequida da aplicaciao da hipotese de indugdo.

Lemma refitrans-composition {A} (R: Rel A): V t u v, refltrans R t u —
refltrans R w v — refltrans R t v.
Proof.
intros t u v.
intros HI1 H2.
induction HI1.
- assumption.
- apply rtrans with b.
+ assumption.
+ apply [Hrefltrans; assumption.
Qed.

Tabela 3.2: Prova do Lema 3.1 em Coq.

A definicdo do que é um SRA e o que é o fecho transitivo-reflexivo permite definir
0 que é a propriedade Z. A propriedade Z diz respeito a um conjunto de regras que o
SRA deve ter para se encaixar nesta propriedade. O valor de demonstrar a propriedade 2
sobre um sistema esta em que, essencialmente, se um SRA qualquer atende a propriedade
Z entao este é confluente [25]. A demonstracao da confluéncia do calculo A\, pode ser

feita demonstrando que este, um SRA, atende a propriedade Z.

Definig¢ao 3.2. Um SRA (A, R), qualquer, é Z se existe um mapeamento f : A — A tal
que Ya,b, a - b, entao b — g, f(a) N f(a) =g« f(b)

Intuitivamente, o sequinte diagrama vale (de onde origina-se o nome):




Definition Z_prop {A:Type} (R: Rel A) :=3 fitA - A,V ab, Rab—
((refitrans R) b (f a) A (refltrans R) (f a) (f )).

Tabela 3.3: Definicao da Propriedade Z para relagdes em Coq.

Além disso, a funcao f € Z se esta € funcao de mapeamento de algum SRA que atende
Z:

Definition f_is-Z {A:Type} (R: Rel A) (f: A - A):=Vab, Rab—
((refitrans R) b (f a) A (refltrans R) (f a) (f b)).

Tabela 3.4: Definicao da Propriedade Z para fun¢des de mapeamento em Coq.

Definigao 3.3. Dadas relagoes bindrias R e R’ sobre um conjunto A qualquer, f : A — A,
fungao, € Z fraca para R por R’ se Va,b € A, a —r b implica b =g f(a) N f(a) =g

f(b)

Definition f_is_weak_Z {A} (R R’: Rel A) (f: A— A):=Vab Rab—
((refltrans R’) b (f a) A (refltrans R’) (f a) (f b)).

Tabela 3.5: Defini¢ao da Propriedade Z fraca para fun¢ées de mapeamento em Coq.

A propriedade Z pode ser expressa na forma Z fraca para uma relacdo R por ela

mesma. Essa definicdo pode ser usada para compor outras defini¢oes.

Defini¢ao 3.4. Dado um SRA (A,R) onde R = Ry U Ry. Se ezistem mapeamentos
fi, fo 1 A — A tais que:

1. f1 € Z para R;.

2. a =g, bimplica fa(a) — g« f2(D).

3. a =g« fo(a) vale para qualquer a € Im(fy).
4. fao f1 € Z fraca para Ry por R.

Entao (A, R) é Z Composicional.
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Notation "fl # f2":= (comp f1 f2).

A, Vzy Rzy<+ (R1!.! R2)zy) A fo
(refltrans R) ((f2 # f1) a) ((f2 # f1) b)) A
b (f2 b)) A (f-is—weak-Z R2 R (f2 # f1)).

Definition comp {A} (f1 f2: A — A) := fun x:A = fI (f2 z).

Definition Z_comp {A:Type} (R :Rel A) := 3 (R1 R2: Rel A) (f1 f2: A —
is-Z R1 f1 AN (VW ab, RI ab—
(Vab, b= f1 a— (refltrans R)

Tabela 3.6: Definicao da Propriedade Z Composicional em Coq.

Lema 3.2. Dado um SRA (A, R), se (A, R) é Z Composicional, entio (A, R) é Z.

a considerar:

1. a —R; b:

¢ verificada pelo fato de fi ser Z para R;.

0COTTE.

fao fi € Z fraca para Ry por R.

demonstrar que b — g, fi(a) e fi(a) =g« f2 0 fi(a).

E necessdrio provar que existe wm mapeamento f, tal que f é Z. Tendo fi e fo funcoes
de mapeamento de (A, R) para com a Z composicional, se provado que fy o f1 € o

mapeamento tal qual fyo fy € Z, entao (A, R) é Z. Dado que R = R1U Ry ha dois casos

Utilizando o lema 3.1, na prova que b —g. fo o fi(a) é necessdrio

A prova do primeiro caso

Ja o sequndo caso da conjungdo é

explicado por fi(a) € Im(f1), logo, por defini¢io da Z composicional, esta redugao

2. a =g, b: Esse caso € trivial uma vez que pela hipotese que R é Z Composicional,

Z_prop R.
Proof.
intros R H.

3 (2 # 11).
intros a b HR.

- split.

X apply HI in H.
destruct H as [Hb Hf].

** apply Hunion.

** apply Hb.
x apply H3 with a; reflexivity.
+ apply H2; assumption.
- apply H/; assumption.
Qed.

Theorem Z_comp-_implies-Z_prop {A:Type}: V (R :Rel A), Z_comp R —

unfold Z_prop. unfold Z_comp in H. destruct H as
[ R1 [ R2 [f1 [f2 [Hunion [H1 [H2 [H3 H4]||II-

apply Hunion in HR. inversion HR; subst. clear HR.

+ apply refltrans—composition with (f1 a).

apply (refltrans_union R1 R2) in Hb.
apply refltrans_union_equiv with R1 R2.

Tabela 3.7: Prova do Lema 3.2 em Coq.
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Defini¢ao 3.5. Dado um SRA (A, R) onde R = Ry U Ry. Se existe mapeamentos f1, fs :
A — A tais que:

1. a —pg, b implica fi(a) = f1(b)

2. a =gy« fi(a), para todo a.

3. a —pgs fo(a) vale para qualquer a € Im(f1).

4. fao fi tem a propriedade Z fraca para Ry e R.

Entao (A, R) é Z Composicional com Igualdade.

Definition Z_comp_eq {A:Type} (R :Rel A) := 3 (R1 R2: Rel A) (f1 f2: A
— A), Vzy Rzy<+ (R1!2! R2)zy) A(Vab Rl ab— (fl a) = (f1
b)) A (Y a, (refltrans R1) a (f1 a)) A (VY b a, a = fI b — (refltrans R) a (f2
a)) A (f-is—weak-Z R2 R (f2 # f1)).

Tabela 3.8: Definicao de Z Composicional com Igualdade em Coq.

Lema 3.3. Seja um SRA (A, R). Se R é Z Composicional com Igualdade, entio R é Z
Composicional.

Dado que (A, R) é Z Composicional com Igualdade, é necessdrio provar a partir das
propriedades de Z Composicional com Igualdade as premissas de Z Composicional.
Tendo f1 e fy como fungoes de mapeamento de (A, R) para com a Z Composicional
com Igualdade. Se, valendo-se das premissas de Z maddulo, provar as premissas de Z

composicional, entdo R é Z composicional. Sdo quatro ramos de prova a considerar:

1. f1 € Z para Ry: Pela definicao de f, ser Z, a —p, b. Por consequéncia, pela
premissa 1 de Z mddulo, fi(a) = fi(b). Logo, para provar que b — g, fi(a) A
fila) =g« f1(b), basta substituir as ocorréncias de fi(a). O lado esquerdo da
conjungdo é a propria premissa 2 da definicao 3.5 e o lado direito é trivialmente

provado pela reflexividade definida em 3.1.

2. a =g, b implica fo(fi(a)) —r« f2(f1(D)): Novamente, valendo-se do fato que
fi(a) = f1(b) a prova € trivial por substituicao de fi(a) e aplicagao da reflexividade.
3. a =g fola) vale para qualquer a € Im(f1): Esta condi¢ao faz parte da propria

definicao de Z mdodulo. Logo, € trivialmente provado.

4. foo fi € Z fraca para Ry por R: Similar ao caso anterior, este caso pode ser
concluido pela definicao 3.5.

33



Lemma Z_comp-eq-implies-Z_comp {A:Type}: V (R : Rel A), Z_comp_eq R
— Z_comp R.
Proof.
intros R Heq. unfold Z_comp-eq in Hegq.
destruct Heq as [R1 [R2 [f1 [f2 [Hunion [H1 [H2 [H3 H4]||-
unfold Z_comp.
3 R1, R2, f1, f2.
split.
- assumption.
- split.
+ unfold f-is_Z.
intros a b H; split.
x apply HI in H. rewrite H. apply HZ2.
x apply H1 in H. rewrite H. apply refl.
+ split.
X intros a b H.
unfold comp.
apply HI in H.
rewrite H.
apply refi.
X split; assumption.
Qed.

Tabela 3.9: Prova do Lema 3.3 em Coq.

Corolario 3.1. Dado um SRA (A, R), Se R é Z Composicional com Igualdade, entao R
éZ.

Se (A, R) é Z Composicional com Iqualdade, entao é Z Composicional pelo lema 3.3.
Logo, (A, R) é Z pelo lema 3.2.

Corollary Z_comp-eq-implies_Z_prop {A:Type}: V (R : Rel A), Z_comp_eq
R — Z_prop R.
Proof.
intros.
apply Z_comp-_eq-implies-Z_comp in H.
apply Z_comp-_implies_Z_prop.
assumption.
Qed.

Tabela 3.10: Prova do Corolério 3.1 em Coq.

3.2 Confluéncia

A confluéncia é uma propriedade sobre sistema de reducoes abstratos tal qual: Dado um
SRA (A, R) e um termo t, a escolha das redugoes possiveis em R a serem aplicada sobre
t nao modifica o resultado final. Dentre as escolhas de regras possiveis, as divergéncias
sempre resultam em um termo comum apos a aplicagdo de um conjunto - possivelmente
vazio - de regras. Um exemplo de sistema de reescrita confluente é a aritmética ba-

sica, respeitando os delimitadores e as regras de precedéncia dos operadores, o resultado
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da expressao sempre serd o mesmo nao importando a ordem a qual as sub-expressoes
sao resolvidas. A confluéncia é uma propriedade importante sobre SRAs pois, permite

heuristicas distintas de redugoes. Mais formalmente, confluéncia pode ser definida como:

Defini¢ao 3.6. Dado um SRA (A, R), (A, R) é confluente quando Ya,b e ¢, a — g
bAa— gy cimplica Ad,b — g, d N\ ¢ — gy d.

Intuitivamente, (A, R) € confluente quando o diagrama abaizo vale:

Definition Confl {A:Type} (R: Rel A) :=V a b ¢, (refltrans R) a b —
(refitrans R) a ¢ — (3 d, (refltrans R) b d A (refltrans R) ¢ d).

Tabela 3.11: Definicao de Confluéncia em Coq.

Como exposto anteriormente, a propriedade Z é importante pela sua relacdo com a
confluéncia. Um SRA que atende esta propriedade é confluente [26]. A demonstragao
dessa proposicao é densa em relacao ao que ja foi apresentado neste trabalho. Em razao
disso, define-se a nocao de semi-confluéncia, conceito equivalente a no¢ao de confluéncia,

e demonstra-se que a propriedade Z implica a semi-confluéncia.

Definig¢ao 3.7. Dado um SRA (A, R), (A, R) € semi-confluente quando Ya,b e ¢, a —g
bAa—pge cimplica Ad,b — g, d N\ ¢ —> gy d.

Intuitivamente, (A, R) € semi-confluente quando o diagrama abaizo vale:
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Lema 3.4. Dado um SRA S, se S é semi-confluente, entdo S é confluente.

A construcao dessa prova se dd por inducao na premissa a —r b da defini¢io de semi-

confluéncia. A partir dai todos os casos sao triviais.

Lemma SemiConfl_imples- Confil{ A: Type}: V R:Rel A, SemiConfl R — Confl
R.
Proof.
unfold Confl.
unfold SemiConfi.
intros.
generalize dependent c.
induction HO.
- intros.
Je
split.
X assumption.
X apply refl.
- intros.
specialize (H a b c0).
apply H in HO.
+ destruct HO.
destruct HO.
apply [Hrefltrans in HO.
destruct HO.
destruct HO.
3 0.
split.
X assumption.
x apply refltrans_composition with z; assumption.
-+ assumption.
Qed.

Tabela 3.12: Prova do Teorema 3.4 em Coq.

Lema 3.5. Dado um SRA S, se S € confluente, entdo S € semi-confluente.
A prova deste lema se da diretamente pela defini¢io de confluéncia. Se S é confluente,

para qualquer a, b e ¢, tal que a — b e a —, ¢, tomando o ponto de convergéncia d = a,

a resolucao € trivial.

Lemma Confl_imples-SemiConfi{ A: Type}: V R:Rel A, Confl R— SemiConfl
R.
Proof.
unfold Confl.
unfold SemiConfil.
intros.
apply H with a.
- apply rtrans with b.
+ assumption.
+ apply refi.
- assumption.
Qed.

Tabela 3.13: Prova do Teorema 3.5 em Coq.
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Teorema 3.1. Dado um SRA S, S é semi-confluente se, e somente se, S € confluente.

Este teorema é consequéncia direta dos lemas 3.4 e 3.5.

|

Theorem Semi_equiv-Confl {A: Type}: V R: Rel A, Confl R <+ SemiConfl R.
Proof.

intros.

split.

- apply Confl_imples_SemiConfl.

- apply SemiConfi_imples_ Confl.
Qed.

Tabela 3.14: Prova do Teorema 3.1 em Coq.

Teorema 3.2. Dado um SRA S, se S é Z, entdo S é semi-confluente.

Supondo a, b e ¢ e fun¢io mapeamento f tal que a — b. Pela propriedade Z, a —, f(a).
Induzindo na hipdtese a —, ¢, dois casos sao gerados. O caso base, onde a — ', pela
propriedade Z, ¢ —, f(a), logo, € verificada a semi-confluéncia para o caso base. E

o caso geral, onde a —, c, neste caso em um ou mais passos. A divergéncia a ser

analisada é ¢ —, ¢ N —, f(a). Isto pode ser concluido por hipétese de indugao.

Theorem Z_prop-implies-SemiConfl { A:Type}: V R: Rel A, Z_prop R — Se-
miConfl R.
Proof.
intros R HZ_prop.
unfold Z_prop in HZ_prop.
unfold SemiConfi.
destruct HZ_prop.
intros a b ¢ Hrefl Hrefl’.
assert (Haza: refltrans R a (z a)).
{ apply rtrans with b. - assumption. - apply H. assumption. }
apply H in Hrefl.
destruct Hrefl.
clear HI.
generalize dependent b.
induction Hrefl’.
- intros.
3 (z a).
split; assumption.
- intros.
destruct [HHrefl” with bO0.
+ apply refltrans—composition with (z a); apply H; assumption.
+ apply refltrans—composition with (z b).
x apply refltrans—composition with (z a).
** assumption.
** apply H.
assumption.
x apply refl.
+ 3 0.
assumption.
Qed.

Tabela 3.15: Prova do Teorema 3.2 em Coq.
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Corolario 3.2. Dado um SRA S, se S € Z, entdo S € confluente.

Este coroldrio é consequéncia direta dos teoremas 3.1 e 3.2

Corollary Zprop_implies- Confi_via_-SemiConfl {A:Type}: V R: Rel A,
Z_prop R — Confl R.
Proof.
intros.
apply Semi-equiv- Confl.
apply Z_prop_implies_SemiConfl.
assumption.
Qed.

Tabela 3.16: Prova do Corolério 3.2 em Coq.

Corolario 3.3. Dado um SRA S, se S é Z Composicional, entdo S € confluente.

Este coroldrio é consequéncia direta do lema 3.2 e do teorema 3.2

Corollary Z_comp-is-Confl {A}: V (R: Rel A), Z_comp R — Confl R.
Proof.

intros R H.

apply Z_comp_implies-Z_prop in H.

apply Zprop_implies— Confl_via_SemiConfl.

assumption.
Qed.

Tabela 3.17: Prova do Corolario 3.3 em Coq.

Corolario 3.4. Dado um SRA S, se S é Z Composicional com Igualdade, entdo S é

confluente.

‘Este corolario é consequéncia direta do coroldrio 3.1 e do teorema 3.2

Corollary Z-comp-eq-is-Confl {A: Type}: V (R: Rel A), Z_comp_eq R —
Confl R.
Proof.
intros.
apply Z_comp-eq-implies-Z_prop in H.
apply Zprop-implies— Confl_via_SemiConfl.
assumption.
Qed.

Tabela 3.18: Prova do Corolério 3.4 em Coq.
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3.3 Estratégia da Prova de Confluéncia do Calculo
Az

O resultado do Corolério 3.4 é necessario para a prova da confluéncia do calculo \,. Neste
caso, para construir a prova da confluéncia deste sistema de redugoes, basta encontrar
mapeamentos fi; e fy que satisfacam as premissas da Z Composicional com Igualdade.

Em [7], K. Nakazawa define os mapeamentos (-)” e (-)? para este fim.

Definicao 3.8. Mapeamentos M¥ e MP

(Az.M)" = \e.MP (Az.M)? = \o.MP
(MN)” = M”NP (Ax.M)N)? = MP[z .= NP

(M{z:= N))" = Mz := N”] (MN)? = MBNP
(M{z := N))? = MP{x .= NP)

A finalidade do mapeamento P é trocar as substituigoes explicitas por substituig¢oes
implicitas. Estas s@o as meta-substitui¢does do céalculo original, apresentadas na Secao
2.2.2. A meta-substituicao para o mapeamento P é assumida, isto é, os detalhes de como
esta ocorre nao sao importantes para a argumentacao. Isto tem algumas implicagoes que
serao discutidas na préxima secao.

O mapeamento B tem o objetivo de disparar a simulagdao da beta-reducao. Quando
composta com P, na forma B o P, o mapeamento resultante torna-se a funcdo de mape-
amento para a propriedade Z. Nesta configuragao, a regra para substitui¢oes explicitas
de B jamais é aplicada, mantida apenas pelo rigor do formalismo. A composicao dos
mapeamentos P e B é denotada como MF?.

Tomando a defini¢ao 2.7 de substitui¢dbes em A,, o autor decompoe esta relagdo em
duas outras. As relagoes (5, e w. A primeira relacdo apenas possui a regra que dispara
a simulacao da beta. A segunda possui as demais regras, responsaveis por completa-la.

Essa decomposicao é necessaria para compor a prova.

Definicao 3.9. Regras de B, e de w, decomposi¢io das regras de A\, onde x # y e
x ¢ FV(N)

e (A\z.M)N =4, M{z := N)
o Yy :=N) =z N
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o (Ae.P)(y:= N) —raps) \x.P(y :== N)
« (PQ)y:=N) =r@m) Ply:=N)Qy:=N)

Sendo assim, provar a confluéncia do calculo A\, reduz-se a provar as quatro premissas
da Z Composicional com Igualdade para um SRA (A, R) onde R é o conjunto de regras
acima. Tais premissas reescritas conforme os mapeamentos (-)P e (-)B, e com as relacoes

[, e 7 resultam no seguinte lema:

Lema 3.6. 1. M —, N implica M¥ = NF.
2. M —.. M?, para todo M.
3. M —,, MB, M € Im(P) - isto é: puro, sem substituicoes explicitas.

4. M —p5, N implica N —, . M"P —, , NPB,

A partir desses lemas, o autor realiza a argumentacgao que conclui a prova. Essencial-
mente por inducao na estrutura de M ou indug¢ao na hipétese do enunciado. Transpondo
para este trabalho, é necessario definir uma forma de representar o céalculo dentro do
ambiente Coq. Uma possibilidade para equacionar este problema é o framework Locally

Nameless Representation.

3.3.1 O framework Locally Nameless Representation

O assistente de provas Coq utiliza da Logica de Predicados Construtivista nas demons-
tracoes. Todas as propriedades tem que ser construidas a partir das hipoteses. Isso
implica que todas as no¢oes até entao apresentadas sobre o calculo devem concretamente
existir. Para suprir essa necessidade, é possivel utilizar o framework introduzido por A.
Charguéraud. Este framework define diversas das nocgoes a respeito do Calculo Lambda
com implementagao pratica [27].

Esse framework é nomeado Locally Nameless Representation, do inglés Representacao
Localmente Sem Nomes. A ideia do framework é implementar o Céalculo Lambda com
Indices de De Bruijn para as varidveis ligadas e com nomes para as varidveis livres. Esse
esquema propoe nao precisar lidar com a alfa-conversao de termos e ao mesmo tempo
nao ter que lidar com operagoes de shifting dos indices. Isso torna a implementacao de
substituicoes consideravelmente mais simples.

Nesta representacao, dois termos podem ser por definicao alfa-equivalentes mas sinta-
ticamente diferentes. Isto ocorre porqué esta representacao nao é estritamente equivalente

ao Célculo Lambda original. A gramética do original do cédlculo é expandida com um
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novo construtor que separa as variaveis ligadas das variaveis livres. Por questao de ordem
pratica, a Locally Nameless Representation ja sera apresentada considerando também a

expansao proposta pelo Calculo Lambda com Substitui¢oes Explicitas.

Definicao 3.10. Gramdtica Locally Nameless Representation expandida com Substitui-
coes Fxplicitas.
M:=x|i| XM | MM | M(M)

Uma caracteristica importante deste framework para este trabalho é que obter o
conjunto de variaveis livres de um termo ¢ qualquer é facilitado. Apenas as variaveis
livres do termo sdo nominais, a tarefa de obté-las reduz-se a buscar nomes em t. A
implementagao tanto desta func¢ao quanto de uma funcao fresh - responsavel por retornar
uma variavel nominal que nao ocorre no corpo de t. O conjunto de variaveis livres pode

ser obtida via a seguinte funcao:

Definicao 3.11. Conjunto de varidveis livres em Locally Nameless Representation.

0 , t indice

{t} , t varidvel livre
FVAt) = S PVt UFV(ts) b=t 1

FVi(t) Jt=At

FVi(t) UFVe(t2) t=ti(t2)

Este framework nao considera termos com indices soltos, isto é, um indice sempre deve
estar atrelado a uma abstracao. Contudo, dada uma abstracao At; é possivel que o corpo
t1, isoladamente, tenha ocorréncias livres de indices. Quando é necessario inspecionar
o corpo dessa abstragdo, as variaveis desta abstragao sao substituidas por uma variavel
nominal nao pertencente ao conjunto de variaveis livres de t;.

Esse processo de substituir a variavel ligada por uma variavel livre ¢ denominado
como abertura do termo. Para isto ocorrer, ¢ mantido um indice k£ sempre inicializado
com zero. Esse indice mantém a contagem de quantos niveis de abstragao estao sendo
inspecionadas no processo de substituigoes. Isto permite a substitui¢ao da variavel ligada
no processo de beta-reducao. Esta fun¢ao de abertura pode ser definida recursivamente

COINoO:
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Definicao 3.12. Abertura de termos

x ,tindice ek =1

t , t indice e k #t

t , t variavel livre
{k~ 2} t=

)\{k‘+1w>a:}t1 ,t:)\tl

{k”\ﬁl’}tl{k’\ﬁl’}tg ,t:tltg

A prova de K. Nakazawa assume a meta-substitui¢ao para concluir a prova do teorema
proposto. No contexto de uma prova construtivista, este passo ndo é possivel . A meta-
substituicdo precisa ser concretamente definida. E necessirio entdo definir o que é a
meta-substituicao para seguir com a abordagem do autor.

Felizmente, a propria Defini¢ao 3.12 implementa esta nocao de meta-substituicao para
esta versao do calculo. Esta implementa as regras de reescrita dos termos para substi-
tuicoes geradas por beta-redugoes. O trabalho pode valer-se dessa implementacao e do
framework como um todo para a construcao das provas. Em tese, a prova seguindo a

estratégia de K. Nakazawa pode ser realizada.
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Capitulo 4
Discussao de Resultados

Neste capitulo, serdao apresentados os resultados obtidos no trabalho. Sera discutida a
modelagem da prova da confluéncia do calculo A\, junto a Locally Nameless Representation
em Coq. Serao expostos os principais desafios para com a prova, em especial até que ponto
avancou-se na formalizagdo e o porqué esta nao pdde ser concluida. Em ligagdo a este
ultimo topico, serao discutidas também outras possibilidades para a conclusao da prova.

A modelagem da prova passa pela definicao completa do que é o A, no assistente de
provas Coq. Diferente da relagdo da confluéncia com a propriedade Z, em que as cons-
trugoes sao lineares e relativamente simples de expressar em texto, a modelagem do A\, é
extensa e bastante densa. Explica-la em detalhes neste documento resultaria em capitulos
e mais capitulos apenas apresentando definicdes. Além disso, tais defini¢oes apresentam
certa volatilidade, por mais que haja uma defini¢do formal do sistema, este pode ser escrito
de diversas formas, cada qual com suas conveniéncias para com a estratégia de prova. Da-
qui em diante, apenas os lemas centrais serao expostos. O leitor que desejar investigar este
trabalho pode acessar o repositério em https://github.com/nunesgrf/lx-confluence.

Diferente dos capitulos anteriores, onde uma abordagem bottom-up de apresentagao
dos lemas ocorreu. Esta secao abordara as provas de forma top-down. O Teorema da
Confluéncia para o calculo A, sera apresentada primeiro e as condicionantes discutidas. A
razao para isto é trazer visibilidade para os pontos onde a formalizagao nao pode avangar

e discutir os desafios relacionados aos mesmos.

4.1 A Construcao da Prova em Coq

A construgao da prova via Coq inicia-se no objetivo maior deste trabalho. Formalizar a
confluéncia do célculo )\, pelos passos de K. Nakazawa. A relagdo da Confluéncia com
a propriedade Z é bem definida pelo Corolario 3.2. Desta forma, o problema reduz-se a

provar que A\, é Z Composicional com Igualdade.
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Teorema 4.1. )\, ¢ confluente.

Theorem lambda_z_is-confluent: Confl lz.
Proof.
apply Z_prop_implies_ Confi.
apply Z_comp-eq-implies—Z_prop.
apply lambda_x_Z_comp_eq.
Qed.

Tabela 4.1: Prova do Teorema 4.1 em Coq.

A prova da Z Composicional com Igualdade para o A\, reduz as premissas desta Z
(3.6). As quatro defini¢oes sao o suficiente para esta inferéncia. Ha de se buscar lemas
auxiliares para que a construgdo torne-se direta. Desta forma, a correcdo do lema é

encontrada mediante a corre¢ao destes lemas.

Lema 4.1. A\, é Z Composicional com Igualdade.

Theorem lambda-x_Z_comp_eq: Z_comp_eq lx.
Proof.
unfold Z_comp-_eq.
3 z_ctzx, b_ctx, P, B. split.
- intros z y; split.
+ intro HBz.
apply union_or.
inversion HBz; subst.
X right; assumption.
X left; assumption.
+ intro Hunion.
apply ungion-or in Hunion.
inversion Hunion.
X apply z-ctz_rule. assumption.
X apply b_ctx_rule. assumption.
- split.
+ apply lambda-x_redution_implies_- P_eq.
+ split.
X apply t-reduces_to-P_t.
X split.
** intros b a Heq.
apply pure—term_implies_red-to-B.
rewrite — Heq.
apply img-of- P_is_pure.
** apply B_comp_P_is_weak_Z_for_B_by_lz.

Qed.

Tabela 4.2: Prova do Teorema 4.1 em Coq.

Os lemas auxiliares indicados por K. Nakazawa dizem respeito a uma série de pro-

priedades envolvendo a pureza dos termos i.e. a auséncia da substituicoes explicitas.
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Combinados entre si, esses lemas sdo usados para discorrer sobre a validade das pro-
posigoes do A\,. Os lemas, de forma geral, sao simples e intuitivos mas, representam

construcoes densas via assistente de provas Coq. Os lemas definem-se como:

1. MP? é termo puro.
2. Se M é puro, MP = M.
3. Se M é puro, M{x := N) —. M[x:= NJ.

4. M —, N implica M = NP,

Inicialmente, para este trabalho, a no¢do de termo puro era de termos do framework
locally nameless sem substituicoes explicitas. Esta abordagem compunha a abordagem
da ferramenta sobre termos e o objetivo de (-)”. A andlise sobre essa composi¢do para
os lemas expoe algumas complexidades. Em razao disso a defini¢ao foi flexibilizada para
abordar somente a auséncia de substitui¢oes explicitas.

A decisao por esta alteracao partiu da necessidade de resolver sequentes envolvendo
meta-substitui¢oes, substituigoes explicitas e a funcao P para termos gerais. Basicamente,
era necessario demonstrar que dado um termo t com meta-substituicao, a propagacao de
P para dentro da meta-substituicdo nao incorreria em prejuizos para o resultado final. O
que por si 86 é razoavel. A complexidade cresce quando ¢ é um termo com substituicao
explicita. Ao propagar a P sobre este termo e sobre a meta-substituicdo, o resultado é
uma composicao de meta-substitui¢cdes. Ao tornar a definicao mais flexivel, esse caso nao
ocorre mais.

Esta alteracao permitiu construgoes mais simples. Cessou-se a necessidade de lidar
com multiplas meta-substitui¢coes e com a abertura do termo quando este é puro. Em
contrapartida, esta redefinicao distanciou-se das nog¢oes de locally nameless derrubando
uma série de lemas que poderiam vir a ser importantes na continuidade da prova. Mas

também permitiu a construgao do seguinte resultado:

Lema 4.2. Se ty ety sao termos puros, para qualquer n, {n ~» ty} t; € termo puro.
A prova deste lema ocorre por indugdo na premissa que t; € termo. Os ajustes na

construcao da prova passam por generalizar o valor de n na hipétese de indugdo, dada

a natureza incremental deste valor na definicao 3.12. FE também, a andlise sobre a

contradicao das hipoteses no caso da substituicao explicita.
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Lemma lterm-msub : V t1 t2 n, lterm t1 — lterm t2 — lterm ({n ~ t2}t1).
Proof.

intros.

generalize dependent n.

induction t1.

- intros.

simpl.

destruct (n0 =7 n).

+ destruct (n =? n0).
X assumption.

X assumption.

+ destruct (n =? n0).
X assumption.

X assumption.

- intros.

simpl.

apply lterm_var.
- intros.

simpl.

apply lterm_app.

+ apply IHt1_1.
inversion H.
assumption.

+ apply IHt1_2.
inversion H.
assumption.

- intros.

simpl.

apply lterm—abs.

apply [Ht1.

inversion H.

assumption.

- inversion H.
Qed.

Tabela 4.3: Prova do Lema 4.2 em Coq.

Este resultado é importante para a construcao da nocao de pureza para M, M €
Im(P). No caso da substituigao explicita, a P aplica a transformacao para a meta e o
Lema 4.2 viabiliza a aplicacao das hipéteses de inducdo. A construcao desta nocgao de

pureza ¢é trivial para todos os demais casos. Pode ser expressa pelo seguinte lema.

Lema 4.3. Para todo M, M' é um termo puro.
Pela definicao de P e de termos puros, a construcao desse lema por indugdo € simples.

Este lema pode ser utilizado posteriormente para concluir o resultado que M —, . M5,

M € Im(P). Uma das premissas para A, ser Z Composicional com igualdade.

46



Lemma img_of-P_is_pure: ¥ t, lterm (P t).
Proof.
intros t.
induction .
- simpl. apply lterm_bvar.
- simpl. apply lterm_var.
- simpl. apply lterm_app.
+ apply IHt1.
+ apply [Ht2.
- simpl. apply lterm_abs.
apply [Ht.
- simpl.
apply lterm_sub.
+ apply [Ht1.
+ apply IHt2.
Qed.

Tabela 4.4: Prova do Lema 4.3 em Coq.

Essa nocao de pureza também permite concluir com facilidade o predicado de que P
nao tem efeitos sobre termos puros. Assim como o lema anterior, a analise reduz ser a
induzir sobre a estrutura do termo. Como o caso da substituicao explicita nao precisa ser
analisado, a conclusao é direta. A formalizacao deste resultado pode ser vista no lema a

seguir.

Lema 4.4. Se M ¢ puro, M¥ = M.

Lemma lterm_t_implies-P_t_eq-t: V t, lterm t — P t = t.
Proof.
induction 1.
- simpl.
reflexivity.
- simpl.
reflexivity.
- simpl.
rewrite [Hlterml.
rewrite [Hlterm?2.
reflexivity.
- simpl.
rewrite [Hlterm.
reflexivity.
Qed.

Tabela 4.5: Prova do Lema 4.4 em Coq.

O predicado do item 3 nao foi investigado por este trabalho. O periodo limitado para
a compreensao da teoria como um todo, a definicao de um escopo e a construcao em Coq
das bases para a prova do Lema nao permitiu a abordagem desta proposicao por este
trabalho. Algum desenvolvimento foi preliminar foi realizado porém, nao digno de nota.

Esse resultado é usado para com a demonstracao que a composicao de B e P é Z fraca.
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Por consequéncia, a assercio que o mapeamento MTB é Z fraca para (3, por A,
também nao avancou. A construgao desse lema é complexa e envolve a boa definicao das
regras de A\, como sistema de redugoes. A definicao desse conjunto de regras foi volatil
ao longo do desenvolvimento deste trabalho, a implementacao nao é uma traducgao direta
do modelo tedrico. Ha de se primeiro definir o conjunto de regras conveniente para os
demais lemas e entao abordar este problema, dada a sua natureza complexa.

Por fim, o item 4 dos lemas propostos por K. Nakazawa. O lema enuncia que se existe
uma reducdo em um passo de m entre M e N, entdo M = NP, Este lema é a razao para
utilizar-se da definicdo de Z Composicional com Igualdade, este ja escreve diretamente
uma das premissas para A, atender esta propriedade. Nao ha restri¢des sobre os termos M
e N. Portanto, a andlise dos casos também passa pela analise de substituigoes explicitas.

Este lema discorre sobre como as regras de A\, reduzem os termos e a relacao disto
com P. A andlise deste lema é feita por inducao na hipdétese. E entao, é necessario
demonstrar para cada caso que a aplicacao de P no elemento lado esquerdo da reducao
é igual a aplicar no elemento do lado direito, versao ja reduzida. Com as presentes
defini¢oes de regras de substituicao explicita e meta-substituicao, isto nao é possivel. As
definicbes ndo expressam os mesmos passos.

Um passo de contorno para esta questao é a reavaliacdo de ao menos uma das de-
finicoes. Por um lado, se redefinida a noc¢ao de substituicdo explicita expressa por K.
Nakazawa, este trabalho deixa de verificar a prova proposta pelo autor. Pelo outro lado,
redefinir a nogao de meta-substituicao de A. Charguéraud significa perda do framework
como um todo para este trabalho. A operacao de abertura de termos é central para os
lemas que dali seguem. Conjectura-se entao que a locally nameless representation nao
pode ser utilizada para formalizagoes em \,.

Agora supondo que este problema possa ser contornado. Em certos lemas auxiliares
para este item, emerge a necessidade de compor meta-substitui¢coes. A propagacao de P
para dentro de meta-substitui¢coes é necessaria para concluir alguns ramos da prova. A
questao aparece quando os termos possuem substitui¢oes explicitas. A propagacao de P
implica no surgimento de tais composigoes. Definiu-se enunciados para casos particulares
da composicao, suficiente para concluir a prova.

Utilizando desses enunciados, as provas poderiam seguir. Mas para completa-las,
estes enunciados também precisariam serem completados. A estratégia utilizada foi em
investir primeiro nestes ramos em aberto para evitar retrabalho. Essa investigacao levou
a uma conclusao a respeito da nogao de meta-substituicao proposta pelo framework. Nao
é possivel, em um caso geral, compor as meta-substitui¢oes. Isto ficou denominado como

O Problema da Composicionalidade nas itera¢oes ao longo do desenvolvimento.
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4.2 O Problema da Composicionalidade

A meta-substituicdo do Calculo-Lambda assume a composicionalidade. Isto é, dadas
duas meta-substitui¢coes sobre um mesmo termo ¢, é possivel realizar uma composicao das
mesmas de forma a inverter a ordem a qual as variaveis livres sao substituidas sem prejuizo
para o resultado final. O Lema da Substitui¢ao enuncia essa propriedade. As condigoes
para essa composicao sao apenas duas, as variaveis substituidas pelas meta-substituicoes
tem que ser diferentes e também a varidavel da primeira meta-substituicio nao pode
ocorrer livremente no corpo do termo introduzido pela segunda meta-substituicdo. Mais

formalmente, isto pode ser escrito como:

Lema da Substituigao. [/
M|z := N[y :== P]| = M|y := P|[xz := N[y := P]]|, para todo x e y tal que © # y e
x ¢ FV(P)

O Lema da Substituicio demonstra uma propriedade do Célculo Lambda que as
variantes equivalentes devem também apresentar. Inclusive, o calculo com notacao de
De Bruijn. A tradugao do Lema da Substituigao nao acontece de forma direta. Uma vez
que as variaveis dessa representagao tem comportamento dindmico. Considera-se isto e

estabelece-se o seguinte lema:

Lema da Substitui¢io com Indices de De Bruijn. [20].
Mli:=N][j:=P]=M[j+1:=P|[i :==N[j —i:=P|], para i e j tal que i < j.

Utilizando a prépria nogao de meta-substituicao, essa representacao nao € valida para
o framework locally nameless. A representacao de De Bruijn nao considera as variaveis
livres como nominais. Isso incorre em algumas limitagbes para com a representacao

localmente sem nome. Isto pode ser facilmente visto no seguinte Contra-Exemplo:

Contra-exemplo. O Lema da Substituicio com Indices de De Bruijn ndio vale tomando
a Definicao 3.12 de meta-substituicao.
Tomando i =0, =0, M =X(i+ 1), N =j e P =z varidvel livre.

e O lado esquerdo da operagdo resolve-se da sequinte forma:

(i~ a{im A+ ) = {G~ 2}A{i + 1~ g} i+ 1)
={j~ N
=A{j+1~ 2} )
= \j
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e Jad o lado direito resulta em:

{imv i —ie 2 U+ 1~ oA+ ) = {ie {J —ie 2} PA{J + 2~ 2} i 4+ 1)
={i~{i—i~a}jri+1)
={i~zINi+1)
= N{i+1~a}li+1)
=\

A priori, a composicdo de meta-substituicoes na representacao locally nameless apenas
limita a igualdade entre os indices i e j. Como variavel nominais estao nesta representagao
como variaveis livres, o lema torna-se mais permissivo no que tange a captura de variaveis.
Isto essencialmente leva a trés representagoes candidatas para a composicionalidade da

meta-substituicao definida em 3.12.

i3 = (o PHine NJM = { {ins {j~ PYN} ~ PYM
{i~{j~ PINHj+1~ P}M

O primeiro candidato é a permutacao dos substitui¢oes. Essa abordagem é simples o
suficiente para N e P variaveis livres. No caso em que N e M sao termos sem indices
soltos, essa composicao ainda vale. Essa limitacao sobre N implica que a substituicao
mais externa nao tem qualquer efeito sobre N, e vice-versa. Logo, estas podem ser
permutadas. A composicdo falha em um caso mais geral, quando qualquer M ou N
possuem indices soltos. Em qualquer caso, um contra-exemplo é facil.

Os demais candidatos sao similares na estratégia de construcao. Em ambos, uma
meta-substituicdo é propagada para dentro da outra. A diferenca da construcao esta
em como lidar com o indice a ser substituido. Em um caso, apenas mantém-se o indice
de substituicao, afinal, o alvo da troca ainda supostamente é o mesmo. No outro, vale-
se da definicao da meta-substituicao para termos com substituicoes explicitas, a qual
incrementa-se o indice. Essa ultima proposicao leva em conta que o resultado de uma
meta-substituicao e de uma substituicao explicita s@o os mesmos e diferem-se apenas no
conceito. Acontece que em ambos os casos, a composicionalidade ndo vale e isto pode ser

mostrado por contra-exemplos bem similares.
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Tomando M = {j ~ z}{i~ j}\(i + 1) onde i # j. M resolve-se da seguinte forma:

M = {j~ a}{i~ jIAG+ 1)
— (> A{i+ 1~ g} i+ D)
= {j~ }N)
—A{j+ 1~} )
:)\j

Contra-exemplo. M' = {i ~ {j ~ z} jHj ~ x}\(i + 1), onde i # j, ndo € igual d
M.

MY = {i~s (G~ x} jHG ~ 2} +1)
={i~ U~} ST+ 12 i+ 1)
=i~ i) R+ 1)
={i~z}N(i+1)
=AN{i+1~2}i+1)
= \x

Contra-exemplo. M? = {i~ {j~ z} j}H{j+ 1~ z}\(i+ 1), onde i # j, ndo € igual
a M.

M2 = {i~s {j~ o} JH + 1~ 2} + 1)
= {i~ o o) MG 2o ) i+ D)

FEste passo tem duas possibilidades em cima da substituicio {j + 2~ x} i + 1:

] € antecessor de i:

M? = {i~ {j~ a} j}a
={i~ x}\x
= {i+1~z} )
=z
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e j nao € antecessor de i:

M? = {ir~o {j~ a} jIA + 1)
={i~x}A(i+1)
=AN{i+1~zx}i+1)
= \z

O Lema da Substituicao nao vale para a proposta expandida da locally nameless repre-
sentation. Nenhuma das possibilidades de composicao das formulas garante a substituicao
mantendo a igualdade do lema. Isso ocorre pela nocao de meta-substituicao implemen-
tada pelo framework. Portanto, construgoes que necessitem da composicionalidade em seu
caso geral, precisam avaliar as condi¢oes de forma a restringi-las possibilitando o uso de
casos especificos do Lema da Substitui¢ao ou reimplementar a no¢ao de meta-substituicao

para torna-la mais abrangente.
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Capitulo 5
Conclusao e Trabalhos Futuros

Este trabalho explora as nogoes de confluéncia para o calculo A, na representacao do fra-
mework locally nameless expandido. Toda uma construcgao é feita a partir da motivagao
da expansao da gramatica pelo Calculo Lambda com Substitui¢coes Explicitas, passando
pela demonstracao da propriedade da confluéncia por K. Nakazawa [7], até a motivacao
para a verificagao da prova via assistente de provas Coq e uma tentativa de executar esta
tarefa. Certamente o trabalho seria muito mais interessante se nesta conclusao estivesse
sendo falado que esta tentativa foi concluida e que a prova do autor que inspirou esse
trabalho de fato vale. Porém as construcgoes apresentadas, a base para as provas e a con-
clusao quanto a composicionalidade de meta-substituicao implementada pelo framework
locally nameless podem servir de inspiragao para quem desejar seguir os passos deste
trabalho.

A prova da propriedade da confluéncia, via Z, proposta nao é em si tao complexa
a ponto de exigir uma grande maturidade mateméatica. De fato, as provas sao quase
todas por inducao na estrutura de termos lambda. Porém, transpor toda a teoria para
o assistente de provas de forma correta, bem definida e conveniente para a prova, exige
sim muita habilidade de quem o faz. E talvez este tenha sido o ponto mais complexo no
desenvolvimento deste trabalho.

A conveniéncia das defini¢oes talvez seja o ponto mais importante ao lidar com uma
formalizacao via assistente de provas. Escrever as defini¢oes de forma que facilite a prova
nao s6 exige o pleno dominio da teoria como também da implementagao. Por vezes,
neste trabalho, a reavaliacao das defini¢des nao andou lado a lado com as mudancas na
estratégia de prova. Reavaliando mais frequentemente as definigdes, possivelmente alguns
pontos em aberto estariam mais proximos de serem fechados.

Ainda sim, as bases para a conclusao da prova sdo oferecidas. Acredita-se que a
partir desse ponto, com os conhecimentos acumulados e transmitidos aqui, a prova de K.

Nakazawa pode ser concluida. Este documento é um recorte do trabalho desenvolvido
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e, naturalmente, muita coisa interessante como os raciocinios, as ideias de provas, as
discussoes em torno disso e as duvidas ficam de fora.

De trabalho futuros, fica a pendéncia da prova via Coq - ou outro assistente - da
confluéncia do célculo \,. Sendo este o principal objetivo inalcancado deste trabalho. A
prova da composicao P o B ser Z para [ por A, por si s6 ja é um trabalho desafiador e
interessante. Assim como a conclusao dos demais lemas por este trabalho iniciado.

Outro trabalho interessante é a definicaio de uma meta-substituicao em locally na-
meless representation expandido para a qual o Lema da Substituicao vale. Certamente
esse resultado tem valor, inclusive para compor este trabalho. Sempre buscando rever
as defini¢oes e simplificar o que ja esta feito. A composicao disto tudo pode enriquecer
ainda mais a teoria em torno do Calculo Lambda com Substitui¢oes Explicitas.

Todos os passos deste trabalho, no que tange a formalizacdo em Coq, podem ser

encontrados acessando o repositorio https://github.com/nunesgrf/lx-confluence.
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