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Resumo

Neste estudo verificamos se o0 uso de técnicas de andlise de componentes independentes
em amostras pseudo-aleatdrias é capaz de melhorar a convergéncia de Monte Carlo paralelo.
Uma das razdes da lenta convergéncia do método de Monte Carlo paralelo € a correlacao
entre as amostras utilizadas para alimentar o método. Para fazer essa verificacio utilizamos
duas técnicas distintas de ICA: FastICA e mapas auto-organizaveis. Um método de Monte
Carlo simples foi proposto para que fosse possivel fazer essa verificacdo. Também foi feita a
comparacao dos resultados usando dois modelos de gerador de nimeros pseudo-aleatorios.
Os resultado obtidos mostraram que nas condi¢cdes propostas neste estudo tanto o FastICA
quanto mapas auto-organizaveis ndo foram capazes gerar amostras menos correlacionadas e

portanto ndo sdo alternativas vidveis em otimizar o método de Monte Carlo paralelo.

Palavras — chaves: Andlise de componentes independentes, Mapas auto-

organizaveis, Monte Carlo, Gerador de nimero pseudo-aleatorio.
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Capitulo 1

Introducao

Uma defini¢cdo formal de Método de Monte Carlo foi dada por Halton em 1970. Ele
definiu o método como uma técnica para representar a solu¢cdo de um problema como um
parametro de uma populagdo hipotética e, que usa uma sequéncia aleatéria de nimeros para
construir uma amostra da populacdo da qual estimativas estatisticas desse parametro possam

ser obtidas.

O primeiro trabalho com método de Monte Carlo foi em 1947 com Jon Von Neuman
e Stanislaw Ulam. Conforme colocado em [Ulam J. von Neumann 1947] e posteriormente
em [Metropolis and Ulam 1949], eles propuseram usar uma simula¢do computacional em
uma parte do projeto Manhattan, na Segunda Guerra Mundial. No projeto de construgdo da
bomba atdmica, Ulam e Jon Von Neumann consideraram a possibilidade de utilizar o mé-
todo, que envolvia a simulacio direta de problemas de natureza probabilistica relacionados

com o coeficiente de difusdao do néutron em certos materiais.

O nome do método se originou pelo uso da aleatoriedade e da natureza repetitiva das
atividades realizadas em cassinos em Monte Carlo, Monaco. O método de Monte Carlo tem
sido utilizado hé bastante tempo como forma de obter aproximag¢des numéricas de fungdes
complexas. Estes métodos tipicamente envolvem a geracio de observacdes de alguma distri-
buicdo de probabilidades e o uso da amostra obtida para aproximar a fungdo de interesse. O
método € também referido como simulagdo estocdstica e € um método relativamente simples

e facil de implementar.

Uma das desvantagens do método de Monte Carlo quando comparado com outros mé-
todos numéricos € a sua convergéncia. A convergéncia deste método € lenta, da ordem de
1/ v/N em que N é o nimero de amostras. Sendo assim é desejdvel paralelizar o método de
Monte Carlo para que a convergéncia seja mais rapida. Porém ao paralelizar Monte Carlo
um problema surge: as amostras obtidas pelos geradores de nimeros aleatérios para cada
simulacao sdo correlacionadas entre si, isso faz com o ganho em convergéncia nio seja tao
significativo [Hellekalek 1998].

Uma possivel solu¢do para minimizar a correlacdo destas amostras € o uso de uma téc-



nica chamada de andlise de componentes independentes. A Andlise de Componentes In-
dependentes (ACI), ou Independent Components Analysis (ICA) em inglé€s, € um método
computacional que tenta decompor um conjunto de sinais em componentes que sejam esta-
tisticamente independentes entre si. Para isso, aos algoritmos cldssicos assumem que estas
componentes também tenham distribui¢des ndo-gaussianas. Um caso especial de ICA € a
separacdo cega de fontes, ou Blind Source Separation (BSS), e um exemplo classico de BSS
€ o "cocktail party".

Para entender o problema do "cocktail party", considere duas pessoas falando em uma
sala fechada e que esta sala possua microfones que capturam os sinais de voz destas pessoas.
O sinal obtido por tais microfones serd uma mistura entre a voz de cada pessoa nesta sala.
Esta situagdo estd representada na Figura 1.1. O problema consiste em recuperar os sinais
de voz de cada pessoa sabendo apenas os sinais capturados pelos microfones. A particu-
laridade da separacdo cega de fontes, entre outras técnicas de filtragem, € que neste caso
ndo é preciso conhecer as fontes originais nem a forma como os sinais foram misturados
[Aapo Hyvirinen 2001].

Processo de

) GNSong
Mistura Sensores

Figura 1.1: Modelo simplificado do problema "coktail party"com duas fontes.



Para melhor exemplificar o problema de separagdo cega de fontes, suponhamos um sis-
tema com trés sinais independentes: uma onda quadrada, uma onda triangular e uma onda

senoidal, misturados de forma linear. A figura 1.2 representa este sistema.

(a)

Figura 1.2: Exemplo de BSS com trés fontes de sinais; (a) Representa os sinais originais; (b)
Os sinais observados apds a mistura.

Com base na figura a cima, o problema de separacdo cega de fontes € estimar a fontes
originais (a) a partir apenas dos sinais observados (b). Varias técnicas de ICA foram desen-
volvidas para poderem solucionar um problema como este e algumas delas serdo comentadas

neste estudo.

A andlise de componentes independentes foi originalmente desenvolvida para resolver
um problema andlogo ao problema do "cocktail-party". Porém esta técnica se mostrou ser
bastante interessante em outras abordagens. Considere, por exemplo, uma gravacdo da ativi-
dade elétrica do cérebro é dada por um eletroencefalograma (EEG). A informacdo do EEG
consiste em registros do potencial elétrico em varias regides do cérebro. Esta situacio é
bastante similar ao problema do "cocktail-party": desejamos encontrar as componentes ori-
ginais da atividade cerebral, mas temos acesso apenas a uma mistura destes sinais. Portanto,
ICA pode revelar informacdes interessantes sobre a atividade cerebral dando acesso a suas

componentes independentes [Hyvirinen and Oja 2000].

Portanto, o uso de técnicas de ICA em amostras de nimeros pseudo-aleatdrios, que pos-
teriormente serdo usadas para fazer algum calculo numérico pelo método de Monte Carlo
paralelo, pode fazer com que a convergéncia deste método melhore. Ja que, se aplicacdo de
ICA for bem sucedida, uma das causas da convergéncia lenta deste método serd solucionada,

que € a correlacdo entre as amostras utilizadas pelo método.



Para resolver o problema de descorrelacionar amostras pseudo-aleatdrias duas técnicas
de ICA se mostram promissoras: o FastICA, que € um algoritmo de ponto fixo e o mais
utilizado em aplicagdes simples de ICA, e ICA por mapas auto-organizaveis, técnica que
utiliza uma rede neural para poder estimar as componentes independentes [Hyvarinen 1999]
[Pajunen et al. 1996]. A escolha do FastICA se deu pelo o fato de ser o algoritmo mais
consolidado em ICA. J4 ICA por mapas auto-organizdveis foi escolhido por ser uma técnica
ndo-linear de ICA.

Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho € verificar se o uso das técnicas de andlise de componentes
independentes, FastICA e mapas auto-organizaveis, é capaz de descorrelacionar amostras de
nimeros pseudo-aleatérios e por consequéncia melhorar a convergéncia de um problema de

Monte Carlo paralelo.

Organizacao do Documento

No capitulo 2, € apresentada a revisdo de andlise de componentes independentes, in-
cluindo uma técnica linear e outra abordagem nao-linear, método de Monte Carlo e alguns

pontos importantes para o entendimento do trabalho.
No capitulo 3, € explicada a metodologia usada neste trabalho.
No capitulo 4, sdo mostrados os resultados obtidos no trabalho.

E por fim, no capitulo 5 € apresentada as conclusdes e ideias de trabalhos futuros.



Capitulo 2
Fundamentacao Teorica

Neste capitulo serd abordado os fundamentos tedricos suficientes para o entendimento
deste trabalho. Para uma leitura mais aprofundada sobre os temas aqui tradados recomenda-

se as referéncias citadas ao longo deste capitulo.

2.1 Simulacao de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é usado para determinar heuristicamente solu¢cdes numéricas
através de parametros gerados aleatoriamente. Geralmente, estas solucdes consistem em
distribui¢des de valores, ja que o problema € alimentado por um conjunto de parametros
pseudo-aleatorios[Landau et al. 2015].

A integracdo de Monte Carlo é um caso especial do método de Monte Carlo, é baseada

no teorema do valor médio:

1= / f(@)dz = (b— a)(f) @.1)

Este teorema € simples de compreender se pensar em integrais como sendo uma area. O
valor da integral de alguma fung@o f(x) entre os pontos a e b é igual ao comprimento do in-
tervalo (b—a) vezes o valor médio da fung¢do neste mesmo intervalo ( f) [Landau et al. 2015].
O algoritmo de integragdo de Monte Carlo usa pontos aleatérios para poder estimar a média
da fun¢do. Para o cdlculo da média de uma amostra, considere uma sequéncia a < z; < b

com N numeros uniformemente distribuidos, entao:

(f) ~ % Z () 2.2)
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Figura 2.1: Representacio do teorema do valor médio. A curva verde é uma funcido qualquer
no intervalo [0;1.6] enquanto a curva em azul € a media dessa fungdo no mesmo intervalo.
Portanto a drea sob ambas as curvas € a igual [Apostol 2007].

Usando a equagdo 2.1 e chegamos em uma forma simples de integracdo numérica:

b N
1
/ fle)dr = (b— )5 3 f(r) = (- a)(f) (2.3)
a i=1
Se o valor do nimero de amostras de f(z) se aproximar de infinito, N — oo, ou se
manter o nimero finito de amostras mas pegar a média entre infinitas integracdes, o valor da

equacao 2.3 se aproxima do valor exato.

E importante enfatizar que a equagdo 2.3 s6 é valida se todos os nimeros amostra-
dos possuem a mesma chance de serem escolhidos, ou seja, sdo uniformemente distribui-
dos. Quanto mais uniforme a distribuicao melhor serd o resultado deste método numérico
[Newman and Barkema 1999]. Nos métodos classicos de Monte Carlo, como este, a unifor-
midade das amostras € mais importante do que a aleatoriedade destas [Dongarra et al. 2003].
Em casos em que os niimeros amostrados ndo sao uniformemente distribuidos uma outra téc-

nica de Monte Calo pode ser usada:

(z) 2.4)

1 N
=l g2



Em que p(x) é uma distribuicdo qualquer.

A incerteza no valor obtido pela integral apés N amostras de f(z) é calculada pelo o
desvio padrio ;. Considerando que o € o desvio padrdo do integrando f na amostragem,

entdo para distribui¢cdes normais temos que [Landau et al. 2015]:

O] ~ ——=0y (2.5)

Logo, para N muito grande, o erro do valor obtido pela integral é proporcional a \/LN Quando
comparado com outros métodos numéricos de integracio Monte Carlo possui uma con-
vergéncia muito lenta. O método de Simpsons por exemplo possui o0 erro proporcional a
1/ v/ N*. Porém o método de Monte Carlo é mais eficaz para integrais com varias dimensoes
isso porque o erro do método de Monte Carlo é proporcional a 1/ VN independentemente

do numero de dimensdes [Newman and Barkema 1999].

Paralelizar o método de Monte Carlo seria a forma mais intuitiva para melhorar a conver-
géncia deste método, ja que o algoritmo € facilmente paralelizdvel. Porém ao se paralelizar
o método alguma forma de paralelizacdo na geracdo nimeros amostrados também se faz
necessdria, € isso gera um problema: os numeros gerados em paralelo sdo de alguma forma
correlacionados entre si. Por este motivo paralelizar Monte Carlo ndo gera tanto ganho em
convergéncia [Hellekalek 1998].

2.2 Gerador de Numeros Pseudo-Aleatorios

Como visto na se¢do anterior para a aplicacdo do método de Monte Carlo se faz necessa-
rio a amostragem de um conjunto de nimeros aleatorios. Para isso pode-se usar um gerador
de nimeros verdadeiramente aleatérios, porém uma caracteristica deste tipo de gerador o
torna indesejavel: os resultados obtidos nao sao reproduziveis. A reproducao de resultados
do método de Monte Carlo é uma importante etapa para verificar se o resultado € vdlido ou
ndo. Para isso utiliza-se entdo um gerador de nimeros pseudo-aleatdrios em detrimento de

geradores verdadeiramente aleatorios.

Um gerador de nimeros pseudo-aleatério € um algoritmo para gerar uma sequéncia de
nimeros em que suas propriedades se assemelhem a sequéncias de nimeros verdadeira-
mente aleatorios. Uma sequéncia de niimeros originados a partir de um um gerador pseudo-
aleatdrio ndo é completamente aleatdrio, ja que, a sequéncia segue um padrao deterministico.

Isto €, sabendo o valor inicial, é possivel prever qualquer nimero desta sequéncia.

Algumas caracteristicas definem um bom gerador de nimeros pseudo-aleatérios
[Hellekalek 1998]:

e Ter distribui¢do uniforme;

e Os numeros gerados serem descorrelacionados;



e Os nimeros gerados serem reproduziveis;

e O periodo do gerador deve ser algumas ordens de grandeza maior que a quantidade de

nimeros gerados;

O gerador de nimeros pseudo aleatério mais utilizado ¢ o Mesenne Twister. Esse al-
goritmo é baseado no niimero primo de Mersenne, 219937 — 1. Este gerador tem o periodo
muito grande, o que faz dele um método muito atrativo em aplicagdes como criptografia
[Matsumoto and Nishimura 1998].

2.2.1 Registrador de Deslocamento com Retroalimentacao Linear

Um tipo simples de gerador de numeros pseudo-aleatdrios € o registrador de desloca-
mento com retroalimentacdo linear ou Linear Feedback Shift Register ou LFSR. Este gerador
nada mais € do que um circuito registrador de deslocamento com realimentagao feita através
de operagdes lineares. A realimentagdo € realizada com a utilizac@o de portas 16gicas do tipo

"ou-exclusivo".

O valor inicial do LFSR é chamado de semente, e como a operacdo do registrador € de-
terministica, a sequéncia de nimeros produzido pelo gerador é completamente dependente
do estado anterior. Como o registrador tem um nimero finito de estados possiveis, eventual-

mente o gerador passa a gerar nimeros repetidos[Poorghanad et al. 2008].

O periodo maximo de um gerador LFSR € 2" — 1 em que n € o numero de bits do

registrador usado.

A figura 2.2 mostra o modelo de um gerador LFSR de 4-bits em que o estado atual é
0001.

LY

A

Figura 2.2: Registrador de deslocamento funcionando como um gerador LFSR com valor
inicial de 0001. A realimentacdo € feita pela a operagao "ou-exclusivo'nos bits 1 e 4

E possivel, na tabela 2.1, observar que a saida do gerador ndo parece seguir nenhum
padrdo conhecido e portanto se parece com um gerador verdadeiramente aleatério. Na linha
16 da tabela 2.1 o valor do registrador volta a 0001, que € o valor inicial, e a partir desse

ponto os valores sao todos repetidos, portanto o periodo deste gerador € 15. O valor 0000



H Registrador Feedback Saida H

0001 1 1
1000 1 8
1100 1 12
1110 1 14
1111 0 15
0111 1 8
1011 0 11
0101 1 5
1010 1 10
1101 0 13
0110 0 6
0011 1 3
1001 0 9
0100 0 4
0010 1 2
0001 1 1
1000 1 8
1100 1 12

Tabela 2.1: sequéncia de valores obtidos usando um gerador LFSR de 4 bits e valor inicial
0001.

no registrador nao pode ser usado como valor inicial porque caso isso aconteca o valor da

retroalimentagdo serd 0 e o registrador sempre permanece no estado 0000.

2.3 Analise de Componentes Independentes - ICA

Com o objetivo de estimar quantidades desconhecidas, sejam elas parametros, sequéncias
de dados ou sinais, a partir de medidas conhecidas (obtidas por meio de sensores), deve-se
utilizar um modelo de representagcdo que seja capaz de expressar a relacdo entre as grandezas

desconhecidas. Um modelo dos mais utilizados € o modelo linear, expresso por:

xr = As (2.6)

Onde x é o vetor das medidas realizadas pelos sensores e A ¢ a matriz de mistura. A
matriz A corresponde aos parametros de combinacdo dos sinais ou dados, sendo que os
coeficientes ou pesos desta matriz sdao considerados constantes e desconhecidos, uma vez que
ndo é possivel determina-los sem o conhecimento das propriedades do sistema de mistura.

O vetor s € aquele que contém os sinais fonte ou dados originais [Aapo Hyvirinen 2001].

Devido a sua simplicidade e aplicabilidade, o modelo linear invariante no tempo tem sido

utilizado para equacionar o problema de andlise de componentes independentes.



Algumas outras consideragdes devem ser feitas ao modelo da equagdo 2.6, para a sua
utilizacdo em ICA:

e s é estaciondrio e de média zero;
e As componentes do vetor s sdo estatisticamente independentes;

e O ndmero de sensores ¢ maior ou igual ao nimero de fontes.

Assim, partindo do modelo linear (2.6) e do principio de que as fontes originais sdo es-
tatisticamente independentes, a andlise de componentes independentes procura estimar um
conjunto de fontes y também independentes, através de um sistema de separacdo W quando
somente as medidas dos sensores x sdao conhecidas [Aapo Hyvérinen 2001]. Para isso, a
restricdo estatistica utilizada é que a funcdo densidade de probabilidade das fontes sejam
nao-gaussianas, ou que no maximo uma das fontes tenha a func¢do densidade de probabili-
dade gaussiana. Esta restricao € utilizada, visto que, conforme o teorema do limite central
[Athanasios and Pillai 1991], a soma de varidveis aleatérias gaussianas fornece uma distri-
bui¢do de probabilidade conjunta também gaussiana, o que inviabiliza qualquer inferéncia

sobre as fontes originais a partir das obervagdes dos sensores, ou seja, das misturas.

O modelo para a separacdo das misturas utilizando ICA pode , entdo, ser escrito como:

y=Wz 2.7)

Na realidade, as formulagdes das equagdes (2.6) e (2.7) ndo sdo diferentes, uma vez que

W pode ser considerada a inversa da matriz A.

A partir da equacdo 2.7 o problema passa a ser a determinacdo do sistema ou matriz de

separacdo W, tal que as componentes de y sejam maximamente independentes.

Mais uma vez vale a pena destacar que este problema s6 serd resolvido se, e somente se,
as fontes originais forem consideradas ndo gaussianas, pois sO assim a restricao de indepen-
déncia estatistica € suficiente para a determinac¢@o dos coeficientes de W e das componentes
y. Desta forma, pode-se dizer que a ndo-gaussianidade das fontes originais € o ponto de
partida para a elaboracdo de métodos para a solu¢do do problema de ICA, que tem por
objetivo encontrar componentes independentes para o caso especial em que as fontes sio

nao-gaussianas.

2.3.1 Restricoes Estatisticas

Para que se possa utilizar ICA € necessario que os sinais originais sejam estatisticamente
independentes. Assim sendo, a matriz de separacio W ¢é determinada de tal forma que as
componentes de y; também sejam estatisticamente independentes. Isto significa que o valor

de uma componente ndo fornece nenhuma informacgao sobre o valor das outra componentes.
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Em termos estatisticos, as varidveis sdo mutuamente independentes se a fung¢do densidade
de probabilidade conjunta de y; puder ser fatorada no produto de suas fun¢des densidade de
probabilidade marginais. A equacdo (2.8) demostra essa relagao para duas varidveis aleato-

rias « e y [Athanasios and Pillai 1991].

Py (T, Y) = Pa(T)Dy (V) (2.8)

A equagdo (2.8) pode ser utilizada para definir a propriedade mais importante das
varidveis aleatérias independentes. Dadas duas fungdes, g e h, sempre temos que
[Hyvirinen and Oja 2000]:

E{g(x)h(y)} = E{g(z1)} E {h(y1)} (2.9)

A equacio (2.9) pode ser provada da seguinte maneira:

E {g(x)h(y)} = / / 9(x)h(y)p(x, y)dady
_ / / g(x)p(z)h(y)p(y)dady (2.10)
~ [9@p@)de [ Bwpw)dy = Elg(@)}E{h)}

Uma forma ,fraca, de independéncia é a descorrelacdo. Duas varidveis aleatdrias sdao

descorrelacionadas se sua covariancia € igual a zero, como definido pela equagdo (2.11)

E{zy} — E{z}E{y} =0 2.11)

Com base nas equagdes (2.8) e (2.11) é possivel comprovar que, se as varidveis ale-
atdrias sdo estatisticamente independentes, elas sdo descorrelacionadas, mas a descorre-
lacdo ndo implica em independéncia. O unico caso em que descorrelacdo implica em
independéncia estatistica ocorre quando as varidveis aleatdrias sd@o gaussianas, uma vez
que estas varidveis sdo completamente descritas por suas estatisticas de segunda ordem
[Athanasios and Pillai 1991]. Como a descorrelacdo ndo garante a independéncia, ela tam-
bém nao pode garantir a separacdo em componentes independentes. Assim, para garantir a
separacdo € necessdrio recorrer a estatisticas de ordem superior. A utilizacdo de estatisticas
de ordem superior, por sua vez faz com que a separacdo , utilizando ICA, seja garantida

somente para no maximo uma fonte gaussiana.

N3ao obstante, como a independéncia estatistica implica em descorrelacdo, a maioria dos
métodos de ICA restringe o problema da estimativa de fontes originais de tal forma que as

componentes independentes estimadas sejam sempre descorrelacionadas. O procedimento
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de descorrelagdo reduz o nimero de parametros livre, a serem determinados na separacao,

simplificando o problema.

2.3.2 Variaveis aleatdrias nao-gaussianas

Uma das principais restri¢des para a realizacao de ICA € que as componentes indepen-

dentes sejam ndo gaussianas ou que no maximo uma das componentes seja gaussiana.

Considere um sistema de mistura com duas fontes gaussianas , s; € Sa. Assim, 0s Si-
nais misturados resultantes, x; € 3, sdo gaussianos, descorrelacionados e tem variancia
unitdria. Como a fun¢do densidade de probabilidade de x; e x5 é simétrica, ela ndo con-
tem nenhuma informagdo sobre a matriz de mistura A. Desta forma, pode dizer que a
matriz A ndo pode ser estimada, se mais do que uma das fontes originais for gaussiana
[Hyvirinen and Oja 2000]. Isto confirma e refor¢a a afirmacdo de que a separacdo em com-
ponentes independentes s6 € possivel se no maximo uma fonte original for gaussiana. Além
disso, € importante reforcar a ideia de que a separagao somente € possivel através da utiliza-

cdo de estatisticas de ordem superior.

Por outro lado, para varidveis ndo gaussianas, a independéncia estatistica € a principal
garantia de que as fontes estimadas serdo distintas e com base neste critério sao definidas a
maioria das estratégias para a separacdo cega utilizando ICA.

A funcdo densidade de probabilidade para a distribuicdo gaussiana ou normal é definida

pela seguinte fungao:

1 —(z—pw)?

p xr — —QT (2.12)
(@) oV 2w
Onde p e o sdo, respectivamente a média e o desvio padrao.

Uma funcao densidade de probabilidade sub-gaussiana € tipicamente mais plana que a
distribui¢do gaussiana. Um exemplo € a distribuicdo uniforme. Ja a funcdo densidade de
probabilidade super-gaussiana tem tipicamente extremidades mais prolongadas e picos mais
acentuados que os das distribuicdes gaussianas. Um exemplo € a distribuicao Laplaciana.
Sinais de voz e de musica comumente apresentam distribuic@o super-gaussiana. A figura 2.3

compara a forma de distribui¢cdes super-gaussianas, sub-gaussiana e gaussianas.

Assim, vérios métodos foram desenvolvidos baseados no principio de que para varidveis
ndo gaussianas a independéncia € suficiente para garantir que fontes estimadas serdo distin-
tas, validando desta forma a separac¢do das fontes. Neste sentido, os métodos de ICA mais
convencionais sdo: Maximizacdo de nao-gaussianidade, estimacdo de médxima verossimi-

lhanga e minimizagdo da informacdo mutua [Aapo Hyvirinen 2001].
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Figura 2.3: Comparacdo da fun¢do probabilidade de densidade de diferentes distribuigdes.
A curva vermelha representa uma distribuicdo sub-gaussiana, a curva verde um distribuicdo
super-gaussiana e a curva azul uma distribuicao gaussiana.

2.3.3 Ambiguidades

Inerentes ao problema da separacdo cega exitem algumas ambiguidades ou indetermina-
coes, que sdo mantidas pelo modelo geral de ICA da equacgdo (2.6). As principais ambigui-

dades ou indeterminagdes sao:

1. Nao € possivel determinar a variancia das componentes independentes. A razao disso
€ que, como s quanto A sdo desconhecidos, qualquer escalar que multiplica uma das

fontes pode ser cancelado dividindo a coluna a; da matriz A.

1
T = E (—ai)(siai) (2.13)

X (8 %]

(2

Como consequéncia € possivel recuperar a amplitude das componentes. Como elas
sdo varidveis aleatdrias, a maneira mais simples de fazer isso € assumindo que cada
uma das componentes tem variancia unitdria, ou seja , E{s2} = 1. Assim, a matriz
de mistura A pode ser estimada pelo método de ICA levando em conta esta restri¢do.
Nota-se ainda, uma ambiguidade em relacdo ao sinal (positivo ou negativo) das fontes

recuperadas.
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2. Nao € possivel determinar a ordem das componentes independentes. A razdo estd no
fato de que tanto os sinais originais quanto a matriz de mistura sdo desconhecidos.
Isso pode ser demostrado através de uma matriz de permutacdo P e de sua inversa
P!, que podem ser substituidas no modelo da equacdo (2.6) resultando na equagio
(2.14), em que os elementos de Ps sdo varidveis independentes originais, mas uma

outra ordem e a matriz AP~1 é a nova matriz de mistura desconhecida.

x = AP 'Ps (2.14)

Assim, a separagdo de sinais utilizando anélise de componentes independentes somente

€ possivel sob as ambiguidades de permutacdo e escalonamento.

2.3.4 Algoritmo FastICA

Os primeiros algoritmos de ICA desenvolvidos apresentam problemas quanto utilizado
em casos praticos, pois suas convergéncias sao lentas. Para tentar minimizar este problema
foi desenvolvida uma familia de algoritmos baseados em iteracdes de ponto fixo denominada
FastICA [Hyvarinen 1999].

Os algoritmos da familia FastICA sao diferenciados pela abordagem e pela funcao custo
utilizada; todos eles visam encontrar componentes independentes através da maximizagdo
da negentropia, que é uma medida de ndo-gaussianidade, ou seja, distribui¢cdes gaussianas

tem negentropia igual a zero.

Com relacdo a abordagem, existem duas versdes do FastICA: uma que permite a recu-
peracdo de todas as fontes e outra que encontra uma das componentes, apenas. As duas
abordagens utilizam qualquer funcio custo ndo paramétrica para estimar a negentropia das
fontes [Hyvarinen 1999].

O algoritmo FastICA procura encontrar uma direcao, ou seja, um vetor w, cuja proje¢ao

wTx maximiza a negentropia que pode ser aproximada na equacdo (2.15)

Jy(y) = [E{G(v)} — E{G(v)}]? (2.15)

Onde G é uma func¢do ndo quadrética e v é uma varidvel gaussiana de média zero e variancia

unitdria. O algoritmo do FastICA pode ser simplificado da seguinte forma:

1. Escolha valores aleatdrios para o vetor w;
2. wt = E{xg(wTz)} — E{g'(wTz)}w;
3. w=wt/||lwT]|;

4. Repetir o passo 2 até convergir;
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Note que a convergéncia aqui significa que o valores antigos e novos de w estdo na mesma

direcdo, ou seja, o produto interno € préximo de 1.

As esperangas E sdo estimadas através da média amostral de um niimero suficientemente

grande de amostras dos dados de entrada para garantir a precisao.

Quando € necessario a estimativa de varias fontes, deve-se usar o algoritmo mostrado an-
teriormente, entretanto, aplicando-o separadamente aos membros de um conjunto de vetores
{w1, wy, ..., w,}, tal que os membros w,, representam um vetor de pesos e 2 0 nimero
total de componentes que se deseja encontrar. Para evitar que resultados convirjam para

T T T

0 mesmo ponto, deve-se descorrelacionar as saidas wj x, w, x, ..., w, x, a cada itera¢do.

Uma maneira simples de se alcancar isso usando um algoritmo iterativo foi proposta por
[Hyvarinen 1999]. Sendo W = (wy, wa, ..., wy,) T

LW =W/y[IWwT|];
2. W =2W — :WWTW;

3. Repetir o passo 2 até convergir;

2.4 Mapas Auto-organizaveis

Na secdo anterior apresentamos uma abordagem linear de andlise de componentes in-
dependentes, equacdo 2.6, porém em muitas situagdes esse modelo € muito simples para
descrever os sinais observados & de forma adequada. Portanto, Uma extensdo natural para
este modelo linear € um modelo ndo-linear. Para misturas invariantes no tempo, o modelo

ndo-linear segue uma forma genérica:

z = f(s) (2.16)

Em que x € o vetor do sinal observado, f é uma funcdo desconhecida de mistura e s € o

vetor com as componentes independentes desconhecidas.

Assumindo que a dimensao do vetor s € igual a dimensao do vetor  por simplicidade,
entdo, o modelo geral para ICA ndo-linear consiste em encontrar a funcdo h: R* — R"

que gere componentes que sdo estatisticamente independentes.

y = h(x) (2.17)

Para resolver um problema ndo-linear de ICA as técnicas apresentadas anteriormente
ndo sdo suficientes. Para isso varias técnicas para resolver este problema foram apresentadas
como: MISEP, que utiliza o principio do Infomax, e ICA por meio de fun¢do de base radial

[Comon and Jutten 2010]. Uma das abordagens mais simples e mais antigas para solucionar
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o problema de ICA ndo-linear é por meio de mapas auto-organizdveis. Este método foi
originalmente proposto por [Pajunen et al. 1996].

O Mapa Auto-Organizavel (Self Organizing Map), também chamado de rede de Kohonen
ou pela abreviacdo no nome em inglés SOM, é uma arquitetura de rede neural artificial
com aprendizado do tipo ndo-supervisionado [Haykin 1994], [Kohonen 2001]. A rede de
Kohonen faz uma projecao ndo linear de dados de dimensao d em um mapa discreto de duas
dimensdes, mantendo a topologia dos dados de entrada to fielmente quanto possivel.

Mapa auto-organizdvel pode ser modelado em uma rede de duas camadas, entrada (veto-
res de caracteristicas) e a camada de saida ( mapa de neurdnios [Kohonen 2001]). O vetor de
entrada é representado por x; e tem n dimensdes. Logo * = (&1, T2, ..., T, ), cOmo pode

ser visto na figura 2.4. Sendo assim o conjunto de vetores x serd denotado X.

Um neur6nio (ou unidade) w € associado a um vetor de pesos w, =
(Wy1s Wy2y +ovy Wyy) » que assim como o vetor de entrada tem dimensdo d. Os vetores
de peso devem ser inicializados de forma aleatdria, com escolhas aleatdrias no dominio da
entrada [Kohonen 2001].

Camada
de saida

Camada
de entrada

S

X1 X2 Xn

Figura 2.4: Modelo de mapas auto-organizdveis. A camada x; representa a camada de
entrada.
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O treinamento do mapa auto-organizavel comeca com a selecdo aleatéria de um vetor
do conjunto de treinamento, x;. Entdo, o neurdnio « com a menor distancia entre seu vetor
de pesos w,, € x; no espaco euclidiano €, entdo, selecionado como o neurdnio vencedor,

denotado como ¢, de acordo com a equacgao 2.18.

c = argmin(||z; — w,y||) (2.18)

Em que a distancia euclidiana é denotada como

Podemos dizer que o neurdnio ¢ € o melhor representante de x;. Para aumentar a proba-
bilidade deste neurdnio ser escolhido como vencedor novamente, caso 0 mesmo vetor x; seja
selecionado novamente nas iteragdes subsequentes do treinamento, a diferenga entre o vetor
de pesos do neurdénio vencedor w,. e x; é diminuida. Esta adaptacdo gradual do vetor de
pesos € controlado pelo parametro de taxa de aprendizado . Usualmente, a taxa de aprendi-
zado diminui em fun¢do do ntimero de iteracdes, assim, o vetor de pesos serd adaptado mais
fortemente no inicio do treinamento. J4 no final do processo, quando ¢ € pequeno, 0 mapa

se ajusta de forma mais lenta, fazendo apenas o ajuste fino.

Para garantir que o mapa preserve a topologia, ou seja, preservar as relacdes de simila-
ridade entre os vetores de treinamento e os neurdnios do mapa, além do vetor de pesos do
neurdnio vencedor os vetores dos seus vizinhos também serdo alterados. Define-se entdo
uma relagdo de vizinhanga, para que os neur6énios mais préximos do neurdnio vencedor ¢
se ajustem mais que neurdnios mais distantes de c. Uma das fungdes de vizinhanga mais

utilizadas é:

hei(t) = ellre—ill?/29 (2.19)

Em que h.; ¢ a for¢a de adaptagdo, r. é a coordenada do neurdnio vencedor ¢, r; € a
coordenado de um neurdnio vizinho 2 no mapa de saida. O pardmetro o define o tamanho

do raio da vizinhancga e é um fator dependente do nimero de iteragcdes.

Definida a taxa de aprendizado « e a fung@o de vizinhanga h.;, o vetor de pesos w; do
neurdnio u é adaptado pela adi¢do de uma parcela ah,; do vetor diferenca [x; — w,,] ao

vetor w,,, de acordo com a equacao 2.20.

w:: = W, + ahyl||x; — w,|| (2.20)

Como consequéncia da equacdo 2.20, o vetor de pesos do neurdnio vencedor € 0s pesos

dos neurdnios vizinhos se deslocam em direcdo ao vetor de treinamento x;.

Uma forma resumida de uma iteracdo do algoritmo de aprendizado de um mapa auto-

organizavel pode ser descrito como:

1. Selecdo aleatéria de um vetor x; do conjunto de treinamento;
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Figura 2.5: Representacdo da relagdo de vizinhanga. A intensidade de adaptacdo dos neuro-
nios € indicada pelos diferentes circulos em tons de cinza. O neur6nio central representa o
neur6nio vencedor

2. Seleciona-se o neur6nio vencedor
3. Adaptacgao do vetor de pesos do vencedor e seus vizinhos;

4. modificacdo da taxa de aprendizado e da faixa de vizinhanga;

Ao final de cada iteracao, o processo de treinamento € continuado com a sele¢do aleatéria

do préximo vetor x;, a ser considerado na nova iteracdo de treinamento.

Um mapa auto-organizdvel pode ser usado como uma técnica de ICA ndo-linear
[Pajunen et al. 1996]. O mapa pode estimar a matriz inversa W, da equacgdo 2.7. Isso pode
ser feito usando o vetor de sinais observados & como o vetor de entrada no mapa auto-
organizavel. Sendo assim, a coordenado do neurénio vencedor no mapa define a estimativa
do vetor de sinais recuperados y. Usando interpolagdo no mapa € possivel fazer com que
esta fungdo fique continua[Ludwig et al. 1995].

Mesmo que o mapa auto-organizdvel consiga produzir vetores que sejam estatisticamente
independentes entre si, essa propriedade nao garante que as componentes obtidas pelo mapa
sdo boas estimativas dos sinais fontes. Porém, com algumas restri¢des heuristicas, aparen-
temente os sinais fontes podem ser separados de forma grosseira. A densidade da mistura
deve ter uma forma tal que o mapa auto-organizdvel consiga se adaptar a ela. Além disso

essa adaptacdo natural deve resultar em uma separagdo correta. Uma classe de problema ra-
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zodvel em que essa descri¢cdo € valida consiste em fontes sub-gaussianas que primeiramente
sdo misturadas de forma linear e posteriormente sofrem uma pequena distor¢do ndo-linear.
Tipicamente, sinais com distribuicdes sub-gaussianas possui a densidade de probabilidade

mais achatada em comparacdo com distribui¢des gaussianas [Pajunen et al. 1996].

Devido a forma mais plana de uma distribui¢do sub-gaussiana uma mistura linear de
fontes sub-gaussianas produzem, em geral uma densidade préxima de um retangulo. Peque-
nas nao-linearidades nao distorcem tanto essa densidade com forma retangular, permitindo a

adaptacdo correta do mapa auto-organizivel.

Para demostrar tal técnica podemos utilizar duas fontes de sinais sub-gaussianos : um

sinal senoidal e um sinal de ruido uniformemente distribuido. Usando a matriz de mistura
A:

0.7 0.3
A= (2.21)
0.3 0.7

Apos a mistura linear os sinais misturados, vy, = Asy, foram distorcidos por uma fungio
ndo-linear f aplicada separadamente em cada componente. resultando no vetor de mistura

observado:

xp = [f(vy), f(v)]" (2.22)

A fungdo ndo-linear f utilizada neste exemplo foi f(x) = x3 + x.

Como pode ser visto na figura 2.6 a técnica conseguiu preservar a forma dos sinais ori-

ginais, porém, com um ruido atrelado ao resultado.
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Figura 2.6: Canto superior esquerdo: Mapa auto-organizavel; Canto superior direito: Fontes
originais; Canto inferior esquerdo: sinais observados; Canto inferior direito: Sinais recupe-

rados. [Pajunen et al. 1996]
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Capitulo 3
Metodologia

A metodologia deste estudo foi dividida em duas partes: ICA linear e ICA nio-linear.
Para produzir resultados o mais confidveis possiveis, ou seja, obter um erro relativo na or-
dem de grandeza de 0,01% escolhemos um grande niimero de amostras e uma quantidade
razoavel de paralelizacdo de Monte Carlo. Com esse propoésito serdo feitas 20 simulacdes
com 1.000.000 pontos cada. Estes pontos serdo amostrados a partir de dois geradores de

numeros aleatorios: Mersenne Twister e LFESR 16-bits.

A amostragem dos pontos necessdrios para o método de Monte Carlo € feita da seguinte
maneira: como cada ponto na simulagio € um par ordenado (x;,y;), 0 primeiro passo é
criar um vetor x de tamanho 1.000.000 e, em seguida substituir cada valor x; por um valor
gerado pelo gerador pseudo-aleatdrio. Repetindo esse processo para componente y geramos
uma amostra de pares ordenados necessarios para uma simulacdo de Monte Carlo. Esse

processo todo € feito para gerar uma amostra, entdo, repetimos ele até chegar a 20 amostras.

Com o conjunto de amostras pronto, aplicamos ICA e como resultado geramos um outro
conjunto de amostras. Esses dois conjuntos serdo utilizados no método de Monte Carlo a ser
proposto e por fim iremos comparar o erro obtido a partir destes dois conjuntos. Com isso
esperamos verificar se a aplicacdo de ICA nas amostras melhora a convergéncia de Monte

Carlo paralelo.

PRNG Amostra 1 Monte Carlo |—
— Amostra 2 Monte Carlo [
—{Erro médio
— Amostra 3 Monte Carlo
— Amostra n Monte Carlo |—

Figura 3.1: Diagrama de blocos do problema de Monte Carlo sem o uso de ICA.

O diagrama de blocos representado na figura 3.1 mostra de forma simplificada como
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foi feita a primeira parte do estudo. Primeiramente amostramos um numero o de amostras
pseudo-aleatdrias que em seguida alimenta n ensaios de Monte Carlo. Assim obtemos o
erro médio das n simulacdes. No caso, o valor n neste estudo € 20 como j4 foi citado. Em

seguida realizamos o ensaio usando ICA como mostra o diagrama de blocos da figura 3.2.

PRNG | Amostra 1 . = Monte Carlo |
—{ Amostra 2 > = Monte Carlo [—
—Erro médio
— Amostra 3 - |CA = Monte Carlo [
—] Amostra n > | Monte Carlo [—

Figura 3.2: Diagrama de blocos do problema de Monte Carlo com o uso de ICA.

Nesta segunda etapa apos a amostragem a partir do gerador pseudo-aleatdrio aplicamos
ICA nas n amostras obtidas. A andlise de componentes independentes ira gerar como resul-
tado outras n amostras que entdo alimentaram as realiza¢des da simulacdo de Monte Carlo.

Por fim obtemos o erro médio e comparamos com o valor obtido da etapa anterior.

3.1 Partel - ICA Linear

Para demonstrar se o algoritmo FastICA, que € uma técnica linear de ICA, é capaz de
tornar amostras obtidas por um gerador de niimeros pseudo-aleatérios mais estatisticamente
independentes, propomos uma simulagdo de Monte Carlo para entdo comparar a convergén-
cia da simulacdo antes e depois da aplicacio do algoritmo nas amostras utilizadas por Monte
Carlo. Ou seja, queremos verificar se o erro entre o valor analitico do problema proposto
e o resultado da simula¢do de Monte Carlo tende a zero com uma amostra menor quando

aplicado a técnica de ICA.

Com este objetivo, analisamos a simulac¢do de Monte Carlo da seguinte curva: y24x? =
1, definidapara0 < x < 1e 0 < y < 1, como apresentado na figura 3.3. Esta curva foi
escolhida pela a simplicidade, e o conhecimento do seu valor analitico da drea sob a curva
que é /4.

Para obtermos os valores numéricos a serem comparados, obtivemos um conjunto de
nimeros pseudo-aleatérios com um nimero /N de amostras. Em seguida avaliamos o médulo
do par ordenado (x;, y;). Caso o médulo seja menor que 1 o ponto se encontra abaixo da
curva e entdo p; = 1. Caso o médulo for maior que 1 entdo o ponto se encontra a cima da
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Figura 3.3: Curva representada pela fun¢do y? + > = 1 nointervalo 0 < = < 1le
0 < y < 1. Esta curva serd usada como modelo

curva entdo p; = 0. Ao fazer a seguinte operagao:

1 N
A= — i 3.1
N;p (3.1)

obtivemos o valor numérico para a drea sobre a curva estudada.

Assim comparando o valor analitico e o valor experimental tracamos a curva de erro.
Também para fins de comparacao tracamos o valor de da drea multiplicada por 4. Este valor
converge para o nimero 7.

Os geradores de nimeros pseudo-aleatdrios utilizados neste estudo foram dois : Mer-
senenne Twister e Linear-shift Feedback Register 16-bits (LFSR). o gerador o Mersenne
Twister foi escolhido por ser o gerador de nimeros pseudo-aleatérios com periodo muito

(219937 — 1), e ser o mais usado. Ja o gerador LFSR foi escolhido pelo o fato do

grande,
periodo for ser, (2'¢ — 1), isso faz com que as amostras obtidas por esse gerador tenham
padrdes evidentes. Por esse motivo, esperamos que o algoritmo FastICA obtenha melhores
resultados nas amostras geradas pelo o gerador LFSR. A comparagdo entre duas amostras,
uma de cada gerador, é apresentada na figura 3.4. Um exemplo de uma simulagdo feita com
numeros gerados por um gerador LFSR pode ser visto na figura 3.5. Esta simulacao foi feita

com 500.000 pontos.

Agora aplicamos o algoritmo FastICA e repetimos a simulacao Monte Carlo feita anteri-
ormente e, entdo, comparamos o erro antes e depois de aplicar a técnica de ICA.

23



10

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0

0.6

10

0.2

Figura 3.4: Comparacao entre os amostras dos geradores de nimeros pseudo-aleatorios: (a)
Mersene Twsiter e (b) LSFR. Ambas as amostras tem 8000 pontos
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pontos em laranja estdo abaixo da curva estudada
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3.2 Parte 2 - ICA Nao-Linear

A segunda etapa do estudo é realizar o mesmo estudo que foi feito anteriormente
porém ao invés de usar um algoritimo linear de ICA usamos a técnica de mapas auto-
organizaveis. Este procedimento ¢ uma técnica nao-linear que utiliza uma rede neural
para obtermos amostras estiticamente independentes. Como a aplicacdo de tal rede neu-
ral foi utilizado a implementacgdo, escrita na linguagem de programacao python, MiniSOM

(https://github.com/JustGlowing/minisom) com algumas alteracoes.

O primeiro passo na utilizagdo de mapas auto-organizaveis € determinar o nimero de
neurdnios que serd utilizado na rede neural. Neste estudo utilizamos uma rede 40x40. O
segundo passo foi determinar os parametros o e a taxa de aprendizado «. Estes parametros
foram determinados de forma experimental e foram: o0 = 2e a = 0,0005 . Com os
parametros definidos a rede neural foi treinada usando o uma amostra de treinamento com
50000 pontos. Na figura 3.6 uma rede neural 10x10 foi treinada em uma mistura super-
gaussiana com média 0 como formar de validar o a implementa¢ao de mapa auto-organizavel
MiniSOM.

Os sinais originais seguem a forma de uma distribuicao "t de Student"com grau de liber-
dade pequeno (quanto o maior o grau de liberdade desta distribuicdo mais ela se aproxima de
uma distribuicdo gaussiana). Usando a matriz de mistura A obtemos o resultado do quadro
(a) da figura 3.6:

11
A= 3.2
0 2 (3.2)
Como pode ser visto, os neurdnios se adéquam a topologia da amostra. Este resultado

serve para ilustrar o funcionamento da implementacao MiniSOM

ApOs a rede neural ser treinada, usamos como entrada do mapa os mesmos conjuntos
de amostras que foram utilizados na primeira parte deste estudo. Entdo, para cada ponto
das amostras, € calculado o neurdnio vencedor e as coordenadas deste neurdnio sdo a saida
do método. E feita entdo novamente a simulacdo de Monte Carlo para compararmos 0s

resultados.

Para minimizar os erros de quantiza¢do devido ao nimero finito de neur6nios (e suas res-
pectivas coordenadas), aplicamos uma técnica de interpolagcdo para mapas auto-organizaveis.
Para cada dimens@o do mapa o neurdnio vencedor possui dois vizinhos. O vetor de distincia
entre o vetor de entrada X e os pesos do neurdnio vencedor Wg") € projetado sobre o vetor

(in)

de cada neur6nio vizinho (W, e WéT )). Entdo ay e o, sdo calculados como a razio
k) b
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(a) (b)

Figura 3.6: Validag¢do da implementacdo de mapas auto-organizdveis. O gréfico (a) repre-
senta uma mistura de duas componentes com distribui¢do super-gaussiana. O gréfico (b)
mostra os pesos do mapa auto-organizdvel apds o treinamento. O gréafico (c) € a sobreposi-
cdo do gréafico (a) e (b) demonstrando como a rede de neur6nios se adequou a topologia da
amostra.

entre a distancia do neur6nio vencedor e seu vizinho [Ludwig et al. 1995].

(X — WENT (W — Wim)

Qdp = in in in in (33)
(Wai” = W™ T (Wi = wi™)
(X — WEm)T (W — W)
Qd,r = (in) (in) ’ (in) (in) (3.4)
(WM — Wi (wim — wi™)
Assim, o resultado da interpolagao é:
dimenses (out) (out) (out) (out)
aq (W, W, + agq. (W4, W,
Yy — qu’out) + Z d,l( d,l w ) d, ( d, w ) (3.5)

ka

d=1

- o ¢ £
Em que, W(°"Y sdo as coordenadas do neurdnio vencedor, Wé‘;" ) e Wéoru ) 30 as coor-
9 $)
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denadas de cada neurdnio vizinho e k4 € o nimero de vizinhos na dimensao d ( Nas margens
kqa=1).

Entdo, por fim usamos o resultado da interpolacdo do mapa auto-organizavel para, mais
uma vez, fazer a simulacdo de Monte Carlo do problema proposto e verificar se a convergén-

cia melhorou ou ndo.
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Capitulo 4

Resultados

4.1 FastICA

Como foi explicado no capitulo 1 o foco do trabalho foi em comparar a convergén-
cia da simulagdo de Monte Carlo do problema proposto usando amostras antes e depois
da aplicacdo de uma técnica de ICA. Todos os resultados aqui obtidos podem ser repro-
duzidos usando os cédigos hospedado no seguinte endereco: https://github.com/
heitorcampos/ica_pseudo_rng.

0.05
0.04
0.03

0.02

0.01

0.00 pay = = et .
0 200000 400000 600000 800000 1000000

3.25
3.20
315
3.10
3.05

3.00
0 200000 400000 600000 800000 1000000

Figura 4.1: Resultado da simulag¢do de Monte Carlo proposta utilizando o gerador Mersenne
Twister. Cada cor representa uma simulagdo distinta com 1000000 pontos. O gréfico supe-
rior representa o valor do erro em func¢io do nimero de mostras. O grafico inferior representa
o valor de 7r calculado numericamente a partir do resultado da simulacao.
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Os resultados a seguir, nas figuras 4.1 e 4.2, mostram as curvas de erro obtidas usando
amostras dos dois tipos de geradores de nimeros pseudo-aleatérios : Mersenne Twister e
LFSR 16-bits. Foram feitas 20 simulagdes com um milhdo de pontos cada, para cada tipo de
gerador. Os valores médios de erro foram de 0, 0009 e 0, 0005 para as amostras Mersenne
e LFSR respectivamente.

0.05
0.04
0.03

0.02

0.01

0 200000 400000 500000 800000 1000000

0 200000 400000 600000 800000 1000000

Figura 4.2: Resultado da simulacdo de Monte Carlo proposta utilizando o gerador LFSR 16-
bits. Cada cor representa uma simulagdo distinta com 1000000 pontos. O grifico superior
representa o valor do erro em fung¢do do nimero de mostras. O gréfico inferior representa o
valor de 7 calculado numericamente a partir do resultado da simulagao.

E possivel observar que a convergéncia do erro foi melhor com o gerador LFSR 16-bits.
Ao comparar os histogramas em uma dimensao de ambas amostras observamos que o gera-
dor LFSR 16-bits gerou uma amostra mais uniforme que o Mersenne Twister. Isso se deve
justamente o fato deste gerador possuir um periodo muito menor do que o nimero de pontos
amostrados. Como esses geradores de numeros pseudo-aleatérios podem ser vistos como
uma maquina de estados, um nimero s6 pode ser amostrado novamente quando todos os ou-
tros nimeros dentro do periodo também forem. Pensando entdo em uma amostra do tamanho
do periodo do gerador € facil perceber que todos os nimeros tiveram a mesma frequéncia
e portanto a mesma probabilidade de serem amostrados. Quando o préximo nimero for
amostrado este terd a frequéncia duas vezes maior que o restante dos nimeros da amostra o
que causa uma distor¢do na uniformidade da amostra até que o nimero amostrado chegue
a um multiplo do periodo. Quando a quantidade de nimeros amostrados € varias ordens de
grandeza maior que o periodo este problema € minimizado. Por isso a amostra obtida a partir
do gerador LFSR 16-bits foi mais uniforme quando comparada com a amostra gerada pelo
Mersenne Twister.
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Como ja citado no capitulo 2 o problema aqui estudado é muito sensivel a uniformidade
das amostras [Dongarra et al. 2003], portanto o fato de o gerador LFSR 16-bits ter obtido
resultados melhores € valido, mesmo tendo periodo baixo.

Outro fato interessante de se observar € como as curvas de erro do gerador LFSR 16-bits
convergem em um padrio periddico. Este periodo observado se aproxima muito ao periodo

do gerador, que € de 65.535.

(&) (b)

10

08

0.6

0.4

02

0.0

Figura 4.3: Histograma comparando amostras dos geradores (a) Mersenne Twister e (b)
LFSR 16-bits

Agora aplicando o algoritmo FastICA nas amostras e em seguida tragcando as curvas de
erro novamente obtemos os resultados nas figuras 4.4 e 4.5. O erro obtido foi de 0,0012 e
0, 0009 para o gerador Mersenne Twister e LESR 16-bits respectivamente.

Analisando as imagens 4.4 € 4.5 e comparando com os resultados obtidos anteriormente
nas figuras 4.1 e 4.2 observamos que o uso do FastICA ndo melhorou a convergéncia do pro-
blema, pelo o contrario, piorou marginalmente. Para entender a razio de tal fato analisamos
o gréfico de dispercao das amostras antes e depois do uso do algoritmo nas figuras 4.6. Como
o conjunto de pontos amostrados pelo o Mersenne Twister ja ¢ muito homogéneo o resultado
da aplicacdo do FastICA ndo mostra resultados aparentes. Porém o efeito do algoritmo €
perceptivel quando aplicado a amostra LFSR. Ao aplicar o FastICA a amostra foi apenas
rotacionada, isto é, os pontos (x;,y;) se tornaram (y;, x;). Esse fendmeno € justamente
uma das ambiguidades das técnicas de ICA.

Porem somente tal rotagdo ndo causaria com que a convergéncia diminuisse. Para enten-
der melhor a razdo de tal piora foram feitos os histogramas das amostras apos o FastICA.
Analisando a figuras 4.7 percebemos que o algoritmo alterou a uniformidade das amostras
perto na margens. Como ja foi dito o problema aqui estudado € muito sensivel a uniformi-

dade das amostras utilizadas e por isso o FastICA fez com a a convergéncia diminuisse.
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Figura 4.4: Resultado da simula¢do de Monte Carlo proposta utilizando amostras do gerador Mer-
senne Twister e aplicando o algoritmo FastICA. Cada cor representa uma simulagdo distinta com
1000000 pontos. O gréafico superior representa o valor do erro em fun¢do do niimero de mostras. O
gréfico inferior representa o valor de 7 calculado numericamente a partir do resultado da simulagdo
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Figura 4.5: Resultado da simulagéo de Monte Carlo proposta utilizando amostras do gerador LFSR
e aplicando o algoritmo FastICA. Cada cor representa uma simulagao distinta com 1000000 pontos.
O gréfico superior representa o valor do erro em funcdo do nimero de mostras. O grafico inferior
representa o valor de 7 calculado numericamente a partir do resultado da simulacio
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Figura 4.6: Gréfico de dispersdo (a) mostra um conjunto com 500000 pontos obtidas a
partir do gerador LFSR 16-bits. O grafico (b) mostra a mesmo conjunto do grafico (a) apds
a aplicacao do FastICA.
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Figura 4.7: Comparagdo dos histogramas das amostras originais e ap6s a aplicacdo do Fas-
tICA. (a) Amostra original (Mersenne Twister); (b) Amostra apds o FastICA (Mersenne
Twister); (¢) Amostra original (LFSR); (d) Amostra apés o FastICA (LFSR)
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4.2 Mapas auto-organizaveis

Assim como na sec¢ao anterior o primeiro passo foi conferir a convergéncia, do problema
de Monte Carlo proposto, antes da aplicacdo do método de ICA. Como j4 foi mostrado nas
figuras 4.1 e 4.2. O gerador LFSR 16-bits obteve melhor resultado com erro de 0, 0005
enquanto o gerador Mersenne Twister obteve erro de 0,0009 com 20 curvas e 1000000
pontos. Definimos entdo uma rede neural com 1600 neurdnios dispostos em uma malha
40x40. Em seguida utilizamos um amostra de treinamento com 50.000 pontos para treinar
a rede neural utilizada. A figura 4.8 mostra como o mapa com 1600 pontos , ou seja 40x40,
evoluiu com a varia¢do dos nimeros de iteragdes de treinamento enquanto a figura 4.9 mostra

o resultado final do mapa.

10 10 10
&
08 08 08
.
06 06 - 06
:.
0.4 0a 0.4
02 02 5 02
‘..'-'.|I|||'|.'|.'-':.\'~
00 00 00
000 025 050 075 100 000 025 050 075 1.00 000 025 050 075 100
10 10
08 08
06 06 =
0.4 0.4
02 02
00 00
000 025 050 075 100 000 025 050 075 100 000 025 050 075 100
10
08 e
0.6 o
0.4 -
02
00
000 025 050 075 100 000 025 050 075 100 000 025 050 075 100

Figura 4.8: Treinamento do mapa auto-organizavel. Para cada quadro foram feitas 1000000
de iteragdes.
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Figura 4.9: Curva a ser estudada

Para chegarmos na malha final foram feitas 10.000.000 iteracdes para obter a rede trei-

nada na figura 4.9.

1 observando o seu mapa

7z

-organizave

Podemos analisar também a qualidade do mapa auto

de ativacdo. O mapa de ativacdo mostra quantas vezes cada neurdnio foi vencedor dado uma

amostra. A figura 4.10 mostra o mapa de ativagdo obtido utilizando a mesma amostra usada

para treinar a rede. Como a amostra ¢ homogeénea o resultado que gostariamos de obter € um

mapa de ativagdo também homogéneo. Podemos observar que os neurénios no interior da

foram

, porem os neurdnios nas margens

malha foram ativados de forma bastante homogenia

mais ativados e em especial os neurdnios nas quinas foram ainda mais ativados. Isso acontece

tram na margem do

A

, OS neurdnios que s€ encon

porque, como pode ser visto na figura 4.10

dores de todos os pontos que se encontram fora do

Onios vence

A

derados neur

mapa sao consi

avel.

-organizive

mapa auto

1. Como

7z

-organizive

Com o mapa treinado calculamos o neurdnio vencedor para cada um dos 1000000 pontos
das 20 amostras e entdo substituimos o ponto amostrado pelos geradores de nimeros pseudo

aleatdrios pela posicdo do neurdnio vencedor na malha do mapa auto

da nossa malha sdo dispostos em uma malha 40x40 precisamos normalizar o

0s neurdnios

resultado para que nossa amostra se restrinja a nimeros entre 0 e 1.

,Ja

a0 muito grande
de ser visto na figura 4.11.

organizavel possui um erro de quantizag

O resultado do mapa auto

2.

Oes possiveis como po

lha com 1600 posi¢

z

que 0 mapa € uma ma

Isso compromete o resultado desta etapa, portanto para podermos diminuir o erro de quan-

tizagcdo utilizamos a técnica de interpolacao que foi explicada no capitulo 3. O resultado
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1 a partir da amostra de treinamento.
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Cada célula deste mapa representa um neurdnio. Quanto mais claro o tom de cinza mais

ativado foi o neuronio.
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Figura 4.10: Mapa de ativacdo do mapa auto
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-organizave
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dor destas amostras possui apenas 3 ou 2 vizinhos apenas. Outro fato

que o neurdnio vence

0.0
Como pode ser observado o resultado da interpolacio se parece muito com a amostra

original. Os pontos mais a margem da amostra sofrem mais distor¢cdes devido ao fato de

obtido da interpolagdo pode ser visto na figura 4.12.

Figura 4.11: Saida do mapa auto

de uma amostra.
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Figura 4.12: Gréfico de dispersdo (a) mostra uma amostra com 500000 obtidas a partir do
gerador LFSR 16-bits. O grafico (b) mostra a mesma amostra do grifico (a) ap6s o método
de mapas auto-organizaveis com interpolacao.

interessante deste resultado é que parece que a amostra sofreu uma rotacdo assim como os
resultados obtidos pelo o algoritmo FastICA. Os padrdes nas amostras do gerador LFSR,

consequéncia do seu baixo periodo, também se mantiveram.

O erro médio destas amostras para o problema proposto foi de 0,17 e 0,16, para o
gerador Mersenne Twister e LESR 16-bits respectivamente. Diferentemente método anterior,
a aplicacdo de ICA por mapas auto-organizaveis faz com que o erro do problema de Monte
Carlo nao mais convergisse para 0 como mostram as figuras 4.13 e 4.14. Para entender
melhor este comportamento fizemos o histograma de uma das 20 amostras que é mostrado

na figura 4.15.

Como mostram os histogramas da figura 4.15, a técnica de mapas auto-organizdveis dis-
torce muito a forma da distribui¢do a ponto de ndo se assemelhar mais como uma distribuicao
uniforme, comprometendo a convergéncia a convergéncia do algoritmo numérico. Tal com-
portamento ja era esperado, uma vez que a aplicag@o da integracao de Monte Carlo exige uma
distribui¢do uniforme para que o erro convirja para zero, dado um ndmero suficientemente
grande de realizagdes.
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Figura 4.13: Resultado da simulagéo de Monte Carlo proposta utilizando o resultado do mapa auto-
organizavel com interpolagdo (Mersenne Twister). Cada cor representa uma simulagdo distinta com
1000000 pontos. O gréafico superior representa o valor do erro em fun¢do do niimero de mostras. O
gréfico inferior representa o valor de 7 calculado numericamente a partir do resultado da simulagao.
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Figura 4.14: Resultado da simulagéo de Monte Carlo proposta utilizando o resultado do mapa auto-
organizdvel com interpolagdo (LFSR). Cada cor representa uma simulagdo distinta com 1000000
pontos. O gréfico superior representa o valor do erro em funcdo do nimero de mostras. O gréifico
inferior representa o valor de 7 calculado numericamente a partir do resultado da simulagao.
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Figura 4.15: Histograma comparando amostras, a aps o método de mapas auto-organizdveis
e interpolagdo, dos geradores (a) Mersenne Twister e (b) LFSR 16-bits
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Capitulo 5
Conclusao

Este trabalho teve como objetivo principal verificar se a andlise de componentes indepen-
dentes quando aplicada a uma amostra de numeros pseudo-aleatorios € capaz de tornar-la em
uma amostra mais estatisticamente independente e por consequéncia melhorar a convergén-
cia do método de Monte Carlo quando paralelizado. Para isso usamos um problema de
integracdo de Monte Carlo simples para podermos comparar os resultados antes e depois das
técnicas de ICA. Neste trabalho foi usadas duas técnicas de ICA: uma linear, o FastICA, e

outra ndo-linear, mapas auto-organizaveis.

Para isto tivemos que implementar um gerador de niimeros pseudo-aleatérios LFSR 16-
bits, que foi escolhido por ser um gerador com periodo pequeno. E para comparacdo usamos
uma implementacio pronta do gerador Mersenne Twister. Também foi utilizado uma im-
plementacdo pronta do algoritmo FastICA. Para o método de mapas auto-organizdveis foi

utilizada a implementacao MiniSOM com modificacdes para atender o problema.

Os resultados obtidos utilizando a técnica de ICA linear, FastICA, mostram que tal
algoritmo ndo foi capaz de gerar nenhuma descorrelacdo aparente nas amostras pseudo-
aleatdrias. A unica mudanga aparente entre o resultado do algoritmo e a amostra original
€ um rotacdo do gréfico de dispersdo, este resultado ja era previsto ja que € uma das ambi-
guidades do ICA. Outro resultado interessante do FastICA é que houve uma leve mudanca
na densidade de probabilidade da amostra tornando ela um pouco menos uniforme. Devido a
estes dois comportamentos, o FastICA ndo se mostrou ser uma técnica vidvel para melhorar
a convergéncia de um problema de Monte Carlo paralelo. Se somarmos o tempo computaci-
onal adicional necessério pelo algoritimo e a convergéncia mais lenta podemos afirmar que o
algoritmo FastICA ndo é uma alternativa vidvel para a otimiza¢do de Monte Carlo paralelo.

Na segunda parte deste estudo foi usada como técnica de ICA o mapa auto-organizavel.
Assim como o FastICA, o mapa auto-organizdvel nao foi capaz de gerar nenhuma descor-
relacdo aparente nas amostras. Foi feita uma interpolagdo no mapa para diminuir o erro
de quantizacdo, porém, como mostram os resultados, a forma das amostras foi distorcida,

principalmente nas margens. Ao analisar o resultado interpolado percebemos que a 0 mapa
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auto-organizdvel também rotacionou a mistura. A distor¢ao gerada pelo mapa também pode
ser vista na densidade de probabilidade da amostra. A distor¢ao foi tanta que o quando usa-
das as amostras geradas pelo mapa no método de Monte Carlo o erro nao mais convergiu
para 0. Considerando o esfor¢co computacional de uma mapa auto-organizdvel e as distor-
coes geradas por este método concluimos que a técnica de ICA com mapas auto-organizaveis

também ndo é uma alternativa vidvel para a otimizacdo de Monte Carlo paralelo.

Mesmo nao fazendo parte dos objetivos deste estudo, um resultado interessante foi mos-
trar que as amostras geradas pelo gerador LFSR 16-bits produzem um resultado melhor que
as amostras geradas pelo Mersenne Twister quando utilizadas no método de Monte Carlo
proposto neste trabalho. Este resultado € atribuido ao fato das amostras do gerador LFSR

16-bits serem mais uniformes que a do gerador Mersenne Twister.

Trabalhos Futuros

Agora que sabemos que as duas técnicas de andlise de componentes independentes estu-
dadas neste trabalho, FastICA e mapas auto-organizaveis, ndo sdo alternativas vidveis, nos
resta estudar outras técnicas de ICA antes de descartamos a hipdtese de que ICA pode me-
lhorar a convergéncia de Monte Carlo paralelo.

Algoritmos mais avancados e complexos, para ICA ndo-linear, que se baseiam no princi-
pio de informag¢do mutua e méxima verossimilhanca podem ser um bom ponto de partida para
novos trabalhos. O livro "Handbook of Blind Source Separation: Independent component
analysis and applications"[Comon and Jutten 2010] detalha algumas técnicas que poderiam
ser testadas mais adiante.

Neste sentindo podemos citar alguns estudos que podem complementar o trabalho aqui

desenvolvido:

Aumentar o nimero de neurdnios do mapa auto-organizavel com a finalidade minimi-

zar as distor¢Oes geradas.

e Estudar um outro problema que envolve Monte Carlo que envolva mais dimensdes.
Neste caso o problema da correlagdo das amostras é mais evidente.

e Estudar a aplicacdo da técnica de ICA ndo-linear baseada no principio de méaxima
verossimilhanca proposto em [Matsumoto and Nishimura 1998]. Nesta aplicagdo €
preciso conhecer a fun¢do densidade de probabilidade das fontes originais, o que, no

nosso problema € um densidade uniforme.

e Estudar a aplicacdo da técnica de ICA que utiliza uma rede neural recorrente proposto
por [Deville and Hosseini 2009]. Também € na estima¢do de maxima verossimilhanca

e pode trazer resultados interessantes.
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