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RESUMO

O presente trabalho trata de um estudo das Séries de Volterra, e dois dos seus métodos de resolucao
: O algoritimo de correlacao cruzada de Lee-Schetzen e o método de expansao de Laguerre. Foi
feita, primeiramente, uma revisdo dos principais conceitos tedricos acerca dos dois métodos, e
posteriormente varias simulagoes computacionais utilizando MATLAB, para a sua comparagao.
As comparagdes feitas foram a respeito do uso do ruido branco gaussiano como entrada, do uso
de entradas genéricas, da capacidade de estimativa de sistema de ordem superior & segunda, e de
estimativa de sistemas reais. Concluiu-se que, em termos de qualidade, o método de expansdo de

Laguerre mostrou-se superior em todos os casos estudados.

ABSTRACT

The present work deals with a study of the Volterra Series, and two of its resolution methods: The
Lee-Schetzen cross-correlation algorithm and the Laguerre expansion method. First, a review of
the main theoretical concepts about the two methods was made, and later several computational
simulations using MATLAB, for their comparison. The comparisons were made regarding the use
of Gaussian white noise as input, the use of generic inputs, the ability to estimate the system
of higher order, and the estimation of real systems. It was concluded that, in terms of quality,

Laguerre’s method of expansion was superior in all studied cases.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao e objetivos do trabalho

Muito se estuda, na literatura da engenharia, os sistemas lineares. Os livros mostram como
identifica-los, simula-los, ou fazer seu controle, no entanto, vale lembrar, que nenhum sistema
fisico é realmente linear. Os sistemas podem ter um comportamento mais proximo do linear,
ou menos proximo. O resistor, por exemplo, exibe comportamento linear na maior parte da
sua extensdo, mas dependendo da temperatura, pode entrar em regiao nao-linear. Nos sistemas
biolégicos, por exemplo, a administracdo de uma droga pode ter um efeito em um determinado
momento , e um efeito completamente diferente em outro. Além disso, um sistema biologico pode
ter um desempenho que depende de um niimero, talvez muito grande de varidveis. Diante disso, a
abordagem em sistemas lineares pode ser completamente inadequada em numerosos casos. Assim

faz-se necessario o estudo de modelamentos de sistemas nao sejam lineares.

A metodologia de modelamento ¢ tao diversa quanto as suas utilidades. O modelamento
matematico serve para simular um sistema fisico, poder prever os seus resultados mediante uma
entrada desejada, poder servir também para projetar um sistema de controle, e outras muitas
aplicacOes. Os métodos mais conhecidos de modelamento sdo 0s seguintes : o da caixa branca
e o da caixa preta. Quando trabalha-se por caixa branca, analisa-se os fenémenos e chega-se ao
comportamento do sistema a partir de uma cadeia dedutiva a partir dos axiomas, ou os principios
primeiros da fisica, quimica, biologia, ou das demais ciéncias. Ja a metodologia por caixa preta,

analisa apenas as entradas e safdas, e constroi-se o sistema a partir delas.

O objetivo do presente trabalho é a abordagem do método em caixa preta, estudando uma
ferramenta poderosa para a construcao de modelos que sejam nao-lineares : a série de Volterra.
Além disso serao estudado dois dos seus mais famosos métodos de resolucdo: o algoritmo de
correlagao cruzada de Lee-Schetzen e o método de expansao dos kerneis pelas fungoes de Laguerre.
O trabalho também versard sobre a comparacao entre os dois métodos, qual produz as melhores e

mais proximas estimativas.



Capitulo 2

Background

2.1 Introducao

Para a utilizacao das séries de Volterra , faz-se necessario o desenvolvimento teérico de conceitos
e ferramentas matemaéticas adjacentes, visto estabelecer os principios de que construirdo os vérios
parametros da série. E precisamente nesse sentido que se trata o presente capitulo. Os conceitos
abordados tem funcao introdutéria ao assunto. O ferramental tedrico foi construido partir dos livros
dos professores David T. Westwick e Robert E. Kearney, Identification of NonLinear Physiological
Systems, [1].

2.2 Representagcao Matricial de Sinais

Como, usualmente, trabalha-se com sinais sempre em um contexto discretizado, é razoavel
entendé-los como vetores de n dimensdes, onde o ntmero de dimensdes é igual ao nimero de
amostras do sinal. Esta abordagem é 1til, pois permite trabalhar com o sinal computacionalmente,
e nesse modo pode-se manipular os vetores a partir de ferramentas mateméticas matriciais. Assim

um sinal amostrado com n amostras fica:

s=(s(1) 52 s@) -~ s(n) (2.1)
onde s é o sinal em questao.

Para definir um ntimero 6timo de amostras, usa-se o teorema de Nyquist, onde a frequéncia de

amostragem deve ser pelo menos duas vezes maior que a banda do sinal em questao.

fs > 2B (2.2)

onde fs é a frequéncia de amostragem, e B é a banda do sinal.



2.3 Correlacao e Covariancia

Uma vantagem da abordagem discretizada de sinais é a melhor utilizacao da ferramenta do
produto interno. Vetorialmente, consegue-se o produto interno de dois vetores, multiplicando-os
termo a termo e somando os produtos. Multiplicar, termo a termo, os componentes de dois sinais
com mesmo nimero de amostras faz-se obter de forma indireta a medida da projecdo de um sinal

em um outro. Com essa medida, pode-se ter ideia do quao dois sinais em questao sao parecidos.

y(1)
(2

onde N é o namero de elementos dos sinais z(n) e y(n).

Quanto maior o resultado do produto interno de dois vetores, tanto maior é a proximidade
entre os dois sinais representados por tais vetores. A situacao extrema é quando o produto interno
retorna zero. Neste caso pode-se dizer que os vetores sao perfeitamente ortogonais, ou que os sinais

nao tem nenhuma projecao, ou relacdo entre si.

O conceito de fungao de correlacdo parte expressamente da ideia sugerida pelo produto interno,
com a diferenca de que esta ultima é normalizada. Neste caso a funcdo de correlacao no ponto

zero € dada pela equagao 2.4:

1 N
@.(0) = = D #(n)y(n) 24)
n=1

Oy (0) é a correlacao cruzada entre z e y, e N o ntimero de termos desses vetores.

Ja a funcgdo de correlagdo para um ponto qualquer 7 é obtida transladando algum dos sinais

para um atraso 7.

1 N
NZa: y(n—1) (2.5)

n=1

Como a funcio dada pela equacgio 2.5 é obtida a partir de dois sinais, ela é chamada de funcdo

de correlacao cruzada. A correlagdo cruzada possui uma importante propriedade:

(I)ﬂcy(T) = (I)yac<_7'> (2.6)

Também é possivel medir a relagdo entre um sinal e suas versoes atrasada (ou adiantada).



Nesse segundo caso, estamos a falar da fungdo de autocorrelacio, ela é construida a partir da

equacao 2.7:

D, (T xz(n)x(n — 1) (2.7)

| —
M) =

n=1

¢.2(T) € a auto correlagdo do vetor x, para um atraso 7.

Ja a fungdo de covariancia difere da func¢io de correlagdo apenas por subtrair a média dos sinais.
Faz-se isso em razdao de uma desimportancia dos componentes de corrente continua na presente

abordagem de identificacao de sistemas, ficando a funcdo de covaridncia cruzada na seguinte forma;

N
Cuy(r) = 1 D 5 (e(w) ~ )lutn =) = ) (28)

onde Cyy(7) € a covariancia e as médias de x e y sao iguais a p, e 1, respectivamente. Ja a auto

covariancia fica na forma:

1 N
Caa(7) = 5 D_(2(n) = pa) (2(n = 7) = i) (2.9)

em que Cy,,(7) é a auto covariancia.

H4 ainda o coeficiente de correlacdo cruzada entre dois sinais:

(2.10)

Tay(T) =

T2y (T) € o coeficiente de correlacao.

Esse coeficiente assume o valor unitario somente se os sinais sdo proporcionais entre si; caso os

sinais sejam ortogonais ele assume o valor zero. [1]

2.3.1 Funcoes de correlagao e covariancia e suas relagoes com o ruido

Uma adversidade em identificagdo de sistemas, é a inevitabilidade do ruido, tal irregularidade
é inerente aos sistemas fisicos. Exitem técnicas que permitem até uma diminuicao significativa da
razao sinal ruido, como por exemplo o aumento da potencia do sinal, ou o aumento de poténcia das
componentes de frequéncia especificas do sinal, ou mesmo a diminui¢ao da potencia do ruidol|2].
No entanto, a anulagdo completa do ruido é praticamente impossivel, por isso mesmo ele é sempre

considerado na modelagem matematica de identificacao de sistemas.

Frequentemente as funcoes de auto correlacdo e correlacao cruzada precisam ser estimadas
segundo amostragens corrompidas, daf faz-se importante um estudo de como o ruido pode afetar
essas fungbes. Sejam x(t) e y(t) dois sinais que precisam ser estimados a partir de amostragens

com ruido w(t) e z(t):



w(t) = (t) +n(t)
z(t) = y(t) + v(t)
onde n(t) e v(t) sao os respectivos ruidos, a fungao de auto correlacdo de z sera:

O.2(m) = Ely(t—7)+o(t—7)(y(t) + ()]
= Pyy(7) + Py (7) + Puy (T) + o (7)

Como a correlagdo entre um sinal e o ruido é sempre zero, visto que o ruido é por definicdo
aleatério e sua consequente relagao com qualquer sinal é sempre aleatoria, obtém-se a seguinte

relagdo:

D, (7) = Pyy(7) + Py (7) (2.11)

Pode-se concluir que a fungdo de auto correlacao é afetada pelo ruido. Fazendo agora o mesmo

raciocinio para a funcao de correlagao cruzada chega-se as equacoes:

(1) = Ela(t—7)+nt—7))(y@) +v(t)]
= (I):ry(T) + @y (7) + q)yn(T) + @y (7)

Pelo raciocinio ja usado, pode-se constatar que:

Doy, (7) = Poy (1) (2.12)

Em outras palavras, o ruido nao afeta a medicao da correlacdo cruzada entre dois sinais.

2.4 Dominio da Frequéncia

Quando se quer descrever o comportamento de uma func¢do no dominio frequencial usa-se,
em geral, a transformada de Fourier. KEssa transformada é uma ferramenta que modulard uma

somatoria de senoides, em passos infinitesimais, ou, em outros termos, uma integral:

£t = 2 /0o F(w)el™ du (2.13)

:g .

em que F(w) é a fungdo que modula a senoide complexa, e/“!.

Trabalhar com a abordagem em dominio da frequéncia é bastante atil. Os modelos mateméticos
lineares abordados no presente trabalho sdo pensados como funcdes que, no dominio da frequéncia,

modulam uma entrada para obter uma safda:

X(NHHf) =Y (f) (2.14)



Da equacao 2.14, se X(f) ¢ a entrada, e Y (f) a saida, H(f) ¢ a fun¢do matematica usada para
modelar o sistema em questao. Diz-se que um dado sistema é linear quando satisfaz os principios da
superposicao e da proporcionalidade, representados respectivamente pelas seguintes equagoes 2.15
e 2.16:

f(w1 + ’wg) = f(wl) + Y('LUQ) (2.15)

flew) = ef (w) (2.16)

Pode-se aplicar as equagoes 2.15 e 2.16 e verificar que o sistema descrito pela equacao 2.14

é linear:

Y(X1(f)+X2(f) = (Xa(f) +Xe(f)H(f)
= Xu(f)H(f) + X2(f)H(S)
= Y(X1) +Y(Xy)

JH(f)
H(f))

Y(eX(f) = (eX(f)
= «X(f)
= Y (X)

Os primeiros métodos de identificagdo de sistemas abordados aqui se utilizam precisamente
dos conceitos de sistema linear descrito por fun¢ao no dominio da frequéncia (modulagao de uma
entrada para gerar uma saida) e de auto correlagao e correlagao cruzada no dominio da frequéncia.
Essas duas fungoes sdo conhecidas como auto espectro de poténcia, e espectro de poténcia cruzado,

em outros termos, consistem nas transformadas de Fourier das correlagoes:

Sx:p(f) = /_oO (I)zm(T)e_jQﬂ—deT (217)
Sﬂﬂy(f) = /_OO (I):vy(7'>e_j27rf7—d7' (2.18)

em que Sy € 0 auto espectro de potencia, e Sy, 0 espectro de potencia cruzado. No contexto do

dominio do tempo discreto tornam-se:

N 2w fr
S:m:(f) = Z(I):rx(T)eiJNf (219)
7=0
N —j2nfr
Say(f) =D Pay(T)e™ N (2.20)
7=0



A partir da equagdo 2.6, deduz-se uma importante propriedade do espectro de potencia cru-

zado. Seja §(f) a transformada de Fourier para uma funcao qualquer f:

§(Pay(7)) = F(Pya(—7))
Szy(f) = Syz(*f)

Mas como o espectro de potencia é sempre positivo, e simétrico com relacao a origem, obtém-se:

Say(f) = Sya(f) (2.21)

Essas fungoes complexas sfo uUteis para descrever a interdependéncia de x e de y no dominio
da frequéncia. Desse modo, se, por exemplo, uma correlacao for nula (como o caso: ®yy(7) = 0) o
espectro de potencia relacionado sera igualmente nulo (Sy,(7) = 0). Se, por sua vez, as equacoes
que descrevem o espectro de potencia forem expandidas (equagoes 2.17 e 2.18 ) , substituindo os

termos P, (7) e Puy(7), pelas suas expressdes equivalentes obtém-se:

1 & _ipngr
Sex(f) = Z(NZ n—7'>e N

=0 n=1

1 N j2m £ ( >N j2m f
_J2rfn—7 ]7r7'
= — n—Te N
NZ Z
=0 n=1
1
X (f

)X (f) (2.22)

i
I

X*(NY(f) (2.23)

O simbolo * foi usado para denotar o conjugado complexo do sinal em questao.

Com as equagbes 2.22 e 2.23 e também a equagao 2.14 é possivel ter ideia de como modelar
um sistema a partir, apenas do auto espectro de potencia da entrada, e do espectro de potencia
cruzado entre a entrada e a saida:

Slf) _ EXOYW) _ V()
Secl D)~ XX X()

— H(f) (2.24)

onde H(f) é a funcao que modela o comportamento do sistema que se quer estudar



2.5 Estimando a resposta ao impulso

A fungdo H(f), em geral, chama-se de resposta em frequéncia do sistema, e essa funcao é a
transformada de Fourier da resposta do sistema ao impulso d(¢), que é definido pelas seguintes

relacoes:

6(t):{ 0, se t#£0, (2.25)

oo, se t=0.

além disso;

/wxwﬁ:1 (2.26)

A partir das relacoes dadas pelas equacoes 2.25 e 2.26 constata-se que o impulso é muito
dificil de ser conseguido fisicamente, pois os sistemas fisicos nao dispoem de sinais com amplitude
infinita, ao mesmo tempo de uma largura infinitesimal. Isso ja impossibilita a viabilidade de uma
medicao direta da resposta ao impulso (tomar o impulso como entrada e verificar a saida)|2].Além
disso os sistemas fisicos em geral apresentam algum nivel de ruido. Entado o que se pode fazer é
limitar superiormente o impulso, alargar a sua duracao no tempo, e aplicar filtros para a maxima

atenuacdo do ruido branco.

Um jeito de analisar a resposta ao impulso é utilizar-se da ferramenta da correlagdo. Para isso

faz-se necesséaria a andalise do diagrama de malha aberta, figura 2.1 [1]:

n(t)

— 2 —C

u(t) y(t)

Figura 2.1: Diagrama de blocos para identificagdo de sistema em malha aberta

No diagrama da figura 2.1 é mostrado um modelo simples para identificar um sistema. Nele
é aplicada uma entrada u(t) e observada uma saida y(t), verifica-se por meio da figura que a
saida ¢ modelada como tendo sido corrompida por um ruido n(t). Esse modelo pode ser ainda

representado pela equacao 2.27:

m0:Mﬂ+/)tha—ﬂﬁ’ (2.27)

multiplicando os termos por u(t — 7):



wlt —7)yt) = u(t—7)n(t)+ / h(T)u(t — 7)u(t —t')dt’

b7 = G0+ [ B0t )it
No dominio da frequéncia:

Como nao ha correlagdo entre a entrada e o ruido adicionado n(f), tem-se Sy, (f) = 0 para

todo f, entdo chega-se a:

H(f) = (2.29)

Essa equacao mostra o primeiro método de identificacdo de sistemas a partir da funcao de
correlagdo. Ela em geral fornece uma estimativa com uma boa aproximagao da resposta ao impulso,

no entanto pode ser aprimorado pelo método de Welch.

2.5.1 Método de Welch

O método de Welch fundamenta-se em dividir a informagdo em miiltiplos segmentos, calcular
a densidade espectral para cada um desses segmentos e em seguida fazer a média de todos [2]: A
ideia basica desse método é que cada um dos segmentos possuird o mesmo contetdo de frequéncia,
entdo as varias densidades espectrais serao muito parecidas entre si: conterfo a mesma informacao.
Quando calcula-se a média, pode-se reduzir o efeito do ruido na estimativa do sistema, reduzindo

o valor da sua varidncia.

. 1 &
Sun ) =5 D Suua(f) (2:30)
d=1

Suu € a soma das densidades espectrais dos varios segmentos.

2.5.2 Meétodo para sistemas em malha fechada

A figura 2.2, mostra um sistema em malha fechada, em diagrama de blocos. Mostra-se entao que

nao haverd a relacdo: Sy, (f) = 0, pois evidentemente, o ruido influencia U(f) tanto quanto R(f),

consequentemente H(f) # gz:gg A solug@o para este caso é simplesmente usar R(f) ao invés

de U(f), pois o sistema se comportara semelhantemente a figura 2.1 e, além disso: Sy, (f) = 0.

Neste caso:



N(f)

U(f) Y(f)
:

Figura 2.2: Diagrama de blocos para identificacao de sistema em malha fechada

R(f)

Sry(f)
Sru(f)

Aqui a equagao 2.31 fornece uma estimativa para o calculo de H(f).Onde u(t) pode ser calculado
como y(t) + r(t)

Huy(f) = (2.31)
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Capitulo 3

Introducao a série de Volterra

3.1 Sistema nao linear

As equacoes de identificacao de sistemas vistas até o presente capitulo mostram sistemas mo-

delados pelas suas respostas ao impulso. No entanto a forma apresentada por essas equacoes vale

apenas para sistemas lineares. Um caso diferente seria o da a equacao 3.1:

Y(f)=H(HX(f)? (3.1)

Aplicando a ela(equagao 3.1) as propriedades da linearidade tem-se:

Y(X1(f) + X2(f))

Y(eX(f))

(X1(f) +X2(f))*H(f)
XV(f)H(f )+X22(f)H( F)+2X1(/)X2(f)H(f)
Y(X2(f)) + X1(/)X2(f)H(f)

)

)
Y(X2(f)

(eX()* = H(f)
A(X2(f) = H(f))
Y (X (f))
Y (X(/))

Pode-se concluir que o sistema descrito nao é linear, diferentemente, possui termos quadraticos,

e em vista disso, ndo pode ser descrito pelos métodos até agora abordados. Em vista disso é

necessario a introducao de ferramentas que modelem os sistemas nao lineares.

11



3.2 A equacao da série de Volterra

Para modelar esse sistema, é preciso a utilizacao da seguinte equacao:

y(t) = /_ - /_ " h(rL, 2t — 1)t — m)drdr (3.2)

onde a funcdo h(71,72) é a resposta ao impulso de segunda ordem do sistema [2]. A equacdo 3.2
descreve termos de segunda ordem no dominio do tempo, ela é o segundo termo da série de Volterra.

A série completa fica:

y(t) = ho+
/_ hi(T)z(t — 7)dT +
/oo /00 hQ(Tl, Tz)x(t - Tl)x(t — Tg)dﬁdrz +

/_OO /;00 ho(m1, 1)zt — 1) - x(t — 7)dry -+ - dry (3.3)

Usando uma notagdo mais compacta:

Hio(t) = /_ T h()elt — r)dr +
Hy[z(t)] = /00 /00 ho(T1,7)x(t — 71)x(t — T2)dTidTo +
H,[z(t)] = /_00 /_OO hn (11, s m)x(t —71) - x(t — Tp)dTy -+ - dTp, (3.4)
ficando a série de Volterra:
y(t) = Hi[z()] + Ho[z(t)] + - - + Hp[z(1)] (3.5)

Como a série aborda os termos de primeira ordem, segunda ordem, até a n-ésima ordem, a série

pode descrever qualquer sistema nao-linear, desde que possua termos e ordens suficientes para isso.

Assim, os sistemas nao lineares nao ficardo descritos apenas por uma funcao h(t) , mas por
vérias funcdes: hg, hi(t), h(t1,12),--- que sdo chamados de kerneis. E importante observar que os
sistemas lineares sdo descritos apenas por h(t), o kernel de primeira ordem, onde, no dominio do

tempo assumem a forma:

y(t) = /OO hi(T)x(t — T)dT (3.6)

— 00

Além disso o somatorio dos varios kerneis consiste na resposta ao impulso do sistema [2]. Por
exemplo: se o sistema for de segunda ordem ele terd como resposta ao impulso hg + h1 + ho ainda

que os dois primeiros Kerneis tenham valor nulo.
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3.2.1 A série de Volterra finita

A série de Volterra é apresentada na literatura tanto em sua forma continua, como em sua forma
discretal2],[1]. E possivel calcular as integrais da série continua usando a convolugdo e técnicas
numéricas, no entanto é mais eficiente a utilizacao das séries na sua expressao discreta. A descricdo

matematica da série:

y(t) = ho+
T-1
> ha(r)a(t—7)+
7=0
T—1 T-1
hz(’i‘l, 7‘2).%(15 — 7'1)$<t — 7'2) +
71=0 72=0
T—1 T—1

3.3 A série de Wiener

As séries de Volterra, em identificacdo de sistemas possuem uma desvantagem: seus kerneis,
de diferentes ordens nao sao independentes entre si, o que dificulta sua determinagao|2]. Wiener,
quando estudou as séries de Volterra passou por tal desvantagem, e superou-a ortogonalizando
os kerneis|2]. Assim cada componente da série de Wiener é ortogonal aos componentes de ordem
inferior, e desse modo é possivel determinar os kernels de Wiener sequencialmente, e de forma

independente.

A série de Wiener trabalha com um conjunto de operadores Gy, que opera sobre os kerneis

(denotados por ky(71,- -+ ,74)) e a entrada x(t), tal que:
y(t) =Y Golkg(r1, - 7q);2(1)] (3.8)
q=0

Além disso os operadores Gglky;x(t)] sdo definidos de modo a sempre serem ortogonais a

qualquer operador de Volterra de ordem inferior a n:

(Hp[z(t)]Gylkq; 2(t)]) = 0 para m < n (3.9)

onde as chaves "(---)"representam a média no tempo, de modo a determinar a expectancia do

produto entre H,, e G,.

E importante mencionar aqui, também, as trés principais diferencas entre a série de Wiener e
a série de Volterra,|2]. A primeira delas é que a série de Volterra usualmente nao inclui um termo

de ordem zero, (pode-se definir tal termo como Hy[x(t)] = hg) , ao passo que a série de Wiener

13



sempre ird incluir um termo constante. Esse termo serd a média aritmética do sinal de resposta e

é igual ao primeiro kernel: k.

Golko; =(t),t] = ko (3.10)

A segunda grande diferenga entre as duas séries é que a série de Volterra possui todos os seus
operadores homogéneos, ao passo que as séries de Wiener possui operadores ndo homogéneos(os

termos ky(1), K1(2); ko(l)). O primeiro operador da série de Wiener é, por exemplo:

o0

Gilki;z(t),t] = / ki (m)z(t — 7)dT + ko) (3.11)

—0oQ
Vemos aqui que diferentemente da série de Volterra que sé possui o termo de primeira ordem, o
operador de Wiener de ordem um, possui um termo de primeira ordem: ki, e um termo ordem

zeroik(q).-

O operador de Wiener de segunda ordem é:

Galke; x(t),t] = / / ka(71, m0)x(t — 71)x(t — T2)dT1dTe +
/ ki) (T)z(t — 7)dT + ko(2) (3.12)

O operador de segunda ordem conta com o termo de segunda ordem k2, o termo de primeira ordem

k1(2), e o termo de ordem zero k0(2). Assim o operador de Wiener também pode ser escrito como:

G‘][kq; Q?(t)] = gq[k(p kqfl(q)7 Tty kO(n)a l‘(t)] (313)
Para mostrar que nao opera apenas sobre k,, mas também sobre kerneis de ordens menores, do
tipo kn—q(n)'

A terceira maior diferenca entre as duas séries é que no caso da série de Wiener usa-se sempre
como entrada(z(t)) o Ruido branco gaussiano. Faz-se isso para garantir que os operadores de

Wiener sejam sempre ortogonais aos operadores de ordem inferior, [2].

3.3.1 Determinando os operadores de Wiener

Para determinar os operadores de Wiener, recorremos a equagao 3.9. Assim para o operador

de primeira ordem teremos:

(Holz(t)|G1lk1;2(1),t]) = (hogi [k, koqry; z(t)]) =

<h0 </_Z b (7)a(t — 7)dr + k0(1)> > ~ </_Z by () (a(t — 7))dr + k0(1)> ~0

Pela terceira propriedade mencionada, a entrada x(¢) é um ruido branco gaussiano, assim o

termo (z(t — 7)) € igual a zero, pois o ruido sempre tem média zero, e por conseguinte:

14



O operador de Wiener de primeira ordem fica entdo com a forma:

Ghlky: (t), ¢ /lﬁ ot — 7)dr (3.15)

Passando agora a determinar o operador de segunda ordem a partir também da equacao 3.9,

leva-se a relagdo: (Holx(t)]galkz, k1(2), koc2); 2(t)]) = 0, e chega-se a:

<h0 (/_Z /_O; ko(7y, m2)x(t — 71)x(t — T2)dT1dTe + /_Z ki) (T)x(t — 7)d7 + k0(2)>> =

ho </_Z /: ko1, 72) (@t — 1)t — 72))drdrs + /OO aoy () (@ (t — T))dr + k0(2)> ~0

— 00

Novamente, o termo (x(t — 7)) é igual a zero, o que nos leva a equagao 3.16:

/OO /_Oo k‘Q(Tl,’TQ)<SC(t — Tl)x(t — TQ))d’TldTQ + k?g(Q) =0 (316)

Aqui o termo (z(t — 71)x(t — 72)) pode ser simplificado para a auto correlagao de x:

(x(t — 1)t — 7)) = Gpa(mo — 1) = 0%5(T9 — 1) (3.17)

Simplificando entdo a equacdo 3.16:

/ / k(1 7o) @(t — )a(t — T))dridr — 2+ oz =
/ / ]{52(7'1,7'2)0'25(7'2—Tl)d71d72+kj0(2) =

/ k‘2(7‘1,7'1)0‘2d7'1—|—/€0(2) = 0

—0o0
(3.18)
Determina-se assim o kernel de ordem zero do operador de segunda ordem.
o
ko) = 02/ ko (71, 11)dm (3.19)
—0o0

Substituindo agora o kernel de Volterra de primeira ordem na equagao 3.9,leva-se a relagao
(Hi[z(t)]g2(k2; k1(2), ko2); #(t)]) = 0, entdo chega-se a:

<H1 (1) < /_ Z /_ Z b (rt, 72)a(t — 7)a(t — 72)drdrs + /_ O; ke (T)a(t — 7)dr + ko(g)) > _
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Essa equacao leva a uma soma de trés termos, o primeiro deles:

<(/_Oo hi(v)x(t —v) dr) </ / ka (11, m2)x(t — 1)z (t—Tg)dT1d72)>

/ / / ha(v)ka (11, T2)(z(t — v)z(t — T1)z(t — T2))dvdT1dT>

(3.20)

Esse termo resulta em zero, visto que (z(t — v)z(t — 71)x(t — 72)) resulta em zero, (produtos do

mesmo tipo, com um numero impar de entradas atrasadas gaussianas z(t) resulta sempre em zero).

Ja o segundo termo:

< (/_Z b () (£ — v)dr) (/_Z ) (m)a(t — Tl)dﬁ) > _

/oo /00 hi(v)ky2)(T1)(z(t — v)z(t — 71))dvdT) =
/_OO /_OO hl(v)k’m)(ﬁ)agé(v — 71)dvdr =
o /_oo h1(v)ky () (m1)dvdm

E o terceiro termo:

<( /_ Z o () (t — v)d7> k0(2)> _

| )t - oy

(3.21)

(3.22)

Como (z(t — v))resulta zero, todo o termo resulta também em zero. Assim o unico termo que nao

resulta em zero é o segundo. Reescrevendo a equagio para o produto entre o operador de primeira

ordem de Volterra e o operador de segunda ordem de Wiener:

o0

(Hi[2(t)]ga[k2; k1(2), koc2y; #(t)]) = 02/ h1(v)kyi(2)(T1)dvdr =0

—0o0

(3.23)

Assim o kernel de primeira ordem do operador de segunda ordem de Wiener resulta em zero:

k1(2) (1) =0

A forma completa do operador de segunda ordem:

Go [7@7 / / /€2 7'1,7'2) (t—Tl) (t—Tg)dTlde-f—U / kQ(Tl,Tl)dTl

—00
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3.3.2 Determinando os kerneis de Wiener

A partir das expressbes para os coeficientes de Wiener, faz-se necessario determinar tais coe-
ficientes segundo os dados experimentais. Também pode-se determinar os coeficientes sequencial-
mente, ja que é valida a ortogonalidade.Para todos os calculos a entrada z(t) é sempre um ruido

branco gaussiano. A saida sera:

N
= Gylkg; (3.26)
q=0

O kernel de ordem 0 pode ser conseguido como:

N
= (D Gylkg; x(t)]) = ko (3.27)
q=0

A determinacao do kernel de ordem 1 é como segue:

N
(z(a(t —v1)) = (Y Gylkg ()]t — )

ko; x(t)]x(t — v1)) + (Gilk1; z(t)]z(t — v1)) +

O termo (Golko; z(t)]z(t — v1)) = 0 ja que Gy é uma constante e (x(t —v1)) =0, ja que z(t) é

um ruido gaussiano, possuindo, assim, média 0.

Ja o termo com o operador de primeira ordem tem o desenvolvimento:

o0

(Grlk1;2(t)]z(t —v1)) = /_ ky(m){(x(t — 1)x(t — v1))dT
Como o termo (x(t — 7)x(t — v1)) & igual a 026(T — v1), obtém-se:

(Grlk1;x(t)]z(t —v1)) = /OO k1 (7)025(7 —v1)dr

—00

= 02/61(1}1)

Onde, como ja mencionado, o é o desvio padrao do ruido branco. Os termos (Ga[ko; x(t)]x(t —
v1)) + - -+ s@o todos iguais a zero, pela propriedade definida pela equacdo 3.9. Verifica-se entao

como calcular o kernel de primeira ordem:
k1(v1) = = (z(t)z(t — v1)) (3.28)
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Passa-se entdo & determinacdo do Kernel de segunda ordem:

N
(02t —v)a(t - v)) = (3 Glkga(®)a(t - v)e(t - v))

O primeiro termo , de ordem zero fica:

(Golko; z(t)]x(t —vi)x(t —v2)) = kolx(t —v1)x(t — v2))
= k00'2(5(1)1 — Ug)
Admite-se que vy # v9 entdo:

koo?6(vy — ve) = 0 (3.29)

O segundo termo, de primeira ordem fica:

(Gilko;z(t)]z(t —v1)z(t —v2)) = /_OO ky(r1){z(t — 71)z(t — v1)x(t — va))dT1

=0

O resultado é 0 ja que: (z(t — 71)x(t — v1)z(t — v2)) = 0. Desenvolvendo agora o terceiro termo,

de segunda ordem:
(Galko; x(t)]z(t — v1)x(t — v2)) =
/ / ko(m1,72){(x(t — 1) x(t — 72)x(t — v1)z(t — v2))dTldT2 +
—o? /_00 ka(71, 71){(x(t — v1)z(t — va))dTl

Usando o teorema de Wick, [2], chega-se &s seguintes relagoes:

(Galko; x(t)](t — v1)a(t — v2)) =

o0

204 ko (v1, v) + 04/ ko(m1,71)6(v1 — ve)drl +

— 00

—0? /oo ko(m1,71){(x(t — v1)x(t — va))dT1

—00

As duas integrais acima se cancelam mutuamente uma vez que a segunda integral é igual a

primeira, o que expde o termo se segunda ordem da série de Wiener:

o (01, v9) = %(z(t)x(t o)t — v2) (3.30)
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3.4 Algoritmo de Lee - Schetzen

Uma possivel abordagem para o célculo dos Kernels da série de Wiener, é a utilizacao do
algoritmo de Lee-Schetzen. Ele funciona a partir do conceito de correlagao, e seu principio situa-se
no fato de que a saida y(t) é a soma das convolugoes entre os kerneis das vérias ordens e z(t), e

que esses kerneis podem ser obtidos através das func¢des de correlagao. O algoritmo detalhado:

e O primeiro passo é estimar o kernel de ordem zero como a média da saida

1 N
= N;y(t) (3.31)

e Subtrair kg de y(t) para conseguir o residuo de ordem zero vy(t)
vo(t) = y(t) — ko (3.32)

e Estimar o kernel de primeira ordem como a correlagdo cruzada entre a entrada (x(t)) e o
residuo (vo(t))

N
02 Zu t—T)vo(t (3.33)
u =1

e Computar a saida estimada do kernel de primeira ordem por convolucao

T-1

G0 =D a(t — )k (t) (3.34)
T7=0
e Computar o residuo de primeira ordem vy ()

v1(t) = vo(t) — gV (2) (3.35)

e Calcular o kernel de segunda ordem como a correlacdo cruzada de segunda ordem entre o

residuo de primeira ordem e entrada.

1

Ky(11,72)
Noi}

N
Zx t—1l)u(t — m2)v(t) (3.36)
U =1

3.5 As expansoes dos kerneis de Volterra

O uso do algoritmo de Lee-Schetzen induz a alguns requisitos incontornédveis a cerca do sinal
de entrada a ser usado para identificar o sistema. O principal é a restricdo de que o sinal deve ser
um rufdo gaussiano. Na pratica ruidos gaussianos perfeitos sao muito dificeis de ser implementa-
dos fisicamente como entrada, principalmente em sistemas biologicos. O método da expansao de
Laguerre, estudado pelo professor Vasilis Z. Marmarelis,|3],[4] tenta dar uma solugdo para este, e

outros problemas relacionados ao método de Lee-Schetzen.
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A metodologia de expansdo atenua as dificuldades do método anterior porque compacta a
representacdo dos kerneis e evita a resolucao das séries pelas médias de correlacao, ao invés delas,

é utilizado o algoritmo de minimos quadrados.

A metodologia bésica de expansdo dos kerneis de Volterra emprega uma base de L func¢oes
causais b;(7). Tais funcées sao definidas a partir da memoria dos kerneis. Essas funcées podem ser
entendidas como respostas ao impulso de filtros lineares. As respostas desses filtros a uma entrada

x(t), formam as funcdes v;(t), como mostra a equacao 3.37 e a figura 3.1:

vj(t) = /OH bj(r)x(t — 7)dr (3.37)

A saida y(t) serd dada pela forma da serie de Volterra expandida , a saber:

Q L L
- ZZ Z (s Jr)ujn(t) - v (2) (3.38)
r=1j1=1 r—=1

Aqui @ é a ordem do sistema, L é o ntumero de fun¢oes de base (b;(7)), e ar(j1,--- ,jr) sd0 0s
coeficientes a serem determinados. Substituindo os termos vj,(n) da equacdo 3.38 pela formula

dada pela equacao 3.37 obtém-se:

Q L L 0o 00
= ho + Z; Z: Z (WITRRE ,jr)/o bjl(Tl)J?(t—Tl)dT1---/0 bjr ()2 (t — 77 )dT>

‘T:

em que o termo de ordem r da série de Volterra é dado por:

L L s .
Z"'Zar(jla"'vjr)/ / bjr(r1) - bjr(m)x(t — 1) x(t — 7p)dry - - - e
ji=1  jr=1 0 0

Comparando com o termo de ordem r da série de Volterra nao expandido:

/ / o1, m)e(t— 1) -2t — 7)dr - - - dTy

Concluimos que o kernel de ordem r expandido é dado por:

L L
ho(Ti, o, Z Z (1, dr)bja (1) - b (72) (3.39)

A equacao 3.39 fornece a condicdo necessaria e suficiente para que a série de Volterra possa ser
expandida através da equagao 3.38 para todo r, além disso a base b;(t) precisa ser completa para
que o a expansao dos kerneis possa fornecer boas aproximagoes. O problema da estimativa dos

kerneis de Volterra fica entao reduzido ao problema de determinacao dos coeficientes de expansao.
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H4 ainda um termo € que deve ser associado & equagdo 3.38 para contabilizar os erros inerentes
ao processo de identificacdo do sistema, como o truncamento ou interferéncia de ruido. Além disso,

se quisermos trabalhar no dominio do tempo discreto, a equacao 3.38 deve ser alterada, ficando:

Q L L
yt)=co+y Y - Z cr(is -5 dr)vji(n) - - vjr(n) 4 €(n) (3.40)

LINEAR STATIC
FILTERBANK NOMLINEARITY

() | 2O = 1[0 6]

Figura 3.1: Diagrama de blocos para uma saida y(t) modelada por varios filtros lineares b;(t), e

uma nao-linearidade f(e)

Os coeficientes ¢, sdo os coeficientes de expansao no tempo discreto e levam em conta as

simetrias dos kerneis de Volterra. As convolugoes v;(t) em forma discreta ficam:

M-1
vi(t) =T > bj(r)z(n —7) (3.41)
m=0

onde M é a largura de banda da memoria do sistema e T' € o intervalo de amostragem.

A equacdo 3.40 pode ainda ser escrita em termos matriciais, para a posterior resolucdo dos

coeficientes de expansao via método dos quadrados minimos:
y=Vc+e (3.42)

Na equacao 3.42 y é um vetor de n elementos que representa a saida usada para a identificagao
do sistema:

y(1)

y(2)

Yy = :

y(n)
Para o célculo dos kerneis de Volterra até a segunda ordem a matriz V é uma justaposicao de trés
matrizes VO, V1 e V2:
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V:<V0 V1 Vz)

A matriz VO computa os termos referentes & ordem zero, a matriz V1 computa os termos referentes
a primeira ordem, e a matriz V2 os termos referentes a segunda ordem. A matriz (VO V1) completa

fica:

1 v(1) we(1) --- wp(1)
(VO V1) _ 1 Ul@) U?@) o wp(2)
1 wvi(n) wva(n) --- wvp(n)

Quanto a configuracdo da matriz V2, que computa os termos de segunda ordem:

vi(n) wva(n)ui(n) - wvp(nui(n) vi(n) va(njus(n) - vr(n)opa(n) vi(n)

A vetor ¢ computa os coeficientes de expansao:

02(L — 1, L)
CQ(L,L)

Tanto o niimero de linhas de ¢ quanto o nimero de colunas de V pode ser calculado por:

(L +Q)!/LIQ! (3.43)
Onde L é o niimero de fun¢des de base utilizado, e @ a ordem do sistema.

A equagdo 3.42 pode ser resolvida pelo método dos quadrados minimos , diminuindo ao maximo

o erro €. Assim , para os coeficientes c;:
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e=[V'V] 'Vy (3.44)

onde o sinal ’ denota a matriz transposta

3.6 As Funcoes de Laguerre

Faz-se ainda necessario a determinacao das bases de fungoes causais bj(7).Nesse sentido as
funcoes de Laguerre mostraram-se ser a melhor base para descrever tais funcdes. Na verdade, as
funcoes de Laguerre foram a sugestdo original de Wiener para a expansao dos kerneis de Volterra,
por serem todas ortogonais entre si num dominio de zero a infinito, além disso as funcoes de
Laguerre podem ser implementadas facilmente por via analbgica, [4]. A féormula para as fungoes

de Laguerre é dada por:

bi(m) = a7 (1 - a)? kzj:(_nk (7:) @) a7k (1 — ) (3.45)
=0

Em que m ¢é a largura de banda da memoria do sistema, e o € um parametro que define a velocidade

de decaimento dessas funcoes.

No entanto para o calculo de v;(t) pode ser usada uma relagao recursiva de modo a consumir

menos processamento computacional.

vj(n) = Vav;(n —1) + Vav;_1(t) — vj—1(n — 1) (3.46)

Onde o o primeiro termo, vy(t) é dado pela equacao 3.47:
vo(n) = Vavg(n — 1) + TvV1 — az(n) (3.47)

3.7 Os parametros de Laguerre

Para melhor utilizacdo do método de Laguerre na identificacdo de sistemas, faz-se necessario
o estudo de alguns parametros inerentes ao método, que sdo definidos & priori. Tais parametros
irdo dirigir toda a base de fungdes que fardo a modelagem mateméatica. Por isso mesmo o presente

trabalho faz uso dos estudos do professor Marmarelis sobre tais parametros [3],[4].

3.7.1 A influéncia da ordem das fungoes de Laguerre, na identificacao dos
Kerneis de Volterra

A figura 3.2, mostra um total de cinco funcoes de Laguerre, para a = 0, 2. Nessa figura pode-se
notar que o numero de vezes que cada funcao corta o eixo x é exatamente igual & ordem da fungao.

Ademais, quanto maior a ordem, menor é a atenuacdo dos valores expressivos da funcéo. Pode-se
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notar na figura 3.2 que a fung¢ao de ordem zero (linha continua) tem decaimento mais rapido que

a de ordem cinco (linha pontilhada).
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Figura 3.2: Funcoes de Laguerre em tempo discreto de ordens: 0 (linha sélida), 1 (pontilhada), 2

(tracejada), 3 (ponto e trago), 4 (ponto-ponto-ponto-trago), para a = 0, 2.[3]
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Figura 3.3: Fungoes de Laguerre em tempo discreto, de ordem 4(continua), de ordem 8(pontilhada),

de ordem 12(tracejada), de ordem 16(ponto-traco)

Esse comportamento é melhor ilustrado pela figura 3.3, onde ha funcées de Laguerre de ordens:

4, 8,12 e 16. Nota-se que os valores significativos da funcao de ordem 16 perduram por mais tempo

que os das fung¢bes de ordem inferior, tal como se os valores significativos tivessem a sua atenuagao

atrasada. Esta constatacao implica que kerneis com grande natureza de atraso, ou seja, deslocados
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no eixo x positivamente, precisam de fungoes de Laguerre com ordens maiores.
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Figura 3.4: Gréfico das fases das transformadas de fourier das cinco primeiras funcoes de Laguerre,

(de ordem 0 até 4), para o = 0,2, plotadas para a frequéncia de Nyquist normalizada de 0,5

A figura 3.4 mostra que para um mesmo «, as virias fun¢oes de Laguerre possuem um espectro

de amplitude idéntico, variando apenas a fase. Nota-se que a fase ¢ maxima para a funcao de maior

ordem, e minima para a de menor ordem.

3.7.2 A influéncia do parametro «

Para analisar a influencia do parametro o mantém-se constante a ordem dos polinémios de
Laguerre e varia-se tal parametro. A figura 3.5 mostra a situagdo onde a ordem foi mantida em
quarto grau e « foi variado em 0,1 , 0,2, e 0,4 . O que se pode ver é que a constante « tem uma
propriedade de escalamento sobre as fungoes de Laguerre, tornando-as maiores em relacao ao eixo
do tempo. O pardmetro expressa entdo uma medida indireta da velocidade de decaimento dessas

fungoes. Além disso também é possivel perceber que « influéncia na magnitude dos valores da

funcao, de forma que estes diminuem quando se aumenta o pardmetro.

J4, tocando o dominio da frequéncia,(situagao mostrada na figura 3.6) o que se pode perceber

é que a possui um efeito de atenuante sobre os valores significativos da amplitude.

Infere-se dos exemplos supracitados que o valor de « é escolhido de acordo com a meméria do

Kernel, de modo que as fun¢oes de Laplace cubram satisfatoriamente os efeitos de deslocamento

no tempo.
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Kernel Estimation with Laguerre Expansions
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Figura 3.5: Func¢do de Laguerre de quarta ordem, para o« = 0,1(linha continua), a =

0, 2(tracejada), a = 0,4(pontilhada)

- 1
]

2.0

1.75

QIS0

500

0.250

bbbl Lias Diveadisnal
i
[
¥
i
!
i
i
¥
i
[
[
i
ra

0.0

T T T T T T T B e e e T . |

0.0 31nn LR 300 £.400 .54

RORMALIZED FRECUENCY

Figura 3.6: Magnitude da transformada de fourier da funcao de Laguerre de quarta ordem, para

a = 0,1(trago 1), a = 0, 2(traco 2), a = 0,4(traco 3)

3.7.3 A influéncia quanto ao nimero de pontos

A figura 3.7 mostra dois casos de simula¢do do Kernel de primeira ordem de um mesmo sistema.
No primeiro caso (linha continua) o sistema foi simulado utilizando o método de expansdo via

funcgoes de Laguerre, ja no segundo foi usado o método de Lee-Schetzen. A mostra conta com 512
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Figura 3.7: Estimativa do kernel de primeira ordem, obtido via método de Laguerre(linha conti-

nua), via método de Lee-Schetzen(linha tracejada)

pontos.A linha de Laguerre é totalmente suave, ao passo que a linha do método de Lee-Schetzen
exorbita de trepidacdo. Essa diferenca também é visivel na simulagdo do Kernel de segunda ordem

mostrado pela figura 3.8.

Via de regra o nimero de coeficientes a serem determinados pelo método de Laguerre depende
do ntimero de fungoes de Laguerre L que se deseja utilizar. O primeiro kernel precisa de um ntimero

de coeficientes igual a L e o segundo kernel de L(L + 1)/2.

Utilizar um ntmero minimo de pontos para simular os kerneis de um sistema em questao
é coisa impostante, uma vez que tal abordagem implica em consumo menor de processamento

computacional.

xemin = 0.0000 xmin = 0.0000
x-max = 15.0000 xemax = 15,0000
y-min = 0.0000
y-max = 15.0000
z-min = ~0.1464E+00
Zmax = 0.5421E+00

-max = 50000
zemin = =0 1013E+
r-max = 0.5075E+00

Figura 3.8: Simulacao do Kernel de segunda ordem com método de Laguerre(esquerda), método

de Lee-Schetzen(direita), utilizando 512 pontos
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3.7.4 O efeito do ruido

Analisa-se agora a eficiéncia dos dois métodos quanto a capacidade de modelagem perante
dados corrompidos com ruido. A figura 3.9 mostra a diferenca na superacdo do ruido nos dois
casos estudados (A curva continua sendo a do método de Laguerre e a pontilhada o de Lee-
Schetzen). O algoritmo de Laguerre mantém a sua suavidade, ao passo que o de Lee-Schetzen

mantém trepidacao.

A resolucdo do grafico foi obtida a partir de uma amostra de 512 pontos, e de uma razao sinal-
ruido de 10dB, e mostra um resultado vantajoso, do ponto de vista computacional, ou de aquisicao
de dados. As séries de Volterra e sua abordagem por Laguerre, mostram superioridade em relagao

a abordagem por Lee-Schetzen.
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0.300
QG0

¥R}

Pt

=0.100

=0, 200

100 [2-R1) 200 254

TIKE LAG [TAU)

Figura 3.9: Kernel de primieira ordem, obtido com o método de Laguerre (linha continua), e o

método de Lee-Schetzen(linha trcejada), para dados com ruido

3.7.5 Entrada diferente do ruido branco gaussiano

Teoricamente as Séries de Volterra devem funcionar a partir do ruido branco gaussiano como
dado de entrada. No entanto, vale lembrar que esse tipo de entrada pode ser dificil de se implemen-
tar na pratica, e para uma abordagem de sistemas fisioldgicos, por exemplo, tal entrada é muito
dificil de se conseguir. Por isso é importante analisar tanto a técnica de Lee-Schetzen quanto a de

Laguerre a partir de entradas que desviem do ruido branco gaussiano.

A figura 3.10 mostra o espectro de amplitude de um sinal ndo gaussino. O kernel de primeira
ordem referente a esse sinal é estudado na figura 3.11. De novo, resultados sempre suaves do

método de Laguerre , enquanto o método de Lee-Schetzen, pela trepidagdo mostrada, evidencia a
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Figura 3.10: Espectro de amplitude de um sinal que diverge do ruido branco gaussiano

introducao de erro. O mesmo vale para o kernel de segunda ordem simulado na figura 3.12.
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Figura 3.11: Kernel de primeira ordem para sinal que diverge do ruido branco gaussiano, método
de Laguerre (linha continua), método de Lee-Schetzen (linha tracejada)
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xmin = 0.0000 wmin = 0.0000
X x-max = 15.0000 Aemax = 15.0000
- y-min = 1?&‘%{% N y-min = 0.0000
y-max = 13, [ ~max = 15,0000
| / zmin — —0.1021E+00 | \ Zmin = 0, 1766400
z-max =  (LEHSE+00
J /

Figura 3.12: Kerneis de segunda ordem para sinal que diverge do ruido branco gaussiano, método

de Laguerre (linha continua), método de Lee-Schetzen (linha tracejada)
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Capitulo 4

Simulacoes Computacionais e Estudo

Comparativo

4.1 Introducao

Nesta secao serd abordado o estudo comparativo entre os dois métodos de resolucao das sé-
ries de Volterra através de simulac¢des computacionais feitas pelo auxilio do software MATLAB. O
ferramental ¢ disponibilizado pelo professor Wim Van Drogelen, (anexo do seu livro Signal Pro-
cessing for Neuroscients,|2]), para a resolucao da série de Volterra via método de Lee-Schetzen, e
do Lysis, uma toolbox do professor Vasilis Z. Marmarelis. Esta comparagao seré feita por meio da
observagao do resultado das saidas estimadas do sistema e pela avaliagdo das figuras dos Kerneis

obtidos com cada método.

4.2 Comparagao a partir de entradas do tipo ruido branco gaussi-

ano

4.2.1 Algoritmo de Lee-Schetzen

Foi estabelecido um sistema ndo linear. Esse consiste de um sistema linear em paralelo a um
sistema quadratico. A parte linear do sistema consiste de um filtro passa baixa simples, modelado
por um circuito RC. E a parte nao linear consiste no mesmo circuito linear RC, porém, elevado
ao quadrado. Esse modelo simples foi retirado do livro "Signal processing for neuroscientists"do

prof. Van Drongelen, [2|. A figura 4.1 Mostra o sistema utilizado:

Em seguida, foi obtida uma saida a esse sistema para posterior comparacdo com uma saida
estimada, mediante uma entrada de tipo ruido branco gaussiano. A figura 4.2, mostra a sobrepo-
sigdo entre essa saida e a entrada. Usa-se o ruido branco pois ele possui uma configuragao de auto

correlagdo semelhante a um impulso, a figura 4.3 mostra o grafico dessa auto correlagao.

Foram calculados também os Kerneis de primeira e segunda ordem para esse par de entrada e
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Figura 4.1: Diagrama de blocos do sistema nao linear de segunda ordem, usado nas simulagoes
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Figura 4.2: Entrada do tipo ruido branco(preto) e a respectiva saida (vermelho) de um sistema

nao-linear de segunda ordem

safda através do algoritmo de Lee-Schetzen, mostrados na figura 4.4.

A estimativa da saida é como mostrada na figura 4.5, Nesse grafico a saida original obtida do
proprio sistema estd em vermelho e a estimativa usando os kerneis de Volterra estd em verde. O
que se vé é que ha pouca diferenca entre as duas, o grifico a direita ajuda a visualizar melhor a
diferen¢a. Podemos concluir que nessa situacao especifica, o algoritmo de Lee-Schetzen descreveu

bem o comportamento do sistema.

A seguir foi testada a fidelidade do sistema estimado. A partir dos kerneis de Volterra obtidos,
foram feitas convolugoes entre esses kerneis e outros tipos de entrada, de modo a obter outras
saidas estimadas, para posterior comparacio com as saidas originais do sistemas. E esperado que
os kerneis de volterra modelem o sistema, aproximando a saidas estimadas pelos kerneis das saidas
originais do sistema. A figura 4.6, mostra as entradas usadas, e ao lado, as respectivas saidas do
sistema. O primeiro grafico é um sinal de tipo aleatdrio, o segundo é de um seno, e o terceiro ,

uma onda triangular do tipo dente de serra.
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Figura 4.3: Auto correlagao do ruido brando gaussiano
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Figura 4.4: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtido via algoritmo
de Lee-Schetzen, de um sistema nao linear de segunda ordem, a partir de entrada do tipo ruido

branco gaussiano

As saidas estimadas s3o como mostradas na figura 4.7, onde estdo em cor verde e em su-
perposicao as saidas originais do sistema (em vermelho). Nesse caso nota-se que o sistema esta
representado pelos kerneis de Volterra obtidos, com pouca diferenca visivel entre o estimado e o

original.

4.2.2 Meétodo de expansao via fungoes de Laguerre

Para o mesmo sistema nao-linear de segunda ordem foi feita a obtencao dos kerneis de Volterra
a partir da mesma entrada de tipo ruido branco gaussiano, no entanto, agora foi utilizado o

método de Laguerre. Os pardmetros usados sdo: « = 0,7, para garantir fun¢bes de Laguerre
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Figura 4.5: Saida original (vermelho), e saida estimada (verde) para uma estimativa usando o
método de Lee-Schetezen, o grafico da direita mostra um zoom, para a melhor identificagao da

diferenca entre as curvas
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Figura 4.6: Entradas ( lado esquerdo) e Saidas (lado direito), para o sistema nao-linear de segunda

ordem

com decaimento menor, e se o sistema requeresse decaimento, ele seria modelado pelo valor dos
coeficientes de expansdo de Laguerre. o nimero de funcoes de Laguerre = 9 para garantir uma
boa base de fungoes para o método. A entrada e a saida originais desse sistema sdo exatamente

como ja mostrados na figura 4.2.

Os Kerneis obtidos sdo mostrados na figura 4.8. O que se pode observar é a grande diferenca
entre os Kerneis obtidos via método de Laguerre e os obtidos pelo algoritmo de Lee-Schetzen.
Os de Lee-Schetzen carregam um forte ruido, ao passo que os de Laguerre sdo suaves em toda a
sua extensdo. A forma assintotica da curva dos kerneis de Laguerre € ideal, ndo ha trepidagoes

ruidosas como nas curvas do método de Lee-Schetzen. Tal comportamento deve decorrer da forca
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Figura 4.7: Saidas originais (em vermelho) e saidas estimadas pelo algoritmo de Lee-Schetzen (em

verde), para um sistema de segunda ordem estimado por ruido branco, o primeiro grafico é a saida

do sistema mediante entrada aleatdria, o segundo a saida do sistema mediante onda senoidal, e o
terceiro, a saida mediante entrada do tipo dente de serra

do algoritmo de minimizagao dos erros quadraticos.
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Figura 4.8: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método

de expansao em funcoes de Laguerre , de um sistema ndo linear de segunda ordem, a partir de
entrada do tipo ruido branco gaussiano
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A sobreposic¢do entre a saida original e a saida estimada pelos kerneis é dada na figura 4.9.
No caso da identificagao feita por Lee-Schetzen ainda era possivel ver uma diferenca entre as duas
curvas. Ja nas curvas de saida oriundas do método de Laguerre essa diferenca é quase invisivel,

ela s6 é possivel de ser vista com um aumento consideravel do zoom.
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Figura 4.9: Saida original (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Laguerre (em verde),
para um sistema de segunda ordem, ¢ importante mencionar que o zoom (figura direita) para a

visualizagao da diferenca entre os graficos foi consideravel

A seguir, como na avaliacdo da fidelidade do modelo, trés entradas (as mesmas utilizadas
anteriormente, figura 4.6 ), foram convoluidas com os kerneis de Volterra obtidos, e as saidas
estimadas dessa convolugao, foram comparadas com as saidas originais que o sistema forneceria.
Tal situagdo é mostrada na figura 4.10. Observa-se que o sistema obtido produz saidas muito
proximas aos casos originais, 0o que mostra a eficiéncia do método de Laguerre em estimar o

comportamento de um sistema ndo-linear.

4.3 Comparagao a partir de entradas genéricas

Na sessao anterior os modelos de segunda ordem dos kerneis de Volterra foram obtidos mediante
uma entrada ideal: o ruido branco gaussiano. No entanto, tal entrada é as vezes é muito dificil de
conseguir. E por isso importante que o sistema possa ser identificado & partir de outras entradas.
No presente trabalho, utilizou-se como entradas alternativas ao ruido branco, uma onda quadrada
com ruido adicionado, e uma senoide com frequéncia aumentada exponencialmente. Essas entradas
sao como mostra o lado esquerdo da figura 4.11. A direita temos a auto correlagdo de ambas as
funcoes. Podemos ver que no caso da onda quadrada a autocorrelacdo diverge totalmente da
requerida pelo método de Lee-Schetzen , no entanto, no caso da senoide com aumento exponencial
de frequéncia temos uma correlagdo muito préoxima a correlacdo do ruido branco, a menos da base,

que como podemos ver, oscila.
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Figura 4.10: Saidas reais (em vermelho) e saidas estimadas pelo algoritmo de Laguerre (em verde),
para um sistema de segunda ordem estimado por ruido branco, o primeiro grafico é a saida do
sistema mediante entrada aleatéria, o segundo a saida do sistema mediante onda senoidal, e o

terceiro, a saida mediante entrada do tipo dente de serra

4.3.1 Algoritmo de Lee-Schetzen

Ao obter os kerneis de Volterra usando o algoritmo de Lee-Schetzen, e posteriormente simular
a saida do sistema quadréatico ja mencionado, usando por base uma entrada de onda quadrada
com ruido obteve-se um resultado bastante rudimentar. A figura 4.12 mostra a ma qualidade do
método de Lee-Schetzen para essa situacao. Vé-se por essa mesma, figura que a estimativa passa
dos valores que deveria estimar em mais de trés mil por cento. E ao estudar-se os dois kerneis, de
primeira e segunda ordem (figura 4.13 ) nota-se igual primarismo qualitativo, pois os dois acabam

divergindo profusamente do comportamento assintético geralmente exibido pelos kerneis.

As figuras 4.14 e 4.15 mostram os dados obtidos de um sistema simulado com uma senoide de
aumento exponencial de frequéncia ao invés de um ruido branco. A estimativa da saida, apesar de
ser melhor que o caso anterior, onde a entrada foi uma onda quadrada, ainda é rudimentar, nota-se
que para frequéncias menores a estimativa diverge muito, no entanto, a medida que a frequéncia
aumenta, a curva da estimativa parece se aproximar da curva de saida original. Apesar disso os
Kerneis de primeira e segunda ordem parecem também estar mais préoximos do comportamento

assintético do que no caso da onda quadrada.
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Figura 4.11: Entradas alternativas ao ruido Branco, e suas respectivas correlacoes (a direita). Usa-

se uma onda quadrada com ruido adicionado e uma senoide com aumento de frequéncia exponencial
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Figura 4.12: Saida original (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Lee-Schetzen (em

verde), para um sistema de segunda ordem estimado por onda quadrada

4.3.2 Meétodo de expansao via fungoes de Laguerre

Usando agora o método de Laguerre, um modelo em termos de kerneis de Volterra foi obtido

para o par entrada/saida onde a entrada é uma onda quadrada, e para o par entrada/saida onde
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Figura 4.13: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método
de Lee-Schetzen , de um sistema ndo linear de segunda ordem, a partir de entrada do tipo onda

quadrada com ruido
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Figura 4.14: Saida original (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Lee-Schetzen (em

verde), para um sistema de segunda ordem estimado por onda senoide

a entrada ¢ uma senoide. As figuras 4.16 e 4.19 mostram os resultados das simulacdes. E
importante ressaltar que a saida estimada e a saida original estao sobrepostas em ambos os graficos.
A capacidade de estimagao de sistemas pelo método de Laguerre nao faz perceber a curva vermelha
(que é a saida original), essa s6 podendo ser percebida por meio de zoom considerével, tamanha a

proximidade entre as curva estimada e a saida original do sistema de segunda ordem.

Também nota-se as curvas que constituem os kerneis de Volterra nas figuras 4.17 e 4.20,
pois elas consistem de assintotas perfeitas, tanto para o caso do kernel de primeira ordem como
para o de segunda. Tais curvas mostram a superioridade do método de Laguerre perante o de

Lee-Schetzen.
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Figura 4.15: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método

de Lee-Schetzen , de um sistema ndo linear de segunda ordem, a partir de entrada do tipo senoide

Ademais, foi verificada a fidelidade tanto do sistema estimado pela onda quadrada quanto
pela senoide. Nos dois casos, o sistema estimado pelos kerneis mostrou ser confidvel e fidedigno
em relacao ao sistema original , s6 sendo possivel notar a diferenca entre saida estimada e saida
original depois de consideravel zoom. As figuras 4.18 e 4.21 mostram os dois casos, onde nos dois,

salda original e saida estimada estao sobrepostos.
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Figura 4.16: Saida original (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Laguerre (em verde),
para um sistema de segunda ordem, (é importante mencionar que o zoom para a visualizacdo da

diferenga entre os graficos foi consideravel), o sistema foi obtido com uma onda quadrada

4.4 Comparacao quanto a estimativa de um sistema de terceira

ordem

A maioria dos sistemas nao-lineares sao de ordem infinita, ou seja, para que possam ser mo-
delados pela série de Volterra em plenitude, precisaria-se de todos os kerneis, da ordem zero até o
infinto. Como isso ndo é possivel, truncamos o nosso sistema em ordem mais baixa. O presente
trabalho trata até a ordem 2. Por isso mesmo é importante verificar a capacidade dos kerneis de
segunda ordem modelarem comportamentos de ordens mais altas, (assumindo a hipotese de que

isso seja possivel). Assim, baseado no sistema de segunda ordem disponibilizado pelo professor
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Figura 4.17: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método

de Laguerre , de um sistema n&o linear de segunda ordem, a partir de entrada do tipo onda
quadrada com ruido
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Figura 4.18: Saidas reais (em vermelho) e saidas estimadas pelo algoritmo de Laguerre (em verde),
para um sistema de segunda ordem estimado por onda quadrada, o primeiro grafico é a saida

do sistema mediante onda quadrada, o segundo a safda do sistema mediante onda senoidal, e o
terceiro, a saida mediante entrada do tipo dente de serra

Wim Van Drongelen,|2]|; foi construido um sistema de terceira ordem para testar o poder de es-
timativa dos kerneis de Volterra de segunda ordem. E importante dizer também que os kerneis

foram obtidos mediante entradas do tipo ruido branco gaussiano.

Para o método de Lee-Schetzen o resultado da estimativa é como mostrado na figura 4.22; onde
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Figura 4.19: Saida original (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Laguerre (em verde),
para um sistema de segunda ordem, (é importante mencionar que o zoom para a visualizacdo da

diferenga entre os graficos foi consideravel), o sistema foi aqui modelado com uma senoide

| 0.03 &

0.025
|

0.02
|

| 0.015 ~

0.01 ~
|

0.005 ~

40
-0.005 7 ——

Figura 4.20: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método

de Laguerre , de um sistema nao linear de segunda ordem, a partir de entrada do tipo senoide

o estimado é verde e o original é vermelho, ai pode-se ver que o estimativa é boa para a entrada
do tipo aleatéria, mas é de baixa qualidade para uma entrada de tipo senoide e dente de serra. O
mesmo acontece para a estimativa usando o método de Laguerre (figura 4.24), os resultados sao

divergentes do esperado, e sfo inferiores a todas as outras estimativas ja feitas pelo mesmo método
no presente trabalho.

No entanto, analisando os kerneis de ambos os métodos (figuras 4.23 e 4.25), percebe-se que a
qualidade assintotica é visivel em ambos, (ainda que o ruido seja consideravel no caso dos kerneis
obtidos pelo método de Lee-Schetzen). O que leva a perceber a limitacao dos kerneis de segunda
ordem em estimar os comportamentos de terceira ordem. A diferenca nas saidas estimadas e
originais, s6 deve ser superada por um kernel de terceira ordem.
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Figura 4.21: Saidas reais (em vermelho) e saidas estimadas pelo algoritmo de Laguerre (em verde),
para um sistema de segunda ordem estimado por onda senoide, o primeiro grafico é a saida do
sistema mediante entrada aleatéria, o segundo a saida do sistema mediante onda senoidal, e o

terceiro, a saida mediante entrada do tipo dente de serra
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Figura 4.22: saida original (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Lee-Schetzen (em

verde), para um sistema de terceira ordem
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Figura 4.23: Kernels de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método

de Lee-Schetzen , de um sistema nao linear de terceira ordem, a partir de entrada do tipo ruido
branco

iy

5 T T .
s L A& g L
£ o AN VM D "o
=
< A . ' . ] . v . . i
] 100 200 300 400 500 600 700 BOO 900 1000
Time
o 2 I y T B ! ; T ! !
E : oA | f \ o & s
= P T R o TR G dETp (0 R \ 3
E_ oy \ TATE Jf v el:'_f‘\:_-' \' J_,-'n\\_.- 4 % _J.'ﬂ v \'J,.'ﬂ'_L X Ay j\t A ;,"m
< 2 i A i ; ; ; i i A
1] 100 200 300 400 500 G600 700 BOO 500 1000
Time
o 2 I : T T T T g ! r
o 1 4
T A1 1 A1 A 1 71 il #1 rd A
E. 0 [T | oen & £ I Py Pt 4 = e / Pt - = 4 l('.-.--‘/ =]
< 2 ; 3 f . i i ; ; 3

0 100 200 300 400 500 600 VOO 8OO 800 1000

Figura 4.24: Saida original (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Laguerre (em verde),
para um sistema de terceira ordem

4.5 Comparacao a partir de dados reais

A proposta desta sessdo é estudar a eficiéncia de estimativa dos métodos de Lee-Schetzen e de
Laguerre perante sistemas fisicos reais, pois € nesses mesmos que reside a utilidade de tais métodos,
bem como da série de Volterra enquanto tal. O sistema fisico supramencionado consiste na relagao
respiracao/ intervalo R-R de um individuo. Para detalhar mais, tal individuo foi submetido a uma
situacdo de repouso (Assistir ao filme Fantasia, da Disney, 1940) enquanto os sinais referentes a
sua respiragao e o seu eletrocardiograma foram coletados, [5]. Entdo um sistema do tipo SISO foi

concebido, com a respiracao do individuo sendo a entrada, e o sinal de intervalo entre os picos R
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Figura 4.25: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método

de Laguerre , de um sistema nao linear de terceira ordem, a partir de entrada do tipo ruido branco
do eletrocardiograma, a saida. A figura 4.26 mostra o digrama de blocos que ilustra o sistema.

Intervalo R-R do

Respiracao eletrocardicgrama

>

Figura 4.26: Diagrama de blocos para o sistema concebido, onde o sinal de entrada é a respiragao
do individuo , e o sinal de saida é o intervalo R-R do Eletrocardiograma

A figura 4.27 mostra no grafico de cima a entrada utilizada, ja no grafico do meio podemos ver
que a auto-correlacao do sinal de entrada assemelha-se levemente a do ruido branco gaussiano. E no

grafico de baixo, o que se mostra, é a saida na forma do sinal de intervalo R-R do eletrocardiograma.

A figura 4.28 mostra-nos o resultado da simulagdo do sistema fisico por meio do algoritmo
de Lee-Schetzen. O que a figura nos mostra é que a estimativa de Lee-Schetzen passa muito
dos valores esperados. Vemos que a capacidade do algoritmo em determinar o comportamento
do sistema mostrou-se rudimentar. O que reforca o requisito do algoritmo em usar entradas que
sejam estritamente do tipo ruido branco. A figura 4.29 mostra os kerneis de Volterra obtidos pela
simulacdo. Vemos que nenhum dos Kerneis teve o comportamento assintético esperado, o primeiro
kernel oscilou demais, e o segundo também, além de ndo ter mostrado a forma da decida inicial

como era esperado .

A figura 4.30 mostra-nos o resultado da simulagdo pelo método de expansdo de Laguerre.
Vemos que diferentemente do caso de Lee-Schetzen, temos agora uma estimativa bastante préxima
da saida original do sistema. E possivel que a estimativa ndo tenha sido boa quanto nos casos ante-
riormente estudados por conta de termos de ordem superior & segunda, ou ainda fatores externos,
que ndo a respiragdo, que podem ter influéncia na saida do sistema. A figura 4.31 mostra as curvas
dos kerneis de Volterra obtidos. Podemos ver que tanto para o kernel de primeira ordem quanto

para o de segunda ordem, ndo temos um comportamento que lembre uma assintota. O Kernel de
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primeira ordem oscila e ndo parece se aproximar de nenhum valor especifico e o de segunda ordem

também oscila demais na sua origem.
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Figura 4.27: De cima pra baixo: sinal de entrada usado (respirac¢ao do individuo), autocorrelagao

do sinal de entrada, sinal interpretado como saida (intervalo R-R do Eletrocardiograma)
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Figura 4.28: Saida real (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Lee-Schetzen (em verde),

para um sistema real (relacao respiragao/intervalo R-R do ECG de um individuo)
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Figura 4.29: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método

de Lee-Schetzen ,para sistema real (relacao respiragao/intervalo R-R do ECG de um individuo)
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Figura 4.30: Saida real (em vermelho) e saida estimada pelo algoritmo de Laguerre (em verde),

para um sistema real (relacao respiragao/ intervalo R-R do ECG de um individuo)

Figura 4.31: Kerneis de primeira ordem (esquerda) e segunda ordem (direita) obtidos via método

de Laguerre , sistema real (relagdo respiracao/ ECG de um individuo)
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Capitulo 5

Conclusoes

O uso do método de expansao de Laguerre nas séries de Volterra mostrou-se uma ferramenta
poderosa na identificagdo dos sistemas ndo lineares, tanto nos casos onde a entrada foi comple-
tamente aleatéria, quanto naqueles onde a entrada foi mais proxima do real. Se assumirmos que
um dado sistema nao-linear sempre pode ser decomposto em termos de diversas ordens, onde as
componentes de ordens inferiores tem predominio sobre as de ordem superior, podemos concluir
que, sob a égide do método de Laguerre, o uso das Séries de Volterra para o seu modelamento
é totalmente pertinente. Tal ferramenta propiciou boa estimativa mesmo nos casos onde nao era
esperado que acontecesse, como quando se utilizou de onda quadrada para identificar o sistema. A
forga do método de Laguerre reside justamente no mecanismo de minimizagao do erro quadratico,

quando da determinacdo dos coeficientes de expansao.

O sucesso da técnica de expansdo de Laguerre talvez sé possa ser comparavel a pobreza da
qualidade do método de Lee-Schetzen, haja vista que em qualquer caso onde o sinal de entrada
usado para determinar os kerneis ndo fosse estritamente aleatério, o método falha em determinar
boa aproximagao, o que mostra a imprescindibilidade do ruido branco. O problema é que o ruido
branco nem sempre é simples de conseguir nos sistemas fisicos; um dos fatores que garantem essa

dificuldade é a sua banda infinita de frequéncia, a qual os sistemas fisicos podem néao responder.

Em todos os casos estudados podemos notar o seguinte: os melhores casos, onde os kerneis
de Volterra simulam melhor os sistemas sdo quando as curvas desses kerneis se apresentam como
uma assintota. Em todos os casos, podemos observar também que nas melhores estimativas, as
curvas dos kerneis partem de valores altos e rapidamente se aproximam do um valor mais baixo,
sem toca-lo, também numa forma assintética. E também, é imperativo que se diga que nas piores
estimativas os kerneis de Volterra tiveram comportamento oscilatério, sem se aproximar de nenhum

valor em especifico.
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