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RESUMO

Neste trabalho de conclusao de curso é realizado um estudo acerca da sinalizagdo FTN (Faster-
than-Nyquist) e do desempenho de sistemas que a empregam. A sua principal vantagem ¢é a
possibilidade de aumento em, aproximadamente, 25% da taxa de transmissdao em comparacao
com sistemas que utilizam sinalizacdo & taxa de Nyquist, sem que haja qualquer aumento da
largura de banda ou perda de desempenho. Entretanto, para que isso seja possivel, esse esquema
gera um aumento da interferéncia interssimbolica (ISI) e da complexidade de processamento no
demodulador. Com o intuito de mitigar a ISI, analisa-se um esquema de equaliza¢ao no dominio da
frequéncia (FDE) com baixa complexidade. Em cenérios em que seriam exigidos equalizadores com
namero elevado de coeficientes (devido a elevada dispersao causada pelo canal de comunicagao), a
utilizacao da equalizacdo no dominio da frequéncia se mostra computacionalmente mais factivel.
No esquema estudado, a interferéncia interssimbolica, que é introduzida pela sinalizacao FTN, é
aproximada por um namero finito de coeficientes em uma matriz de estrutura Toeplitz. E realizada
a FFT (fast Fourier transform) e emprega-se o MMSE (do inglés, minimum mean square error)
no dominio da frequéncia. O objetivo principal deste trabalho é avaliar o desempenho do sistema
FTN com FDE. Resultados de simulagdo mostram que tal combinagao é capaz de cancelar a ISI,

atingindo um desempenho similar aos sistemas que utilizam a sinalizacao a taxa de Nyquist.

ABSTRACT

In this work, it is conducted a study about the Faster-than-Nyquist (FTN) signaling and the
performance of FTN systems. The main advantage of this signaling is the possibility to transmit
almost 25% more bits per second in the same bandwidth than the Nyquist signaling, without
affecting the error probability of bit. However, this is only achievable within the increase of the
intersymbol interference (ISI) and the complexity of the demodulation. A scheme of low complexity
frequency-domain equalization (FDE) is analized which is especially beneficial for a long channel
tap FTN scenario. On this scheme, the ISI, that is introduced by the signaling, is approximated
by a circulant matrix of finite-taps. A fast Fourier transform (FFT) operation is performed and a
frequency-domin minimum mean square error (MMSE) equalizer is employed. The main objective
is to evaluate, through simulations, the performance of FTN systems with FDE which is capable
of attaining a near-optimal error-rate performance. The main objective of this work is to evaluate
the performance of FTN systems. Simulation results indicate that this combination is capable of

cancelling the ISI and of attaining a near-optimal error-rate performance.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizagao

A expansao dos sistemas de comunicacao digital tem sido intensa devido as diversas vantagens
apresentadas ao compara-lOS com sistemas de comunicacao analdgica. A comunicagao digital
permite uma maior imunidade ao ruido, facilidade de incorporacao de técnicas de processamento
digital de sinais (codigos corretores de erro, codificacao de fonte, criptografia), baixo custo, baixo

consumo de poténcia, dentre outras facilidades [6].

Apesar desses beneficios, esses sistemas apresentam uma maior complexidade no processamento
de sinais e também uma maior necessidade de sincronizacdo. Além disso, os sinais digitais podem
ocupar uma maior banda no espectro de frequéncia. Ha, entao, um trade-off no qual os principais
fatores a serem ponderados s@o a poténcia do sinal, a largura de banda (ambas entendidas como
limitagoes fisicas fundamentais que controlam a taxa de transmissao e a qualidade do sinal) e a
complexidade dos sistemas de transmissao e recepcao, a qual pode tornar a implementacao do

sistema mais onerosa, tanto no quesito financeiro como de processamento computacional [2].

O crescimento, nas ultimas décadas, da quantidade de aparelhos smartphones e tablets, além
da expansao da chamada Internet das Coisas (em inglés, Internet of Things, 1oT), contribuiram
para a necessidade de desenvolvimento de uma nova geracao do sistema de comunicagao movel
que fosse capaz de suprir as crescentes demandas por taxa de transmissao, cobertura, mobilidade

e nimero de dispositivos conectados.

A Quinta Geracao (5G) dos sistemas de comunicagdes moveis configura-se como um ambicioso
padrao que proporcionard cobertura extremamente abrangente, servigos customizados, melhoria
da QoS (qualidade de servigo, do inglés, quality of service) e também da QoE (qualidade de
experiéncia, do inglés, quality of experience), aumento da taxa de transmissdo, diminuigdo da

laténcia, dentre outras melhorias [7].

O Ericsson Mobile Report [§], relatorio divulgado pela empresa Ericsson, prevé que a quanti-
dade de trafego global de dado mével mensal, em 2019, serd de 38 exabytes (108 bytes) e a projecao
para 2025 é que seja de 160 exabytes. Além disso, espera-se que, até 2025, 45% do trafego total



de dados moveis seja feito pelo 5G.

Para que seja possivel alcangar esses feitos, o 5G apresenta como um dos seus principais re-
quisitos o alcance da taxa de, no minimo, 20 Gbps no downlink o que representa um aumento de
quase 20 vezes da taxa atingida pela Quarta Geracao (4G) e laténcia de 1 ms, correspodendo a
um diminui¢do de 10 vezes em comparagao com o padrao anterior. Busca-se também o aumento
em cerca de 10 vezes da quantidade de aparelhos conectados a rede [7] [9]. Assim, este padrao tem
como objetivo tornar a rede mais inteligente, segura e eficiente. Portanto, torna-se fundamental
o desenvolvimento de novas tecnologias que sejam capazes de fornecer ao 5G os mecanismos que

proporcionem os requisitos estabelecidos.

A demanda por largura de banda no espectro da frequéncia é diretamente proporcional & taxa
de transmissao. Assim, taxas de transmissao mais elevadas provocam uma ocupagdo maior do
espectro pelo sinal de transmissdo. A tendéncia, entdo, seria o aumento da largura de banda
indefinidamente para que fosse possivel aumentar a taxa de transmissao. Entretanto, a largura de
banda tem se mostrado, cada vez mais, como um fator limitante para as transmissoes digitais por

se tratar de um recurso finito cuja disponibilidade é definida por agéncias reguladoras.

No Brasil, a Agéncia Nacional de Telecomunica¢oes (ANATEL) é a agéncia reguladora que
tem, dentre as suas atribuicoes, definir quais frequéncias do espectro estdo destinadas para cada
aplicagao e quem tem permissao para transmitir em determinada banda. As operadoras dos siste-
mas moveis celular devem adquirir o direito de transmissao em determinadas faixas de frequéncia
o que é economicamente oneroso, apesar de necessario. Novas faixas do espectro serao disponi-
bilizadas para a transmissao do 5G (no Brasil, 700 MHz, 2,3 GHz, 3,5GHz e 26 GHz) as quais
deverao ser adquiridas pelas operadoras [I0]. Ainda assim, para maximizagao do lucro, deve-se

buscar transmitir o maximo possivel ocupando a mesma largura de banda.

Melhorar a eficiéncia espectral, entendida como a razao entre a taxa de transmissao e largura
de banda, significa conseguir transmitir mais informagao, ocupando a mesma banda no espectro
ou, de maneira analoga, a mesma informag¢do em uma banda menor. Assim, a eficiéncia espectral

tornou-se uma métrica extremamente relevante de ser otimizada.

Na maioria dos sistemas de comunicagao com portadora unica, a melhoria da eficiéncia espectral
advém do aumento da ordem da modulacao pois, dessa maneira, mais bits sao enviados em um
dnico simbolo. Entretanto, constelagoes de ordem superior apresentam menos robustez em relagao
as imperfeicoes do canal, como nao linearidades, o que pode ser critico em sistemas de comunicagao
sem fio [11].

Outra potencial solugao para conseguir atingir eficiéncias espectrais mais elevadas é aumentar
a taxa do sinal transmitido para além da sinalizacao tradicional. Esse esquema de sinalizacgao,

proposto por J.E. Mazo em [5], é chamado de Faster-than-Nyquist.



1.2 Faster-than-Nyquist

Em sistemas de comunicacao tradicionais, o critério de Nyquist para interferéncia intersimbolica
(IST) nula é satisfeito, sendo empregados pulsos ortogonais no intervalo Ty, enviados a uma taxa de,
no maximo, 1/Ts = 2B (taxa de Nyquist), em que Ts é o periodo de transmissao de um simbolo e
B ¢ a largura de banda base do sinal [2]. Essa estrutura permite a utiliza¢ao de receptores simples

e de baixa complexidade.

O sistema FTN baseia-se no aumento da taxa de transmissao para além desse limite definido
por Nyquist, sem qualquer acréscimo de largura de banda. Assim, os simbolos sdo transmitidos a
uma taxa 1/T > 1/T, tal que T'= aTs, em que 0 < e < 1 e T' é o tempo de simbolo FTN. Mais
sfmbolos sao transmitidos no mesmo intervalo de tempo, quando comparado com o esquema que
utiliza a sinalizacao de Nyquist. Dessa maneira, ha claramente um aumento da eficiéncia espectral
(aumenta-se a taxa de transmissao e a largurade banda é mantida constante) e, como prejuizo, ha
a introducao de interferéncia intersimbolica pois o pulso que transmite um simbolo passa a estar

presente nos instantes de amostragem de outras janelas temporais além da sua.

Conforme demonstrado por Mazo [5], ao utilizar uma sinalizagdo FTN e pulsos formatadores
sinc(t/Ts), é possivel atingir um aumento de até 25% na transmissao de bits por segundo, sem
que haja um aumento da probabilidade de erro de bit, considerando a mesma banda requerida em
sinalizagoes que utilizam a taxa de Nyquist. Nessa situacgao, considerou-se uma transmissao em
um canal com ruido branco e aditivo (em inglés, additive white gaussian noise, AWGN). Provou-se,
em [5], que a distancia euclidiana a qual determina a probabilidade de erro de bit nao é alterada

até um certo valor critico de fator de compressao a o qual é chamado de limite de Mazo [12].

Além da eficiéncia espectral, a sinalizagdo FTN também melhora a eficiéncia de energia uma
vez que é possivel transmitir mais simbolos, ocupando o mesmo espectro na frequéncia, sem que
haja um aumento no consumo de poténcia. Esse é um aspecto extremamente relevante uma vez
que a grande maioria dos dispositivos [oT apresentam um armazenamento limitado de energia pois

sao alimentados por bateria [12].

Desde que a sinalizagdo FTN foi estudada pela primeira vez, em 1975, por Mazo [5], sua
utilizacao e aplicabilidade nao foram completamente determinadas. Um dos principais empecilhos
foi a elevada complexidade requerida pelos sistemas de recepcao pois a deteccao 6tima de um
sistema F'TN deve levar em consideragao a sequéncia de simbolos como um todo e nao somente
um simbolo individualmente devido ao acréscimo proposital de interferéncia. Assim, tornou-se
necessaria a utilizacdo de mecanismos de deteccdo ainda mais robustos e complexos, que fossem

capazes de, no instante de deteccao, reduzir a ISI ou, até mesmo, eliminé-la.

Durante as décadas seguintes, foram desenvolvidas novas tecnologias, principalmente de cir-
cuitos integrados e semicondutores, as quais possibilitaram a implementacao de algoritmos mais
complexos e a retomada dos estudos do FTN. As limitagoes de processamento e hardware estavam

sendo, aos poucos, superadas [12].

A sinalizacdo FTN foi investigada sob diferentes aspectos como, por exemplo, a sua utilizagao

em sistemas nao binarios e no emprego de modulag¢des nao-lineares, além de anéalises no dominio da



frequéncia e considerando multiplas portadoras. Também foram objetos de estudos a determinagao
da capacidade de Shannon para sistemas FTN [I3] e o formato do pulso de transmissao que

proporciona a melhor relagao entre capacidade, desempenho e complexidade do sistema.

Na transmissao de simbolos em um sistema FTN, sao empregados sinais nao-ortogonais, os
quais nao satisfazem o critério de Nyquist para ISI nula. Devido ao surgimento inevitavel de ISI,
a equalizacdo, um método efetivo para lidar com essa interferéncia, configurou-se como um dos
aspectos mais importantes da sinalizacao FTN e, assim, foi extensivamente estudada ao longo dos
anos. O entendimento de que a ISI de qualquer fonte poderia ser modelada por uma estrutura de

treliga também incentivou o desenvolvimento de estudos e pesquisas nesta area [14].

Em [4], foram propostos mecanismos de detecgao de simbolos baseados no algoritmo de Viterbi
que conseguiu implementar, eficientemente, a estimagao de sequécia por maxima verossimilhanca.
Similarmente, [15] explorou um detector sub-6timo com cancelamento de interferéncia sucessiva
(em inglés, successive interference cancellation, SIC) a posteriori. Em [16], um novo tipo de M-
algoritmo, o qual utiliza equalizagdo turbo de baixa complexidade para lidar com intensa ISI foi
proposto. Um novo método chamado de [, —minimization foi desenvolvido, em [I7], para recuperar
simbolos binarios nao codificados e conseguiu atingir melhores relagoes entre probabilidade de erro e
complexidade computacional quando comparado com [15]. Em [I4], sdo propostos dois algoritmos

BCJR para trabalharem junto, sendo um para retirar a ISI e o outro para decodificar os simbolos.

Entretanto, ao considerar cenéarios em que seriam exigidos equalizadores com muitos coefici-
entes, isto é, cenarios em que o espalhamento do simbolo perdura por varios tempos de simbolo
(delay spread elevado), esses métodos, baseados em operagoes no dominio do tempo, aumentam
notadamente a complexidade de demodulagao. Alcancar uma elevada taxa de transmissao FTN

torna-se, assim, uma tarefa computacionalmente complexa [I8§].

A ISI que é gerada quando se utilizam pulsos sinc(t/Ts) ¢, teoricamente, infinita (estes pulsos
sao ilimitados no tempo). Dessa maneira, para que seja possivel equalizar o sinal, ela deve ser
truncada por um numero limitado de coeficientes. Caso seja considerado um numero elevado de
coeficientes, o gasto de processamento torna-se muito elevado, porém caso seja considerado um
nimero pequeno, a porc¢ao relevante de ISI nao serd cancelada e os simbolos nao conseguirao
ser detectados corretamente [4]. Uma solugao mais atrativa para esse cenario é a equaliza¢do no
dominio da frequéncia (em inglés, Frequency Domain Equalization, FDE) de baixa complexidade,

proposto por S. Sugiura [19].

Este trabalho tem como objetivo o estudo da sinalizagao FTN e das principais métricas, como
distancia minima e probabilidade de erro de bit, que influenciam o desempenho de sistemas FTN,
em comparagao com sistemas com sinalizagdo a taxa de Nyquist. Além disso, propoe-se a inves-
tigagdo do algoritmo que implementa a FDE e emprega o MMSE (Equalizador de Minimo Erro
Quadratico Médio, em inglés, minimum mean square error, MMSE) no dominio da frequéncia e a
analise do desempenho de sistemas FTN que utilizam essa equalizagao cuja principal vantagem é

a baixa complexidade quando comparado com os equalizadores no dominio do tempo.



1.3 Organizagao do Trabalho

Este trabalho segue a seguinte estrutura: no Capitulo [2| ha a exposigao da fundamentagao
tedrica acerca dos principais elementos de um sistema de comunicagao, bem como algumas das
suas principais caracteristicas. Sao apresentadas também possiveis fontes de distor¢ao do sinal
transmitido, tais como, ruido AWGN e ISI, e alguns mecanismos de cancelamento dessas inteferén-
cias. Para avaliacao do desempenho de um sistema de comunicagdao, uma das principais métricas
utilizada é a distancia minima a qual, conceitualmente, é explorada no Capitulo [2 O Capitulo
aborda a teoria relativa aos sistemas de comunicac¢ao que empregam sinalizacdo FTN. Sao compa-
rados o comportamento da distdncia minima em um sistema com sinalizacao a taxa de Nyquist e
com sinzalizagado FTN. No Capitulo [l por sua vez, é apresentado o algoritmo do equalizador no
dominio da frequéncia que utiliza o MMSE, com destaque para as suas vantagens e desvantagens.
E realizada uma anélise, por meio de simula¢des com parametros com diferentes valores, do desem-
penho dos sistemas FTN que empregam essa equalizagao. Finalmente, no Capitulo o encerram-se

os estudos, sendo apresentadas as conclusoes do trabalho e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Comunicacoes Digitais

2.1 Introducao

Para compreender o funcionamento da sinalizacdo FTN, faz-se necessario o entendimento dos
conceitos fundamentais relativos aos sistemas de comunicacao. Na Secao 2.2 sdo apresentados os
principais elementos que compdem estes sistemas e, naf2.3] os processos de mapeamento de bits em
simbolos e modulagao. O sinal deve ser transmitido de um transmissor a um receptor e, para isso,
ele deve atravessar um canal. A Secao analisa o tipo de canal mais usualmente empregado, o
canal AWGN, e algumas das caracteristicas do ruido AWGN.

Para entender o aumento de complexidade que a sinalizacao FTN proporciona ao sistema,
faz-se necessario entender o que é a interferéncia interssimbolica, como ela influencia o sinal de

informacao e como mitigé-la. Assim, estudam-se esses aspectos nas segoes [2.5] e

Por fim, a Se¢ao[2.8 analisa as principais métricas que influenciam o desempenho de um sistema
de comunicagao, tais como, distdncia minima entre dois simbolos de uma constelagao e probabili-

dade de erro de bit para que seja possivel fazer uma anélise comparativa entre diferentes sistemas.

2.2 Sistemas de Comunicacoes Digitais

Um sistema de comunicagao digital tem como principal finalidade a transmissao de informagoes
digitais de uma fonte a um receptor, através de um canal. Seus principais componentes sao fonte,

codificadores, modulador, canal, decodificadores e demodulador.

A fonte é responsavel pela geracao do sinal de informacao e o transmissor pela sua codificagao
(de fonte e de canal), modulagao e transmissao. O canal é o meio fisico no qual o sinal esta sendo
transmitido e cuja principal influéncia é a distor¢ao do sinal transmitido. Por fim, o receptor recebe
o sinal enviado, realiza a sua decodificagdo, demodulacao e deteccao na tentativa de interpretar

corretamente a mensagem enviada.

Na comunicagao digital, as informagoes enviadas pertencem a um conjunto finito de mensagens

(simbolos) e sdo transmitidas em uma sequéncia de janelas de tempo. Apos atravessar o meio



fisico, os sinais alcancam o receptor e ocorre ali o processamento de deteccao e correcao de erros

para que se consiga interpretar o sinal recebido como os simbolos enviados.

2.3 Mapeamento em Simbolos e Modulagao

A cada intervalo de tempo Ts (tempo de simbolo) ¢ enviado um simbolo s,, em que n cor-
responde ao n-ésimo simbolo no n-ésimo intervalo de tempo. Cada simbolo é formado por uma
sequéncia de [ bits que é entao modulada e transmitida. Os bits sdo transmitidos a uma taxa Ry,

em que Ry, = 1/T} e T, € o intervalo de tempo de bit.

A taxa de transmissao de bits Ry é definida como a razao entre a quantidade de bits a serem
transmitidos (Nps) € o intervalo de tempo disponivel (7). Ja a taxa de simbolo Ry utiliza como
referéncia a quantidade de simbolos a serem enviados (Ng;,p) durante o mesmo intervalo de tempo.

Assim,

Nis lezm
Rb:%: - b~ IR, , (2.1)
1 l
Ry, T R (2.2)

O parametro M, chamado de ordem da modulagao, define a quantidade maxima de diferentes
simbolos que é possivel de ser gerada, dada uma quantidade | de bits através da relagao [ = logy M.
A esse conjunto de todos os valores possiveis que cada simbolo pode assumir é dado o nome de
constelagdo e algumas representacoes no diagrama de espago de estados podem ser conferidas na
Fig2.1] Os simbolos podem assumir a forma complexa em que o eixo z representa a parte real do

simbolo e o eixo y, a imaginéria.

O sistema BPSK (chaveamento binario de fase, do inglés, binary phase-shift keying) possui
M = 2,1 =1 e, assim, sua representacao no diagrama da Fig. a) apresenta dois pontos. Ja,
por exemplo, a modulaggo 16QAM, ilustrada na Fig. (e), apresenta 16 pontos, M = 16,1 = 4.
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(a) BPSI\‘_P-\M (b) S
16QAM
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Figura 2.1: Diagramas de espaco de estados de constelacbes comumente utilizados para modulagoes

BPSK/2PAM(a), 4PAM(b), QPSK/4QAM(c), 8PSK(d) e 16QAM(e). Adaptado de [I].



O mapeamento, dessa maneira, consiste exatamente nessa associagao entre bits e simbolos. No
caso binario e considerando uma sinalizagdo antipodal, por exemplo, os bits {0,1} sdo associados

a simbolos {—1, +1}, respectivamente.

Os M diferentes simbolos sao definidos a partir da técnica de modulagao escolhida, a qual é dita
M-aria. Um pulso é utilizado para formatar a sequéncia de simbolos gerada e os transforma em
formas de ondas analdgicas as quais sdo enviadas para o canal. A esse processo de transformagao

de simbolos em sinais analégicos ¢ dado o nome de modulagao [I].

Quando o sinal enviado z(t) depende linearmente dos simbolos transmitidos, a modulagao é

dita linear e a sua forma geral é dada por:

x(t) = Z sng(t — nTs) , (2.3)

em que n é o indice do n-ésimo tempo de simbolo, s, é o simbolo no n-ésimo tempo de simbolo e

g(t) é o pulso formatador.

2.4 Canal e Ruido

Conforme o abordado previamente, o canal de comunicagao é o meio fisico utilizado para enviar
o sinal do transmissor ao receptor [2]. Alguns exemplos de canal sdo a fibra Optica que transmite
a informacao por um feixe de luz modulado, os cabos que transmitem sinal elétrico e o meio livre,

em casos de transmissao sem fio que utilizam antenas como sistemas radiantes.

Os canais de comunicacao sao, em sua grande maioria, limitados em banda. Os principais
motivos para isso sdo as proprias caracteristicas fisicas do canal, como limitacdo da banda de

transmissao de antenas ou alocagao limitada de espectro para essa finalidade [20].

Em todos os casos, o canal comporta-se como um componente do sistema de transmissao que
adiciona ruido e é responsavel por outros tipos de degradacoes do sinal e interferéncias, conforme

serd analisado na Segao 2.5

O ruido aditivo mais comum é o ruido térmico, presente nos componentes eletrénicos utiliza-
dos nos aparelhos que compoem o sistema de comunicagdo. A agitacdo dos elétrons devido ao
aquecimento dos condutores e semicondutores gera sinais elétricos aleatérios nesses elementos que
degradam o sinal transmitido. Esse ruido é chamado de AWGN (ruido gaussiano branco aditivo,
do inglés, additive white Gaussian noise) por ser caracterizado estatisticamente por uma fun¢ao
densidade de probabilidade gaussiana (trata-se de um processo aleatorio) e ¢ dito ”branco” por
apresentar componentes em todo o espectro de frequéncia. Na pratica, entretanto, nenhum ruido
apresenta componentes em todo o espectro de frequéncia. Assim, considera-se apenas as compo-

nentes de frequéncia presentes na banda utilizada para transmissao.

Os diferentes meios fisicos apresentam caracteristicas muito distintas entre si e, para que haja a
melhor representagao matemética da realidade, devem existir diferentes modelos que caracterizam

tais canais. Existem modelos lineares, nao lineares, variantes no tempo, invariantes no tempo,



dentre outros. O modelo para o ruido AWGN é o predominantemente adotado nas analises dos
sistemas de comunicagao devido, principalmente, a sua presenca em diversos tipos de canais e a
sua simplicidade matemaética, conforme o ilustrado na Fig. O sinal r(t) representa o sinal

recebido pelo receptor, apds o sinal x(t) ser transmitido em um canal com ruido AWGN dado por

n(t).

Canal

(1) 4@7H 1) = x(0) + n(t)

n(t)

Figura 2.2: Esquematico do canal com ruido aditivo.

O modelo para o ruido AWGN considera um processo estacionario, gaussiano com média nula e
cuja densidade espectral de poténcia Sy (f) é constantemente igual a % para todas as frequéncias,
conforme a Figl2.3(a), e ¢ dada por:

Sw(f) = 22 = =K. (2.4)

em que Tk é a temperatura do ambiente em Kelvin e k é a constante de Boltzmann igual a 38 x
10723 J/K. A autocorrelacio do ruido AWGN ¢é dada pela transformada inversa da sua densidade

espectral de poténcia:

Ra(r) = %5(7). (2.5)

Portanto, a autocorrelagdo entre duas amostras de ruido separadas por 7 # 0 vale 0, como
ilustrado na Fig. b). Logo, duas amostras de um ruido AWGN sao descorrelacionadas e esta-

tisticamente independentes.

Outro tipo de ruido que deve ser analisado é o ruido colorido. Diferentemente do ruido branco,
o ruido colorido apresenta uma densidade espectral de poténcia nao constante, acrescentando

diferentes quantidades de poténcia ao sinal transmitido, a depender da frequéncia.

(a) (b)
Sn(f) Ry(7)
A A
4 N,
Ng a0
£ 2
¥

Figura 2.3: (a) Densidade espectral de poténcia Sy (f) do ruido AWGN. (b) Autocorrelacao Ry (7)
do ruido AWGN.



A autocorrelacdo entre amostras de instantes diferentes desse tipo de ruido é ndo nula o que
aumenta a complexidade do modelo matematico. Muitas vezes sao utilizados filtros para branquear
o ruido colorido (do inglés, noise-whitening filter) para que se consiga detectar o sinal considerando
o ruido como branco, sem degradagao do desempenho do sistema [2]. Outra técnica comumente
utilizada para mitigar os efeitos dispersivos e degradantes do canal é a utilizagdo de equalizadores,

como serd analisado na Se¢ao [2.6]

2.5 Critério de Nyquist para Interferéncia Intersimbélica Nula

Quando hé a transmissao de um sinal limitado no tempo, em um canal que apresenta banda
finita, ha a dispersao do sinal e a geracao de interferéncia intersimbolica (ISI). Ela ocorre devido
ao espalhamento do pulso formatador do transmissor, além do intervalo de tempo T (tempo de
simbolo) disponivel para ele, e, consequentemente, ha a sua interferéncia nos pulsos vizinhos.
A depender da intensidade dessa interferéncia, pode haver erro na deteccdo do simbolo. Dessa

maneira, deseja-se que as transmissoes sejam livres de ISI.

Vale ressaltar que a interferéncia intersimbolica nao é um tipo ruido pois as suas origens sao
distintas. A ISI advém, principalmente, de canais nao ideais e distorcivos, enquanto que o ruido

AWGN tem origem, principalmente, térmica.

Considere o sistema de comunicacao, esquematizado na Fig. que contém transmissor, ca-
nal e receptor. As suas respostas impulsionais sdo dadas, respectivamente, por hrx (t), hcanar(t)
e hrx(t). Vale ressaltar que hrx(t) descreve o pulso formatador g(t) e a resposta impulsional

hrx(t) corresponde ao filtro casado, como sera visto na Secao

Lot «T

x(1) r(t) (1)
» 8(t-nTy) | "o hrx(d heanar(t) hpx() |—v ¥
- Amostrador
Filtro de Canal Filtro casado

Transmissao
n(t)

Figura 2.4: Esquematico do sistema de comunicacao, com énfase nas respostas impulsionais do

transmissor (hrx(t)), canal (hcanar(t)) e receptor (hrx(t)).

Considere também que na entrada do sistema h& um trem de impulsos ponderados pelos sim-
bolos s, e que o ruido no canal ¢ AWGN. Assume-se que o canal é limitado em banda B. A partir
do esquemético e sabendo que, no dominio do tempo, o sinal de saida de um sistema linear é a con-
volugao (operador representado pelo simbolo {*}) do sinal de entrada com a resposta impulsional
do sistema, tem-se:

2(t) = snd(t — nTe) * hrx(t) . (2.6)

n=0

O sinal transmitido, dado pela Eq.(2.6)), é o resultado da convolugdo da resposta impulsional
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do transmissor com o trem de impulsos que carrega as informacgoes dos simbolos modulados. Apoés

passar pelo canal, o sinal pode ser escrito como:

r(t) =Y snd(t — nTs) * hox (t) * heanan(t) +n(t) . (2.7)
n=0

O sinal recebido r(t), por sua vez, passa pelo filtro de recepgao:

y(t) = Z $p0(t — nTs) * hrx (t) * hcanar(t) * hrx (t) +n(t) * hpx(t) . (2.8)
n=0

Considerando h(t) = hpx(t) * hcanar(t) * hrx(t) e n(t) = n(t) x hgx(t), substituindo-se na

Eq.(2.9),

o0

y(t) =D sah(t —nTy) +n(t) . (2.9)
n=0
Se o sinal y(t) for amostrado nos instantes t = kT, k =0, 1,2, ..., tem-se:
y(kTs) =Y snh(kTy — nT) + n(kTs) = sph((k — n)Ts) + n(kTy) . (2.10)
n=0 n=0

Simplificando a notacao da Eq.(2.10) e isolando o termo desejado a, obtém-se:

oo
Yo = Suhion + 1k, k=0,1,2...

n=0

1 & 1
=h — Bipen + — 1 |, k=0,1,2... 2.11
0<5k+h0;5nkn+honk> (2.11)
n#é

Como hg é um fator de escala arbitrario, escolhe-se o valor unitario. Deseja-se obter o valor

amostrado no k-ésimo instante de tempo, ou seja, ap. Assim,

o0
Yk =Sk + D Snhk—n + Mk, k=0,1,2... (2.12)
n=0,
n#k
Nota-se que o primeiro termo da Eq.(2.12) representa a informagao desejada no instante k,
o segundo, o efeito residual dos demais simbolos transmitidos (ISI) e o terceiro, a contribuicao
do ruido. Assim, para que haja interferéncia intersimbélica nula, basta que na k-ésima janela de

amostragem, o Unico sinal presente seja o k-ésimo sinal ag. Logo, deve-se obter:

1, k=0

0 k20 (2.13)

h(t = kT,) = hy, = {
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Assim, se o pulso h(t) satisfizer a relacao dada pela Eq.(2.13)), diz-se que o critério de Nyquist
para ISI nula ¢é satisfeito [2]. Portanto, a transformada de Fourier da Eq.(2.13) deve satisfazer:

oo

E:f4?+z>—ﬂﬂ—ﬂ, (2.14)

m=—0Q

em que H(f) é a transformada de Fourier de h(t).

Como o canal apresenta largura de banda limitada a B, deve-se ter Hoanar(f) = 0, para
|f| > B e, consequentemente, H(f) = 0, para |f| > B, em que Hoanar(f) é a transformada de
Fourier de hegnai(t). Assim, faz-se necessaria a analise dos trés possiveis casos: Ts < %, T, = %
eTs > %.

No primeiro caso, A(f) consiste em réplicas nao sobrepostas de H(f), separadas por 1/Ts,
conforme a Fig. A presenga de ISI torna-se inevitével por nao existir uma escolha de H(f)
possivel tal que A(f) = Ts.

o

> H(f+nIT) A B < Bpin
Bmin = 1/2TS
|m J/_KI |ml .
_1 _1. -B 0 B 1 _B 1 1 B
T, T T, 7 7.

Figura 2.5: Espectro A(f) para o caso Ty < %. Adaptado de [2].

No segundo caso, A(f) é formado por réplicas de H(f) separadas por 1/Ts, de acordo com
a Fig E facil perceber que existe apenas uma escolha de H (f) possivel tal que A(f) = Ts.
Assim, H(f) =T, |f| < B corresponde a um pulso h(t) = sinc(t/Ts).

Dessa maneira, o menor valor de Ty para que nao haja ISI é Ty, = 1/2B. Esse pulso, entretanto,
apresenta algumas dificuldades de implementacao, como o fato de ser nao causal e, consequente-
mente, um pulso nao realizavel e a sua lenta convergéncia para zero (a taxa de decaimento da

sinc(t) é pequena, sendo proporcional a 1/¢, a qual nao converge para um valor finito).

2 H(f+niT) A B = Byin
Bmin . 1/2']‘5
1 0 _ L 1 -
7. i %

Figura 2.6: Espectro A(f) para o caso Ty = 5. Adaptado de [2].
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Nesse ultimo caso, o espectro de A(f) é formado por réplicas de H(f) que se sobrepoe e estao

afastadas por 1/Ts, como na Fig. Nesse caso, percebe-se que existe uma grande quantidade
de possiveis escolhas de H(f), tal que A(f) = Ts.

S H(f+nT) g B> Bmin

e Bmin 1/2'}‘5

X X X XX X
1 —B_1 1 B g
g 5 e 7

Figura 2.7: Espectro A(f) para o caso Ts > %. Adaptado de [2].

Uma familia de pulsos que tem sido extremamente utilizada e que satisfaz a esse terceiro caso

é a familia do cosseno levantado. As suas respostas no tempo e na frequéncia podem ser conferidas

na Fig. 2.8(a) e na Fig. 2.8(b), respectivamente.

h(t)

(b) |
Figura 2.8: (a) Resposta no tempo do pulso cosseno levantado. (b) Resposta na frequéncia do

pulso cosseno levantado. Adaptado de [2].

A familia de pulsos do cosseno levantado pode ser descrita por:

13



T, 0 < |fl < (1= p)/2T

H(f) =G {1+cos S (1f| - (1= B)/2T)| } . (1= B)/2T, < |fI < (14 B)/2T,  (215)
0,[f| = (1+8)/2Ts

em que (3 é o fator de roll-off e assume valores entre 0 e 1. A menor largura de banda possivel
(Bmin) ocupada por pulsos dessa familia é 1/2T5 e ocorre quando 5 = 0. O excesso de banda
(fa) é dado por uma porcentagem em relagdo a banda minima e é representado pelo fator de
roll-off. Assim, 8 = 0,3, por exemplo, representa 30% de excesso de banda. Quanto maior o fator
de roll-off, maior é a banda ocupada pelo sinal e menor serd o tempo de simbolo no dominio do
tempo, como é possivel observar na Fig. . A Eq. relaciona esses parametros.

Ia
Bmin .

. (2.16)

Pode-se determinar uma expressao para a largura de banda dessa familia de pulsos, em que Bj

é a largura de banda em banda base. Assim,

Isolando o termo fa da Eq.(2.16) e substituindo-o na Eq.(2.17)), tem-se:

Como, Bpnin = 1/2T5, esse termo pode ser escrito em fungao de Ry = 1/T5s. Dessa maneira, a
Eq.(2.17) pode ser escrita como:

5= UL DR

_1+AR,

5 (2.19)

A banda passante By, por sua vez, é o dobro da largura de banda base. A partir da Eq.(2.19)),

tem-se :

Br = 2B,
= (1+ B)Rs

=1 +g)%. (2.20)

Dessa maneira, o produto entre as fungoes de transferéncias do transmissor e do receptor devem
satisfazer Nyquist, ou seja, no instante de amostragem do k-ésimo simbolo, todos os pulsos devem
ser nulos, excetuando o pulso de interesse (n = k) e a taxa de transmissao nao pode ser maior
do que 2B. Esse limite superior que garante uma transmissao livre de ISI é chamada de taxa de
Nyquist (1/7s = 2B = 2Bin)-
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O pulso considerado para analise foi um pulso limitado no tempo que, por defini¢ao, apresenta
uma largura de banda infinita. Ao sofrer a influéncia de um canal néao ideal limitado em frequéncia,
o espectro do pulso é suprimido e a interferéncia entre os espectros dos pulsos torna-se um fenémeno
inevitavel. Caso fosse considerado um pulso limitado na frequéncia e, consequentemente, com
duracao infinita no tempo, ter-se-ia o espalhamento do sinal para fora do intervalo inicialmente
alocado para ele e, novamente, interferéncia entre os simbolos. Para contornar essa situagao,
provou-se que os simbolos nao devem interferir um nos outros apenas nos instantes de amostragem

do sinal, tanto no dominio da frequéncia, como no dominio do tempo, conforme a Eq.(2.13)).

2.6 Equalizagao

Como visto, o canal empregado como conexao entre o transmissor e o receptor é um canal nao
ideal que degrada e acrescenta ruido ao sinal transmitido. Dessa maneira, ha a necessidade de
acrescentar recursos que mitiguem esses efeitos para que a detecgao dos simbolos no receptor nao
seja prejudicada. Essas estruturas sao denominadas equalizadores e estao presentes no sistema de

recepcao do sinal.

Equalizadores lineares sao filtros lineares que invertem o efeito do canal. O produto da funcao de
transferéncia do canal e do equalizador deve respeitar determinados critérios: ser uma constante
ou minimizar o erro quadratico médio na saida do filtro [3]. A eliminagao total das distorgoes
introduzidas pelo canal nao é estritamente necesséaria pois a deteccao de sinais digitais baseia-se
em tomadas de decis@o (por exemplo, se o sinal é positivo ou negativo, no caso binério antipodal).
Por isso, tolera-se, sem prejuizos, uma quantidade de interferéncia que nao provoque uma escolha

errada no detector.

Se o canal fosse estéatico e conhecido, seria simples construir um filtro que reduzisse as suas
contribuicoes pois a sua fungao de transferéncia também seria conhecida. Entretanto, ele é, muitas
vezes, dinamico e desconhecido, como é o caso da atmosfera, em comunicacoes wireless. Assim, faz-
se necessario o envio de pilotos com sequéncias de treinamento (bits conhecidos) que possibilitam

a estimacao do canal.

Geralmente, o canal atenua algumas componentes de frequéncia do sinal transmitido e é fungao
do equalizador tentar diminuir esses efeitos de degradacao. Entretanto, na tentativa de compensé-
los, o equalizador, indesejavelmente, amplifica ruido. Assim, a configuracdo de um equalizador

6timo deve assumir o compromisso entre a diminui¢ao da ISI e a diminui¢ao do ruido do canal [2].

x(t) Amostrador

] Noise Vi
Si ——f g(t) hCANAL(t)' hMF(t) — L’ ‘Whitening : €;
Filter
[ J

|
HO ni®)

Figura 2.9: Esquematico de um equalizador linear no dominio do tempo. Adaptado de [3].
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Considere a transmissao de uma sequéncia de simbolos {s;} em um canal AWGN e a sequéncia
disponivel na entrada do equalizador {y;}, conforme o esquematizado na Fig A resposta
impulsional do filtro formatador é dada por g(t), a do canal por hcanar(t) e a do filtro casado por
harr(t). O sinal £(t) é a convolugao entre as repostas impulsionais do filtro formatador e do canal
e n(t) representa a participagdo do ruido AWGN. Deseja-se encontrar os 2K + 1 coeficientes FIR
(resposta impulsional finita, em inglés, finte impulse response) do equalizador. Como o equalizador
é linear, a sequéncia de saida {§;} pode ser escrita como uma combinagao linear da sequéncia de

entrada, dada por:

K
Si= > enlion - (2.21)

n=—K

Espera-se que a sequéncia de saida {$;} seja a mais proxima da de entrada {s;} o possivel.
Assim, o desvio ¢;, dado pela Eq.7 deve satisfazer ¢; = 0 para Ny = 0 (Equalizador Zero-
Forcing, ZF) ou E{|e;|*} — min para quando Ny apresenta um valor finito (Equalizador de Minimo
Erro Quadratico Médio, MMSE) [3].

€ =8 —5; . (2.22)

A principal diferenga entre o equalizador ZF e o MMSE é que o primeiro tem por objetivo zerar
a ISI em um cenario em que nao hé ruido, enquanto que o MMSE considera a presenca de ruido.
O MMSE, equalizador escolhido na modelagem do sistema FTN, esta descrito com mais detalhes

na Secao a seguir.

2.6.1 Equalizador de Minimo Erro Quadratico Médio

Este equalizador utiliza como critério para a definigdo de seus coeficientes a minimizagao do
erro quadratico médio entre o sinal transmitido e a sua saida. Assim, a sua maior preocupagao
nao ¢ a redugao de ISI, mas sim a diminuigdo da probabilidade de erro de bit [3]. Minimizar o
erro quadratico médio significa também minimizar a poténcia do sinal erro que representa a ISI

presente no sinal somada ao ruido.

O primeiro elemento presente no sistema de recepgao é o filtro casado (matched filter), cuja
principal fungao é a maximizagao da relagao sinal ruido no instante de amostragem. Sua resposta
impulsional é dada por hrx = hyr(t) = g*(—t), em que {.*} corresponde ao conjugado. Como o
ruido é adicionado pelo canal, ele também passa pelo filtro casado e transforma-se em um ruido
colorido na entrada do equalizador. Para torna-lo branco novamente e possibilitar a aplicagao
das técnicas de estimacao linear 6tima, ha a presencga de um filtro noise-whitening cuja funcao de
transferéncia dada pela transformada Z é 1/G*(1/z*), em que G(z) é a transformada Z do pulso
formatador g(t) [21].

O equalizador é um filtro linear com 2K + 1 coeficientes. A sequéncia estimada {3}} pode ser

escrita como:

K
8§ = Z entin=e€"yi=yie, (2.23)
n=—K
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em que yi = (¥i, ¥i—1,...)L. O simbolo {T} representa operador de transposigao.

Deseja-se minimizar o parametro M SE = E{|e;|*} = E{e;e;}. Quando os simbolos assumem
valores reais, M SE equivale, simplesmente, a E{c?}. Entretanto, serdo considerados simbolos que

podem assumir valores complexos. Assim,

Substituindo-se a Eq.(2.23) na Eq.(2.24)), tem-se:
MSE =E{(s; - yle)(si - elyi) |

(2.25)
= E{s;s;} — E{sie'yi} — E{s{y{ e} + e'E{y;y/ le,

em que o simbolo {T} representa a operacao de conjugado do transposto.

Algumas anélises podem ser realizadas, a partir dos quatro valores esperados obtidos pela
Eq.. O primeiro termo da equacio representa a variancia o2 de s;, assumindo que s; apresenta
média nula. Ja o segundo corresponde a correlagdo cruzada entre a sequéncia transmitida e a
sequéncia na saida do equalizador. O tltimo, por sua vez, equivale & matriz de correlagao do sinal
recebido, R = E{y}yl }.

O termo E{y’s;}, da Eq.(2.25), equivale a correlacao cruzada entre o sinal recebido e o trans-
mitido e pode ser substituido por p. A Eq.(2.25)) pode ser reescrita como:

MSE =0?—e'p—ple+e'Re. (2.26)

Para determinar os coeficientes 6timos eopt do equalizador, basta derivar da Eq.(2.26) em
relacdo ao vetor dos coeficientes e e igualar a zero. Esse resultado fornece a forma discreta da
equagao de "Wiener-Hopf":

Reopt =p

(2.27)
€opt = R_lp.

Dessa maneira, sao necessarias a matriz de correlacao do sinal recebido R, bem como a matriz de
correlacao cruzada entre o sinal recebido e o sinal transmitido p para determinacao dos coeficientes

6timos do equalizador MMSE.

No dominio da frequéncia e utilizando a Transformada Z, a concatenacao do filtro noise-

whitening com o equalizador apresenta funcdo de transferéncia:

- 1
E(z) = Seren (2.28)

2
05

a qual representa a fungao de transferéncia do filtro de Wiener e que =(z) é transformada Z da
fungao de autocorrelacao (ACF) de &(t).
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2.7 Ortogonalidade

Dois sinais distintos sao ditos ortogonais quando o produto interno entre eles é zero [2], isto é,
(@(t),u(®) = [ a0y’ (e) dt =0, (2:29)
Quando z(t) e y(t) equivalem ao mesmo sinal, a Eq.(2.29) é escrita como:
(@lt),2(t) = [ a(t)o(0) de
|

_ / S0 dt
_E, (2.30)

em que FE, equivale & energia do sinal. Logo, o produto interno de um sinal com ele mesmo
nunca sera zero pois este produto equivale a sua energia. Generalizando, dois sinais sdo ortogonais
quando:

0, m#n

E,, m=n

(@n(t), zm(t)) = { (2.31)

Se os sinais forem ortogonais e possuirem energia unitaria, eles sao ditos ortonormais.

Um exemplo de sinais ortogonais sao os pulsos da familia cosseno levantado, ilustrados na
Fig. Em todos os intervalos de tempo multiplos inteiros de T, o valor de todos os pulsos
sdo nulos. Assim, esses pulsos sdo ortogonais no intervalo Ts. A ortogonalidade é uma proprie-
dade importante pois ela influencia a quantidade de interferéncia interssimbélica que é gerada e,

consequentemente, no desempenho dos sistemas de comunicagao, como sera visto na segao [2.8]

2.8 Desempenho

No sistema de recepcao, o demodulador deve ser capaz de recuperar a sequéncia de simbolos
que foi enviada pelo transmissor, a partir do sinal recebido. A frequéncia com que os erros entre
essas duas sequéncias ocorrem é uma das possiveis métricas para avaliacdo do desempenho do
sistema de recepcao e, consequentemente, do sistema de comunicagao. Mais precisamente, essa
métrica mensura a probabilidade média de se errar um bit (F,). Um sistema com desempenho
elevado é capaz de transmitir com pouca poténcia e ainda proporcionar uma probabilidade de erro

de bit pequena. As se¢oes [2.8.1] e 2.8.2 exploram as principais caracteristicas que influenciam a P.

2.8.1 Probabilidade de Erro de Bit

Um modelo matematico para o sinal recebido, apés ter passado por um canal AWGN, na forma
vetorial, é dado por:
r=Sm+n, (2.32)
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em que T, Sy, € 1 880, respectivamente, os vetores linha 1 x IV do sinal recebido, sinal transmitido e
ruido AWGN. A quantidade de simbolos transmitidos é N e como existem M diferentes mensagens

possiveis de serem transmitidas, 1 < m < M.

O receptor recebe o vetor r e, a partir dele, decide por qual mensagem m foi enviada. Se
o receptor decidir pela mensagem m, a probabilidade de se acertar essa mensagem é igual a
probailidade de ter se mandado, de fato, m. Assim, a probabilidade de acerto pode ser escrita

CcOomo:

P(acertar a decisao | enviou-se r) = P(m enviado | recebeu-se r) (2.33)

Deseja-se minimizar a probabilidade de erro o que também significa maximizar a probabilidade

de acerto pois Perro = 1 — Pucerto-

O espaco de estados pode ser dividido em regioes de decisdo de maneira que cada simbolo
possui uma regiao de decisao. A regiao D,,, 1 <m < M, é a regiao de decis@o da mensagem m e
equivale ao conjunto de todas as saidas do canal que sao mapeadas na mensagem m pelo detector.
Caso seja empregado um detector MAP (méaxima probabilidade a posteriori, do inglés, mazimum
a posteriori probability), o conjunto das regides de decisdo constituem regides Otimas e resultam
na menor probabilidade de erro possivel de ser obtida [2]. As regides de decisao constituem uma

particdo do espaco vetorial associado. Para um detector MAP, tem-se:

Dy ={r R : P[m|v]> Plm'| 7] paratodos 1 <m' <M em' #m}. (2.34)

De acordo com Eq.(2.34)), o receptor decidira por m se a probabilidade de se ter enviado m
dado que se recebeu r é maior do que a probabilidade de se ter enviado m’ dado que se recebeu r,

para qualquer mensagem possivel m/, tal que m’ # m [2].

A probabilidade de erro P. ocorre quando envia-se m e o vetor r recebido nao esti contido
dentro da regiao de decisao D,,. Ela pode ser descrita por:

M

Z P, P[r ¢ D, | sm enviado],
1

P

m

o

PP (2.35)
1

3
I

em que P, ¢ a probabilidade de se enviar a mensagem m e P, equivale a probabilidade de erro

quando a mensagem m é transmitida e é definida como:

M
Pem = Z / /p(r|sm) dr. (2.36)

1<m/<M,
m'#£m

Assim, substituindo a Eq.(2.36)) na Eq.(2.35)), tem-se:

M M
Po=> Pn Y, / p(r|Sm) dr . (2.37)
1<m/<m, 7P

m=1 < < m/
m'#m

19



dmin

S2 S1
= T
—y Eb \/.E;
D, Dy

Figura 2.10: Sinalizagdo binaria antipodal com destaque para as regides de decisdo. Adaptada de

.

A Eq. fornece a probabilidade de erro de um simbolo [2]. Outro tipo de probabilidade
de erro é a probabilidade de erro de bit P,. Encontrar P, é uma tarefa mais dificil pois requer o
conhecimento de como as sequéncias de bits estao mapeadas. Porém, uma relagao facil de se obter
é Py, < P, <Py, em que | = loga(M).

Considere, agora, uma sinalizagao binaria antipodal, cmo ilustrado na Fig. 2.10] Apenas duas
formas de onda sao possiveis de serem transmitida z1(t) = z(t) e z2(t) = —x(t), as quais trans-
mitem os simbolos {—1,+1}. As probabilidades de se enviarem as mensagens mj e msg sao,

respectivamente, p e 1 — p.

Conforme ser4 explicado na Se¢ao[2.8.2] a representagao vetorial desses simbolos pode ser dada
por s1 =+ Es e ss = —v/E5, em que E; representa a energia do simbolo e a qual possui o mesmo
valor da energia do bit Ej,. Assim, a Eq.(2.37)) é escrita como:

2 2
Po=> Pu Y / p(r|8m) dr. (2.38)

m=1 1<m/<2, 7 Pm/

m'#m
Desenvolvendo a Eq.(2.38)), tem-se
P.=P / p(r | s1) dr + Pg/ p(r|s2) dr
D2 Dl

=p/ p(r | VEy) dr + <1—p>/ p(r | — v/By) dr. (2.39)
Do Dy

Para esse sistema, quando os simbolos sao equiprovéveis, o limiar das regioes de decisao é o
ponto zero, ou seja, a origem. Assim, caso o vetor r seja negativo, decide-se pelo simbolo {—1} e,
caso contrario, pelo simbolo {+1}[2]. As regides de decisao estao ilustradas na Fig.(2.10). D2 ¢ a

regiao de decisao do simbolo sy e D1, a do simbolo s7.
0 00
Pop [ s VB A+ a-p) [ o] - VB ar (2.40)
—00 0

As probabilidades condicionais da Eq.(2.40|) sdo ambas descritas pela densidade de probabili-

dade gaussiana. Entretanto, a densidade do primeiro termo apresenta média y/Ej e variancia Ny/2
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e a do segundo, média —/E}, e variancia Np/2. A presenca de uma varidncia nao nula advém da
contribuigao do ruido. Assim, a Eq.(2.40|) pode ser escrita como:

Po=pP [N (\/E, N0/2> < 0] T (1-p P [N (—\/E,, NO/Q) > 0} . (2.41)

Em geral, se X ~ N (i, 0?), entdo:

P[X>a]:Q<O‘_“>. (2.42)

g

g

PIX < q :Q<“_a>. (2.43)

A partir das relagoes estabelecidas nas Eq.([2.42) e (2.43), a Eq.(2.41)) pode ser escrita como:

B VB ) VB
ri-ro(5) v L)

2F
0 ( Ngb> | (2.44)

A expressao Fy/Ny aparece aparece na probabilidade de erro de diversos sistemas e é chamada

de razao sinal ruido por bit, SNR por bit. Ela é a razao entre a energia do bit e a densidade
espectral de poténcia unilateral do ruido, sendo proporcional & razao sinal ruido (SNR, do inglés,
signal-to-noise ratio) do sistema. A razao Ep/Ny deve ser, no minimo, igual & sensibilidade do

receptor para que se consiga detectar os simbolos com baixa probabilidade de erro.

Conforme a Fig2.10| a distancia minima desse sistema vale 2\/Ep. Assim, substituindo-a na
Eq.(2.44)), tem-se:

r=q(jz). (2.45)

Como o sistema ¢ binario, a probabilidade de erro do simbolo equivale & probabilidade de erro
do bit, isto é, P, = P.. A Eq.(2.45) sera utilizada posteriormente, no Capitulo .

Uma das métricas utilizadas para medir o desempenho do sistema, a probabilidade de erro de
bit, é dependente da distancia minima a qual serd estudada na Se¢@o seguinte. Como a funcgao
Q(x) é uma fungao decrescente, quanto maior o seu argumento, menor é o seu resultado. Portanto,
quanto maior a distdncia minima, menor é a probabilidade de erro e maior é o des