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RESUMO

Autoématos probabilisticos sdo uma ferramenta essencial para a modelagem de uma série de sis-
temas dindmicos. Este trabalho trata das possibilidades de aplicacao de computadores quanticos
para aceleragao da resolucao de automatos probabilisticos arbitrarios. A utilizagdo de processa-
mento quantico possibilita uma melhora de ordem quadratica na complexidade computacional do
problema, entretanto, apenas autdmatos cujos estados se encontram no espago de Hilbert Q (isto é,
automatos cujos estados podem ser representados por uma decomposicao Kronecker em matrizes
unitarias) podem ser modelados com erro nulo. Quanto menor a ortogonalidade entre os vetores
das matrizes, maior serd o erro, que tende ao infinito para matrizes rank 1. E apresentada uma
implementacao da solucdo quantica do problema na plataforma IBM Q Experience. E por fim
descrita uma relagao entre a solugao de Planck para o problema da catéstrofe do ultravioleta e

uma técnica de controle de sistemas em tempo discreto.

Palavras Chave: Autémato Quéantico, Computagdo Quéantica, Controle Quantico, Maquina de

Turing nao-deterministica, Complexidade Computacional

ABSTRACT

Probabilistic automata are an essential tool for modelling a wide array of dynamic systems. This
work analizes the applicability of quantum computing in accelerating the computation of arbi-
trary probabilistic automata. Quantum processing allows for quadratic reduction in this problem
computational complexity. However only automata with transition probabilities that can be repre-
sented in Hilbert Space Q, i.e. automata that can be Kronecker decomposed in unitary matrices,
can be computed with zero error. The lower the ortogonality between the matrices vectors, the
bigger the error, which tends to infinity for the case with rank 1 matrices. An implementation for
the quantum solution of the problem in the IBM Q Experience platform is presented. Moreover, a
parallel between Planck’s solution for the Ultraviolet Catastrophe and a tecnique used for discrete

time system control is established.

Keywords: Quantum Automaton, Quantum Computing, Quantum Control, Non-Deterministic

Turing Machine, Computatinoal Complexity
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo sao apresentados os atributos de
mdquinas qudnticas que as fazem vantajosas em
relagdo a mdquinas cldssicas para algumas formas
de computacdo. Sao também apresentados os re-

quisitos para se iniciar no estudo destes sistemas.

1.1 Contextualizagao

Computagao Quéantica é a utilizacdo de fendomenos quanticos na resolucdo de problemas com-
putacionais. Parece uma definicdo demasiadamente simplista para um segmento da Ciéncia da
Computagao tido como quase esotérico até por alguns profissionais da area. Fntretanto, nao ha
nada de intangivel na teoria que descreve estes sistemas dado algum background em Mecénica
Quéntica e Teoria da Computacdo. As possibilidades proporcionadas por computadores quanticos
aliadas ao estado atual da tecnologia de semicondutores criam uma grande oportunidade para

individuos que se interessam em participar da vanguarda do desenvolvimento tecnologico.

Este capitulo introdutério documenta a fase de pesquisa e contextualizagao do trabalho, e pre-
tende também ser um guia para que interessados em adentrar este campo de pesquisa tenham um
roadmap detalhado de como prosseguir para fazé-lo, poupando-lhes parte do trabalho de pesquisa
de fontes e organizacdo de informacao que o autor teve. Antes de dar inicio, vale ressaltar alguns

motivos para se envolver neste campo de pesquisa.
Por que estudar Computacao Quéantica?

Fim da Lei de Moore

Na data de escrita deste documento o processo de construgao de gates CMOS em 7nm comega

a ser aplicado na producdo em massal

. Em breve, chegard a vez dos processos de bnm e este é
o limite fisico da Lei de Moore, uma vez que gates menores permitiriam tunelamento quéntico

e deixariam o componente em um estado instavel 2. Sendo assim, surge a demanda por novos

"Mttps://www.zdnet . com/article/samsung-unveils-7nm-technology-with-euv/
’https://semiengineering.com/quantum-effects-at-7-5nm/



paradigmas de sistemas computacionais 34[1] de modo a permitir a continuacio do crescimento

exponencial de poder computacional.
Densidade de Armazenamento

A teoria quantica da informagcao permite representar n bits classicos em log(n) qubits|2]. Este

ganho exponencial de memoria é uma das maiores vantagens da computagao quéntica.
Algoritmos Quanticos

Ainda h& um ntmero relativamente pequeno de algoritmos quénticos, mas entre os problemas
jé& resolvidos estao alguns dos de maior importancia para vérias éreas da ciéncia da computacao.
Um computador quantico prové enorme ganho de eficiéncia para a busca em array [3] e resolve a

fatoracao de primos e o logaritmo discreto em tempo polinomial[4], para citar elguns exemplos.
Redes Quanticas

O entrelacamento quéntico permite transmissao rapida e absolutamente segura de informagao

entre processadores quanticos dotados de um repositorio de qubits entrelagados.|5].

1.2 Pré-Requisitos

1.2.1 Roadmap para o estudo da CQ

Normalmente, alguns conceitos tedricos necessitam ser revisados antes do inicio do estudo da
CQ. A base matematica para a mecanica quantica é a Algebra Linear, a Analise Harmonica e
as Equagoes Diferenciais Parciais, e um bom dominio destes temas é imprescindivel. A partir do
momento que se tem um bom conhecimento sobre Mecanica Quéntica, sdo necessarias ainda a
Teoria Cléssica da Informagao e a Teoria da Computagao para que se possa iniciar o estudo da
computagao quantica. Este é o arsenal tedrico para se estudar a computagao quantica. Com um
solido conhecimento nos fundamentos da CQ estuda-se as possibilidades de implementagao fisica

de computadores quanticos e a Teoria Quéantica da Informagao.

3" Neuromorphic computing gets ready for the (really) big time", Don Monroe
“http://www.siliconbeat.com/2016/05/04/moores-1law-doubt-eyes- turn-quantum- computing/



Figura 1.1: Roadmap para o estudo da CQ
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1.2.2 Algebra Linear

A teoria quéntica contestou conceitos tidos como elementares pela fisica classica e implicou
resultados bastante contra-intuitivos. Entretanto, um postulado permaneceu nao s incontestado,
mas também é um dos pilares fundamentais da Teoria Quantica (e da relatividade, diga-se de
passagem): a linearidade das leis fisicas. Um universo nao-linear implicaria paradoxos como a
viagem mais rdpida que a luz, a viagem no tempo, a violacao da Segunda Lei da Termodinamica
e a variacao das leis fisicas no tempo e no espaco. Ao mesmo tempo, sistemas lineares sdo os de
mais simples modelagem, mais comuns, com maior probabilidade de ter solugao analitica e os mais

acessiveis para a mente humana.

Sendo assim, era de se esperar que o ensino de algebra linear para engenharia fizesse justiga a
importancia do tema, mas normalmente se resume a rodar algoritmos de escalonamento e inversao
de matrizes no papel. Uma boa revisao ou até completo reaprendizado deste tema é normalmente

necessario para se trabalhar com CQ), e é o que o autor deste trabalho fez.



A Algebra Linear é nada menos que a linguagem na qual a mecanica quantica é escrita, e ter
uma boa intuicdo matemaética e dominio técnico sobre ela é fundamental se quisermos dominar

a Teoria Quéntica a ponto de aplicd-la na construcdo de sistemas computacionais. Uma 6tima

5

abordagem sobre o tema pode ser vista em ® e um bom livro texto para consulta é 5. Os conceitos

mais importantes de se assimilar sao:
e A matriz enquanto uma transformagao no espago
e Determinantes enquanto expansao(contra¢ao) bruta no espago causada pela matriz
e Mudancas de base
e Autovalores e Autovetores
e Espagos Vetoriais Abstratos
e Operadoes Hermitianos
e Decomposicoes de matrizes

e Produtos Tensoriais

1.2.3 Analise Harmonica

A dualidade onda particula de De Broglie, as solugoes oscilatorias para a equagao de Schrodinger
e o principio da incerteza de Heisenberg constroem o conceito de qubit e dao base a teoria quantica
da informacgao. Todos estes fendmenos possuem natureza oscilatéria e sua modelagem se da por
meio da Analise Harmonica, que assim como a Algebra Linear, é prudente de ser revisada antes

de mergulhar no mundo da computagao quantica.

Em 7 se tem uma boa interpretacio visual para a transformada de Fourier. O livro [6] é o
padrao ouro didatico sobre o assunto. Alguns assuntos nao muito abordados, como o fenémeno de
Gibbs e as oscilagoes artefatos em sinais de tempo finito sdo também importantes de ser estutados.
Transformadas intermedidrias em tempo-frequéncia, como Transformada Fracionaria de Fourier e
a Transformada Wavelet também possuem aplicagao na implementacao fisica do qubit e devem ser

também estudadas.

Os conceitos mais importantes de se absorver sobre Analise Harmonica para aplica-la a Meca-
nica Quantica sao:

e Linearidade da Decomposi¢ao em fung¢oes Ortogonais

e Bases Ortogonais de Fungoes

e Convergéncia da Transformada de Fourier

5https://www.youtube.com/watch?v=kjBUesZCoqc&list=PLZHQObOWTQDPDSMizzM2xVFitgF8hE_ab
Shttp://www.math.brown.edu/~treil/papers/LADW/LADW.html
"https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY



e Analise Espectral
e Trade-offs Tempo-Frequéncia

Os trade-offs Tempo-Frequéncia sdo a base do principio da incerteza de Heisenberg, muito

importante para a definicdo de qubit. Uma 6tima explicagdo sobre este fenémeno pode ser vista

em 8.

1.2.4 Equacgoes Diferenciais Parciais

Este assunto tem uma grande intersec¢ao com a analise Harmoénica. Os problemas a serem
revisados sao:

e Solugao da Equagéo da Onda

e Solucao da Equagao de Laplace

e Solugoes Analiticas para a Equacao de Schrodinger

Uma bom livro texto para consulta em Fisica Matematica é [7].

1.2.5 Teoria da Computacao

Obviamente, para se estudar a Computagdo Quéantica deve-se ter um bom conhecimento da
Teoéria Classica da Computagao. Numa andlise low-level, o computador quéntico nao deixa de
ser uma generalizagao da maquina de Turing capaz de decidir uma classe maior de problemas em
tempo polinomial. A estruturacdo do conhecimento sobre CQ tende muitas vezes a procurar seus
paralelos com a computagao classica. Por isso, um conhecimento sélido sobre os fundamentos da

TC é necessario. Os conceitos mais importantes sao:

Defini¢do Formal da Maquina de Turing

Tese de Church-Turing em suas formas forte e fraca

Recursao, fungoes recursivamente numeréveis e nao recursivamente enumeraveis

Decidibilidade, Problema de Parada e Auto-Referéncia

Complexidade Temporal de Algoritmos

Complexidade Espacial de Algoritmos

Recomneda-se a fonte [8] para referéncia em Teoria da Computagao.

Shttps://www.youtube.com/watch?v=MBnnXbOM5S4



1.2.6 Teoria da Informacao

A teoria da Informacéo é importante em varias frentes: para a definicdo do qubit e consequente
entendimento das capacidades de um computador quantico frente a um computador cléssico, para
a modelagem de ruido, que é um grande problema a ser reolvido em sistemas quénticos, para o
estudo da comunicagdo quéntica, que difere da comunicacgao classica em varios aspectos, e para o
compreendimento de sistemas criptograficos, que serao provavelmente os primeiros a ser radical-

mente alterados a medida que a CQ se tornar mais acesssivel.

Os conceitos da Teoria da Informagao importantes de serem absorvidos sao:

Medida de Informacao

Entropia

Modelagem de Canais

Ruido

Codificacao

Criptografia

Para Teoria da Informagao recomenda-se a fonte |9]

1.2.7 Mecanica Quéantica

Este topico precisa naturalmente ser estudado a exaustdo. Enfase deve ser dada aos seguintes
topicos:

e Fotonica

e Ondas de Matéria

e Relacoes de Incerteza

e Espacos de Hilbert

e Observaveis

e Conservagao de Probabilidade

e Principio da Incerteza de Heisenberg

e Spin



1.3 Definicao do problema

Dadas as possibilidades que o processamento quantico apresenta, é natural que se queira fazer
um estudo das aplicacoes destas maquinas no que tange as aplicagoes de controle e automagao.
Apods ampla andlise das possibilidades, deduziu-se que um bom problema para se mapear para o
caso quantico é o de autdomatos estocasticos. Automatos estocasticos sdo automatos nao deter-
ministicos cujas transi¢des entre os estados sdo definidas por alguma distribuicdo estatistica. O

problema aqui abordado trata basicamente de:

“Dada a matriz de transicao que define um autémato estocdstico e uma distribuicdo estatistica

para o estado atual, calcular a distribuicdo estatistica para o proximo estado”.

Seja n o nimero de estados do autéomato. Em um maquina de Turing deterministica este
problema tem complexidade O(n?). Neste trabalho apresenta-se a avaliacio deste problema em

uma maquina quantica.

1.4 Objetivos do projeto

O projeto visa avaliar a resolucao do problema de transicbes de automatos estocasticos por
méquinas quanticas. Um algoritmo é apresentado para melhorar a eficiéncia de resolugdo em
relagao ao caso classico, mas é limitado quanto a classe de autématos a que pode ser eficientemente
aplicado. Esta limitagao é esperada, uma vez que uma solucao arbitraria para este problema em
tempo constante necessita de uma maquina de Turing nao deterministica, instrumento com muito

maior capacidade computacional que um computador quantico.

1.5 Resultados obtidos

Os resultados seguiram o que se espera segundo a modelagem tedrica: uma melhora quadratica
na complexidade computacional, ao custo de se ter erro zero apenas para sistemas que podem
ser decompostos em matrizes unitarias (pontualmente simétricos). Quanto maior a assimetria das

matrizes, maior o erro.

Trés frentes de inovagao sdo aqui apresentadas:

e Um Roadmap para os que se intereessam em adentrar o campo da computagao quantica

e Uma analogia entre a solugao de Planck para a catastrofe do Ultravioleta e a Teoria de

Controle

e Uma elaboragao e implementagao de técnica para aceleragao da computagao de automatos

probabilisticos por meio de processamento quantico



1.6 Apresentacao do manuscrito

O manuscrito se inicia com a formalizacdo matricial da computagdo classica, que depois sera
extrapolada para o caso que engloba estados quanticos. Os estados quéanticos sao descritos partindo
desde a resolugao do problema da catastrofe do ultravioleta, fazendo um paralelo entre a solugao
deste problema e uma técnica da teoria de controle de sistemas em tempo discreto. Sao introduzidos
subsequentemente os fundamentos da computacao quéantica e da teoria de automatos, e em seguida
é feita a apresentacao do problema e da solugao encontrada, fazendo a anélise da implementagao

realizada e dos resultados.



Capitulo 2

Fundamentos

Neste capitulo € feita a formalizagdo da computa-
¢ao classica em sua forma matricial e a definicdo
de estado qudntico desde a resolucao do problema
da catdstrofe do ultravioleta. E feito um adendo
relacionando a resolugao deste problema com uma
técnica da Teoria de Controle. A computagdo
qudntica € entdao apresentada como extrapolacdo
da forma matricial da computacio cldssica, de
modo que nao so estados cldssicos, mas também
qudnticos, sao vdlidos. Em sequida, € feita uma
introdugao a teoria de autématos probabilisticos e
entao apresentada a aplicacdo de processamento

qudntico a resolucao destes autdomatos.

2.1 Formalizacao matricial da computacao classica

Estados quénticos sao representados em sistemas algébricos lineares dotados de certas restri-

¢oes. Uma boa abordagem para se descrever matematicamente um sistema computacional quantico

¢é primeiro descrever a computagao cléssica em um sistema similar, e em seguida extrapolar para

0 caso quantico.

A algebra booleana cléssica consiste fundamentalmente nos operadores NOT, AND e OR aplica-

dos sobre variaveis que podem assumir os valores 0 ou 1. Primeiramente, descreve-se as constantes

0 e 1 no novo sistema. Ao invés de constantes,

aqui elas representam os estados fundamentais |0)

e |1). Estes estados sdo ortogonais entre si. Portanto tem-se sua forma vetorial:

1

| (2.1)
.

-l (2.2)



A ordem da defini¢do é arbitratia, mas deixar o estado 0 no indice 0 do vetor traz certa
intuitividade & definicdo. A defini¢do anterior é para sistemas de apenas um bit. A descricdo de
sistemas de n bits se d& por um vetor que contém todas as combinagoes possivies para estados do

sistema. Logo, é um vetor coluna de 2" entradas. Um exemplo para sistemas de dois bits é:

|00) = ,101) = ,]10) = ,11) =

o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O

2.1.1 Matrizes Logicas

Definidos os vetores de estado, defini-se agora os operadores que sobre eles atuam, que ba-
sicamente sao matrizes dotadas de certas propriedades. Comega-se pelo mais simples operador

classico, a porta NOT.

O operador NOT ¢ simplesmente uma inversao de base, representado pela matriz inversora:

NOT(x) = NOT.x = [(1) (1)] X (2.4)

Os operadores AND e OR sao os seguintes:

1 11
AND(x) = AND.x = 0 :
0 0 01

OR(x) = OR.x = !1 00 O] X

0111

Pela propria definicao da multiplicagao matricial, nota-se que o primeiro vetor linha de um
operador contém todos os estados de entrada em que o resultado do operador é |0) , e o segundo

contém todos os estados em que o resultado é |1).

2.1.2 Propriedades Fundamentais de matrizes logicas classicas

Matrizes que representam operadores booleanos possuem duas propriedades fundamentais, que

sao derivadas diretamente das leis da légica de primeira ordem:
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e Principio do terceiro excluso:

"Toda proposicao logica € verdadeira ou falsa."”

Isto implica que os tinicos valores aceitos como entradas de uma matriz booleana sao 0 ou 1.

Uma boa referéncia em formalizagao matricial da algebra booleana é [10]

e Principio da nao-contradicao:

"Nenhuma proposi¢do ldgica pode ser simultaneamente verdadeira e falsa.”

Isto implica que todos os vetores coluna de uma matriz booleana terao uma, e somente uma,

entrada de valor 1.

E muito importante comprender estas duas propriedades, pois, embora triviais, sao elas que de
certa forma sao "flexibilizadas"em sistemas quéinticos, permitindo-os realizar formas de computacgao

que nao sao possiveis em sistemas classicos.

2.1.3 Computagao reversivel

Um sistema computacional é dito reversivel se sempre for possivel inferir os valores de entrada
do sistema a partir de suas saidas. Todo operador quéntico é reversivel, sendo por consequéncia

os processadores quanticos computadores reversiveis. Um exemplo de operador reversivel é:

1 0 00
0100
0 001
0010

Por outro lado, um exemplo de operador irreversivel é:

1110
0 001

Dos exemplos citados, é facil inferir que um sistema é reversivel se, e somente si, for expressado

por uma funcao injetora entre o conjunto das entradas e o das saidas.
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Figura 2.1: Exemplo de sistema reversivel

Figura 2.2: Exemplo de sistema irreversivel

O

©00 0000
eJefele

O

Logo, um sistema reversivel tem nimero de estados de saida igual ou maior ao de estados de
entrada. Como estados inacessiveis nao interessam neste estudo, considerar-se-4 apenas sistemas
com igual nimero de entradas e saidas. Logo todos os operadores reversiveis envolvidos, tanto
classicos quanto quanticos, serao representados por matrizes quadradas de tamanho 2", sendo n o

nimero de bits de entrada/saida.

Uma vez definida uma forma matricial para operagoes logicas sobre estados classicos, o proximo
passo é extrapoléd-las para estados quanticos. Prossegue-se agora para a descrigao de estados

quanticos.

2.2 Definicao de estado quantico

Ao final do século XIX, grande parte da comunidade académica julgava o processo de investiga-

¢ao cientifica da natureza como praticamente completo, uma vez que a maior parte dos fenémenos



naturais ja havia sido matematicamente modelada. Um a um, mecénica, 6ptica, termodinamica,
eletricidade e magnetismo foram perfeitamente descritos por métodos cléssicos. Entretanto, um
problema ainda resistia as tentativas cléssicas de resolugao, pois limitagoes conceituais destas abor-
dagens levavam a completos absurdos matematicos. Este problema é o da descri¢cao da radiagao de
corpo negro, cuja modelagem classica leva ao paradoxo de que todo corpo com temperatura maior
que zero emitiria energia infinita, fendmeno conhecido como a "catéastrofe do ultravioleta". Max
Planck passou a estudar este problema, e veio a soluciona-lo apresentando uma inovadora idéia:
a quantizagdo da energia. Este conceito foi & época introduzido como mero artificio matematico
para que os modelos pudessem descrever com precisao o que se observava empiricamente, e nem o
proprio Planck estava confortavel em aceitar tal idéia na falta de uma interpretacao fisica da quan-
tizacdo da energia. Foi s6 com o trabalho posterior de Einstein, Bohr, Schrédinger, Heisenberg,
Dirac e muitos outros que interpretacoes fisicas para a quantizacao de energia foram encontradas,
além de varias implicagoes extremamente profundas que seguem deste conceito. Na proxima secao
¢ feita a modelagem do problema de radiacdo de corpo negro e a resolucao de Planck. E também
feito um paralelo do problema da catastrofe do ultravioleta com um problema da engenharia de

controle de sistemas em tempo continuo, e como se pode resolvé-lo discretizando o sistema.

2.3 Modelagem do problema da Radiagao de Corpo Negro

A partir do momento que se percebe que a matéria emite inerentemente radiacao eletromagné-
tica, é natural que se queira descobrir os fatores que afetam este fendomeno e de que forma. Este
problema ¢é o da radiagdo de corpo negro. Um corpo negro é aquele absorve totalmente toda a
radiagao eletromagnética que o incide, e respectivamente a reemite completamente. Tal corpo é
necessario para o estudo da radiacao emitida pois caso hajam componentes espectrais refletidas o
estudo seria comprometido. N&o ha corpo negro ideal na natureza, mas se pode fazer uma excelente

aproximagao com uma caixa fechada e um orificio do seguinte modo:

Esta montagem funciona porque mesmo que a radiacao seja refletida pelas paredes internas
da cavidade, o grande ntimero de reflexoes fard com que a energia refletida caia exponencialmente
a cada reflexdo, levando a uma absor¢éao quase total. O buraco na cavidade deve ser pequeno o

suficiente para minimizar a sua influéncia no experimento.
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Figura 2.3: Setup do experimento de radiagao de corpo negro

Figura 2.4: Sequéncia sucessiva de absor¢oes, fendmeno que faz o setup da caixa se aproximar

suficientemente de um corpo negro ideal.

A derivagao aqui apresentada é adaptada de [11]



2.3.1 Ondas no espago R?® e vetores de onda

Inicialmente, faz-se a definicdo de vetor de onda, objetos que sdo muito importantes nesta
demonstracdo. A funcdo amplitude de uma onda com comprimento A que se propaga na diregao

do vetor r € R? em um dado instante é:

2
Ar) = Aosm(%‘“) (2.7)
Em termos do vetor de onda k, pode ser escrita:
A(r) = Agsin(k . r) (2.8)

Sendo a norma do vetor k| = 2Z.

Vetores de onda sao nada mais que a decomposi¢ao de uma onda que se propaga em varias
dimensoes em cada uma de suas componentes ortogonais. A razao de se usa-los para modelar a
radiag@o de corpo negro é porque cada uma das diferentes componenetes ortogonais é um grau de

liberdade diferente para o fendbmeno da emissao eletromagnética.

Considera-se uma caixa cubica de lado L, onde ondas eletromagnéticas podem refletir em suas
paredes interiores. Assume-se que as paredes da caixa sao fixas, rigidas e condutoras perfeitas.
Portanto, o campo elétrico nas paredes deve ser zero. Logo, os comprimentos de onda das com-
ponentes ortogonais de uma onda na caixa devem ser harmonicos do comprimento do lado da

caixa:

2L
2L

Ay = Evm e Nt (2.10)
2L

A, = 7vn e NT (2.11)

Define-se entao os vetores de onda para cada grau de liberdade:

2wl wl "
ke, = oL = ZW eN (2.12)
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2
ky = % - %Vm e NT (2.13)
2mn 1™ n

Logo, a representacao da onda na caixa em trés dimensdes em um dado instante é:

A(z,y, z) = Agsin(kgz)sin(kyy)sin(k,z) (2.15)

E pela equagao diferencial da onda:

OPA  9PA 9PA 10%°A

= — 2.16
Ox? + Oy? + 022 2 ot? (2.16)
Tem-se:
2 2 g2, g2 W
| =ky +k, +k; = ) (2.17)
Sendo |k| o vetor de onda tridimensional. Portanto:
2 2 2 2T o 2 2
k| :k:m—kk:y—l-kzzﬁ(l +m*” +n) (2.18)
Logo:
W2 2 m2p?
= = ﬁ(ZQ +m? +n?) = T2 (2.19)
Onde:
p® =1 +m?+n? (2.20)

Sendo [, m e n os indices dos modos de vibracao em cada uma das dimensdes, p é analogo ao
modo equivalente da onda em trés dimensoes. Por nao estar sujeito & condicao de harmonicidade

em cada dimensao, p nao é necessariamente um nimero natural.
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2.3.2 Contando os modos de vibragao

A energia do sistema em uma frequéncia v é dada pela soma da energia em cada grau de
liberdade termodinémico, i.e, modo de vibracgao na referida frequéncia. O teorema da equiparti¢ao
garante que a energia dos diferentes modos de vibragao é igual em um sistema em equilibrio térmico.
Portanto, para se ter a energia do sistema em v, basta contar o niimero de modos nesta frequéncia

e multiplicar pela energia dos modos.

Logo, precisa-se saber o ntimero de modos de oscilagao possiveis na caixa para uma onda no
intervalo de frequéncia v + dv. A chave para isto é notar que pela equacao 2.20, o nimero de
modos em uma frequéncia é igual ao nimero de pontos no reticulado de coordenadas [, m, n, uma
vez que p constante representa uma esfera neste reticulado. Apenas os valores positivos de [, m e
n nos interessam, por tanto apenas um oitavo da casca esférica sera considerado. A densidade de
pontos no reticulado é de um por unidade de volume. Sendo o volume da casca esférica de raio p

igual a 47p?dp, o nimero de modos envolvidos no octante é:

AN(p) = N(p)dp = (3)Ampdp (2.21)

Uma vez que k = 7 e dk = Fdp, temos:

L3
N(p) = —k%dk 2.22
AN () = 5 (222)
Sendo L3 =V o volume da caixa e k = 2”7”, pode-se escrever a expressao como:
Vo, [ % 4V

Como uma onda eletromagnética tem duas polarizacoes possiveis, multiplica-se o resultado por
dois. Segue entao o resultado final para o nimero de modos de oscilagao no intervalo de frequéncia

v+ dv:

8m2V
AN (v) = ”Zg dv (2.24)

Logo, por unidade de volume da caixa, o nimero de modos é:

82

dN(v) = ——dv (2.25)
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2.3.3 Teorema da Equiparticao e Catastrofe do Ultravioleta

O Teorema da Equipartigao ¢ um teorema da mecénica estatistica que implica que, em equilibrio
térmico, a energia do sistema se divide igualmente entre seus graus de liberdade. Mais precisamente,
cada grau de liberdade de um sistema termodindmico em equilibrio térmico na temperatura 7' tera

a energia média £ = kT sendo k a constante de Boltzman.

Deriva-se aqui o teorema a partir da distribuicdo de Boltzmann. A distribuicdo de Boltzmann
é basicamente a expressao de que a probabilidade de se encontrar um sistema em um estado x com

energia F, decresce exponencialmente com F,:

1
dp(z) = ——e F/M TR, (2.26)

Cnorm

Onde Chorm € uma constante de normalizagao, e portanto, a integral da fungdo em todo o

conjunto:

Criorm = / e B/MT R, = kT (2.27)
0

Logo, a energia média esperada do sistema é:

_ o0 1 > _ (kT)?  (kT)?
E= | E(2)p(x)dE, = B(z)e /" ap, = = = kT 2.28
| Pawaar. = — [ B = o= D (2.28)
Observagao: pode-se fazer uma analogia que serd muito tutil posteriormente entre a equagao

anterior e a transformada de Laplace . Fazendo a substitui¢ao s = 1/kT', tem-se:

o0 1 00 1 1
| et tan = 2 [Caerae = L{E@) ) = oy =T (229)
0 norm JQ

Cnorm 52

_ 1
E =

Cnarm

Obtida a energia média, tem-se portanto a energia do sistema na frequéncia v por unidade de

volume, que é:

2
du = u(v)dv = 8721: Edv (2.30)
c
2
— () = 87;” E (2.31)

18



Tendo-se a resposta final para a energia emitida pelo sistema em funcao da frequéncia, conhecida

como Lei da Emissao de Rayleigh-Jeans:

2
u(v) = 8:;’ kT (2.32)

A energia total do sistema é a integral sobre todas as frequéncias. Portanto:

00 00 87'('1/2
Eiotal = / u(v)dv = / 5 kT'dv = oo (2.33)
0 0 ¢

Para quem ao final do século XIX achou que a fisica estava praticamente completa, este tltimo
resultado causou grande desconforto. A modelagem nao apresenta qualquer erro do ponto de vista
da fisica cléssica, e combina resultados consolidados do eletromagnetismo e da termodindmica
para modelar o fenémeno da emissao eletromagnética pela matéria. Entretanto, sua consequéncia
direta é a de que qualquer corpo com temperatura maior que zero emite energia infinita, o que
evidentemente é absurdo. Contornar este problema nao foi nada facil, pois a consisténcia teodrica e
experimental de todas as premissas envolvidas indicava que algo muito fundamental na compreen-
sdo humana da natureza ndo estava certo. A idéia revolucionaria foi repensar fundamentalmente o
proprio conceito de energia, que ao invés de ser considerada algo continuo, passou a ser vista como

uma quantia discreta. Na proxima segao explica-se esta idéia mais detalhadamente.

2.3.4 O Efeito Fotoelétrico

Embora Planck tenha elaborado a idéia da quantizagao de energia apenas como artificio mate-
mético e sem qualquer interpretacgao fisica para ela, este conceito sera aqui apresentado ja a partir

do trabalho de Einstein sobre o efeito fotoelétrico.

Foi percebido que a radiagao eletromagnética, especialmente em comprimentos de onda mais
curtos, é capaz de arrancar elétrons de placas condutoras. Empiricamente coletou-se os seguintes

dados sobre este fendémeno:

1. A tensdo induzida pelo efeito varia linearmente com a frequéncia da luz emitida.

2. A curva de tensao induzida em funcgao da frequéncia de luz emitida apresenta um pequeno

delay, ou zona morta
3. A intensidade luminosa nao influencia na largura do delay de tensdo, apenas na corrente final

produzida.

Einstein percebeu que o conceito de quantizagdo da energia resolvia de forma bastante elegante
todas as questoes sobre este problema. Considerando-se a energia dividida em pacotes discretos,

tal que uma onda eletromagnética de frequéncia v teré pacotes com energia:
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E=hv (2.34)

e Resolve-se (1), pela propria natureza da equagao

e Resolve-se (2), uma vez que frequéncias muito baixas nao tém energia suficiente para excitar
os elétrons da placa metélica, que no caso tém um threshold de energia maior do que a

energia dos fétons em questao.

e Resolve-se (3), uma vez que a energia do foton nao é fungao da intensidade da onda. Do
ponto de vista da fotonica, a intensidade de uma onda é apenas a quantidade de fétons

individuais envolvidos.

2.3.5 Solugao da Catastrofe do Utravioleta e Derivagao da Lei de Planck

O efeito fotoelétrico mostra a natureza quantizada da energia. Esta caracteristica resolve o
problema da catéstrofe do ultravioleta. Para isso deve-se recalcular a distribuigdo de Boltzman
para um sistema de energia quantizada. Isto significa que cada modo v poderd apenas assumir

valores de energia da forma E(v) = nhv,n € N, onde n fétons sdo associados ao modo em questao.

Considera-se agora todos os fotons em equilibrio térmico a uma temperatura T. Para se es-
tabelecer equilibrio térmico, deve existir formas dos diferentes fétons trocarem energia entre si,
e estas trocas s6 podem ocorrer com outros osciladores contidos no sistema. Utilizamos agora a
distribuicao de Boltzman para calcular a energia em cada modo. A probabilidade de que um modo

tenha energia E, = nhv é:

exp(— B, /kT)
Yo pexp(—E,/KT)

p(n) = (2.35)

O somatoério no denominador garante a normalizagdo da distribui¢do. Do ponto de vista da
fotonica esta funcao retorna a probabilidade de que o modo contenha n fétons na frequéncia v. A

energia média do modo de frequéncia v é entao:

_ & oo_ Enex —En LT
" r;Enp(n) - %EOpr(ef;(—E;/k;) (2.36)
D S > ynhv.exp(—nhv/kT
Ev = nZOEnp<n> = Zi_%:o(exp(]i(nhy/k/ir) ) (237)

Substitui-se z = exp(—hv/kT'). Logo:
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- Yo gnz" _n (24222 +323 + ..) (1+22+322+..)

E, =hv = hv = hvz 2.38
Y S 2" (14+z4+22+..) (14+z4+224..) (2:38)
Considerando as seguintes expansoes em série de poténcia:
LR B (2.39)
G- :
! 14224322 + (2.40)
— = z+32°+ ... :
(z—1)?
Tem-se que a energia de cada modo é:
_ hvz hv hv
E() = 1—z 2z 1-1 M/ _q (2.41)
Aplicando-se a equagao anterior 4 equagao 2.31, chega-se finalmente & Lei de Planck:
8mhy? 1
u(v)du = dv (2.42)

2.3.6 Relagcao com a teoria de controle

A variavel z nao foi escolhida & toa na substituicio na equacio 2.38. E facil notar que esta
equacao é anédloga & transformada Z de um sistema onde a energia dos fétons é o sinal de entrada
e a energia média do sistema ¢é o sinal de saida. A partir do momento em que se discretiza o sinal
de entrada, tem-se um sinal de saida estavel, condizente com a realidade fisica. A transformada Z

de uma funcao discreta z[nT], onde T é o periodo de amostragem, é:

Z{z[nT|}z) = > a[n]z" (2.43)
n=0

Ts onde s é

Esta transformada é o anélogo discreto da transformada de Laplace, sendo z = e®
a variavel de frequéncia do dominio de Laplace e T é o “tempo de amostragem”, que no caso em

questao é o quantum de energia hv. No caso apresentado, usa-se os resultados:
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Z{uln|}(z) = (2.44)

Z{nun)}(z) = ——— (2.45)

Onde u[n| é a funcao degrau unitéario discreta.

A substituigao feita foi z = exp(—hv/kT). Nota-se claramente a substitui¢ao s = 1/kT, assim
como no caso continuo, e o “quantum de amostragem” em questao Ts = hr. Fazendo a anélise

dimensional, as unidades de 1/kT' e hv s@o o inverso uma da outra, assim como tempo e frequéncia.

Percebe-se que a integral da transformada de Laplace fooo %ds nao converge, mas a integral da

transformada da funcdo discretizada [;° mdy sim.

2.4 A equagao de Schrodinger

A equagdo de Schrédinger néo é nada mais que o principio da conservagao de energia levando em
conta os postulados quanticos. E uma equacgao diferencial cuja solugdo é uma fungdo ondulatoria
que descreve o estado do sistema quantico envolvido [12]. Para derivé-la, leva-se em conta as

seguintes relagoes:

O principio da conservacao de energia, aqui expresso em forma Hamiltoniana:

H=V+T (2.46)
4
Onde V 6 0 operador energia potencial, ou o opotencial do campo elétrico em (r,t),
V =V(r,t) (2.47)
4
O operador Téo operador energia cinética:
R 2 ~9 22
A (2.48)
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Onde o ultimo passo da derivagao segue do comprimento da onda de matéria segundo a Hipotese

de De Broglie:

A== (2.49)

Por ultimo, o operador H é o operador energia total, que no caso é:

N 0
H=—jh— 2.
Jiew (2.50)

A relagao anterior segue diretamente do principio da discretizagao da energia:

h
E=hy=hwh=—,w=21v (2.51)
27

Substituindo as equagoes 2.47, 2.48 e 2.50 em 2.46, escreve-se a equacao de Schrodinger:

R, ov

— VU U =—jh— 2.52

QmV + V(r,t) ih 5 (2.52)
Que em forma unidimensional é:

h? 9%V O

Ela é basicamente a equacao diferencial da onda expressa no conjunto dos complexos. Derivando
o segundo lado pode-se expressa-la como uma equacao de onda, e a analise dimensional do termo

¢ mostra que ele de fato expressa uma velocidade de propagagao.

2.5 O Estado Quantico

Nota-se claramente que a equagao de Schrédinger é uma equacgao diferencial parcial de segunda
ordem e consequentemente o sistema fisico que descreve o elétron é um sistema de segunda ordem.
Portanto, o estado de um elétron em um dado ponto no tempo é completamente descrito pelos
valores de ordem zero e um de sua funcao de onda, ou seja, sua posicao e velocidade. Entretanto,
chega-se a um fendmeno que nao se tem em sistemas classicos, e que gera a primeira grande nao-

intuitividade da mecénica quéntica: pela funcao de onda chega-se a conclusao de que posicao e
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momento do elétron estao relacionados. De fato, o espaco-momento é a transformada de Fourier
do espacgo-posicao. E pelo trade-off tempo frequéncia, percebe-se que é impossivel se saber simul-
taneamente a posicdo e o momento de um elétron. Este é o principio da incerteza de Heisenberg
AxzAp > h/2. Um estado quantico é descrito pela probabilidade de um elétron ser medido em
cada um dos seus possiveis estados fundamentais. E essa diferenca em relacdo ao determinismo

dos estados classicos que é aplicada na computacao quéntica.

2.6 O qubit

Ja vimos na segao 2.1.1 que o bit classico pode ser representado por uma certa classe de
matrizes de estado. As restricées que definem tal classe seguem dos postulados basicos da logica
proposicional. Estados quanticos por sua vez tém propriedades mais "relaxadas". A representagao

em vetor de estado de um qubit é apresentada a seguir:

V) =al0) + B[1) = [g] ,a,feC (2.54)

Onde a probabilidade da funcio de onda envolvida colapsar para |0) ap6s a medida é a? e para

|1) é B2. Naturalmente, segue que |a|? + |3]? = 1.

A fonte padrao para os fundamentos da computagao quéantica é [13].

2.6.1 A esfera de Bloch

A esfera de Bloch é uma forma de se representar matematicamente um qubit. A partir da
propriedade |a|? + |3|? = 1, percebe-se que o conjunto de todos os estados possiveis para um qubit

se distribui em uma esfera (lembrando que «, 8 € C).

A transformacao de pardmetros da forma vetorial para a esfera de bloch é:
0 = 2cos(|a]) = 2sen™1(|8]) (2.55)

¢ = arg(B) — arg(a) (2.56)

De modo andlogo ao que foi feito com matrizes booleanas, descreve-se as propriedades de
matrizes computacionais quanticas. As trés propriedades fundamentais seguem da equagao de
Schrédinger, do principio da incerteza de Heisenberg e do principio da reversibilidade de sistemas

dindmicos quénticos, e sao:
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Figura 2.5: Esfera de Bloch

v

1. Todas as entradas de uma matriz computacional quatica sdo niimeros complexos.
2. As somas dos quadrados dos elementos de um mesmo vetor coluna é igual a 1.

3. Os operadores sao representados por matrizes quadradas unitarias de 2" linhas(colunas),

sendo n o nimero de qubits envolvidos.

2.7 Portas Logicas Quanticas

Portas quanticas sao aqui apresentadas como extrapolacoes das portas classicas apresentadas
na sec¢ao 2.1.1. Sao basicamente operadores matriciais sujeitos as propriedades descritas na tltima
se¢ao, que sao menos restritivas do que os postulados da légica proposicional aos quais os operadores
classicos estao sujeitos, fazendo com que estes operadores possam realizar formas de computagao
que nao sao possiveis em méquinas classicas. Vale ressaltar que os operadores classicos sao um

subconjunto dos operadores quanticos.

No caso geral, uma porta logica quantica de um qubit é representada por uma matriz unitéaria:

_ | cos(6/2) —el*sen(6/2)
0= Leivecos(8/2) O+ sen(8)2) (2.57)

Analogamente, portas de n qubits s&o matrizes unitarias de tamanho 2" x 2. A juncéo de dois
sistemas quénticos se da pelo produto tensorial entre os sistemas. No caso especial de matrizes, o
produto tensorial é o produto de Kronecker. Portanto aplicar a porta G¢, ao qubit |go) e a porta

G4, ao qubit |g;) é equivalente a aplicar a porta:
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quo = Gq1 ® qu (2-58)

Ao sistema de dois qubits |q1qo).

Obviamente, é raro que se necessite utillizar uma porta quantica em sua forma geral. Os casos

particulares mais utilizados e seus pardmetros seguem a seguir.

2.7.1 Portas Logicas Quanticas mais utilizadas
2.7.1.1 Hadamard

E uma porta de um bit que realiza uma rotacao de 7 rad em volta do eixo z seguida por uma
rotacao de 7/2 rad em volta do eixo y, levando qubits de estados fundamentais & superposicao

perfeita. E uma das portas quanticas mais utilizadas.

] (2.59)

Sl
-

2.7.1.2 Pauli-X

Age sobre um qubit e é o equivalente quantico da porta NOT, invertendo o estado de um qubit

fundamental. Realiza uma rotacao de m rad em volta do eixo x.

0 1
P ] wa

2.7.1.3 Pauli-Y

Age sobre um qubit e realiza uma rotagao de 7w rad em volta do eixo y.

[Q _j] (2.61)

2.7.1.4 Pauli-Z

Age sobre um qubit e realiza uma rotacdo de 7 rad em volta do eixo z. E um caso especial do

gate de phase shift.
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[1 0 ] (2.62)

2.7.1.5 VNOT

A raiz quadrada do NOT faz uma rotagao de 7/2 rad em volta do eixo x. Gates anéalogos

existem para as porta Pauli-Y e Pauli-Z.

1

1+5 1—35

S (2.63)
1—35 14

2.7.1.6 Phase Shift

Este gate mantém inalterada a probabilidade de colapso para qualquer um dos estados funda-

mentais, mas aplica um ganho de fase de /? & entrada.

[1 0 ] (2.64)

2.7.1.7 SWAP

Esta é uma porta logica de dois bits. A porta SWAP realiza a inversao dos dois bits de entrada.

(2.65)

o O O =
o = O O
oS O = O
— o O O

2.7.1.8 VSWAP

A raiz quadrada do SWAP realiza um meia inversio dos bits de entrada. E um gate quantico
universal, o que significa que qualquer porta com um nimero arbitrario de entradas pode ser
construido com gates v SW AP e gates de um bit.

1 0 0 0
0 5(1—7) 5(1+4) 0
0 0 0 1

27



2.7.1.9 CNOT

E uma porta NOT dotada de um qubit de controle. Caso o qubit de control colapse para |1),
o operador aplicado sobre o outro qubit ¢ o NOT. Caso colapse para |0), o operador aplicado ¢ a
identidade.

(2.67)

o O O =
o O = O
_ o O O
O = O O

2.7.1.10 CY

E uma porta Pauli-Y dotada de um qubit de controle. Caso o qubit de control colapse para |1),
o operador aplicado sobre o outro qubit ¢ o Pauli-Y. Caso colapse para |0), o operador aplicado é
a identidade.

100 0
010 0
. (2.68)
000 —j
004 0

2.7.1.11 CZ

E uma porta Pauli-Z dotada de um qubit de controle. Caso o qubit de control colapse para |1),
o operador aplicado sobre o outro qubit é o Pauli-Z. Caso colapse para |0), o operador aplicado é
a identidade.

100 0
010 0
(2.69)
00 1
000 —1

2.7.1.12 Toffoli

A porta Toffoli é uma porta de trés qubits que pode ser vista como um NOT com duplo
controle, e por isso é as vezes referida por CCNOT. Caso os dois bits de control colapsem para 1
é realizada uma operagao not sobre o terceiro, caso contrario o operador aplicado é a identidade.
Por ser modelado na computagao classica por portas not e and, o Toffoli é um gate universal em

casos cléssicos.
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(1 00000 0 O]
01000000
00100000
00010000 (270
00001000
00000100
0000000 1
000000T10

2.7.1.13 Fredkin

O Fredkin é um gate de trés bits que é nada mais que um SWAP controlado, também referido
por CSWAP. Caso o primeiro bit colapse para |0) é realizada uma operagdo SWAP sobre os outros

dois, caso contrario, aplica-se a identidade.

10 00 0O0O0O
01 00O0O0TO0OO
001 0O0O0O0O0
0001 0O0O0TO (2.71)
000 01O0O0O0
000 0O0O0OT1FP O
00 0O0O0O1O00O0
000 0O0O0GO0T1

Gates Ising sdo gates de 2 qubits, que s@o nativamente presentes em algumas implementagoes

de computadores de armadilhas de fons.

2.7.1.14 Ising XX

1 0 0 —jel?
1 0 1 - 0
— - (2.72)
2 0 -5 1 0
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2.7.1.15 Ising YY

cos(¢) 0 0 jsen(o)
1 0 cos(¢p)  —jsen(o) 0 (2.73)
2 0 —jsen(¢)  cos(¢) 0 '
jsen(o) 0 0 cos(¢9)
2.7.1.16 Ising ZZ
e?2 0 0 0
—i®/2
0 ¢ 0 0 (2.74)
0 0 e992 0
0 0 0 €92

2.8 Automatos

2.8.0.1 Autoématos de estados finitos

Os autématos de estados finitos sdo objetos fundamentais de estudo e modelagem tanto para a
Teoria da Computagao quanto para a Engenharia de Controle. Tratam de uma descrigao fechada
dos estados de um sistema, dotada de uma funcao que descreve as transicoes entre os estados deste
sistema segundo os valores de entrada, que se dao na forma de simbolos contidos num alfabeto
definido para cada sistema. A maquina de Turing pode ser vista como uma maquina de estados
dotada de um memoria de acesso aleatorio. A definicao formal de um autéomato de Estados Finitos

é feita a seguir.

Um autémato de estados finitos € uma quintupla composta de:

1. Um alfabeto de simbolos de entrada X

2. Um conjunto finito de estados do sistema Q
3. Uma funcao de transicdo § : X x Q — Q

4. Um estado inicial sg € Q

5. Um conjunto de estados finais aceitos (marcados) F € Q

Um exemplo de representagao grafica de um autémato de estados finitos é:

Onde s0 é o estado inicial.
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Figura 2.6: Maquina de Estados Finitos

s3

S2 = sl

2.8.0.2 Decomposicao bit a bit de um autémato

Um autdémato de estados finitos cujos estados sao representados por um ndmero de n bits
|bp,...b0) pode ser decomposto em autématos de um bit, cada um com sua propria fungao de
transicao e estado inicial. Este processo ! utiliza algebra booleana e é bastante utilizado para se

implementar méaquinas de estados finitos através de elementos logicos bésicos.

2.8.1 Automatos Probabilisticos e Cadeias de Markov

Autématos probabilisticos s@o autdématos de estados finitos cujas transigoes entre estados se-
guem alguma distribuicao estatistica. Estes automatos sao utilizados para modelar uma série de
sistemas dindmicos. Exemplos de aplicagao sao o Modelo de Black-Scholes no mercado financeiro

e o controle adaptativo de sistemas.

Um autémato probabilistico é descrito por sua Matriz de Transicdo de Estados. A matriz de
transi¢ao T é uma matriz onde o elemento 7;; representa a probabilidade de um sistema no estado
inicial j transicionar para o estado i. Portanto, em toda Matriz de Transicao de Estados a soma
dos elementos de um vetor coluna é igual a 1. A sequéncia de transigoes de estados através da

Matriz de Transicao é denominada Cadeia de Markowv.

Um exemplo de matriz de transicao de uma cadeia de Markov é:

0.1 05 0.7 04
0.4 0.1 0.0 0.1

T (2.75)
0.2 0.1 0.2 0.3

0.3 03 01 02

Thttps://www.elprocus.com /finite-state-machine-mealy-state-machine-and-moore-state-machine /
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Da proépria definicdo da multiplicagdo matricial segue que uma transicdo em um autémato

probabilistico é um problema de complexidade n?.

2.8.1.1 Decomposicao bit a bit de um autémato probabilisico

De modo anélogo & secao anterior, também se pode decompor uma cadeia de Markov bit a
bit. A decomposicdo de uma cadeia cujos estados sdo representados por n bits e cuja matriz de
transicao tera portanto tamanho 2™ x 2™ é feita através da decomposicao Kronecker. Aplicando-se
o algoritmo de decomposigao descrito em [14] e a restricdo de soma unitaria nos vetores coluna,

chega-se a um sistema de n matrizes 2 x 2.

T2n><2n _ T02><2 ® T12><2 ® T22><2--. ® T3X2 (276)

2.8.2 Automatos Probabilisticos Pontualmente Simétricos

Esta definicdo nao foi encontrada na literatura e presume-se que seja inédita deste trabalho.
Seja um autémato probabilistico classico de 2™ estados. O estado deste autémato é descrito por
um numero de n bits |by...bp). Um autémato estocastico pontualmente simétrico ¢ um autémato
onde para todo by, p{b,}(0 = 1) = p{b,}(1 — 0) e p{b,}(0 — 0) = p{b,}(1 — 1). Logo, a matriz

de transicado de um autdémato pontualmente simétrico seréa da forma:

N~
I

Z Z] (2.77)

Ondea-+b=1

Figura 2.7: Exemplo de automato simétrico de dois estados

a

A partir dai pode-se associar, sem perda de generalidade, a seguinte matriz a um autémato

pontualmente simétrico:
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T = (2.78)

Va —vb
Vb a

Que é um caso particular de matriz unitaria.

2.8.2.1 Assimetria de um Automato

Seja B o conjunto das matrizes da descricao pontual de um autdémato de n bits, de modo que

para o bit n:

¢ b] = [ul uz} (2.79)

A assimetria pontual do bit n, notada Ap,, é entdao definida por:

Apy, = (u1,u2) = ac+ bd (2.80)

E a assimetria do automato é a média quadratica do erro em cada bit, definido como:

N

A=3 (Apa)? (2:81)

n=0
2.8.3 Representacao de um autémato probabilistico em qubits

E facil perceber que um autoémato probabilistico pontualmente simétrico com 2" estados é
representado por uma composicao de n matrizes unitarias 2 x 2, e portanto, pode ser representado
por um sistema de n qubits. Para autématos nao pontualmente simétricos faz-se uma aproximacgao
com a utilizacdo da fase do qubit. O erro de aproximagao cresce com a assimetria do autémato.

Como exemplo implementa-se o seguinte autdémato probabilistico de 16 estados:
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(2.82)

[0.0090
0.1215
0.0210
0.2835
0.0810
0.0135
0.1890
0.0315
0.0030
0.0405
0.0070
0.0945
0.0270
0.0045
0.0630
0.0105
0.0135
0.0810
0.0315
0.1890
0.1215
0.0090
0.2835
0.0210
0.0045
0.0270
0.0105
0.0630
0.0405
0.0030
0.0945

0.0070

0.0210
0.2835
0.0090
0.1215
0.1890
0.0315
0.0810
0.0135
0.0070
0.0945
0.0030
0.0405
0.0630
0.0105
0.0270
0.0045
0.0315
0.1890
0.0135
0.0810
0.2835
0.0210
0.1215
0.0090
0.0105
0.0630
0.0045
0.0270
0.0945
0.0070
0.0405
0.0030

0.0810
0.0045
0.1890
0.0105
0.0090
0.0405
0.0210
0.0945
0.0270
0.0135
0.0630
0.0315
0.0030
0.1215
0.0070
0.2835
0.1215
0.0030
0.2835
0.0070
0.0135
0.0270
0.0315
0.0630
0.0405
0.0090
0.0945
0.0210
0.0045
0.0810
0.0105
0.1890

0.1890
0.0105
0.0810
0.0045
0.0210
0.0945
0.0090
0.0405
0.0630
0.0315
0.0270
0.0135
0.0070
0.2835
0.0030
0.1215
0.2835
0.0070
0.1215
0.0030
0.0315
0.0630
0.0135
0.0270
0.0945
0.0210
0.0405
0.0090
0.0105
0.1890
0.0045
0.0810

0.0030
0.0405
0.0070
0.0945
0.0270
0.0045
0.0630
0.0105
0.0090
0.1215
0.0210
0.2835
0.0810
0.0135
0.1890
0.0315
0.0045
0.0270
0.0105
0.0630
0.0405
0.0030
0.0945
0.0070
0.0135
0.0810
0.0315
0.1890
0.1215
0.0090
0.2835
0.0210
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0.0070
0.0945
0.0030
0.0405
0.0630
0.0105
0.0270
0.0045
0.0210
0.2835
0.0090
0.1215
0.1890
0.0315
0.0810
0.0135
0.0105
0.0630
0.0045
0.0270
0.0945
0.0070
0.0405
0.0030
0.0315
0.1890
0.0135
0.0810
0.2835
0.0210
0.1215
0.0090

0.0270

0.0630

0.0030

0.0070

0.0810

0.1890

0.0090

0.0210

0.0405

0.0945

0.0045

0.0105

0.1215

0.2835

0.0135

0.0315

0.0630

0.0270

0.0070

0.0030

0.1890

0.0810

0.0210

0.0090

0.0945

0.0405

0.0105

0.0045

0.2835

0.1215

0.0315

0.0135

0.0135

0.0315

0.1215

0.2835

0.0045

0.0105

0.0405

0.0945

0.0090

0.0210

0.0810

0.1890

0.0030

0.0070

0.0270

0.0630

0.0315 |

0.0135

0.2835

0.1215

0.0105

0.0045

0.0945

0.0405

0.0210

0.0090

0.1890

0.0810

0.0070

0.0030

0.0630

0.0270




Sobre o vetor de estados de entrada:

[0.0024]]
0.0216
0.0056
0.0504
0.0096
0.0864
0.0224
0.2016
0.0036
0.0324
0.0084
0.0756
0.0144
0.1296
0.0336

10.3024 |

(2.83)

2.9 Plataforma IBM Q experience

A plataforma IBM Q Experience foi criada pela IBM com o objetivo de estabelecer uma co-
munidade de desenvolvedores para plataformas quéanticas e expandir o leque de aplicagoes destas
maquinas. Maquinas de 5 e 14 qubits sdo disponibilizadas aos usuérios. A programacao é feita
através da descrigao do hardware quantico. Os qubits s@o todos setados para |0) na entrada. A
saida é feita através da medicao do qubit. Para se descrever o hardware hé duas possibildades: Uma
interface grafica chamada Composer e a linguagem de programagao OPENQASM. H4 também a
possibilidade de se usar um SDK Python chamado QisKit, que permite uma programagao bastante
similar ao OPENQASM e d4a acesso as maquinas da IBM, além de incorporar as funcionalidades

do Python. A plataforma pode ser acessada através de https://quantum-computing.ibm.com.

2.10 Implementacao e Resultados

Uma vez decomposto o autdémato em matrizes unitarias, a implentacao é relativamente direta:

basta implementar o gates quanticos u3 (matriz unitaria genérica) em cada qubit com os parametros
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das matrizes unitarias da decomposigdo. A primeira coluna de gates u3 seta o estado de entrada.
Em seguida, a coluna Hadamard faz a transformada quéntica de Fourier. Por final a segunda

coluna Hadamard faz a transformada inversa e os qubits sao medidos.

Aqui se apresenta a implementagao do autémato mencionado na segao 2.8.3, que é simétrico,

na plataforma IBM Q experience:

OPENQASM 2.0;

include "qelibl.inc";

qreg q[5];

creg c|5];

rx (2.4981) q[0];
rx(1.9823) q[1];
rx(2.2143) q[2];
rx (1.7722) q[3];
h q[0];

hoq[1];

h q[2];

h q[3];

u3(1.9823.,0,0) q[0]:
u3(2.4981,0,0) q[1];
u3(1.0472,0,0) q[2];
u3(1.7722,0,0) q|3];
h q[0];
hoq[1];
h q[2];
h q[3];
measure q|0] —> ¢[0];
measure q[1] — c[1];
measure q[2] — c¢[2];
measure q|3] — c¢[3];
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Figura 2.8: Circuito Quéantico

Original circuit diagram

qle]
ql1]
ql2]
ql3]

ql4]

c5

[0)
[0)
[0)
[0)
[0)

Rx H u3 H f?\z

(2.4981 1.982.. .

RXx U3 z
(1.9823 H 2.498. .. H

Rx u3 z
(2.2143 H 1.047.. . H

20 Yn <

E obtem-se os seguintes resultados:

Amplitude de Probabilidade

0.18

0.16 -

0.14 -

0.12 -

0.1

0.08 +

0.06

0.04 -

0.02 -

Figura 2.9: Resultados

Automato 4 qubits

Bl teorico
[ ]experimental
2 4 6 8 10 12 14 16 18
Estado
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2.10.1 Avaliacao de autématos assimétricos

Aqui foi aplicado um mesmo vetor de entrada a varios automatos com diferentes assimetrias

médias. Os resultados sao os seguintes:
2.10.1.1 Autémato Simétrico

Figura 2.10: 4 qubits, 0 grau

0.18 Experimento com 4 qubits e assimetria nula
. T T T T

I teorico
[ lexperimental |

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

Amplitude de Probabilidade

0.02

10 15 20
Estado
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2.10.1.2 Autémato com 20 graus de assimetria média

Figura 2.11: 4 qubits, 20 graus

o 2Experimenm com 4 qubits e assimetria media de 20 deg

Il tcorico
[ lexperimental
o 021 8
o
©
°
%
o] 0.15 r |
e
n- -
) L
o
g o01lr 1
E L
=
&
< 0.05+ 1
0 | o | Ml ||
-5 0 5 10 15 20

Estado

2.10.1.3 Autémato com 40 graus de assimetria média

Figura 2.12: 4 qubits, 40 graus

Experimento com 4 qubits e assimetria de 40 deg

0.4

Il teorico
0.35 F [ lexperimental| |

0.3 :

0.25 - :

0.2 - :

0.15 - :

Amplitude de Probabilidade

0.05 - R

-5 0 5 10 15 20
Estado
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2.10.1.4 Erro médio em fungao da assimetria

Com a técnica utilizada, obtem-se a seguinte curva para o erro médio em func¢ao da assimetria

pontual média do autémato:

Figura 2.13: Erro médio

o]
o

Erro médio do qubit x Assimetria

Erro médio (%)

[y L B (¥, [=)] ~J
o o o o o o
T T T T T T

\
1 Il 1 1 1 Il

=
o
T
I

{) 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Assimetria (deg)
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2.11 Discussao

Os experimentos indicam claramente a coeréncia dos resultados observados com as previsoes
tebricas. A técnica apresentada resolve o problema da resolugdo de autématos probabilisticos com
melhora quadratica em relagao ao caso classico, obviamente com precisao comprometida quanto
maior for a assimetria do autémato. Para uma série de autématos probabilisticos assimétricos de
grande ntumero de estados e que nao exigem elevada precisao, a técnica pode ser uma boa opg¢ao

de ferramenta de resolugao.
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Capitulo 3

Conclusoes

O processamento quéntico esta ainda em sua fase inicial no que diz respeito & implementagao e
aplicacoes reais, mas ja se revela uma ferramenta promissora na resolugao de diversos problemas,
incluindo o que aqui se discutiu. Neste trabalho mostra-se uma introdugao & computacao quantica
desde o problema da radiagao de corpo negro, a partir do qual a mecéncia quantica é desenvol-
vida até se chegar no conceito de estado quéntico, que extrapola a definicao de estado classico e
consequentemente, as matrizes computacionais classicas. Foi feita também uma analogia entre a

resolucao do problema da catéstrofe do ultravioleta e o controle de sistemas em tempo discreto.

Foi mostrado como se implementar a resolucao do problema da avaliacdo de autématos proba-
bilisticos através da plataforma IBM (@ experience e os resultados simulados em hardware cléssico
simulador e hardware quéntico propriamente dito, validando o experimento e mostrando o ganho
de performance obtido por méquinas quénticas para se calcular autématos com baixo grau de

assimetria.

Para finalizar, ao longo do desenvolvimento do trabalho o autor percebeu algo interessante

sobre a implementacao fisica de sistemas computacionais:

“Em um universo onde fosse possivel violar o Principio da Incerteza de Heisenberg ou o Teorema

da nao-clonagem, um computador qudntico seria uma mdquina de Turing nao-deterministica.”

3.1 Perspectivas Futuras

Pode-se dar prosseguimento ao trabalho aumentando o nimero de estados do autémato e
testando o sistemas com automatos de aplicacbes reais, comparando por fim a performance da

técnica apresentada com os resultados obtidos com méaquinas classicas.

Além da resolugao de autdématos probabilisticos, h& vérias areas da teoria de controle onde os
computadores quanticos podem ser ferramentas de grande valia, como a aceleragao de redes neurais

e o controle de sistemas quéanticos.
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ANEXOS
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I. DESCRICAO DO CONTEUDO DO CD

Descrever CD.
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II. PROGRAMAS UTILIZADOS

IBM Q Experience

1. IBM Composer
2. QASM

3. IBM QisKit

Octave
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