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Dans la vie, rien n’est a craindre, tout est a comprendre.

-Marie Curie



RESUMO

A andlise de placas finas - uma vez que estas sdo estruturas leves, resistentes e de ampla apli-
cabilidade - tem se tornado cada vez mais atraente para pesquisadores e engenheiros que almejam
sempre se manter a frente com seus projetos. Uma das ferramentas de anélise de tais estruturas que
tem ganhado notoriedade no meio cientifico é o Método dos Elementos de Contorno, procedimento
matematico de andlise de problemas potenciais no qual as integrais de dominio sdo convertidas em
integrais de contorno.

Esse método é particularmente interessante no aAmbito das ciéncias mecanicas computacionais,
uma vez que apenas o contorno do problema proposto necessita ser discretizado. Ha também outras
vantagens, como a manipulacdo de matrizes menos esparsas que métodos analogos, a reducao da
dimensao do problema e tantos outros elencados ao longo deste trabalho. A partir dessas motivagoes,
propds-se desenvolver uma rotina de andlise de placas finas por Método de Elementos de Contorno
direto, expondo alguns estudos de caso para validar sua aplicabilidade.

Introduzem-se, primeiramente, conceitos fundamentais para a compreensao da andlise estrutural
de placas finas e do Método dos Elementos de Contorno, seguidos de algumas aplicagbes da Teoria da
Elasticidade Plana decorrente do estudo das placas e de uma revisao bibliogréafica acerca de aplicagoes
do método para diversos problemas estaticos. Em seguida, apresentam-se os fundamentos tedricos
da aplicacdo do Método de Elementos de Contorno para o problema estdtico de placas finas. O
método utilizado para obten¢do da equacao diferencial da placa foi o Método dos Trabalhos Virtuais,
também presente neste relatério. Uma breve apresentagdo sobre a implementacao numérica do método
¢é desenvolvida e os resultados numéricos obtidos sdo finalmente expostos e discutidos.

O intuito desse trabalho é, portanto, desenvolver uma rotina computacional em Python de anélise
de placas finas por MEC direto. Uma vez obtidos resultados condizentes com a literatura, pode-se
entdo aprimorar a interface grafica do algoritmo e ampliar a gama de aplicagoes do cédigo, como a
implementacdo de multiplas placas em associacdo no espaco.

Palavras-chave: Placas finas, Kirchhoff, Método dos Elementos de Contorno, Python, MEC,
Trabalhos Virtuais.



ABSTRACT

The analysis of thin plates - as these are lightweight, sturdy and versatile structures - has become
increasingly attractive to researchers and engineers who always aim to stay ahead with their projects.
One of the analysis tools of such structures that has gained notoriety in the scientific environment is
the Boundary Element Method, a mathematical procedure of analysis of potential problems in which
domain integrals are converted into contour integrals.

This method is particularly interesting in the context of computational mechanical sciences, since
only the boundaries of the proposed problem need to be discretized. There are also other advantages,
such as the manipulation of more sparse matrices than analogous methods, the reduction of the
dimension of the problem and so many others listed throughout this work. From these motivations, it
was proposed to develop a thin-plate analysis routine by Direct oBoundary Element Method, exposing
some case studies to validate its applicability.

Firstly, fundamental concepts are introduced for the understanding of thin plates structural analy-
sis and the Boundary Element Method, followed by some applications of the Plane Elasticity Theory
derived from the study of the plates and a bibliographical review about the applications of the method
for static problems. Next, the theoretical foundations of the application of the Boundary Element
Method for the static thin-plate problem are presented. The method used to obtain the differential
equation of the plate was the Virtual Works Method, also present in this report. A brief presentation
on the numerical implementation of the method is developed and the numerical results obtained are
finally exposed and discussed.

The purpose of this work is, therefore, to develop a computational routine of thin plate analysis
by direct BEM. Once the results are consistent with the literature, one can then improve the graphical
interface of the algorithm and extend the range of applications of the code, such as the implementation
of multiple plates in association in space.

Keywords: Thin Plates, Kirchhoff, Boundary Element Method, Python, BEM, Virtual Work.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 ANALISE ESTRUTURAL DE PLACAS FINAS

Desde os primérdios da civilizagdo, estruturas como placas de pedra, barro e concreto vém sendo
utilizadas em constru¢bes monumentais como as pirdmides egipcias, templos gregos e anfiteatros ro-
manos. A partir de entdo, a aplicabilidade e o estudo de placas finas tém-se tornado processos cada
vez mais refinados e austeros.

As placas e cascas sdo, em sua esséncia, superficies cuja espessura é substancialmente menor do
que suas demais dimensoes. Estas constituem uma classe abrangente de superficies estruturais, uma
vez que varios exemplos de estruturas reais podem ser aproximadas a elas para andlise devida. Os
cascos de navios, as asas dos avides e as lajes de concreto das casas sdo apenas alguns exemplos de
estruturas de engenharia que podem ser aproximadas para placas finas. Ademais, a acdo estrutural em
(majoritariamente) duas dimensoes resulta em estruturas mais leves, oferecendo vantagens econémicas
atraentes em relagdo as diversas outras opc¢oes de geometrias estruturais presentes no mercado e na
literatura.

Vale colocar também que a maioria das estruturas do tipo placa sdo analisadas segundo a Teoria
de Elasticidade Plana, o que abre espago para uma diversa sorte de métodos numéricos que podem
ser aplicados para analise. Por exemplo, tém-se o Método de Diferencas Finitas ou o Método dos
Elementos de Contorno, que utilizam técnicas de discretizagdo matematica para avaliacdo de problemas
de placas complexos. Tem-se ainda o Método dos Elementos Finitos, em que sao utilizados modelos
de discretizacao fisica baseados em consideragoes de engenharia.

1.1.1 Panorama Histoérico

O estudo analitico e experimental de problemas de placa teve seu inicio formal com Leonhard
Euler (1707-1783), que utilizou as primeiras abordagens matematicas da teoria de placas finas para
avaliar problemas de vibragao livre em membranas eldsticas circulares, triangulares e retangulares,
utilizando como analogia dois conjuntos de linhas esticadas perpendiculares entre si. Seu discipulo,
Jacques Bernoulli (1759 - 1789), tentou substituir a rede de linhas proposta por seu tutor por uma
malha de vigas dotadas apenas de rigidez de flexdo, encontrando relagées pouco consolidadas entre
sua teoria e os experimentos desenvolvidos dada a auséncia de termos de rigidez torsional.

Em seguida, grandes mentes da ciéncia e engenharia aprimoraram a teoria de placas finas e as
equagoes diferenciais que as descrevem: Chladni (1756 - 1827), estudando-as no campo da acuistica;
Germain (1776 - 1831) e Lagrange (1736 - 1813) desenvolvendo as equagdes diferenciais descrevendo as
vibragoes livres em placas; Cauchy (1789 - 1857) e Poisson (1781 - 1840) implementando os primérdios
da formulacdo do problema flexural de placas baseado nas equagoes gerais da Teoria de Elasticidade
Plana.

A primeira formulagdo de fato satisfatéria do problema supracitado é creditada a Claude-Louis
Navier (1785 - 1836), que com base nas hipdteses levantadas por Bernoulli foi capaz de desenvolver
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corretamente a equagao diferencial governante de placas sujeitas a carregamentos estaticos p, como

sendo
H(a@H o4ul N a@) . 1)

Ox? 0x20y? = Oxt

em que D é a rigidez flexural da placa e w é a deflexdo do plano médio. Ele também foi capaz de obter
uma solugdo exata da equacado acima transformando-a em expressoes algébricas por meio de séries
trigonométricas duplas de Fourier.

Em 1850, Gustav Kirchhoff (1824 - 1887) publicou a primeira teoria consolidada de flexdao de
placas finas. Ao propor uma série de hipéteses simplificadoras, que viriam a ser conhecidas como
"Hipdteses de Kirchhoff", o cientista aleméao foi capaz de chegar aos mesmos resultados de Navier. No
entanto, a formulagdo de funcionais de energia utilizada por Kirchhoff ndo s6 era mais simples que a
de Navier, como também permitia definir as condigbes de contorno em fungao dos deslocamentos (e
subsequentemente suas derivadas) em respeito aos eixos x e .

Stephen Timoshenko (1878 - 1972) também fez importantes colaboragoes as teorias e aplicagoes
de problemas de flexdo em placas. A ele sdo creditadas solugdes de problemas de placas circulares em
grandes deflexdes e a formulagao de problemas de estabilidade elastica. Seu trabalho foi refinado por
cientistas notérios como von Karman, Hencky, Reissner e Huber.

Como mencionado anteriormente, métodos numéricos sdo aproximacgoes atraentes para a solucio
de problemas de placa. Classicamente, o Método de Diferengas Finitas tem sido capaz de produzir
resultados numéricos satisfatorios para diversos problemas de placas para os quais ndo se havia me-
todologia analitica devida, mesmo antes da invengao do computador eletrénico. Arpad Nadai (1883 -
1963) publicou em 1925 artigos de anéalise flexural em placas por Diferengas Finitas em que os calculos
foram todos feitos manualmente.

Com o advento do computador eletrénico, métodos numéricos mais versateis e facilmente apli-
céveis foram sendo utilizados na andlise de placas finas. Em 1956 Turner, Clough, Martin e Topp
introduziram o método de discretizagao fisica do continuo das placas conhecido por Elementos Fini-
tos, uma das ferramentas de engenharia mais difundidas e utilizadas dos tempos presentes. Tem-se
também o procedimento semianalitico de andlise chamado de Finite Strip Method, proposto por Yau
Kai Cheung para avaliar estruturas de tipo placa de geometrias regulares.

Finalmente, Brebbia (1948 - 2018) propos uma alternativa eficaz ao ja consolidado Método dos
Elementos Finitos, por meio da discretizagao de apenas o contorno da placa para sua analise. O método
veio a ser conhecido por Método dos Elementos de Contorno e reduz drasticamente a quantidade de
incognitas nos sistemas de equagoes resultantes, uma vez que se reduz a dimensao do problema em uma
ordem para resolvé-lo através de uma série de abstracoes matemédticas. Atualmente, cientistas como
John Katsikadelis tem feito diversos esforcos para aprimorar o MEC, através de técnicas inovadoras
de integracao e discretizacdo do contorno de placas de superficie arbitraria.

1.1.2 Consideragoes sobre Placas

Dadas as complexidades inerentes a qualquer estrutura fisica real, é necessario ao engenheiro
que se substituam tais estruturas por modelos que carreguem apenas os parametros pertinentes que
melhor descrevam suas respostas estaticas ou dindmicas. Para a andlise de placas, essas simplificagoes
se referem principalmente aos seguintes fatores:

e A geometria da placa e de seus suportes;
e O comportamento do material da placa;
e Os tipos e aplicacdo dos carregamentos submetidos.

Uma andlise de rigidez elastica de uma placa de fato rigorosa necessitaria, entre outros, que
esta seja considerada um meio tridimensional continuo, o que acarretaria em diversas complicacoes
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matemaéticas e custos computacionais em sua maioria impraticdveis. Apesar de as distingdes entre
os tipos de placa serem ténues e variarem de acordo com a bibliografia adotada, KRAUTHAMMER
(2001) apresenta uma criteriosa caracterizagao das placas em relagdo a razao entre seu comprimento
caracteristico e sua espessura (L/h) de acordo com os seguintes tipos:

|p = Carregamento Lateral
z

v Momento
/// Torsor
_+__ Z,w
h : /7-- , @
Esforgo
Forga axial cortante /y‘ Esforgo cortante
Momento fletor
(a) Membrana (b) Placa rigida

dx =1 i

(c) Placa flexivel (d) Placa espessa

Figura 1.1: Distribuigdo dos esforgos internos em quatro diferentes elementos de placa (SZILARD)
2004).

e Membranas (L/h > 80...100) sdo placas extremamente finas nas quais a rigidez a flexao pode ser
considerada desprezivel. As membranas transmitem os esforgos laterais através de si por meio
de esforgos cortantes axiais e centrais atuantes no plano médio da membrana (Fig. . Sua
distribuicao de cargas assemelha-se, portanto, a uma malha de cabos interconectados;

e Placas finas (8...10 < L/h < 80...100) representam os tipos intermedidrios das placas em aplica-
¢ao ou estudo. As placas finas ainda se subdividem em duas categorias em relagdo a razao entre
a deflexdo maxima da placa e sua espessura (wl/|h]):

— Placas rigidas (w}/|h| < 0,2) sdo aquelas que transmitem os carregamentos majoritariamente
por momentos torsores e esforcos cortantes transversais. As deformacoes do plano médio e
as forcas de membrana sao praticamente despreziveis (Fig. . A maioria das placas em
estudo sdo desta categoria, bem como sao as placas estudadas neste trabalho;

— Placas flexiveis > 0, 3) manifestam deflexdes tais que estas causam também um alon-
gamento do plano médio. Tais placas apresentam uma combinacio entre as placas rigidas
e as membranas, de modo que as cargas externas sao distribuidas internamente através
de momentos internos, esforcos cisalhantes e esforcos axiais (Fig. [1.1c|). Por causa de sua
razdo peso/carga favoravel, sdo as placas mais utilizadas pela industria aeroespacial.

e Placas espessas (L/h > 8...10) sao aquelas cuja andlise envolve todas as condigoes de tensao in-
ternas de um meio tridimensional continuo (Fig. |1.1d)), utilizando-se de equagoes tridimensionais
de Elasticidade Geral.
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O estudo e aplicabilidade de elementos de placa é tao vasto quanto antigo. Logo, a gama de
aplicacoes para elementos de placa varre diversos campos da ciéncia e da industria, como a construcao
civil, a industrial naval e a industria aerospacial. Maioria dos projetos mecanicos em que se tem a
construgao de carcacas utiliza modelagem desta por meio de elementos de placa, por exemplo. Tendo
isso em vista, apresentam-se a seguir algumas aplicacoes de placas finas no campo da engenharia civil
e mecanica utilizadas atualmente.

1.1.3 Construcgao Civil

Como mencionado anteriormente, elementos de placa vém sendo utilizados nas mais diversas
obras arquitetonicas hé milénios. Obviamente, ao passo que a ciéncia e as praticas de engenharia
foram se aprimorando, as aplicacbes de elementos de placa para modelagem de, por exemplo, pisos,
lajes, esquadrias e janelas na construcao civil foi se tornando cada vez mais refinada. SZILARD
demonstra em seu trabalho uma aplicagdo muito frequente na construcao civil, que é a modelagem de
uma laje cogumelo suportada por pilares de concreto armado (Fig. :

(11 1]

Figura 1.2: Estrutura suportada em ambos os lados por pilares de concreto QSZILARDL |2004D.

Para esta, o autor propde que se avaliem os esforgos internos da estrutura por meio do Método
de Cross, também conhecido como técnica de distribuicdo de momentos, acrescido de um refinamento
de malha atrelado ao momento de inércia variavel do painel:

Middle strip
—— __rl_ —— e x=0 x=x%a
T s
| \ 1.2 1.6
"'@"”:"'““T"@"TT CER (=) 3
) S Y i — EAITE 103"
= ""{‘"i‘“"‘i"'{""ﬁ‘*_ R oy
2oa IR = =
i + > 72!
E L T R S s |
=) | | = t~ =2
© i’__‘ e I sty 1.0 " sl g
| I | | C ' { 'y z
. - .t i <

Distribution of Distribution of
positive moments negative moments

Figura 1.3: Procedimento e resultados da andlise da estrutura em questao QSZILARDL |2004[).
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1.1.4 Aeronautica

Outra area de aplicagao classica da andlise estrutural de placas é a modelagem de carcagas para
aeronaves. As asas e a fuselagem destas consistem, por exemplo, em estruturas do tipo placa curvada
disposta sobre uma série de vigas de suporte. A medida que a tecnologia de desenvolvimento de
aeronaves foi se aprimorando, também se pode perceber como a aplicagao das teorias de placa - bem
como das ciéncias dos materiais e outras areas correlatas - foi também se tornando cada vez mais
refinada.

BOUAZIZI et al. propuseram uma simulagdo de fuselagem de aeronaves através de ele-
mentos de placa cilindrica pressurizada, na qual a fuselagem convencional de uma aeronave é modelada
através da Teoria de Elasticidade Geral de placas finas e comparada através do Método de Elementos
Finitos com uma estrutura de suporte tipo colmeia (Fig. , a fim de se obterem pardmetros 6timos
de modelagem como o menor peso e fatores de seguranca otimizados:

Kin
(“]) Stringer ’

Figura 1.4: Fuselagem com quadro de vigas convencional (a) e fuselagem com estrutura em colmeia
(b) simuladas no estudo (BOUAZIZI et al., 2018]).

1.2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

A necessidade de se desenvolverem projetos de engenharia cada vez mais complexos, enquanto
se mantém um custo razoavel de produgao, dita que as simulagdes computacionais devem substituir,
parcial ou integralmente, os testes em laboratorio e em escala real de modelo. Dessa forma, métodos
computacionais de andlise estrutural - tanto estatica quanto dinimica - tornaram-se parte fundamental
do processo.

Métodos numéricos como o Método dos Elementos Finitos (Finite Element Method - FEM) ou
o Método dos Elementos de Contorno (Boundary Element Method - BEM) tém sido componentes
chave na evolucao da capacidade computacional de projetos de engenharia. Ainda que o Método dos
Elementos Finitos apresente atualmente uma aplicabilidade mais diversa que o Método dos Elementos
de Contorno, o tltimo tem-se mostrado uma alternativa eficiente em diversos campos de aplicagdo na
industria, tais como a Acustica, a Mecanica da Fratura e a Geomecanica.

Uma das caracteristicas mais atrativas do Método dos Elementos de Contorno é a reducio da
dimensionalidade do problema a ser analisado. Uma vez que sé o contorno do problema precisa ser
discretizado, um problema de dominio tridimensional se reduz a sua superficie e um problema de uma
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superficie bidimensional se reduz as suas curvas de contorno (Fig. [1.5).
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Figura 1.5: Comparacao entre malhas de elementos finitos (acima) e elementos de contorno (abaixo)
para uma placa com orificio (ALIABADI, [2002).

Essa reducdo torna a modelagem da simulagdo um processo razoavelmente menos oneroso, além
de possibilitar uma integracao facilitada com softwares de CAD, uma vez que apenas modelagens das
superficies sdo necessérias. E interessante colocar também que o método permite modelagem continua
do dominio do problema, uma vez que sua discretizacdo ndo é necessaria. As solugdes para os pontos
internos sdo calculadas apds as varidveis de contorno como pds-processamento, ndo apresentando
nenhuma influéncia direta na resolucio da simulagcao.

1.2.1 Consideragoes sobre o Método

Como explicitado anteriormente, o Método dos Elementos de Contorno consiste em uma técnica
de anélise do comportamento de sistemas mecéanicos, elétricos e outros que estejam sujeitos a carrega-
mentos externos. Uma das aplica¢des mais frequentes do método em questao é a solucao de problemas
de engenharia descritos por uma equacao potencial, de forma que

Viu = f($’ y) ('7:7 Yy =’ (12)

cuja solugao u = u(x,y) representa o potencial produzido em um ponto (z,y) do dominio causado
por uma fonte f(z,y) distribuida em A Eq. descreve uma série de problemas fisicos, tais
como escoamentos em geral e os problemas de flexdo de placas avaliados no presente trabalho. Para
sua solugao, ou a funcdo u ou sua derivada du/9dn deve ser conhecida no contorno [} A representacao
integral da solug¢do do problema é obtida, por exemplo, pela aplicacao da Identidade de Green, na
qual uma integral de dominio é convertida em uma integral de contorno.

No entanto, para problemas de engenharia complexos, a resolucao analitica das integrais de con-
torno é virtualmente impraticavel, restando portanto a implementacdo numérica do método. Um
dominio arbitrario 2] de contorno [[] deve ter seu contorno discretizado em um ntimero finito de ele-
mentos, que sdo os elementos de contorno. Os tipos de elemento de contorno mais implementados sao
os seguintes:

¢ Elementos constantes: para esse tipo de elemento, o segmento de contorno é aproximado a
uma linha reta delimitada por seus pontos de extremidade, com um ponto nodal posicionado em
seu centro (Fig. . O valor do parametro de contorno é considerado constante ao longo do
segmento e igual ao seu valor no ponto nodal.
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Nodes

End point

Node

End point

Figura 1.6: Representacgao esquemaética de elementos de contorno constantes (KATSIKADELIS, |2016]).

¢ Elementos lineares: para estes, o segmento de contorno também ¢é aproximado a uma linha
reta delimitada por suas extremidades nodais (Fig. [1.7). Porém, para estes o pardmetro de
contorno varia linearmente entre os nos.

Extreme node

Eil‘éi;lel]t

Extreme node

Figura 1.7: Representagao esquemética de elementos de contorno lineares (KATSIKADELIS, 2016)).

e Elementos parabdlicos/quadraticos: o segmento de contorno para esse elemento é aproxi-
mado a um arco parabdlico (Fig. [L.8]). O elemento possui trés nds, dois de extremidade e um
posicionado no meio do arco. O parametro de contorno varia no elemento de forma isoparamé-
trica.

Nodes

Extreme node

S Mid-node
Element
Extreme node

Figura 1.8: Representagdo esquematica de elementos de contorno parabdlicos (KATSIKADELIS,
2016)).

As aplicagoes do Método de Elementos de Contorno sdo extremamente vastas. Ainda que o
método apresentasse até tempos recentes algumas instabilidades em relacdo a estruturas muito finas
ou a propriedades ndo-lineares, estudos inovadores nesses méritos foram capazes de expandir ainda
mais a aplicabilidade do MEC. Segue, portanto, uma revisao bibliografica do Método de Elementos
de Contorno voltada a analise flexural de placas.

1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

VENTURINI e PAIVA (1993) exploraram aplicagoes em MEC para problemas praticos de flexao
de placas para engenharia. Para o desenvolvimento do trabalho, os autores exploraram tanto formu-
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lagoes diretas quanto indiretas do método, no 4mbito das hipdteses de Kirchhoff. Alguns aspectos da
formulacdo que aprimoraram os resultados numéricos também foram discutidos. As esquematizagoes
escolhidas pelos autores foram as seguintes:

e Equacoes em MEC padrao derivadas das representacoes integrais de deslocamentos e rotagoes,
assumindo o deslocamento como continuo em todos os nés do contorno;

e Formulagdo em elementos de contorno para a flexdo de placas segundo as hipéteses de Reissner
(para placas espessas);

e Equacionamento em MEC utilizando apenas a equagao do deslocamento, com um contorno e
um ponto de colocacdo externa;

e Formulagdo em MEC com acoplamento das equagoes de deslocamento e rotagdo, com reacoes
nos cantos calculadas por diferencas finitas;

e Elaboragdo em elementos de contorno na qual reagoes pontuais sdo utilizadas para modelar
esforcos cisalhantes em conjunto com as reagdes nos cantos;

e Formulagao em elementos de contorno padrao com reducgao de singularidades.

A fim de se validarem as colocagbes propostas, investigagbes numéricas da placa quadrada em
balango e da placa retangular parcialmente suportada e parcialmente carregada foram conduzidos e
comparados com a formulagao em elementos finitos.

Em trabalho inovador, GAO e DAVIES (2000) propéem um conjunto de equagdes auxiliares
que suplementam as equacoes integrais de contorno fundamentais, de modo a possibilitar um trata-
mento mais adequado para quinas e interfaces em problemas de tragao descontinuos. Com base nessas
equacoes, os autores implementam um algoritmo linear multi-regides de elementos de contorno, apre-
sentando como exemplos de aplicacdo numérica um cubo subdividido em trés zonas, sujeito a uma
tragdo u, e um cilindro sujeito a uma pressao interna p (Fig. . Os valores da tracao e deslocamento
nas interfaces sdo entdo obtidos e comparados com a solucado analitica.

A
zone (1)

X &=

Figura 1.9: Exemplos numéricos de aplicagdo do método BEM multi-regides proposto, com elementos
quadréticos de 8 nés (GAO e DAVIES, 2000).

No trabalho de REIS et al. (2011)) apresenta-se uma formulagdo em MEC para o calculo de
momentos e tensoes de placas de compésito laminadas (Fig. que segue as hipéteses fundamentais
de Kirchhoff. Tais momentos e tensoes sdao calculados para os pontos internos através do cédlculo
analitico das equacoes integrais para a segunda derivada do deslocamento transversal e para derivadas
da solucdo fundamental adotada, enquanto as tensdes nos contornos da placa sao calculadas por meio
da primeira derivada do deslocamento transversal, das derivadas das fungoes de forma e das relacoes
constitutivas. Os resultados obtidos foram finalmente comparados com resultados em FEM.
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Figura 1.10: Sequéncia de empilhamento para a placa de compdésito laminada com N camadas estudada
(]REIS et al.|, |2011|).

DAMANPACK et al. introduzem uma elaboracdo em BEM para placas cujas propriedades
variam gradualmente através de sua espessura. Neste trabalho, as equagoes de equilibrio foram deri-
vadas do principio da energia potencial total minima (também conecida como principio dos trabalhos
virtuais). As integrais de dominio provenientes de cargas distribuidas sdo transformadas em integrais
de contorno através de fungoes potenciais auxiliares. O trabalho ainda conta com trés exemplos numé-
ricos de aplicacdo, cuja deflexdo maxima e momentos resultantes foram comparadas com o resultado
exato, além de desenvolver testes de convergéncia e estudos de caso para ratificar a modelagem.

A tese de SOUSA envolve a formulagdo do Método de Elementos de Contorno e elasticidade
plana para a associacido de placas finas no espaco, as quais foram analisadas sob condigoes estaticas e
dindmicas. A formulacdo foi entdo aplicada e verificada para diversos exemplos numéricos, tais como
a placa engastada carregada estaticamente (Fig. , condicdo que se pretende avaliar no presente
trabalho.

~N

Figura 1.11: Deslocamento na diregdo z para a placa engastada modelada em uma sub-regido (es-

querda) e duas sub-regides (direita) (SOUSA| 2016)).

O estudo de SOARES e PALERMO considera as variagdes do pardmetro de flambagem
(valor adimensional que indica o tipo de contorno da placa) em relagdo ao grau de esbeltez da placa,
considerando o efeito das deformagoes causadas por esforgos cisalhantes em modelos utilizados para
estudo de caso. Para tal, uma modelagem em elementos de contorno foi empregada, utilizando duas
integrais contendo efeitos de nao-linearidade geométrica, uma para caracterizagdo do dominio e outra
para o contorno. Tal formulacdo aprimora a modelagem numérica e as condigdes de simetria do
problema, uma vez que nenhuma relagdo especial é necessaria para as derivadas dos forcamentos
coplanares a placa. A formulagio é avaliada para a flambagem de placas com e sem orificio e comparada
com resultados da literatura.

O trabalho de WANG et al. (2017) utiliza um método de integragdo linear com discretizacao
apenas do contorno das geometrias estudadas para o calculo de integrais de dominio de problemas de
potencial e elasticidade 3D. No decorrer do estudo, o Método de Elementos de Contorno utilizado é
comprovado matematicamente, utilizando por exemplo a modelagem da placa de orificio (Fig. .
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Figura 1.12: Caracterizacdo para a placa de orificio modelada em uma regido, a esquerda, e duas
sub-regioes, a direita (WANG et al., 2017).

NAJARZADEH, MOVAHEDIAN e AZHARI (2018) aplicaram uma formulacdo direta em ele-
mentos de contorno para a andlise de flambagem de placas de formatos arbitrarios sob forcamentos
nao-uniformes. Para tanto, os autores utilizaram o método da integracao radial para converter as in-
tegrais de dominio em integrais de contorno equivalentes. Ademais, geometrias de formas convexas e
concavas foram consideradas, sendo que para geometrias de concavidades muito expressivas uma abor-
dagem multi-regides com um contorno mediador foi utilizada (Fig. . A validade e acuracia das
formulagoes implementadas foram verificadas através de andlises analiticas e numéricas provenientes
da literatura e com o método de elementos finitos.

Boundary \lmcgration M C‘dfﬁ'fOI‘ BOUII(]'&I:}/

Points

+ Radial Integration

+ Points

Radial [ﬁfegration
Points

Q4

Mediator Boufldary
Integration Points

Figura 1.13: Divisao do dominio em subdominios utilizando-se um contorno mediador (NAJARZA-
DEH; MOVAHEDIAN; AZHARI, [2018).

Tendo em vista o supracitado, o presente trabalho tem como principal contribuicdo a literatura
um aprofundamento da metodologia utilizada por SOUSA (2016), utilizando-se para tanto a lingua-
gem orientada a objetos Python para aprimorar a declaracdo de condi¢bes de contorno, suportes e
forgamentos.

1.4 OBJETIVOS

O presente trabalho tem como principal objetivo o desenvolvimento de uma rotina computacional
em Python para a modelagem de placas de Kirchhoff no espago, utilizando-se do Método de Elementos
de Contorno direto. Para tanto, os seguintes objetivos parciais devem ser cumpridos:

e Facilitar a importacao de geometrias de malhas em relagao a tese de SOUSA (2016), por meio da
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implementagao de dados de entrada com propriedades espaciais/geométricas mais condizentes
com o problema fisico da placa;

e Simplificar a imposi¢ao das condi¢oes de contorno, suportes e forgamentos em relagao ao trabalho
de SOUSA (2016), por meio da anélise das fungdes de contorno implementadas e atribui¢ao de
configuracdes que correlacionam tais valores ao tipo de suporte utilizado;

e Obter resultados de deslocamento para placas condizentes com resultados analiticos e formula-
¢oes em FEM;

e Calcular e demonstrar visualmente os esforcos internos das placas, validando-os com a literatura;

e Abrir espago, finalmente, para o desenvolvimento de um solver de ensaio numérico em Método
de Elementos de Contorno.

1.5 METODOLOGIA

Pretendem-se alcancgar os objetivos descritos acima por meio da implementagao da seguinte me-
todologia:

e Estudar o Método dos Elementos de Contorno sob a ética da implementagao de SOUSA (2016)
e KATSIKADELIS, de modo a compreender as particularidades dos MEC utilizados;

e Analisar as rotinas de SOUSA (2016) e KATSIKADELIS (2014), identificando como se dao a
geragdo de geometria e malha e a imposicao das condi¢des de contorno e forcamento;

e A partir das andlises, definir quais sdo as maneiras mais eficazes de se aprimorar a geracdo de
parametros supracitada;

e Desenvolver em linguagem Python uma rotina consolidada que gere satisfatoriamente os dados
de entrada do problema de contorno que se deseja avaliar, chame as rotinas de resolugcao em
MEC de problemas estaticos para placas finas, receba os dados de saida destas e represente
graficamente os resultados.

1.6 ORGANIZACAO DO TEXTO

Esta introducao esté, portanto, destinada a apresentacao da motivagao relacionada a este traba-
lho, definicao dos principais parametros e métodos deste projeto e exemplificacdo de diversas aplicacoes
do Método de Elementos de Contorno. O restante do trabalho estd estruturado da seguinte maneira:

e Capitulo 2 - Teoria de Placas Finas: neste capitulo, apresentam-se conceitos fundamentais
sobre as placas finas, tais como sua definicdo, modelagem, suas relagées de tensdo-deformagao
e tensao-deslocamento e a equacao diferencial que as rege. Definem-se, também, as condigdes
de contorno de placas finas necessarias para se fazer a modelagem do problema pelo Método de
Elementos de Contorno;

e Capitulo 3 - Método de Elementos de Contorno: demonstram-se as formulagoes e identi-
dades relevantes para obtencao da formulacao integral das equagées de contorno da placa, bem
como as solugoes fundamentais propostas a serem utilizadas para a resolucdo do sistema de
equagoes que envolvem os N, elementos de contorno da placa;

e Capitulo 4 - Abordagem Numérica: neste expode-se a metodologia de implementacao nu-
mérica do Método de Elementos de Contorno direto apresentado neste relatorio;

e Capitulo 5 - Resultados Obtidos: neste demonstram-se os estudos de caso nos quais se
aplicam a metodologia proposta, bem como uma breve discussdo acerca da validade de tais
resultados;
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e Capitulo 6 - Consideragoes finais: neste capitulo recapitulam-se as metodologias e resultados
obtidos ao longo da execucgdo deste trabalho, bem como se propéem trabalhos futuros com base
neste;

e Referéncias: contém a base tedrica consultada durante a execugdo do projeto e a formulagao
do relatério.



CAPITULO 2

TEORIA DE PLACAS FINAS

2.1 CONCEITO DE PLACAS FINAS

KATSIKADELIS (2014)) define as placas como "corpos cilindricos ou prisméticos cuja espessura
uniforme [i] é pequena em relagdo as demais dimensdes da sua base'. Uma vez que se considera a
placa como um corpo tridimensional, convém indicar o plano que secciona a espessura da placa ao
meio como plano médio da placa. A intersecdo do plano médio da placa com as suas superficies
laterais determina o contorno da placa. Ademais, de acordo com propriedades geométricas da placa,
seu contorno pode ser uma curva plana fechada, um poligono ou um conjunto de linhas composta de
segmentos retilineos ou curvilineos.

Em termos matemdticos, uma placa pode ser determinada como um dominio [2] multiplamente
conectado, restrito pelo contorno [['| = Ufz, que por sua vez é definido por um comprimento de
arcos] de vetores normais e tangenciais i e [, respectivamente. Pressupde-se, também, que o dominio
pode ou nao ser dotado de orificios ou quinas (Fig. .

Uma placa é definida, dessa forma, por seu plano médio, espessura e contorno.

Y quina k

Figura 2.1: Placa bidimensional de dominio contornos e k quinas (KATSIKADELIS, |2014 -
modificada).

De um ponto de vista estrutural, uma placa tem suas extremidades suportadas de diversas ma-
neiras (engaste, apoio mével, apoio fixo e livre) e nela sdo impostos carregamentos transversais, tais
como:

e Carregamentos distribuidos a:, y) atuando paralelos ao eixo z, distribuidos por uma parti¢ao
ou por toda a placa;

e Carregamentos concentrados i) dispostos em pontos (x;,y;);

13
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Momentos concentrados i) ou (Mgﬁ"), Myi)) em pontos (i, y;);

Forcas transversais Vn distribuidas ao longo dos contornos da placa;

Momentos fletores distribuidas ao longo dos contornos da placa;

e Forcas concentradas nos k pontos de canto.

2.1.1 Hipodteses Simplificadoras

KIRCHHOFF (1850), ao desenvolver a teoria classica de placas finas, assumiu uma série de
simplificagbes em relacao aos efeitos dos esforgos cortantes nas deformacoes por flexdo das placas, os
quais ele considerou despreziveis. Sugere-se, também, que as se¢Oes planas e normais ao plano médio
permanecem desta forma apds a deformacdo. Desta maneira, tem-se que o deslocamento transversal
depende apenas de z e y e que os deslocamentos u e v sdo lineares em 2. Pode-se considerar também
que a placa se encontra no regime elastico linear de materiais homogéneos.

Portanto, as hipéteses simplificadoras assumidas no desenvolvimento da teoria de placas finas séo
as seguintes:
1. O material da placa é linearmente elastico, homogéneo e isotrépico;
2. A espessura da placa é pequena em comparagdo com suas outras dimensoes;

3. As deformacoes sdo tais que parti¢oes normais ao plano médio da placa permanecem retas, nao
se deformam = 0) e normais ao plano médio da placa apés a deformagao.

4. As tensdes normais ao plano médio sdo despreziveis @ =0);
5. As deformagbes sdo pequenas, quando comparadas as demais dimensoes da placa;

6. O deslocamento transversal (a;, y) é pequeno em relagao a espessura da placa.

As hipoteses acima sao atribuidas a Kirchhoff e Love e a teoria linear de placas é conhecida como
Teoria de Kirchhoff-Love. A medida que a espessura da placa aumenta, as deformacdes na direcio
transversal da placa devidas as tensoes cisalhantes ndo podem mais ser desconsideradas, portanto a
hipétese 3 ndo é mais valida.

2.2 RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

As relagoes de deformagao-deslocamento para a placa podem ser derivadas considerando-se um
elemento de linha pertencente a placa antes e depois da deformacdao. Dessa forma, considerando-
se uma placa plana normal ao eixo z um elemento de linha dr(dz,dy,0) anterior & deformagao e
drf (dz', dy’,dz") o mesmo elemento apds a deformagdo, tem-se que

de' = dx + du = [1 + gu} dr + gudy (2.1a)

v v

= = — 1 2.1
dy' = dy + dv = . da:—i—[ +8y}dy (2.1b)
iz = 0+ dm= Pz + Bqy (2.1¢)

oz oy
em que

u=u(z,y,z) (2.2a)
v=1(x,y,2) (2.2b)

@ = @z, y) (2.2¢)
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sao os componentes do vetor de deslocamento no ponto (z,y,z) através da espessura da placa.
Vale notar que o deslocamento transversal @ é independente de z por causa da hipdtese 3, e os
componentes de deslocamento u,v,m dotados de barra se distinguem de u,v[u] por se referirem a
qualquer ponto através da espessura da placa, enquanto os segundos se referem ao deslocamento de
pontos pertencentes ao plano médio (z = 0) da placa, de tal forma que:

u(z,y,0) =u(zx,y, 2) (2.3a)
v(z,y,0) =v(z,y,2) (2.3b)
@z, y) < wf,y) (2.3¢)

Com base no supracitado e na teoria de mecanica classica, o comprimento do elemento deformado
pode ser definido por

= Jdrf| = /(1 + 28,)d2? + (1 + 28)dy? + 2, ddy (2.4)

em que B, &, [T}, sdo as componentes normais e cisalhantes das deformagoes em qualquer ponto
da espessura da placa, sendo dadas por:

o 20ty (2 (Y o)
1—) 7\ 2 5\ 2 2
o= | () + () (5 250

_ <8a az‘;>+{8wa dv 0v amaM} (2.5¢)

8x8y+%87y+%8y

Uma vez que se assume que as deformagdes sdo pequenas, as rotagdes em torno dos eixos z e y
sao relativamente grandes e as rotacées em torno do eixo z sdo consideradas despreziveis, os primeiros
dois termos dos colchetes das Eq. se tornam expressivamente menores que o ultimo termo dos
mesmos colchetes, permitindo-se que a Eq. seja reescrita da seguinte formas:

~ du 1 [/du\?

001 /2

g, — (‘Tz v (@) (2.6b)
_Ou  9v | Ouldul

mzy—afyﬁL%‘F%ay (2.6C)

A partir das hipéteses simplificadoras assumidas, pode-se ainda simplificar as Eq. (2.6 omitindo-
se os termos ao quadrado e o produto das rotagoes, respectivamente; obtém-se, portanto, as seguintes
expressoes:

_ Ou

B = o (2.7a)

. 0v

8= (2.7b)
ou v
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As Eq. (2.6) formam a base da teoria nao-linear de placas finas para deflexdes moderadamente
grandes, conhecida como Teoria de Placas de von Karmén, enquanto as Eq. (2.7) fomentam a teoria
linear classica de placas.

Ainda em relagdo as hipéteses simplificadoras assumidas na teoria de placas finas, as compo-
nentes de deslocamento u, v, de todos os pontos da placa podem se relacionar com as quantidades
correspondentes u, v[w] do plano médio da placa. A Fig. [2.2] demonstra uma se¢ao da placa antes e
depois da deformacgao.

Figura 2.2: Secdo em corte de uma particdo da placa em relacdo ao plano zz, anterior e apds a
deformagao (KATSIKADELIS, 2014).

O ponto @, disposto na reta normal AB e de coordenadas (z,y,z) anteriores a deformagcao, desloca-
se até o ponto @)’ de coordenadas x + 4,y + v, z + M em seguida a deformacao.

A partir da hipétese de pequenos deslocamentos, da Fig. tem-se que tan = %@.
Aplicando-se as mesmas relacées para o plano yz, podem-se expressar os deslocamentos u e v da
seguinte forma:

_ lom)
U=u—za (2.8a)
u=uv-— zg? (2.8b)

Substituindo-se as Eq. (2.8]) nas Eq. (2.7]), tem-se que

r — Zw (29&)

B, = €
_ 0%l
Ely T (2.9b)
_ %l
mzy y — 22@ (29C)

em que [, ]e], |2}y sdo as componentes de deformagao do plano médio da placa, dadas por

_a?lal

ou
o 2.1
ox (2.10a)

ov
= — 2.1
Jy (2.100)

ou Ov
= — 4+ — 2.1
sz dy o (2.109)
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As equacoes acima sdo validas para a teoria de placas finas. Na auséncia de forcas coplanares ao

plano médio da placa, u = v = 0, o que implica que = Yy = 0, ou seja, nao hd distensdo do
ot ol o4d

plano médio. Para curvas de pequenas dimensoes, as quantidades — 3%, — B2 Dzdy representam as
curvaturas em torno dos eixos z e y e, simultaneamente, as rotacoes da plano médio sob deflexdo.

Dessa forma, utilizando-se da notagao

. (2.11a)

- —?y@ (2.11b)
0l

e levando-se em consideracdo que nao ha alongamento do plano médio da placa (de acordo com
as hipéteses levantadas por Kirchhoff), as Eq. (2.9) podem ser reescritas como

B, = (2.12a)
By = (2.12b)
My = — 24y (2.12¢)

2.3 RELACOES TENSAO-DESLOCAMENTO

As relagoes de tensdo-deformagédo para placas finas podem ser derivadas da Lei Geral de Hooke
para um meio isotropico tridimensional de @, = 0. Dessa forma, tem-se que

e, = [;]( <ij) (2.13)
&, — é]( %) (2.13b)
Ty = 2(1Etﬁry (2.13c)

em que:

® [@,@,T, sao componentes de tensdo em qualquer ponto através da espessura da placa;
e [E]é 0o médulo de elasticidade do material da placa;

e || ¢ o coeficiente de Poisson do material da placa.

As Eq. (2.13)) podem ser reescritas, portanto, da seguinte forma:

By = (@ %y (2.14a)
- n b s
T (2.14c)
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em que

_ (2.15)

é o modulo de cisalhamento do material da placa.

2.3.1 Resultantes de Tensao para Placas Finas

As resultantes de tensdo de uma secio da placa podem ser expressas pelas forcas e momentos por
unidade de comprimento dispostas ao longo de suas dimensoes, cuja convencao para valores positivas
pode ser vista na Fig.

¥
B
Y

M, =-M

FT

j/ o 2"

Figura 2.3: Resultantes de tensdo de uma segao em corte da placa.(KATSIKADELIS, 2014]).

Ainda da figura acima reconhecem-se as resultantes de tensdo da placa, que se relacionam com
os esforcos internos através das seguintes equagoes:

2
, = @Y 2dz (2.16a)
2
2
M, = 7, zdz 2.16b
- [ (2160

2

M, = — Ty 2d2 2.16¢

I y ery ( )
2

M, = Ty 2dz 2.16d

b~ [0 (2164)
2

_— Th-2d2 2.16e

0 = [ (2.16¢)
2

= Thy» 2dz 2.16f

% = [ g (2161)

em que:

o [M].[M], sdo momentos fletores;

o [M},, [ M}, sdo momentos torsores;

o [Q]:[Q), sdo esforgos cisalhantes.

Das Eq. (2.12) e (2.14]) infere-se que as tensoes @, @), I, variam linearmente em z. As relagoes
de tensao-deformacao para [f,.,T,. sdo dadas pela aplicacdo da lei de Hooke:
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O> = e (2.17a)
Oy- = @t‘ny (2.17b)

Substituindo-se a Eq. (2.14]) em , calculando-se a integral e considerando-se o equilibrio de
momentos atuantes em um elemento de placa nos eixos z e y, tem-se que:

= H(‘:E %1?) (2.18a)
l H gjg) (2.18D)
M}, = —:l, :@ 1 —:I) ;E (2.18c¢)
ML 150
Iéy = Ha@ ZEI (2.18¢)

sendo a rigidez & flexao [D] dada por:

H: Ef (2.19)
12(1 )

Considere agora um sistema ortogonal de vetores mj [l rotacionados a um angulo « em relacao ao
eixo z (Fig. [2.4):

Figura 2.4: Se¢do em corte inclinada com as resultantes de tensdo; £x,m = o (KATSIKADELIS,

2014).

Percebe-se que as resultantes de tensao em relacdo ao sistema global se relaciona com o sistema
ortogonal descrito acima, de modo que

cos2asin2a—ysinacosoz ( )
sin? o cos? o + y sin a cos v (2.20b)

= y(6082 o —sin® a) + ) sin av cos (2.20c)
(O = Q) cos o H Q) sin « (2.20d)

(O = —{@: sin o H{ @}, cos (2.20e)
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Considerando-se as relagoes das Eq. (2.20)), as Eq. (2.18]) se convertem para

H (82@ +I82|E (2.21a)

_ H (a;@@ +I6|EP) (2.21b)
m :@(1 g;?ﬂ (2.21¢)
E = @%V (2.21d)

@ = %V (2.21e)

2.4 EQUACAO DIFERENCIAL DA PLACA

KATSIKADELIS deriva a equagao governante das placas finas através da aplicagdo con-
junta do principio da energia potencial total minima e do cdlculo variacional, em detrimento da
obtencao da equacao através do equilibrio de esforcos internos de um elemento de placa na direcao
z. O método empregado pelo autor ndo sé permite uma obtengdo expressa da equacio diferencial
governante do sistema, mas também se permitem evidenciar as condigoes de contorno de maneira
direta e eficaz.

Considere uma placa como a da Fig. sujeita a um carregamento distribuido l‘, y), esforgos
de contorno Vn@ e esforgos de canto @ Os contornos dessa placa podem ser considerados apoi-
ados na direcdo transversal em elementos de mola de rigidez transversal , bem como apoiados
elasticamente por elementos de mola com rigidez rotacional H Os cantos podem ou néo estar

apoiados elasticamente em elementos de mola isolados de rigidez )

A energia potencial total [[I] de uma placa é a soma da sua energia de deformagao wu, devido a
flexado, sua energia elastica us proveniente de engastamentos e um potencial v de cargas externamente
aplicadas, de tal modo que

M=y + s + 0 (2:22)

Tendo em vista as hipdteses assumidas para placas finas, a energia de deformacao é dada pela
seguinte integral de volume:

o
up = 2/V(m + BBy + ThyfThy )V (2.23)

Utilizando-se das Eq. (2.14]) e (2.12)), integrando-se ao longo da espessura da placa e aplicando-se
as relagoes de deformagao-deslocamento (2.11)), a Eq. (2.23)) assume a seguinte forma:

* (o) oot o7\ 2
é[(ag) <8y2> +8:U2(9y2+2<1 D (89381/) m (2.24)

A energia eldstica devido ao engastamento dos suportes é dada por:

U@
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E a energia potencial devido a cargas externas é definida por:

-G HBBDE e
Finalmente, pode-se reescrever a Eq. de modo que
oMl 0%l 0%
In= JéﬂF 0x2’ Oy?’ 8:663/)
1 , Jhut\ 1 Bl b
SRRE R
LEEDE

0% o4\ | 9%l %l 0%\ 2
T2 [<3$2> + ((f)y2> +8x28y2+2(1 D <8x8y> ] — flw (2.28)

Da Eq. (2.28) podem-se deduzir algumas relagdes pertinentes:

—
g

em que

8F (2.29a)

. :Hm doy) = , (2.20D)
ZEI( { ., — y (2.290)
oF :@' my _ (2.294)

Nos quais os subscritos zz,yy e zy (e futuramente n’, t’, ’ e y’) denotam as derivadas do desloca-
mento em relacdo as varidveis correlatas. As condigoes de equilibrio da placa requerem que o primeiro
diferencial da energia potencial total seja nulo, portanto, do calculo variacional, das relagoes
e da Eq. , obtém-se que

o [+ {
+ [ Ol (R k) - 00
- T - 5 [ (R 44 o

A Eq. { expressa o principio dos trabalhos virtuais para uma placa em flexdo. As derivadas
dos dlferen(nals flews fwley, ul,y podem ainda ser eliminadas integrando-se as integrais de dominio da
equacao acima duas vezes por partes, utilizando-se o Teorema de Gauss-Green.

nas k quinas pode ser representada por |

relagoes (2.21) e que

Vale colocar que o momento torsor nao ¢é continuo nos ponto de canto, cuja descontinuidade

:.,+ I Considerando-se o supracitado, as
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[l =W}, cos a« {w} sin « (2.31a)
[wh = W sina {w cos o (2.31b)

a Eq. (2.30) assume a seguinte forma:

' ’Q( ) ' (@ = Muts + by = Vo Jowlds (2.32)
+ Z[kék) — [Mi] ﬁ]éwk =0
k

Uma vez que as quantidades /, sao arbitrarias, a Eq. (2.32)) produz a seguinte equagao
diferencial:

My oo — 2May oy + Myyy = —El (2-33)

com as condicdes de contorno de

t75 + ky@l: Vi ou em (2.34a)
— kw]y ou [w}y ={wf;, em (2.34b)
kgk) — [Mne] :@; ou nos k cantos (2.34c¢)

Como pode-se perceber da Eq. (2.34c]), o termo [M,]x representa, fisicamente, um forgamento
ficticio concentrado nos cantos da placa. A Fig. mostra um artificio utilizado por kirchhoff para
representar a forga ficticia:

z/j\_\’-gdsw1
@ ey _ap® |

i R™
[ R, =RY - R” =|M,],

Figura 2.5: Dispositivo utilizado por Kirchhoff para interpretacao dos forgamentos de canto (KATSI-

KADELIS, [2014).

Finalmente, a Eq. (2.33), também conhecida como equacgao diferencial da placa, pode também
ser expressa em fungdao dos deslocamentos, levando-se em conta as relagoes (2.18)):

DV fud L] em [0 (2.35)
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em que

s o o
ot T Poszay

— 2.
0x20y? = oy* (2.36)

vi=(V?)?=

representa o operador biharmonico.

2.5 CONDICOES DE CONTORNO

As condigoes de contorno descritas em ([2.34)) para a teoria de placas finas podem ser expressas
por

ladfwl Hob Vil Lok em [ (2.37a)

21%‘ +E|2 em (2.37D)

e para placas nao-suaves, devem-se complementar as condi¢des de contorno com a seguinte con-
dicdo de canto:

crfw]+ c2 e [Tl = cs (2.38)

em que:
e o} = (88 sao funcoes a serem especificadas dependendo do tipo de suporte do
contorno da placa;
e ¢, sao constates especificas dos k cantos;

e M, V, T sao operadores diferenciais definidos por

M = H V2 4 i—l SEP] (2.39a)
o [ 0
V= H Lmv? - (&ﬂdﬁl)] (2.39b)

T :@(1 a%;ﬂ (2.39¢)

Os termos representam as densidades de momento fletor [M],, de esfor¢o cisalhante
equivalente V,, e de momento torsor [M},;, respectivamente. As condigdes de contorno como descritas
em sdo equacoes generalizadas, sendo que as condi¢Ges de contorno convencionais podem ser
obtidas especificando-se devidamente as fungoes|o} e[B}. Desta maneira, uma borda qualquer da placa
tem as condigoes de contorno como descritas na Tab. [I]

Tabela 1: Condig¢oes de contorno relativas ao suporte de uma placa.

ar az a3 [ P2 B3
0 0 1 0 0

Engaste @ =0)
Apoio snnples 0 . =0)
0

Apoio fixo ( 6‘% n|=0,V, =
Aresta livre (Ml,7 =0,Vg=0)

1 0
0 0
1 0
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Vale colocar também que, para contornos curvilineos, é conveniente o uso do par de coordenadas
intrinsecas |s| (comprimento de arco) e [n| (vetor normal exterior ao contorno). Dessa forma, podem-se
reescrever as derivadas de contorno usando as seguintes relacoes:

aa o

mdﬂ ;méﬁl (2.40a)
0 0 Ol

% - 51% 5(% (2.40D)
0 0

o e (2.40c)

Uma vez que para o escopo desse projeto apenas se avaliam placas de contornos retilineos, tem-se
que K = 0 e que as variaveis [t| e [s| sdo idénticas. Finalmente, das relagoes (2.40)), as resultantes de
tensao presentes nos contornos da placa sdo descritos por

- Hg fo (%) o
n——:| ’I I gﬂ a;a.%ﬂ (2.41D)
%I,,t:—l) gz;% (2.41¢)
@H--”%@l 2t

Uma vez obtidos a equacdo diferencial da placa, suas condi¢bes de contorno e os operadores
diferenciais de momento fletor, torsor e de carregamentos cisalhantes, pode-se iniciar a aplicacdo do
Método de Elementos de Contorno em para a obtencao das equacdes integrais de contorno que
regem o problema da placa.




CAPITULO 3

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 IDENTIDADE DE RAYLEIGH-GREEN

Considere a placa bidimensional apresentada na Fig. [2.1] Considere agora que o contorno do
dominio [ é de fato formado por K + 1 curvas nao interconexas, denominadas [[h [T}, ... [T} formando
o contorno |['| = U’;(:, e que ha uma densidade de carga em um ponto () causada por uma forga
unitaria concentrada em P (Fig. (3.1]).

Figura 3.1: Geometria da placa e notagoes utilizadas (KATSIKADELIS, [2014 - modificada).

Primeiramente, a fim de se obter uma representacao integral da solucdo das equagoes da placa,
deve-se estabelecer uma identidade reciproca para o operador biharménico (2.36)). Parte-se portanto
da identidade de Green para o operador laplaciano V2, que dita que, para duas funcdes f = f(z,y) e

g = g(z,y), tem-se que
Lavr- fVQg) — [(s5 - 152 ) as (3.1)

que para f = V e g = v, torna-se
Jé](uv— v%) = é (U;HV— vSZ) ds (3.2)

25
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de maneira correlata, para f e g = V2v, obtém-se

dul []0
AR Tive Vi) dQ|= ‘ V20— —w-V? :
! U) ( "on 8n v) ds (3:3)

Somar as Eq. (3.2) e (3.3)) resulta

uv‘l4 Jél ZEIIV2 v’l+v2 (3.4)

A relagdo acima se mantém verdadeira para quaisquer fungoes [w] v que sejam quatro vezes dife-
rencidveis dentro de [(J] e trés vezes dentro de [[] Esta envolve, na integracao do seu lado direito, as
quantidades on, V e 8V8n. Os primeiros dois termos representam a deflexdo do plano
médio da placa e a inclinagao na direcdo normal ao contorno da placa, enquanto os dois tltimos nao
tém significado fisico direto, a ndo ser em ocasides especificas.

A identidade reciproca da Eq. néo é, portanto, suficiente para uma formulagao em Método
de Elementos de Contorno direto para o problema flexural de placas, a ndo ser que esta seja convertida
para conter quantidades de contorno com significado fisico direto. Dessa forma, ao ser manipulada para
conter os parametros de contorno Mw, Mv, Vw, Vv, a Eq. se transforma na seguinte integral de

contorno:
41(”(% ZI{ l & ﬂ amvzv> " (3.5)
o "H oo %J") i
Em que

= ;wuk [[Tvuw (3.

Reorganiza-se e reescreve-se a Eq. (3.5]), portanto, da seguinte forma:

Ellén (7 {f) Jé VI oo %—D t (3.7)
+Z [[k~l[[Tv

A relagdo imediatamente acima é conhecida como Identidade Generalizada de Rayleigh-Green e
envolve pardmetros de significados geométricos e fisicos diretos, em que:

e [w|é a deflexdo de determinado ponto da placa;
. ¢ a inclinacdo normal A placa;
o [Mw| = My é o momento fletor de determinado ponto;

= Vg € o esforco cisalhante da placa.

Rearranjando-se os termos da Eq. (3.7)) novamente, tem-se que

kb @V' - [(Vd]- b —Z [[k:
f@ 44:‘”— —1{%

(3.8)
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A Eq. (3.8) expressa o Teorema Reciproco de Betti para placas de Kirchhoff. Pode-se perceber a
presenca dos termos de canto [[ k> [Tv]k, que no caso representam o trabalho de esforcos de canto
ficticios e sao direcionados normalmente ao eixo z, quando produzida por momentos torsores positivos.

3.2 A SOLUCAO FUNDAMENTAL

A solugao fundamental da Eq. (2.35) é a solugao particular singular da relagao

[Dv*o = 6(Q - P) (3.9)

Em que §(Q — P) é a funcdo delta de Dirac representando a densidade de carga em um ponto
Q: devido a uma forca transversal unitaria em um ponto P : {z,y}. Fisicamente, a solugao da
equagdo acima é uma funcao de dois pontos v = v(Q, P) que representa o deslocamento em um ponto
Q@ (ponto de campo) causado por uma forga concentrada unitdria em um ponto P (ponto de fonte) de
uma placa de extensdo infinita e rigidez flexural [D] Vale colocar que a solugdo v é axissimétrica ao
ponto de fonte P.

Reescrever-se a Eq. (3.9) em coordenadas polares com origem no ponto de fonte P resulta na
seguinte relagdo:

1d d\ [1d
V3(V2v ‘I ) { _ol 0 3.10
v -za(le) oo (e ? (310
em que: |Q — P| = [— )% + (g — y)?]*/? é a distancia entre os pontos P e Q.
Integracoes sucessivas da Eq. (3.10) resultam em

o) = i mm+ CH + CsInm+ €y (3.11)

em que C;(i = 1,2,3,4) sdo constantes de integragdo que podem ser determinadas das seguintes
consideracgoes fisicas:

° v deve ser finito em : 0;
° v deve ser delimitado no infinito;

e As forcas transversais em qualquer particdo infinitesimal da placa devem estar em equilibrio.

Uma vez que se procura uma solu¢ao particular para a Eq. (3.9), pode-se determinar que Cy = 0.
Ademais, das primeira e segunda condigoes, respectivamente, tem-se que Cs, C'5 = 0. Dessa forma, a

Eq. (3.11) torna-se
o) = Cff Inm (3.12)

A terceira condi¢ao imposta define que, para um contorno [}y de um pequeno dominio (%) que
contenha o ponto ), a relagdo a seguir deve ser respeitada:

E Vods = > [To] +1=0 (3.13)
k

Das relagoes expressas em ([2.39), pode-se escrever que

Vo= @%V% - (%Tv (3.14)
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e a Eq. (3.13) pode, portanto, ser reescrita como

~|§|Jéb (%v%ds - Jéb %Tvds - zk:[[Tv]]k +1=0 (3.15)

Levando-se em consideragao que

0
Jéb a—aTvds =— ;[[Tv]]k

obtém-se que

0, B
Hjéb gV s +1=0 (3.16)

Da Eq. (3.11]), obtém-se entao que

Vi = I;I;H %) =4C1 (1 + Inm)

a%v% =40, é@

A derivada normal [ify ¢ calculada a partir das coordenadas do ponto Q. Sabendo-se que

0 4
—V?v = O = cos[@
ol 'm
em que |¢| ¢ o angulo entre os vetores || e m (Fig. . Pode-se estabelecer que o dominio é
delimitado por um circulo de raio El centrado em P (r|= 0) sem ferir a generalidade do problema (Fig.

53).

_ Q(&m)

-

) = 7]
4 P
1 \
I ]
Fitoocoocooooo { I
1
1 P('T:ay) :

1 !

v /

v /

\\ s
\\.\ (Qﬂ) ’II F

e ——

Figura 3.2: Dominio circular de raio B (KATSIKADELIS, 2014]).

A partir de tal pressuposto, tem-se que o angulo[@]é igual a zero para todos os pontos do contorno
de|()h e a Eq. (3.16) pode ser reescrita como

27r4
B -
0 [P
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cuja resolucdo da integral define que

1

Finalmente, com o valor da constante acima conhecido, tem-se que a solucdo fundamental para
o problema flexural das placas (3.12]) assume a seguinte forma:

L b
v = 8 Inm (3.18)

Que é simétrica em relacdo aos pontos P e @, ou seja, v(P,Q) = v(Q, P). Os pontos de fonte e

de campo sao, portanto, intercambiaveis entre si.

3.3 REPRESENTACAO INTEGRAL DA SOLUCAO

A representacao integral da equacao da placa (2.35) advém da identidade de Rayleigh-Green,
representada na Eq. (3.7). Com base nas Eq. (2.39), as fungoes presentes em (3.7 se definem como

I [h
= 1 Nl
v S ") nm (3.19a)

o 1 EH,L(I +2Inr) (3.19b)

on ~ 8aD
1
Mv = —87T[2(11nr)+(3 r,21+(1+7“t2] (3.19¢)
1
Vo =2+ (1|9~ 72) (3190)

1
Tv = E(l rnrt (3.19¢)

em que

= 387; = cos|d] (3.20a)
o sin[d| (3.20b)
ot,

r=l¢—Pl; ¢ { T} P:{x,y} 49 (3.20¢)

Considera-se agora um ponto P pertencente ao dominio As fungoes descritas em (2.39) sao

continuas em todos os pontos, exceto em P, ji que r(P) = 0. Formando-se um dominio aritrario
= —Q,, que resulta da subtragdo de um dominio circular €2, de raio p centrado em P do dominio

Q (Fig. B.3).
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T

Figura 3.3: Dominios [ e [()], (KATSIKADELIS, [2014)).

Aplicando-se (3.7)) para o dominio Q* e sabendo-se que 6(¢ — P) = 0 quando P ¢ Q*, tem-se que

0= évfdeLé(va—wVv— @MUH— ava) ds—
an on

(3.21)
=Y w[Tw]p — w[Tv]y) + Im,
k
em que
In, = é va wVv — gnMw + ?;:Mv> ds (3.22)

Para pontos q Emo sabe-se que r = p, ¢ = m, r, = —1, 1, = 0. Pode-se provar que, para tais
pontos,

hm Ir, = ~l<P (3.23)

e aplicando-se o limite acima em (3.21]) obtém-se a representagio integral da solug ao da fungao
deslocamento transversal ] em um dominio [OF

w(P) = vfdQ+ [ [vVw —wVv — a—M + @MU ds—
471 = [frrie s g g+ )

3.24
= ([Twls — w[To]) 220
k

Pode-se ainda aplicar um procedimento semelhante ao da Eq. (3.4) em (3.24) para representé-la
da seguinte forma:

0 ov ow
é é 2 2, 2, 2
( )= [ vfdQ)—D [v Vew — wanv anv anv v|ds (3.25)

3.4 EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

As Eq. (3.24) e (3:25) permitem o célculo da deflexdo transversal [w| P) em determinado ponto P
do dominio [ da placa, caso sejam conhecidos os valores da deflexdo transversal da sua derivada
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normal ao contorno dw/0n, dos momentos fletores Mw e dos esforgos cisalhantes Vw no contorno
da placa, bem como os esforgos de canto [Tw];. No entanto, em um problema bem-posto, apenas
duas das varidveis de contorno sdo conhecidas a priori. Portanto, deve-se formular um par de equacoes
integrais de contorno cuja solugao seja de fato as variaveis de contorno desconhecidas.

3.4.1 Primeira Equacao de Contorno

tangent

Figura 3.4: Dominios [0} e (),) (KATSIKADELIS, 2014).

A primeira equagao de contorno pode ser obtida através da formulagao de para as funcgoes
e v em um ponto p do contorno Para tanto, aplica-se a identidade reciproca descrita em
para um dominio (Fig. [3.4)) e o limite p — 0 na equagao resultante, fornecendo-se assim a seguinte
equacao integral de contorno:

a P)= [ vfdQ+ (va—wVv—ava+8va> ds
2 on on

3.26
- Z(v[[Tw]]k — w[Tv]) (3.26)
k

Vale colocar que para pontos de canto os termos relevantes devem ser omitidos do somatorio
acima.

3.4.2 Segunda Equacao de Contorno

De maneira andloga & equacdo anterior, considera-se um dominio [ como o da Fig. No
entanto, o método de obtencdo da segunda equagdo integral de contorno consiste em formular a
identidade reciproca para as fungbes W = w — w(p) e v, em que p I Derivando-se a equagao
resultante em relacdo ao vetor normal v(v,, ) externo ao contorno, obtém-se que

on on
=Y ([Twler — [w —w@)[T]x) + I, — [ 1
k*

ovy ow
0= vy fdQY + vWw — [w—wp)|Vvy — —Mw+ —Muv; | ds—
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em que:

v = &r%rry(l +2lnr) (3.28a)

?;7}11 = 87rLD[2(7*nrl, + rre) Inr + 3rpry + ey (3.28Db)

Muv; = —4—;[(1 +v)ry + 2(1 — v)rprery] (3.28¢)

Vo, = — 473T2 {[(v = 3) +2(1 — v)r{](rary — rerr) +4(1 — v)raret.} (3.28d)
Tv, = 14;: (r2 —r2)r;) (3.28¢)

Nas equacdes acima, os subscritos n, ¢, v, 7 indicam em que dire¢do esta se derivando a funcao r;
pode-se dizer ainda que, se

Uy = COSW; vy = sinw; (3.29)

sao os cossenos diretores de ¥ em um ponto pdo contorno, entao:

Ty = +ryvy = —(vg coslll+ vy sinld) (3.30a)
rr = ry(—sinw) 4+ 1y cosw = vy, coslll — v, sin (3.30b)

Desenvolvendo o limite p — 0 para as fungoes descritas em (3.28)), obtém-se que

i, — 1y = — [l (p) H el (0)] (3.31)

em que

HZ = I/x — % B sin? . + siHQ@/y]E (3.32a)
EL = I/y — % [sin2 W — ;sin2@/y]§ (3.32b)
Finalmente, utilizando-se de , a Eq. torna-se
ufuly (o) + aufol ) = [ o fac
—|—Jé| (vﬂ/w —wVwv — ?;;lle + ?;)Mm) ds (3.33)

— Z(vl [Tw]r — w[Tvi]x)
k

As Eq. e constituem o par de equacdes que, quando discretizadas e aplicadas aos
elementos de contorno da placa, formam as relagées de compatibilidade necessarias para se obter as
varidveis de contorno fw}, dw/OnMw,Vw. Vale mencionar também que as condigdes de carregamento
e suportes da placa analisada determinam apenas duas das quatro varidveis de contorno.
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3.5 RESULTANTES DE TENSAO

A partir da obtengao das variaveis de contorno através da resolucao simultanea de ([3.26)) e (3.33)),
a deflexdo (P) pode ser calculada para qualquer ponto do dominio por meio da Eq. (3.25). A
partir deste, pode-se iniciar o processo de calculo dos momentos fletores M, M,, M,, e dos esforcos

de cisalhamento @, Q, através das Eq. .

Percebe-se destas que seus valores podem ser calculados conhecendo-se as segundas e terceiras
varidveis de fw) ou mais especificamente 0%w/dz%, 0*w/0y?, 0*w/0xy, OV>w/0x, OV*w/dy (ou em
na notacao utilizada anteriormente wgz, Wyy, Way, V2w, V2fwy). Consequentemente, aplicando-se o
laplaciano e diferenciagio direta em , podem-se obter as seguintes derivadas necessarias para o
célculo dos esforgos internos da placa:

o (P) = éﬂvmfdﬁ

(3.34)
—D Jé (umv%n — wv%nm — UmmVQw + an%m) ds
[, (P) = évyy 4
(3.35)
- D A (vyyv2wn — wvzvn,yy - 'Un,yyv2w + wTLV2’Uyy) ds
iy (P) = [ vy a0
(3.36)
—D Jé (vxyVan — IUVZUn,xy — vn7xyv2w + an%Iy) ds
‘, (P) = Jéﬂv%x FdQ—D A (V20, V20, — V0, V) ds (3.37)

V(P) - éﬂv%y fdQ - D Aj (V20, V2w, — V20, VP0) ds (3.38)

As segundas, terceiras e quartas derivadas de v presentes em (3.34) a (3.38]) sdo obtidas através
da diferenciacao direta da solugdo fundamental presente em ((3.12]).
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Uma vez obtidas as Eq. e através do Método de Elementos de Contorno - e
considerando-se que suas resolucoes analiticas estao fora de cogitacdo por sua complexidade - pode-se
discretizar o contorno[[]da placa em N elementos de contorno. Os elementos utilizados nesse trabalho
sdo do tipo constante.

A distribuigdo das varidveis de contorno [wl[w},, Mw, Vw séo consideradas constantes e iguais ao
seu valor no ponto nodal do elemento de contorno em questdo. Designando-se as variaveis de contorno
no i-ésimo elemento como , M:, Vi (i =1,..,N) e os deslocamentos e forcas concentradas no
k-ésimo canto, RF(k=1, ..., N.) para os N, elementos de canto, adquirem-se as seguintes equagoes
discretizadas de contorno:

1. N equagdes provenientes de (3.26|) aplicadas aos N pontos nodais:

1 N N R ,
o wf + Z Vol 9w — Z[Mv]”wﬁl - Z[[Tv}]”wf =
j=1 j=1 k=1 (4 1)
N N Ne '
[V — ij j_ ik pk i
Z Vw Z[vn] Muw Z[v] R* + F}
j=1 7=1 k=1
2. N, equagoes provenientes de (3.26]) aplicadas aos N, pontos de canto:
N N N ‘
Q—w + Z [Volhw! — Z[Mv]ljwfl - Z[[Tv]]ljwéc =
j=1 7=1 k=1 (4 2)
N Ne :
lJ J lj i Ik pk l
Z Vw Z[ ] Mw > [v"*RF+ F
j=1 j=1 k=1k1
3. N equagdes provenientes de (3.33)) aplicadas aos N pontos nodais:
1 N N N g
2 L+ Z Vo) w! — z:[le]”w,]1 - Z[[Tvl]]”wf =
j=1 j=1 k=1
(4.3)
N N Ne¢
2] i i J ik pk 7
Z v Vw Z[vln} Muw Z[’Ul] R" + F3
j=1 j=1 k=1
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As matrizes nas equacoes acima representam as seguintes integrais de contorno:

o = [eondse g = [ 20D, g = [ s, (e
V]9 = é Vu(pi, q)dsg, [01]¥ = é} v1(pi, q)dsq, [v1n]7 = é 81)152?;’@ dsq,  (4.4d-f)

[le]ij = Jé? Muvi(pi, q)dsq, [Vvl]ij = é? Vi (pi, q)dsg, [[Tv]]ik = [[Tv(pi,qk)]]ik, (4.4g-1)

[Tul® = [To i g)l*,  Fi = éfv(pi,Q)7 B = éfvm,cz), (4.451)
Fj = é]fvl(pz‘,Q) (4.4m)

Nas quais:

° é o j-ésimo elemento (segmento de linha) no qual a integragéo esta sendo efetuada,;
e p;, q sao respectivamente o i-ésimo ponto fonte nodal e o j-ésimo ponto campo do contorno;

® Py, g, sdo respectivamente o 1-ésimo ponto fonte de canto e o k-ésimo ponto campo de canto.

As Eq. (4.1), (4.2) e (4.3) podem ser representadas combinadamente em forma matricial, de

modo que:

w Vv
H{w.;,=G{R >+ F (4.5)

Wy, M

Em que:
Vo7 + 56 —[To]*  —[Mv]”
H=|[Vv]YV + 2701 —[[Tv]]lf“k —[[Mv]]ljl (4.6)
[Vvl]” —[[Tvl]]Z _[[MU]]” + 551'3' (2N+N.)x (2N+N,)

)7 —[o]* —[va]?

G=|[PY P o]V (4.7)
[1]7 —[on]™ ~[v1n]" (2N+N.)x (2N+N,)

Fy
F={F, (4.8)

F3
Fl - {Fli}le F2 - {FQZ}NCXI F3 - {Fg}le (4.9&-C)
W= {wi}le We = {wé}chl Wn = {w%}le (4.9d-f)
V= {Vwi}le R = {Rk}chl M = {Mwi}le (4'9g_i)

A Eq. (4.5)) constitui um sistema linear de apenas 2N + N, equagdes para 4N + 2N, varidveis

de contorno desconhecidas. De modo a se resolver o sistema e se obter as variaveis de contorno,
outras 2N + N, equagdes sdo necessarias. As equagoOes restantes advém das condigées de contorno
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aplicando-se a Eq. (2.37) para os N pontos nodais e a Eq. (2.38) para os N, pontos de canto, de
modo que:

w vV
H{w.;, =G{R;+F (4.10)
Wp, M
Em que
aq 0 0 (8] 0 0 a3
H=|0 ¢ 0], G=|0 c3 0], F={c3 (4.11)
0 0 B 0 0 B2 B3
e

® a2, 312 sao matrizes diagonais de N x N elementos;
e c1 2 sao matrizes diagonais de V. x N, elementos;

e a3, B3, c3 sdo vetores com as respectivas dimensoes.

Os sistemas (4.5) e (4.10) sdo combinados e resolvidos simultaneamente, retornando as varidveis
de contorno descritas em (4.9d-i). A deflexao (P) de um ponto P qualquer interno ao dominio
pode, finalmente, ser calculada através da versao discretizada de (3.24):

N
= Z ( VPpVw! — [Volhw! — (v, Muw’ + [MvEDwZL) —
— Z (vak — [[TU]]’I%wk)
k

(4.12)

4.1 CALCULO DAS INTEGRAIS DE DOMINIO

Os forcamentos da placa em analise sdo expressos na Eq. através da integral de dominio
da densidade de carga [f] multiplicada & solugao fundamental v, ou através da matriz F na sua versao
discretizada em . Sabe-se também que, de acordo com o tipo de carregamento sob o qual a placa
esta sujeita, o comportamento da integral de dominio - consequentemente da sua versao discretizada
- varia. KATSIKADELIS (2014} distingue, portanto, as seguintes condi¢oes de carregamento:

e Carregamento concentrado F' em um ponto Qo interno ao dominio [(%

Fi=Fu(p;—Qv),  Fy=Folp—Qv),  F5=Fui(p;— Qo) (4.13a-c)

e Momento concentrado M,, em um ponto Qo interno ao dominio [{J] agindo ao redor de um vetor
normal a uma direcdo fixa m(my, my):

dv(p; — Qo)

om ’

ov1(pi — Qo)

ov
Fy =~ My, om

Fi=—M, (4.14a-c)

e Carregamento linear f* agindo ao longo de ua linha L*:

L

ka/ o(pi, 5)ds, ka/ v(pr, 8)ds, F§=Zf,:/ ni(pi,s)ds  (4.15a-c)

k=1 7Lk
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4.2 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Com base na fundamentacio tedérica e na metodologia apresentadas anteriormente, propde-se
uma rotina computacional que segue o seguinte fluxograma (Fig. 4.1)):

Jefiniciio de dados
de entrada

PLEBECOMN

Importagéo de resultados
das Rotinas de MEC

Plotagem dos
resultados

Figura 4.1: Fluxograma de funcionamento da rotina proposta.

A rotina utilizada para obtencdo do deslocamento e dos esforcos internos de uma placa sob
condigdes de carregamento e suporte especificas consiste em modificagdes e aprimoramentos das rotinas
de analise em MEC de elementos constantes para placas estaticas PLBECON (KATSIKADELIS| 2014)

e AssemblyThinPlates (SOUSA| [2016).

A geometria da placa é definida, sua malha é gerada e exportada para uma rotina desenvolvida
em Python na qual se definem as condigoes de suporte e carregamento. A rotina entdo chama as
subrotinas de integracdo numérica e algebra vetorial de PLBECON e entrega como dados de saida o
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grafico de deslocamento apés atuacao dos forcamentos na placa.

Os programas desenvolvidos e utilizados para analise de placas seguem, finalmente, o seguinte
sequenciamento légico:

1. Definicao da geometria da placa e formulacao da malha:

Foram avaliadas diversas opg¢oes para se simplificar a construgdo da geometria da placa para as
rotinas supracitadas, como a utilizacao da plataforma GMSH, a criacdo de uma GUI através do
submédulo PyQt5 e a definigdo dos pardmetros através da linha de comando (CLI).

Ainda que a definicdo da geometria ainda dependa da definicdo das coordenadas dos vértices
da placa no espago (e subsequentemente da relagdo entre estas para formagdo das arestas), a
utilizacdo do CLI se mostrou uma excelente alternativa para se gerar os dados de entrada para
a rotina, como se pode ver no Apéndice A.

No que tange a geracdo da malha, o contorno é definido como a subdivisdo das arestas em
pontos nodais e extremidades, como visto na Fig. Foi analisada também a criagdo de
pontos internos retangulares e de formato arbitrario.

A primeira pode ser de implementacido expressivamente simplificada, mas para geometrias de
placa mais complexas uma malha retangular nao representa suficientemente bem o seu dominio.
Portanto, desenvolveu-se uma rotina que gera uma malha retangular e a compara com a geo-
metria da placa, eliminando os pontos que nao pertencem a geometria, através da avaliacdo da
seguinte integral:

e= /T—"dr (4.16)
em que

(556 - xln) + (ye - yzn)
[(ze = Tin)? + (Ye — Yin)?||

(4.17)

Ty =

Em que x¢, Ye, Tin, Yin, S20 respectivamente as coordenadas dos pontos do contorno e as coor-
denadas dos pontos internos. Caso o resultado da integral acima seja 1, o ponto pertence ao
dominio e é mantido na malha. Caso nao, ele é eliminado. Dessa forma, podem-se gerar pontos
internos para geometrias de placa arbitraria satisfatoriamente.

2. Determinacao das condigGes de contorno de suporte e imposicao dos forcamentos
submetidos a placa:

Através ainda das linhas de comando e através da andlise austera das funcbes de contorno
utilizadas por ambos os autores citados imediatamente acima, foram definidas strings relativas
a cada condigao descrita na Tab. 1, de forma que, para a rotina de SOUSA (2016) por exemplo:

e ’engaste’, correspondente as fungdes de contorno [0 0000 0 0 0];
e ’apoio livre’ correspondente as fungdes de contorno [1 01010 1 0J;

e ’apoio fixo’ correspondente as fungdes de contorno [1 11011 1 0];

‘aresta livre’ correspondente as fungdes de contorno [1 111111 1.

Os forcamentos, por sua vez, foram definidos também por CLI. Para tipos mais complexos de
forcamento, como o presente no estudo de caso 2 deste trabalho, a imposi¢ao do forcamento é
feita manualmente no arquivo de entrada gerado.

3. Importacgao as rotinas de MEC:

Uma vez gerada a malha e definidas as condigoes de operacdo da placa, arquivos de entrada
para as rotinas supracitadas sdo geradas e estas podem ser executadas. Para a rotina de SOUSA
(2016) utilizou-se o submédulo de integracao Python-Matlab matlab.engine, que permite que
um cbédigo em formato .m seja incorporado a uma rotina em formato .py, de forma que
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import matlab.engine
eng = matlab.engine.start_matlab ()
eng.AssemblyThinPlates (nargout=0)

De maneira correlata, para a rotina de KATSIKADELIS (2014), desenvolvida em FORTRAN,
utiliza-se o submdédulo f2py do médulo numpy para realizar a integragdo entre as rotinas:

from numpy import f2py

import subprocess

with open("PLBECON.FOR") as sourcefile:
sourcecode = sourcefile.read()

f2py.compile (sourcecode)

subprocess.call(["a.out"])

. Plotagem dos resultados:

Uma vez solucionado o problema de contorno, a rotina desenvolvida recebe os dados de saida
das rotinas explicitadas acima (por meio de modificagoes nestas para salvar o deslocamento
transversal dos pontos da placa em arquivos de texto) e a plotagem dos resultados é dada pela
funcao de graficos de contorno contourf do submédulo matplotlib.pyplot (Apéndice A).



CAPITULO 5

RESULTADOS OBTIDOS

Neste capitulo apresentam-se alguns dos resultados numéricos obtidos através da implementacao
da metodologia descrita neste trabalho. Estudos de caso foram propostos de modo a se fazerem
possiveis comparagdes entre os resultados obtidos por trabalhos de outros autores ja publicados. Desse
modo, os estudos de caso propostos para validar a metodologia e o ferramental numérico utilizados
sao os seguintes:

e Estudo de caso 1: Placa quadrada engastada nas quatro arestas submetida a carregamento
uniformemente distribuido por sua superficie (SOUSA| 2016);

e Estudo de caso 2: Placa triangular simplesmente apoiada submetida a carregamento uniforme-
mente distribuido por sua superficie (KATSIKADELIS| 2014]).

Primeiramente, para cada um dos estudos de caso descritos acima, expoe-se a esquematizacao
do problema a ser analisado. Em seguida, os parametros fisicos e numéricos de cada sao elencados,
em conjunto com a malha gerada para se resolver o problema. Finalmente, alguns resultados graficos
sdo apresentados, bem como resultados tabelados nos quais se compara o deslocamento obtido pela
metodologia aplicada neste trabalho com o de outros autores. Segue ainda uma breve discussao acerca
dos resultados e de suas eventuais discrepancias.

5.1 ESTUDO DE CASO 1: PLACA QUADRADA

q =100 N/m?
o L

L

Figura 5.1: Representacdo esquemética da placa analisada.

O primeiro caso analisado para se confirmar a aplicabilidade da rotina desenvolvida foi um dos
exemplos numéricos de SOUSA (2016). Neste, uma placa engastada nas suas quatro arestas sofre um

40
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5.1. ESTUDO DE CASO 1: PLACA QUADRADA

carregamento distribuido de 100 N/m? por toda sua superficie (Fig. |5.1). As propriedades geométricas

e materiais da placa podem ser vistas na Tab.

Tabela 2: Propriedades geométricas e materiais do problema proposto.

0,008 210 0,3 100

1

Em que:

e [ é o comprimento das arestas da placa;

e t é a espessura da placa;

e I é o mbdulo de elasticidade do material;

a7

de Poisson do material;

¢ a razao

3

e ¢ ¢é a carga distribuida na placa.

As malhas geradas para a resolugdo do problema (Fig. [5.2) tem as seguintes propriedades:
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Figura 5.2: Malhas geradas para resolugao do problema da placa.

Nas quais os pontos azuis representam os pontos nodais dos elementos de contorno, as cruzes em
vermelho as extremidades dos elementos e os circulos em vermelho sdo os pontos internos. Uma vez
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geradas as malhas do problema e impostas as condigoes de contorno e de carregamento da placa, a
rotina aplica a metodologia exposta nos Capitulos 3 e 4 para calcular os deslocamentos transversais
da placa na qual foi submetido o forcamento. Como visto no trabalho de SOUSA (2016)), a solugdo

analitica para o deslocamento transversal no centro da placa é dado por:

0,00126¢qL* B
nalitico = ? = 1,403 -10 5m (51)

As Fig. [5.3ale[5.3b| mostram os deslocamentos transversais provenientes da resolugao do problema
da placa quadrada engastada. O gréafico gerado na Fig. se refere & malha de 80 elementos (Fig.
5.2d)).

w(x, y)

- 0.0000120

Total displacement

- 0.0000105

- 0.0000090

- 0.0000075

- 0.0000060

- 0.0000045

- 0.0000030

- 0.0000015

- 0.0000000

(a) Presente trabalho (b) SOUSA (2016)

Figura 5.3: Representacdo grafica do deslocamento transversal da placa quadrada analisada.

Uma breve afericdo visual j4 demonstra que o resultado obtido pelo autor estd condizente com o
resultado j4 validado de SOUSA . Em esforco andlogo ao do autor citado imediatamente acima,
aferiu-se o deslocamento transversal no centro P(0,0) da placa e comparou-se com a solugao analitica
do deslocamento do centro da placa .

O célculo do erro de truncamento do método é dado por:

€ — Wnumérico — Wanalitico % 100 (52)

Wanalitico

Finalmente, expoem-se os deslocamentos transversais do centro da placa e os erros de truncamento
correlatos das quatro malhas geradas para o problema:

Tabela 3: Deslocamento transversal do centro da placa analisada.

Ne w [x107°m] e [%]
40 1,3619 3,16
60 1,3741 2,36
80 1,3836 1,54
100 1,3957 0,75

De fato, os resultados obtidos no presente trabalho condizem com a literatura. Como era de se
esperar, a medida que se refina a malha o resultado se aproxima do deslocamento analitico obtido em

(1)

Espera-se que, uma vez que a rotina de calculo dos esforcos internos da placa esteja consolidado,
ensaios numéricos na plataforma ANSYS sejam capazes de validar a sua implementacao.
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5.2 ESTUDO DE CASO 2: PLACA TRIANGULAR SIMPLES-
MENTE APOIADA

De maneira andloga ao caso anterior, a implementacao da geracao de geometria, malha, suportes
e carregamento é posta a prova através de outro problema ja consolidado, bem como das rotinas
de calculo das matrizes de influéncia e resolucao de sistemas lineares. Desta vez, procura-se obter
resultados similares aos obtidos ao exemplo 2.2 do livro de KATSIKADELIS (2014). Neste, um
carregamento hidrostético de f = 10(a — y) kN/m é imposto na placa, cujas 3 arestas se encontram

em apoio simples (Fig. [5.4).

Figura 5.4: Propriedades geométricas da placa triangular estudada (KATSIKADELIS| 2014]).

As propriedades geométricas e materiais da placa sdo as seguintes:

Tabela 4: Propriedades geométricas e materiais do problema proposto.

am] t[m] FE[GPa] v q[kN/m]
2,5 0,005 210 0,3 10(a —y)

Novamente, gera-se a malha da placa em questao a partir da rotina de geragdo de geometria e
malha desenvolvida pelo autor. Para se analisar o problema, implementou-se uma malha de N, = 120
elementos de contorno e N;;, = 221 pontos internos (Fig. [5.5)).

25 :[il'
ok
% ¢ o
2 fft&)"?utﬁ
Y0000
oooocfl%sr
ReReRsNeNole.
ﬁ)uocout_}i
15¢ joooo000000E
foooouorzooﬂﬁ_
_\e"fCIDCJOOOOOOC.‘O's_
sl sRoReRsNeRoNoNeRs
1k 'COOOCOOOOC:‘}Q;
00000000000
sl eNeleReNoNoNoNoRelel
ReNeloNoReReNeNoNsRoNel
00000 DOOOO
0.5 000 o
000 o
Q00 o
[ole 0«

Figura 5.5: Malha gerada para resolugdo do problema da placa.

Ao compilar o algoritmo de Elementos de Contorno integrado a rotina desenvolvida podem-se
obter os dados de deslocamento transversal da placa em anélise (Fig. . Ambos graficos apontam a
solucoes similares, apresentando mais evidéncias da consolidacao do método aplicado, tanto no quesito
de geracao de malha quanto no de calculo de deslocamentos transversais e plotagem de resultados.
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w(X, y)

0.000 0.009 0.018 0.027 0.036 0.045 0.054 0.063

(a) Presente trabalho

2,5 1 | | 1 1 | |

1,5

(b) KATSIKADELIS (2014)

Figura 5.6: Representacao grafica do deslocamento transversal da placa triangular analisada.

De maneira similar ao estudo de caso anterior, compara-se o deslocamento transversal da placa
a uma altura a/5 = 0, 5m da base da placa:

Tabela 5: Deslocamentos transversais a uma altura a/5 da base da placa.

N, wlm]  €*[%]

Presente trabalho 120  0,04967 4,2

BEM - KATSIKADELIS (2014) 150  0,05296 2,0
FEM - KATSIKADELIS (2014) 10693 0,05190 -

Segundo KATSIKADELIS (2014), o ensaio em elementos finitos foi desenvolvido em plataforma
NASTRAN com 10693 elementos quadrilateros. Novamente, percebe-se que o erro de truncamento do
método implementado no presente trabalho apresenta fidelidade com métodos ja consolidados.



CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve seu inicio com uma extensa revisdo bibliografica acerca da andlise de
placas finas e da aplicabilidade do Método de Elementos de Contorno para a analise e aplicacdo
destas. Uma vez definida a necessidade de se ter uma rotina de anélise de placas por meio do MEC
cuja entrada de dados seja familiar ao estudante de engenharia, propos-se desenvolver um algoritmo
no qual a geometria, as condi¢des de suporte e os forcamentos da placa sejam facilmente fornecidos a
rotinas que aplicam o método direto explicitado neste relatério. A rotina entdo devolve os parametros
de contorno da resolucdo do problema da placa, bem como o deslocamento transversal interior da
placa.

Ainda que a pretensao inicial do projeto fosse a modelagem integral de um algoritmo de andlise
da associagdo de placas finas no espago com célculo dos esforcos internos das placas, a presenca de
singularidades do tipo Cauchy , 1/r e 1/r? nas nas submatrizes das matrizes de influéncia tornou o
processo de integracdo numérico deveras especifico e oneroso, ndo tornando capaz em tempo habil
a confeccao correta das matrizes de influéncia G e H. Tais dificuldades impediram o processo de
adicdo de multiplas placas no cédigo, como visto em SOUSA (2016), mas através de subrotinas ja
consolidadas na literatura (KATSIKADELIS| 2014)) o autor foi capaz de desenvolver um algoritmo de
analise de placas de formato arbitrario.

A partir dos dados coletados pode-se concluir que o algoritmo de anéalise linear estatica foi devida-
mente implementado. A rotina foi baseada no cédigo implementado por SOUSA (2016)) nas parti¢oes
de geracdo de geometria e malha do problema, enquanto o calculo dos deslocamentos transversais das
placas submetidas a for¢amentos foi conquistado através de modificagoes na rotina de KATSIKADE-
LIS (2014).

E de desejo do autor continuar a migracdo da rotina de associacdo de placas no espaco com
adigdo do calculo de esforgos internos para uma rotina integralmente em linguagem Python de autoria
prépria.

6.1 TRABALHOS FUTUROS
Como continuagao deste trabalho, o autor sugere as seguintes tarefas:

1. Implementacgao da representacao grafica de esforcos internos da placa;
2. Simulacao de placas com furos;
3. Adicionar compatibilidade com suportes internos a placa;

4. Implementacao de uma interface grafica de usuario para a rotina.
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APENDICE A

import subprocess

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d.art3d import Line3D
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import pandas as pd

from matplotlib.lines import Line2D

import os

import sys

import vtk

from PyQt5 import QtCore, QtGui

from PyQt5 import Qt

from vtk.qt.QVTKRenderWindowInteractor import QVTKRenderWindowInteractor
from numpy import £f2py

import subprocess

# Interface Gr fica da rotina:
class MainWindow (Qt.QMainWindow) :

def __init__(self, parent=None):
Qt.QMainWindow.__init__(self, parent)

self.frame = Qt.QFrame ()

self.vl = Qt.QVBoxLayout ()

self .vtkWidget = QVTKRenderWindowInteractor (self.frame)
self.vl.addWidget (self.vtkWidget)

self .ren = vtk.vtkRenderer ()
self.vtkWidget.GetRenderWindow () . AddRenderer (self .ren)
self.iren = self.vtkWidget.GetRenderWindow().GetInteractor ()

mapper = vtk.vtkPolyDataMapper ()
mapper.SetInputConnection(source.GetOutputPort ())

actor = vtk.vtkActor ()
actor.SetMapper (mapper)

self.ren.AddActor (actor)
self .ren.ResetCamera ()

self.frame.setlLayout (self.vl)
self.setCentralWidget (self.frame)

self.show ()
self.iren.Initialize ()
self.iren.Start ()

# Dados Relevantes:
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E = 210e9

nu = .3

t = .008

D=E = t *x 3 / (12 * (1 - nu **x 2))
fdens = -100

cc =0

ax = plt.gca(projection=’3d’)

# Fun es definidas:

def gradcon(a, b, x, tol):

# start = time.time ()

r = b - np.matmul(a, x)

p=r

rs0 = np.matmul (np.transpose(r), r)
rsl =1

count = 0

while np.sqrt(rsl) > tol:
Ap = np.matmul(a, p)
alpha = rsO/np.matmul (np.transpose(p), Ap)
x += alphax*p
r -= alpha*Ap
rsl = np.matmul (np.transpose(r), r)
p =1 + rsl/rsOxp
rs0 = rsi
count += 1
# end = time.time ()

# print (’{} iteracoes’.format (count))
# print (’{}s’.format (end - start))
return x

def angle_vecs(v_1, v_2):
vi_u = v_1 # / np.linalg.norm(v_1)
v2_u = v_2 # / np.linalg.norm(v_2)
return np.arccos(np.clip(np.dot(vi_u, v2_u), -1.0, 1.0))

# Gera o de malha e geometria:

print (’Gerando geometria e malha do problema:’)
nb = 1

ns = 4
nc = 4
alpha = 30
ms = np.array([[1l, 35, -.5, -.5, .5, -.5, 0, 1,
[1, 3, .5, -.5, .5, .5, 0],
[t, 36, .5, .5, -.5, .5, 0],
[1, 35, -.5, .5, -.5, -.5, 011)
mc = np.array([[0, -.5, -.5, O, O],
(o, .5, -.5, 0, 0],
(o, .5, .5, 0, 01,
[0, -.5, .5, 0, 011)
side_prop = [’engaste’,
’engaste’,
’engaste’,
’engaste’]
x1 = []
xb = []
yl = []
yb = []

for i in range(nc):
x1 = ms[i, 2]
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x2 = ms[i, 3]

y1 = ms[i, 4]

y2 = ms[i, 5]

ne = ms[i, 1]

dx = x2 - x1

dy = y2 - yi

x1i = np.array([xl + j * dx / ne for j in range(int(me))])

xbi = np.array([(xlil[j] + x1i[j + 1]1) / 2 for j in range(int(me - 1))])
yli = np.array([yl + j * dy / ne for j in range(int(mne))])

ybi = np.array([(ylil[j]l + ylil[j + 1]1) / 2 for j in range(int(me - 1))1)

x1.append(xli)
yl.append (yli)
xb.append (xbi)
yb.append (ybi)
x1 = np.ravel(xl)
yl = np.ravel(yl)
xb = np.ravel(xb)
yb = np.ravel(yb)

nix = 10

niy = 10

ax = np.amax(xl) - np.amin(xl)
by = np.amax(yl) - np.amin(yl)
dxin = ax/(nix+1)

dyin = by/(niy+1)

xint = np.zeros(nix*niy)

yint = np.zeros (nix*niy)

for i in range(niy):
for j in range(nix):
k = i*nix+j
xint [k] = np.amin(xl) + (j+1)+*dxin
yint [k] = np.amin(yl) + (j+1)*dyin

xint, yint = np.meshgrid(xint, yint)

plt.plot(xl, yl, ’m+’,mew=.50)

plt.plot(xb, yb, ’b.’,mew=.10)

plt.plot (xint, yint, ’ro’, mew=.10, fillstyle = ’none’)
plt.show ()

# Gera o de dados de entrada (PLBECON) :
# print (’Gerando dados de entrada do problema:’)

f = open(’dad.daf’, ’w+’)

f.write(’{} {} {} \n’.format(E,nu,t))

for value in x1:
f.write(’{}\n’.format (value))

for value in yl:
f.wurite(’{}\n’.format (value))

for value in xint:
f.write(’{}\n’.format (value))

for value in yint:
f.write(’{}\n’.format (value))
# Gera o de dados de entrada (Assemblythinplates):
print (’Gerando dados de entrada do problema:’)
f = open(’dad.m’, ’w+’)
# print (PONTO)

for i in range(nc):
if i == 0:
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o1

f.write("PONTO = [ {} {} {} O\n ".format(i+1, ms([i, 2], ms[i,
elif i == :

f.write(’{} {} {} 0];\n’.format(i + 1, ms[i, 2], ms[i, 3]1))
else:

f.write(’{} {} {} O\n’.format(i+1, ms[i, 2], ms[i, 3]))

for i in range(nc):

if i ==

f.write("LINHA = [ {} {} {} \n ".format(i+1, 1, 2))
elif i ==

f.write(’{} {} {}]; \n’.format(4, 4, 1))
else:

f.write(’{} {} {} \n’.format(i+1, i+1, i+2))

for i in range(nc):
if i ==
f.write("ne = {}; \n ".format(int(msl[i, 11)))
f.write("DISCRE = [ {} {} \n ".format(i+1l, int(ms[i,1])))
elif i == :
f.write(’{} {} J; \n’.format(i+1, int(ms[i,1])))
else:
f.write(’{} {} \n’.format(i+1,int(ms[i,1])))

f.write(’npint = {};\n’.format (alpha))
f.write(’NPI = [{} {}];\n’.format (alpha, alpha))

i=1
f.write (’CONDCONT = [\n’)
for value in side_prop:

if value == ’engaste’:

f.write(’{} 00 0 0 0 0 0 0 \m’.format(i))
if value == ’apoio livre’:

f.write(’{} 1 01 0 1 0 1 O\n’.format(i))
if value == ’apoio fixo’:

f.write(’{} 1 1 1 01 1 1 O\n’.format(i))
if value == ’aresta livre’:

f.write(’{} 1 1 1 1 1 1 1 1\n’.format(i))
i+=1

.write(’];\n’)

.write(’C = [1 {}];\n’.format (fdens))
.write(’E = {};\n’.format (E))
.write(’ni = {};\n’.format (nu))
.write(’condcanto = {};\n’.format (cc))
.write(’h = {};\n’.format (t))

Hh Hh Fh Hh Hh b

f.write(’op = \’dt\’;’)

print (’Compilando rotina:’)
# Compila o da rotina PLBECON:

with open("PLBECON.FOR") as sourcefile:
sourcecode = sourcefile.read()

f2py.compile (sourcecode)

subprocess.call(["a.out"])

# Compila o da rotina Assemblythinplates:

import matlab.engine
eng = matlab.engine.start_matlab ()
eng.AssemblyThinPlates (nargout=0)

# Plotagem dos resultados:

31))
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w2 = pd.read_csv(’cc2.dat’, sep=’,’, header=None)
w2 = np.array(w2)

w2 = w2.T[3]

w2 = w2.reshape(alpha, alpha)

plt.contourf (-w2, 25)

plt.colorbar (aspect=50)

plt.xlabel (’X’)

plt.ylabel (’Y?)

plt.title(r’$w(x,y)$’)

plt.contour(-w2, 25, colors=’k’, linewidths=.1)

plt.show ()
# Execu o da GUI:

if __name__ == "__main__":
app = Qt.QApplication(sys.argv)
window = MainWindow ()

sys.exit (app.exec_(Q))
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